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1405R1 - Topicos de sistemas dinamicos MAT

Escolha um conjunto de exercicios cuja soma dos valores seja < 20 e responda.

1. (4 valores) Considere a equagdo recursiva
Tpy1 = P, + .

e Determine a solugao estaciondria e a solugao com condicao inicial xg = 7.

e Para quais valores dos parametros « e § todas as trajectorias convergem para a solucao
estaciondria?

e Se 3 # 1, a solugio estaciondria é T = /(1 — 3). A diferenca y, = z,, — T satisfaz a equagio recursiva
Yn+1 = PBYn, cuja solucao é a progressao geométrica y, = yo - 8"

inicial xg =7 é

. Portanto, a solugao com condi¢ao

Ty =T+ (7 — I) . ;371 .
Se B = 1, qualquer x € R é um estado estaciondrio no caso trivial em que § =1 e a = 0. A solucao
com condigao inicial g = 7 é a progressao aritmética

Tn =T+ na.

e O limite da trajectéria x, = T + (g — ) - " quando n — oo existe e é igual a T se zg = T ou |G| < 1.
Portanto, todas as trajectdrias convergem para a solucao estaciondria quando |G| < 1.
Se 8 =1e a # 0, todas as trajectorias sdo divergentes. No caso trivial em que =1 e a« = 0 todas as

trajectorias sao constantes.

2. (4 valores) Use o algoritmo dos babilénios/de Heron para estimar uma aproximagao racional
de v/3 com um erro < 0.001.

Se x1 = 3/2 é uma primeira aproximagao racional, uma segunda é zo = % (z1 4+ 3/z1) = 7/4, e uma terceira
é x3 = % (z3 + 3/x2) = 97/56. O valor de V3 estd entre x3 = 97/56 e y3 = 3/x3 = 168/97. Dado que a
diferenga é |x3 — y3| = 1/5432 < 0.0002, concluimos que |v/3 — 97/56| < 0.0002, ou seja,

V/3 ~ 1.7321 4+ 0.0002..

3. (4 walores) Os nimeros de Fibonacci sdo definidos pela equagdo recursiva

fn+1 = fn + fn—l
com condigoes iniciais fo =0e f1 = 1.

e Mostre que a sucessao x, = 2" é solucao da equagao recursiva Tp11 = Tp, + Tp_1 S€ €

sésez:#g.

e Deduza uma férmula para o n-ésimo numero de Fibonacci f,.

e A sucessdo n — x, = 2" é uma solucio da equacgio recursiva ;11 = Tn +Tp_1 se 2T = 2" 4 2L
el o« — 0 . 2 _ 1 ot o= M4 a s .5 3 “vial s 4 . as raizes

ou seja, se z = 0 ou se 2 = z + 1. Portanto, z,, = 2™ é uma solugdo nao trivial se z é uma das raizes
de 22 — z — 1, que sdo A4 = H[T\ﬁ



e A solugao geral da equacao recursiva é
ey AL+ AT

com c+ constantes. As condigOes iniciais fo =0 e f; = 1 dizem que

cr +c- =0 e Ayt Ao =1
f B 1 1+\/5 n 1 1_\/3 n
n — \/g 2 \/5 2 .

(4 valores) Estude a dindmica (ou seja, determine os pontos fixos e a sua natureza, os pontos
periddicos, e, se possivel, o limite de todas as trajectérias quando o tempo n — o) da
transformacao f : R — R definida por

donde

f@) = e —1].

O tnico ponto fixo é x = 1/2. Todo ponto z € [0,1]\{1/2} é periédico de periodo 2.

Se x < 0, entdo f(xz) > 0. Se & > 1, entdo f(x) = = — 1, logo existe um tempo n = [z] > 1 tal que
f™(z) € [0,1]. Portanto, todos os pontos z €] — oo, 0[U]1, co[ s@o pré-periddicos: se z = m + 1/2 com m € Z,
entdo existe um tempo n > 1 tal que f™(z) = 1/2, e se = — [z] # 1/2, existe um tempo n > 1 tal que

/™ (@) € 10,1\{1/2}.

(4 wvalores) Considere uma rotacdo do circulo Ry : z +Z +— = + a + Z.

e Mostre que se « é racional entao todas as trajectérias sao periddicas.

e Mostre que se « € irracional entao nenhuma trajectoria é periddica.

e Se « é racional, ou seja « = p/q com p € Z e q € N, entao
Ri(x+Z)=x2+q-p/qg+L=x+1Z
para todos os x + Z.
e Se « é irracional, ndo existe nenhum natural n € N tal que na € Z. Portanto,
Ri(z+Z)=x+na+ZF#x+7Z

para todos os x 4+ Z e todos os tempos n € N.

(4 wvalores) Considere a transformacao do circulo f : R/Z — R/Z definida por
x+2Z—10-24+Z

e Determine a cardinalidade dos pontos fixos de 3 = fo fo f.

e A 6rbita de x + Z com x racional é finita ou infinita? Justifique.

Seja 0.x1x2x3 ..., com xpn € {0,1,2,...,9}, a expansdo decimal de um ponto z € [0,1]. A transformacdo f
envia 0.z1x9x3 -+ Z em 0.x2x3%4 - - - + Z.

e O ponto z +7Z = 0.xz1z223 - - - + Z é um ponto fﬂ de f3 se 3 = o, para todos os n > 1, ou seja se
x = 0.abc com a,b,c € {0,1,2,...,9}. Sendo 0.999 + Z = 0 + Z, a cardinalidade dos pontos fixos de f3
é Fix(f3) = 103 — 1 = 999.

e A expans@o decimal de um nuimero racional z € [0,1] N Q é “periédica”, ou seja, é da forma
r=0,x1x203...abc...z

com x1,%2,3,...a,b,¢,...2 € {0,1,2,...,9}. Portanto, a érbita de z + Z com z racional é finita.



7. (4 valores) Seja f : I — I uma transformagao continua do intervalo I C R.

8.

10.

e Prove que se J = [a,b] C I é um intervalo compacto tal que f (J) C J entao f tem um
ponto fixo em J.

e Prove que se J = [a,b] C I é um intervalo compacto tal que J C f(J) entao f tem um
ponto fixo em J.

Os pontos fixos de f(x) sdo os zeros da funcao continua g(z) = f(x) — z. Podemos assumir que a < b, pois
se a = b entdo a é o ponto fixo de f.

e Se fla,b] C [a,b] entdo f(a) > ae f(b) <b.
Se f(a) = a ou f(b) = b, entdo a ou b é um ponto fixo de f em [a,b]. Caso contrario, a funcao
g(z) = f(z) —x é positiva em a, pois f(a) > a, e negativa em b, pois f(b) < b. Pelo teorema de Bolzano
existe um ponto z € (a, b) onde g(z) = 0.

e Se [a,b] C fla,b], entdo f~1({a}) # 0 e f~1({b}) # 0, logo existe um intervalo ndo trivial [c, d] C [a, b]
tal que f(c¢) =a e f(d) =bou tal que f(c) =be f(d) = a.
No primeiro caso, se ¢ = a ou d = b, entdo ¢ ou d é um ponto fixo de f em [c,d]. Caso contrério, a
fungao g(x) é negativa em ¢, pois ¢ > a = f(c) e positiva em d, pois d < b = f(d). Pelo teorema de
Bolzano existe um ponto z € (¢, d) onde g(z) = 0.
No segundo caso, a func¢ao g(x) é positiva em ¢, pois ¢ < b = f(c) e negativa em d, pois d > a = f(d).
Pelo teorema de Bolzano existe um ponto z € (¢,d) onde g(z) = 0.

(4 valores) Estude a natureza dos pontos fixos da transformagao f : R — R definida por
f(z) = ax + B2*

ao variar os parametros a e [3.

Os pontos fixos de f, solucoes de ax + B2 =z, sdo 0 e, se 3 £ 0, T = g

A origem é um ponto fixo atrativo quando |a| < 1, e repulsivo quando |a| > 1, porque f/(0) = a.

O ponto fixo T é atrativo quando |2 — a| < 1, e repulsivo quando |2 — «| > 1, porque f/(ZT) =2 — «a.

(4 wvalores) Dé exemplos de transformagoes continuas f : R — R que satisfazem:

e nenhum ponto é periddico,
e existem pontos periédicos de periodo 2,
e 3 é um ponto fixo repulsivo,

e f é uma contragao.

e Se f(x) =z + 1, nenhum ponto é periddico (as trajectérias sdo xn = xg + n).

e Se f(x) = —=z, todos os pontos x # 0 s@o periddicos de periodo 2 (as trajectérias sdo xn = (—1)"z0).
e Se f(z) =3+ 2(z — 3), o ponto fixo 3 é repulsivo, pois |f'(3)] =2 > 1.

e Se f(z) = /2, f é uma contragao, porque |f(z) — f(y)| = %|1 —yl.

(4 valores) Seja z € R uma raiz do polinémio p € R[z| tal que p'(z) # 0. Mostre que, se
xo € R estd suficientemente préximo de z, entao a sucessao (z,,), definida indutivamente por

sy =y, — DLE0)
n n p/(xn)
se n > 0, converge para z.

A raiz z é um ponto fixo da transformagao f(z) = = — p(z)/p’(x), porque f(z) = z se p(z) = 0. A derivada é
(#'(2))? — p(2)p" (2)
(' (2))?

e portanto z é um ponto fixo super-atrativo. Em particular, a trajectéria de cada ponto xp numa vizinhanca

J'(z)=1- =0,

de z converge para a raiz.
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Escolha um conjunto de exercicios cuja soma dos valores seja < 20 e responda.

1. (4 valores) Dé exemplos de transformacoes continuas f : R — R que satisfazem:

e nenhum ponto da recta é errante,
e o conjunto dos pontos recorrentes é [0, 00 ,
e 0 conjunto w-limite de todo o ponto da recta é {\/3} ,

e f é expansora.

e Se f(x) =z, nenhum ponto é errante.
e O conjunto dos pontos recorrentes de f(z) = |z| é [0, oof
Se f(z) = /3, o conjunto w-limite de todo = € R é {V/3}.

o f(x) =3z é expansora.

2. (4 wvalores) Seja f: X — X uma transformacdo continua de um espago métrico completo e
separdvel X. Prove que se f é +transitiva, entdo o conjunto Recy dos pontos recorrentes é
residual.

Se f é +transitiva entdo o conjunto R dos pontos x € X tais que wy(x) = X é residual. Mas se x € R entao

x € wy(xz) = X, portanto x é recorrente. Ou seja, R C Recy, e portanto Recy é residual.

3. (4 wvalores) Mostre que uma rotacao racional do circulo, uma transformagao
R, :z2+Z—x+a+7Z

com « € Q, nao é topologicamente transitiva.

Se a é racional entao todo o ponto do circulo é periédico. Em particular, a érbita O (z +Z) de todo o ponto

x + 7 € R/Z é finita, logo a sua aderéncia Oy (x 4+ Z) = Of(x 4 Z) é um subconjunto préprio de R/Z.

4. (4 valores) Sejam A = {1,2,...,2} um conjunto finito de cardinalidade z > 2, e ¥* = AN o
espacgo das palavra infinitas x = (z1, 22, 23,...) com x, € A, munido da topologia produto.
Mostre que o deslocamento de Bernoulli o : ¥ — X1, definido por

o (x1,22,3,...) — (2,23, Ta,...),
¢ topologicamente mixing.
Cada aberto nao vazio U C 1 contém um cilindro centrado C, = {z = (a, *)}. Se 7 = |a| é o comprimento

da palavra a, entao 0™ (Cs) = X7 para todos os tempos n > 7. Portanto, se V C T é um aberto nao vazio,
o™ (U)NV =V #( desde que n > 7.



5. (4 valores) Seja f:R/Z — R/Z a transformagao do circulo definida por
r+Z—10-2+7Z.

Diga se existe um ponto p € R/Z cuja 6rbita (’)}F (p) é densa no circulo, e justifique a sua
resposta.

A transormagao f é topologicamente mixing, portanto existe um conjunto residual R de pontos z € R/Z tais

que wy(x) = R/Z. Em particular, se p € R a érbita O]f (p) ¢ densa no circulo.

6. (4 valores) Determine a frac¢do continua de

1+5

2 )

a raiz positiva da equacio p? —p — 1 =0.

Da equagio quadratica ¢? = ¢ + 1 deduzimos, ao dividir por ¢,
1 ) 1 1
p=1+— donde p=1+ p=14+——
© 1 1
1+ — 1+
© 1
1+

Portanto, ¢ S =

7. (4 valores) Mostre que o conjunto de Cantor
0o T,
K = Zg—n com z, € {0,2} p C [0,1]
n=1

é um conjunto perfeito (ou seja, K’ = K).

Sejax =Y > % um ponto do conjunto de Cantor K. Para cada k =1,2,... , seja
g 2—x = =z
(k) — n B i
y - 3n + 3k + Z 3n
n=1 n=k+1

Entao y*®) € K, y(F) # z para cada k, e |v — y(F)| = 2/3%, donde limy,_ o y*) = .

8. (4 wvalores) Dé um exemplo de uma figura geométrica auto-semelhante, e justifique a sua
resposta.

Uma figura geométrica auto-semelhante é o intervalo fechado K = [0,1]. Se U C R é um intervalo aberto tal
que UNK # (), entdao U N K contém um intervalo nao trivial [a,b] C K. A transformagao afim

Tr—a

flz) =

b—a

define um homeomorfismo de [a, b] sobre K.



9.

10.

(4 valores) Dé uma defini¢ao de conjunto de Mandelbrot, e diga como escrever um programa
que desenhe o conjunto de Mandelbrot.

O conjunto de Mandelbrot M C C é o conjunto dos valores do parametro ¢ € C tais que a érbita de 0 € C
pela transformagéao f.: C — C,

felz) = 22 +c,
¢é limitada.
Se |c| > 2, entao |f2(0)| > |c|- (|e] — 1)2”7l (por indugéo), portanto a trajectéria f7*(0) é divergente e ¢ ¢ M.
Seja |c| < 2. Se [f(0)] =2+ J com ¢ > 0, entdo

It ) > 2+ 6)2—2>2+46 donde [f7 R 0)] > 2+ 476 oo 00

Isto implica que para decidir se ¢ € M é “suficiente” decidir se |f7(0)| < 2 para todos os tempos n € N.
Na prética, podemos verificar se |f(0)| < 2 para todos os tempos n < N, onde N é um “tempo maximo”

suficientemente grande.

(4 valores) Escreva a fungao de Lagrange de um péndulo, e deduza as equagdes do movimento
linearizadas numa vizinhanga da posigao de equilibrio.

Sejam 6 o angulo que o péndulo forma com a vertical, m a massa, g a aceleragdo gravitacional, e ¢ o
cumprimento do péndulo. A fungdo de Lagrange é

. 1 o ac
L(6,0) = 5777[292 —mglcosf.
Se |6] < 1, entdo cosf ~ 1 — %92, e as equagoes de Euler-Lagrange sao

G~ —(g/t)-0.



