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1 Crescimento e decaimento

1. (progressao e série geométrica) Uma progressao geométrica de “razdo” A\ é uma sequéncia

a a\ a\? a\® a\" a "1t
obtida do termo inicial g = a usando a recursao z,4+1 = Az,. A identidade
(T+A XN+ X+ AN =1) ="t -1

mostra que, se A # 1, a soma dos primeiros n + 1 termos da progressdo geométrica (com
a=1)¢é

LA+ A% £ A3 4o an = A

Em particular, quando |A| < 1, a série geométrica Y-, A" é convergente, e a sua soma é

S AT =1+ AN+ AT+ L=

n=0

e Diga se as seguintes séries sao convergentes, e, se for o caso, calcule a soma.

1+1/241/44+1/84+1/16+... 1+10+10041000+... 14+1/1041/1004+1/1000+...
S"(4/5)"  9/10+9/100 +9/1000 + ... 0.3333...
n=0

As experiéncias mostram que a populacdo de uma colénia de bactérias,
num periodo de tempo em que podemos considerar ilimitado o nutrimento e desprezaveis as
toxinas produzidas, duplica-se em cada hora.

e Se a populacao inicial é de 1000 células, determine a populagdo passadas 2, 3, 10 horas.
e Quantas horas devo esperar para ver 1024 bactérias a partir de uma tinica célula inicial?

e Escreva uma férmula para P,, a populagdo no tempo n horas, dada uma populacao
inicial Py.

Dizem que Sissa inventou o jogo do xadrez e o ofreceu ao rei de Pérsia.
Ao rei, que o convidou a escolher uma recompensa, pediu um grao de arroz para o primeiro
quadrado do tabuleiro, o dobro, ou seja, dois graos, para o segundo quadrado, o dobro, ou
seja, quatro graos, pelo terceiro quadrado, e assim a seguir até o ultimo dos quadrados do
tabuleiro.

e Quanto graos de arroz o rei teve que pagar?

e Se 1 Kg de arroz contém a volta de 30000 graos, quantas toneladas de arroz foram
necessarias ao rei para pagar o seu jogo?

O decaimento de uma substancia radioactiva pode ser caracterizado
pelo “tempo de meia-vida” 7, passado o qual aproximadamente metade dos niticleos inicial-
mente presentes tera decaido. Portanto, se @),, denota a quantidade de substancia radioactiva
presente no instante n7, com n inteiro, entao

1
Qn+1 = §Qn .

e Determine (),, em fungao da quantidade inicial Q.

e Determine P,, a quantidade de producto do decaimento no instante nr.

1

e Passado quanto tempo a substancia radioactiva fica reduzida a =5

inicial?

-ésimo da quantidade
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e O tempo de meia-vida do radiocarbono *C é T ~ 5730 anos. Mostre como “datar” um
féssil, sabendo que a proporcdo de '*C num ser vivente é fixa e conhecida.'

5. O crescimento exponencial de uma populagdo num meio ambiente
ilimitado é modelado com a equacao recursiva

Pn+1 = AP,
onde P, representa a populagao no tempo n, dada uma certa populacao inicial Py.

e Interprete o parametro A imaginando que em cada unidade de tempo o incremento
P, +1 — P, da populagao é a soma de uma parcela aP,, onde o > 0 é um coeficiénte de
fertilidade, e uma parcela —3P,, onde 3 > 0 é um coeficiénte de mortalidade.

e Discuta o comportamento das solugoes da equagao recursiva ao variar o parametro A.

6. Considere o seguinte problema, posto por Leonardo Pisano (mais
conhecido como Fibonacci, ou seja, “filius Bonacci”)?:

Quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um 6 par, se
em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do sequndo
més?

A resposta de Leonardo Pisano consiste no seguinte modelo. Se F,, o nimero de pares de
coelhos no n-ésimo més, entao
Fn+1 :Fn+Fn—1-

Esta é uma ”lei” que prescreve recursivamente os valores dos F,, dados uns valores iniciais

FO e Fl.
e Responda ao problema de Fibonacci, ou seja, determine Fjo, sabendo que Fy = 1 e
=1
e Escreva um algoritmo para calcular recursivamente os ntimeros de Fibonacci F,.
e Seja Q,, = F,+1/F, o quociente entre sucessivos nimeros de Fibonacci. Mostre que os

quocientes satisfazem a equagao recursiva

1
np1 =14 —
Qn+1 0.

e Assuma que, para grande valores de n, os quocientes sao praticamente constantes, ou
seja, @, — ¢ se n — oo. Utilize a a equagao recursiva para mostrar que

1445

g = 1.61803398874989...

¢

e Mostre que o resultado anterior implica a lei assimptotica Fj, 41 ~ ¢F,,. Reconhece-a?

7. A uma populagao que cresce segundo o modelo expo-
nencial, é adicionada ou retirada uma certa quantidade 3 em cada unidade de tempo. O
modelo é portanto

Pn—&-l:)\Pn"'ﬂ

onde (§ é um parametro positivo ou negativo.

e Determine solugoes estaciondrias, ou seja, que nao dependem do tempo n.

e Determine a solugdo com condigdo inicial Py arbitrdria (considere a substituigio x,, =
P, — P, onde P é a solugao estaciondria).

1J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
2Leonardo Pisano, Liber Abaci, 1202.


http://pt.wikipedia.org/wiki/N�mero_de_Fibonacci
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e Para quais valores dos parametros A\ e 0 as solugbes P, convergem para a solucao
estaciondria quando o tempo n — co?

8. (exponencial) A funcdo exponencial exp : R — R é definida pela série de poténcias

F=1+ +t2+t3+t4+ itn
e = x _— —_— J— e e — R
2 6 24 — nl

e Mostre que a série converge para todos os t € R.

o Mostre que eft® = efe® e que €” = 1, e portanto o exponencial define um homomorfismo
do grupo aditivo R no grupo multiplicativo RT. .

e Mostre que z(t) = e' é solugao da EDO
T=2x

e Verifique que z(t) = zoe’ ¢ uma solugiao de # = z com condigao inicial x(0) = z.

e Mostre que, se y(t) é uma solucdo de & = = com condi¢ao inicial y(0) = x, entdo o
quociente y(t) /e é constante e igual a 2. Deduza a unicidade das solugoes do problema
de Cauchy.

9. A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional & quan-
tidade de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N (¢) de matéria radioactiva
existente no instante ¢ satisfaz a EDO de primeira ordem

N = —3N
onde 3 > 0 é uma constante de decaimento.

e Determine a solucdo da equacgao diferencial com condi¢do inicial N(0) = Np.

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necessario até a quantidade
de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, isto é, é o tempo T tal que
N(T)/N(0) = 1/2. Encontre a relagéo entre o tempo de meia-vida T e a constante de
decaimento (3, e mostre que o tempo de meia-vida nao depende da quantidade inicial
N(0).

e O tempo 1/3 é dito vida média, sendo a esperanca do tempo de vida de cada micleo.
Determine o tempo de meia-vida do *C sabendo que a vida média é 1/8 ~ 8033 anos.

e A radiacio césmica produz '*C na atmosfera terrestre a uma certa taxa «. Portanto, o
niimero de ntcleos de *C na atmosfera segue a EDO

N=-8N+a

Mostre que N(t) converge para o valor estaciondrio N = /3 quando t — oo, indepen-
dentemente da condigao inicial N(0).

A\ 0 YV VO VN VW NV VO O W VO O RV U W L U Y

/

A S

Campo de direcgoes e solugoes da equacao £ = —2x + 1.
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10. (crescimento exponencial) O crescimento de uma populagdo num meio ambiente ilimitado é
modelado pela EDO de primeira ordem

N = AN
onde N (t) é a populagdo no tempo ¢, e A > 0.

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0.
e O que acontece a solucao para grandes intervalos de tempo?
e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentard em duas horas?

e Se de uma populacdo que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa
constante o > 0, entao
N =)AN —«

Determine o estado estacionario, e discuta o comportamento assimptético das outras
solugoes.

Campo de direcgoes e solugoes da equagao © = 2x — 1.
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2 Iteracao e modelos discretos
1. (iteragao) Um sistema dindmico com tempo discreto é definido por uma equagao/lei recursiva
Tn4+1 = f(l’n) )

onde z,, denota o estado (posigao, populagdo, concentracao, temperatura, ...) do sistema no
tempo n (segundos, horas, meses, anos, ...). As trajectdrias sao as sucessoes (&),

xo = x1 = f(m0) — T = f(T1) = oo = Tpg1 = fTn) — .,

definidas a partir de uma condi¢do inicial xg.

Os estados estaciondrios, ou de equilibrio, sao as trajectérias constantes x, = T, onde T é
um “ponto fixo” da transformagao f, ou seja, um ponto tal que

/@) =%.

As solugédes periddicas sao as trajectérias () tais que z,4, = x, para todos os n e algum
tempo p > 1, dito periodo.

Se o espago dos estados é um intervalo da recta real, as trajectérias podem ser observadas
no plano z-y esbocando o caminho poligonal (cobweb plot) 3

($07I0) = ($07I1) — (l’l,l’l) — ($17I2) — (3727172) — (3727173) = ...

entre o grifico da transformagdo, y = f(z), e a diagonal, y = z.

A=1356

e Estude as trajectdrias (ou seja, determine os estados de equilibrio, as trajectérias
periddicas, e o comportamento assimptético de algumas das outras trajectérias) dos
sistemas dinamicos definidos pelas seguintes transformagcoes

f@)=zc  f@)=Tc f)=—a

flx)=3x+1 flx)=2x-7 f(x)z%x+5

f@y=N-a|  fla)=2"-7 flo)=2"-2
fla)y=a"  f(a)=-2"  f(z)=2'®
f@)=z-2*  fz)=z+a®

e Mostre que, se uma trajectéria (z,,) do sistema dindmico x,4+1 = f(z,) é convergente
e se a transformacao f é continua, entdo o limite xo, = lim,, .~ , é um estado esta-
ciondrio, ou seja, f(Zoo) = Too-

3see the tutorial by Elisha Peterson for an implementation with GeoGebra


http://elishapeterson.wikidot.com/technotes:geogebra-cobwebs
http://www.geogebra.org/cms/

2 ITERACAO E MODELOS DISCRETOS 7

2. Um modelo mais realista da dinamica de uma populagdao num meio
ambiente limitado é
P,i1=AP,(1-P,/M)

onde a contante M > 0 é a maior populagdo suportada pelo meio ambiente (observe que
P41 < 0 quando P, > M, o que pode ser interpretado como “extingdo” no tempo n + 1).
A substitui¢ao z,, = P,/M transforma a lei acima na forma adimensional

Tny1 = )\an(l - an) ’
chamada transformacéao logistica®.

e Esboce o gréafico da transformagao logistica para diferentes valores do parametro A.

Gréficos da transformacao logistica quando A =0.5, A =2, A =3 e A =4.

Mostre que os ponto estacionarios sao o estado trivial 0 e

__A-1
T=—"

A

Implemente um programa para fazer simulagoes do sistema.

e Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 0 < A < 1.

Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 1 < A < 3.

Observe os fenémenos que acontecem ao variar o parametro A entre 3 e 4.

e O que acontece quando A >4 7

3. Considere a transmissao hereditaria de um gene com dois
alelos, A e a. Sejam xg, yg € 2o as frequéncias dos genodtipos AA, Aa e aa, respectivamente,
numa dada populagao inicial. Entao as probabilidade de ter o alelo A ou a na formagao de

um gameta sao
1 1

p0=$0+§y0 e QO=1—p0220+§y0,

respectivamente. Na fecundagao, teremos os gendtipos AA, Aa e aa com probabilidades p3,
2poqo € g, respectivamente. Portanto, na primeira geragao, as frequéncias dos trés gendtipos
Serao

z1=pg, Y1 = 2poqo ¢ 21 =q3 .

e Calcule as probabilidades

1 1
p1:x1+§y1 e Q1:Z1+§y1

de ter os alelos A ou a na formacdo de um gameta na primeira geracdo, e mostre que
as frequéncias dos trés genétipos na segunda geragao serao

zo = pg, Yo = 2poqo e 2 =q].

Ou seja, a distribuigao dos trés gendtipos atinge um valor estacionario a partir da
primeira geracao (Hardy- Weinberg equilibrium /principle/law®)

4Robert M. May, Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261 (1976), 459-467.
5G.H. Hardy, Mendelian proportions in a mixed population, Science 28 (1908), 49-50. W. Weinberg, Uber den

Nachweis der Vererbung beim Menschen, Jahreshefte des Vereins fiir vaterlindische Neturkunde in Wirttemberg
64 (1908), 368-382.
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4. (seleccao natural, modelo de Fisher, Wright e Haldane) Um modelo simples de selec¢ao natu-
ral, proposto por Ronald Fisher, Sewall Wright e J.B.S. Haldane em 1930, considera apenas
um gene com dois alelos, A e a. A vantagem ou desvantagem competitiva dos diferentes
gendtipos, AA, Aa e aa, é modelada por coeficientes de “sucesso biolégico” (fitness), ¢ aa,
DAa € Paa, que determinam as diferentes taxas de sobrevivéncia, e portanto de reproducao.
Sejam 0 < p, <1egq, =1—p, as frequéncias dos alelos A e a, respectivamente, na n-ésima
geragdo. Entao a frequéncia do alelo A na (n + 1)-ésima geragéo é dada por

(14 @)p2 + pugn
1+ a@)p2 + 2ppgn + (1 + B)q2

onde (1+a) =daa/daa e (1+ ) = baa/Paa (e portanto —1 < e —1 < j3).

e Esboce a transformagao para diferentes valores de a e 3. Observe que solugoes esta-
ciondrias sao as solugoes triviais 0 e 1, e, quando « e 3 tém o mesmo sinal,

8
ol + 18]

e Discuta o comportamento assimptdtico da frequéncia p,, quando « e § tém sinais opos-
tos. Mostre que na populagao assimptodtica apenas sobrevive o alelo favorecido.

Pn+1 = (

p:

a<0<p <0<«

e Mostre que, quando > 0 e § > 0 (ou seja, os gendtipos AA e aa tém uma vantagem
competitiva em relagdo ao genétipo Aa), o estado estaciondrio p é instdvel, e pequenas
perturbacoes xy = p £ ¢ do equilibrio produzem comportamentos assimptoticos diferen-
tes, a extingao de A ou a extingdo de a, dependendo do sinal (disruptive selection).

e Mostre que, quando a@ < 0 e 8 < 0 (ou seja, o gendtipo Aa é o favorecido), o estado
estaciondrio p é estavel, e portanto os dois alelos convivem na populagao assimptotica
(heterosis).

r 3 5 . n I ) 1 2 . ) 1 1 I 3 ) 5 s
o o [ o o o o o o o o o o o o o o o

Disruptive selection: 0 < o < 3. Heterosis: a < 8 < 0.

SR.A. Fisher, Genetical Theory of Natural Selection, Clarendon 1930. S. Wright, Evolution in Mendelian po-
pulations, Genetics 16 (1931), 97-159. J.B.S. Haldane, A Mathematical Theory of Natural and Artificial Selection
(1924-1934).
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5. (equagoes as diferencas finitas) Considere a equagao as diferengas finitas (EDF)
ApTpyp + Ap_1Tpyp—1 + -+ A1Tpq1 + agx, =0

onde os ag # 0,a1,...,ap—1,ap # 0 sdo pardmetros. A conjectura z, = z" é solugao se A é
uma raiz do polinémio caracteristico

P(z)=ap2? +ap 12P " +---+ a1z +ag

Se o polinémio caracteristico tem p raizes distintas (em C), z1, 22,...,2p, entédo a solugéo
geral da equagao é uma combinacgao linear

Ty =C12] + 225 + -+ + cpz;
onde ¢y, €2, ..., ¢, sdo constantes que dependem das condigdes iniciais zg, 1, ... ZTp—1.

e Determine a solugao geral das seguintes EDF
Tpy2 = 2xn+1 + X Tpy2 = (irnJrl + xn)/2

e Determine uma férmula para os nimeros de Fibonacci.
e Mostre que uma série de poténcias

g Tp2"

n>0

representa uma funcao racional f(z) se e sé se os coeficientes x,, satisfazem uma equacio
recursiva.

6. Um modelo discreto de um sistema presas-predadores

Tn41 = Ty — ﬁxnyn
Yn+1l = —YYn + 5$nyn

e outro modelo é
Tnt+1 = /\xn(l - xn) - 63771:‘}71
Yn+1 = 5mnyn

Nos dois casos, x, € y, sao as populacoes relativas das presas e dos predadores, respectiva-
mente, no tempo n, e as letras gregas sao parametros positivos.
e Discuta o significado dos parametros dos modelos, e as diferencas entre os dois modelos.
e Determine os pontos estacionarios.

e Simule as solugoes dos sistemas ao variar os parametros.
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3

Fluxos e modelos continuos

. (equagoes diferenciais ordinarias) Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) de primeira or-

dem é uma “lei”
z=v(t,x)

para a trajectéria t — z(t) € X C R de um sistema dindmico, onde & = %x(t) denota a
derivada do observavel € R™ em ordem ao tempo ¢, e v(t,2) é um “campo de direcgdes”
(uma recta com declive v(t, z) para cada ponto (f,z)). Uma solu¢do da EDO é uma fungéo
t — x(t) tal que &(t) = v(t, x(¢t)) para cada tempo t num certo intervalo, ou seja, uma fungéo
cujo grafico é tangente ao campo de direcgdes em cada ponto (¢, z(t)) do grafico.

Se o campo v(t,z) é suficientemente regular (por exemplo, diferencidvel), para cada ponto
(to, o) passa uma unica solu¢do com condigdo inicial z(tg) = xo.

AR AR R AR R RN

Campos de direccoes e algumas solucoes de & = sin(t) —z e de & = z(1 — z).
e Esboce os campos de direcgoes das EDOs
T=t T =z T=x—1 T=x+1
t=x(1—-1x) t=(r—1)(z—2)(z—3)

e conjecture sobre o comportamento das solugoes.

e A funcao z(t) = t3 é solugdo da equacio diferencial ti — 3z =0 ? E a funcao x(t) =0 ?

2. (Integracao de EDOs simples) O teorema fundamental do cdlculo implica que a solucdo de

uma EDO simples
z = w(t)

com condigdo inicial z(tg) = xo é determinada por meio de uma integragao, ou seja,

g=o(t), o(te) =20 =  a(t)=zo+ [} v(s)ds

e Integre (ou seja, determine solugoes com x(tg) = xg) as seguintes EDOs.

& =2sin(t) d=e ' d=cos(3t) d=t—1

. (EDOs auténomas/fluxos) A solugdo de uma EDO auténoma

& =v(x)

depende da condicao inicial x(tp) = xg. Se xg é um ponto singular de v(z), i.e. se v(zg) =0,
entdo z(t) = xy é uma solugdo estaciondria (ou de equilibrio) da equagdo. Se zp ndo é um
ponto singular, i.e. se v(xo) # 0, entdo a receita para resolver ?i—‘”t” = v(x) consiste em “separar

nao leccionado
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as variaveis”, % = dt, integrar os dois membros, f:} U(ég) = f:o ds, e resolver para z. Ou
seja,
. x(t) = xo se v(zg) =0
z=wv(x), z(tg) = zo = { z 4
) ) Jeo 25 =t—to sev(zo) #0

Se o campo v(t,x) é suficientemente regular (por exemplo, diferencidvel), para cada ponto
(to,xo) passa uma Unica solugdo com condigao inicial z(tg) = xg. Se estas solugoes existem
para todo o tempo t € R, entdo a familia de aplicagoes (P;)icr, que a cada x € X associa
o valor ®;(x) = x(t) da solugdo com condigao inicial z(0) = =, define um fluzo sobre o
espaco de fases X. O fluxo é uma acao do grupo aditivo R sobre X, ou seja, uma familia de
aplicacoes ®; : X — X definidas para cada t € R, tais que

q)ozldX (S étoq)s:(bbl»s Vt,SER
e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem
&= -3z T =2x t=xz-1 z=e" t=(x—-1)(zr-2)

Determine as solugoes estacionarias. Esboce os campos de direcgoes e conjecture sobre
o comportamento das solugdes. Determine, se possivel, formulas para a solugdo com
condigéo inicial 2(0) = xg, e esboce o grifico de algumas das solugdes encontradas.

4. (EDOs separdveis) A solucao de uma EDO separdvel
_ @)

()

com condigdo inicial z(tg) = xo, se f(zo) # 0 e g(ty) # 0, é dada em forma implicita por

P=f@)/gt), alto)=w = [0 =l s

e Resolva as seguintes EDOs separaveis

i = ta? ti+t =1 i =3 /2? 5= en 3ty
t—1 r—1, z—2° dy z
T = i+ —5—=0 A
x2 t t2 dx Y
(£ +1) & =2tx &=t (22— ) i=el7

definidas em oportunos dominios.

5. (EDOs lineares) A solu¢ao de uma EDO linear
&+ p(t)r = q(t),

com condigao inicial z(tg) = xo, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar
(apenas) uma solugdo néo trivial y(t) da “equagdo homogénea associada”, y + p(t)y = 0,
substituir a conjectura z(t) = A(¢)y(t) na equagdo nao-homogénea e resolver para A(t). O
resultado é

Pptr=q(t), wlte) =z = a(t)=e TP (o4 [ PO g(s)as)

e Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem
2t —6x=e*  a+2x=t dta/P=1/2 dttr=1>

definidas em oportunos intervalos da recta real.
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e Resolva os seguintes problemas nos intervalos indicados:

2t

2t -3z =e t € (—o00,00) com z(0) =1

3t t € (—o00,00) com z(l) =2

rT+zr=e
te —a =t t € (0,00) com z(1) =3
it =13 t € (—o0,00) com z(0) =0
dr/df + rtanf = cos 6 te(—n/2,7/2) comr(0)=1
6. A queda livre de uma particula proxima da superficie terrestre é modelada pela

equacao de Newton
mir = —mg

onde r é a altura, m é a massa da particula, g ~ 980 cm/s? é a aceleracdo da gravidade
préximo da superficie terrestre, e ¥ denota a segunda derivada de r em ordem ao tempo t.

e Resolva a equagdo mo = —myg para a velocidade v = 7, com condigao inicial v(0) = vy,
e deduza a solugao r(t) com condigao inicial 7(0) = ro.

7. Um modelo mais realista da dindmica de uma populagao num meio am-
biente limitado é a equacdo logistica”
N =AN(1— N/M)
onde A > 0 e a constante M > 0 é a populacao maxima suportada pelo meio ambiente.

Observe queN:)\N se N M, eque N — 0quando N — M.

e Seja x(t) = N(t)/M a populagdo relativa. Mostre que a funcao z(t) satisfaz a equagao
logistica “adimensional”
z=Ax(l —x).
e Determine as solugoes de equilibrio da equagao logistica.

e Verifique que
1

o= 1+ (% - 1) e~

é a solugdo da equagdo logistica com condicao inicial z(0) = zg € (0, 1).

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

\\\\\\\\Y\\\\\\\\\\\\\\\\

\

A\

Campo de direcgoes e solugoes da equagao logistica.

7Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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8. Um outro modelo de dinamica populacional em meio ilimi-
tado é )
N =aN?

e Determine a solucdo com condicao inicial N(0) = Ny > 0.

e Observe que as solucoes que determinou nao estao definidas para todos os tempos: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apés um intervalo de tempo finito!

Campo de direccdes e solucdes da equacio & = 2.

9. Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

e A taxa de variacao da temperatura de uma chéavena de cha no instante ¢ é proporcional
a diferenca entre a temperatura do ar e a temperatura do cha no instante ¢.

e A taxa de variacdo de uma populacao de cogumelos no instante ¢ é proporcional a raiz
quadrada da populagao no instante t.

¢ A velocidade de um foguetao no instante t é inversamente proporcional a altura atingida
no instante t.

e A taxa de crescimento da massa de um cristal cubico é proporcional a sua superficie.

10. Um modelo mais realista da queda livre de uma particula préxima
da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia é modelada como
sendo uma forga —k7 proporcional e contraria a velocidade, assim a equacao de Newton
escreve-se

mi = —k7 —mg

onde k > 0 é um coeficiente de atrito. Chamando v = 7 a velocidade da particula, somos
levados a

mo = —kv —mg

e Determine a solucdo v(t) com condigao inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v(t) tende para um valor assimptético v quando t — oo,
independentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solucao encontrada para determinar a trajectéria r(t) com condigdo inicial
r(0) = 7o.

11. A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO _
LI+RI=V

onde V (t) é a tens@o que alimenta o circuito.
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e Escreva a solugao geral como fungao da corrente inicial I(0) = Iy.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com tenséo constante V (t) = E. Esboce
a representacao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
Esin(wt). Se nao conseguir, mostre que a solugdo com I(0) = 0 tem a forma

F . FwL _Ry
\/ﬁ Sin ((Ut - a) + me

onde a é uma constante que depende de w, L e R.

I(t) =

12. Numa primeira aproximagao, a temperatura T'(t) no ins-
tante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢ é M (t) segue a lei
do arrefecimento de Newton

T =—k(T — M(t))

onde k é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

e Escreva a solugdo T'(t) como fungdo da temperatura inicial T(0) = Ty e de M (s) com
0<s<t.

e Resolva a equacdo quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) =
M. Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para
grandes intervalos de tempo.

3

e Uma chévena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.
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4

1.

2.

Simulacoes e sistemas de EDOs

(método de Euler) O método de Euler para simular as solugdes da EDO
& =v(t,x).
consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear
z(t+dt) —x(t) ~v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. A solugéo x(ty + n - dt), com condi¢ao inicial
x(to) = o, é estimada pela sucessdo x,, definida recursivamente por

’an =, +v(tn, Tn) - dt‘

onde t,, = tg+n-dt. Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximagao
de z(t), dado z(tg) = x, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

}

e Considere a equagao diferencial
T=ux
com condicdo inicial z(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = €, entdao o método de Euler
fornece a aproximagao
n
z(t) ~ (1+¢)

onde n ~ t/e é o nimero de passos. Deduza que, no limite quando o passo € — 0, as
aproximagoes convergem para a solucao verdadeira, pois

t n
lim (14 ¢)"¢ = lim <1+ >
e—0 n—oo n

Compare a resposta do método de Euler com a solugao exacta x(1) = e, usando passos
diferentes, por exemplo £ = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

(pendulo matematico) Considere a equagao de Newton que modela as oscilagbes de um
péndulo,

0 = —w?sin(0) —af .
onde w = /g/¢, g é a aceleragdo gravitacional, £ o comprimento do péndulo, e & > 0 um
coeficiente de atrito. No espago de fase, de coordenadas g e p = ¢, a equagao assume a forma
do sistema )

0=p

p=—w?sin(f) — ap

e Simule o sistema, e esboce as trajectorias e as curvas de fase.

N~ SNSSSS NS

Retrato de fase do péndulo (sem e com atrito).

nao leccionado
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3. (oscilador harmodnico) As pequenas oscilacoes de um péndulo em torno da posicao de equilibrio
estavel § = 0 sao descrita pela equagao do oscilador harmdnico

§=-wyq.

onde w ¢ a frequéncia caracteristica. No espago de fase, de coordenadas ¢q e p = ¢, a equagao
assume a forma do sistema
q=7p
s 2
p=—-wyq
e Simule o sistema, e esboce as trajectorias e as curvas de fase.

e Mostre que as trajectorias sao
q(t) = Asin (wt + ¢) ou Acos (wt+ ¢) ,

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vg.

e Mostre que a energia
1 1
E(g,p) = —p? + ~w’¢?
(a:p) = 5p° + 5w'q
é uma constante do movimento, ou seja que se (g(t),p(t)) é uma solugdo do oscilador

harmoénico entao %E (g(t),p(t)) = 0 para todo o tempo t.

Retrato de fase do oscilador harmonico.

4. (oscilacoes amortecidas) Considere a equagao das oscilagoes amortecidas
. . 2
§=—2aq—wq,
onde o > 0 é um coeficiente de atrito.

e Simule o sistema quando o < w? (amortecimento sub-critico), a? = w? (amortecimento

critico), e a? > w? (amortecimento super-critico).
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Retrato de fase e trajectérias do oscilador amortecido (sub-critico e super-critico).
5. (oscilacoes forcadas) Considere a equacao das oscilagoes forcadas amortecidas
j=—2a4 —w?q+ F(t),
onde a > 0 é um coeficiente de atrito e F'(¢) uma forga.

e Simule o sistema quando a forga é F(t) = Fycos(vyt), ao variar os pardmetros.

6. (circuito LRC) A corrente I(¢) num circuito RLC, de resisténcia R, induténcia L e capacidade
C,é determlnada pela EDO

. | .
LI+RI+—-I=V,
C
onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao constante V(t) = V;.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao alternada V(t) = Vj sin(7t)
(compare com a equagao das oscilagoes forgadas amortecidas).

7. (oscilador de van der Pol) Considere o oscilador de van der Pol®
2\ -
—u(l=¢7)g+q=0
que modela a corrente num circuito com um elemento nao-linear.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar o parametro p.
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Retrato de fase e trajectérias do oscilador de van der Pol.
e Simule o oscilador forcado
G — (1 —¢*)g + q = Fysin(wt)

ao variar o parametro u e a frequéncia w.

8B. van der Pol, A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations, Radio Review 1 (1920), 701-710
and 754-762. B. van der Pol and J. van der Mark, Frequency demultiplication, Nature 120 (1927), 363-364.
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8. Considere o sistema de Lotka-Volterra

T = ax — bxy
y=—cy—+dzry

Foi proposto por Vito Volterra’ para modelar a competicio entre z presas e y predadores,
e por Alfred J. Lotka'® para modelar o comportamento ciclico de certas reaccoes quimicas,

como o esquema abstracto

A+ X —2X X+Y —=2Y Y - B

e Determine as solugoes estacionarias.

e Mostre que a funcao
H(z,y) =dx+by — clogz — alogy

é uma constante do movimento, ou seja, %H (z(t),y(t)) = 0. Deduza que as érbitas do
sistema estao contidas nas curvas de nivel de H (z,y).

e Simule o sistema.

WY/ 2244
‘5//////k»w

N [
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Retrato de fase do sistema de Lotka-Volterra.

9. O Brusselator é um modelo autocatalitico proposto por Ilya Prigogine e cola-
boradores'! que consiste na reaccio abstracta

A— X B+X-Y+C 2X+Y —3X X —D

e Simule o sistema
T=a—(B+ 1)z + 23y

j = Ba —a%
para as concentracoes das espécies cataliticas X e Y, obtido quando as concentragoes
[A] ~ a e [B] ~ (8 sdo mantidas constantes.
e Simule o sistema
t=a—(b+ 1)z + 22y
U =br — 2%y
b=—-bxr+4§
para as concentracoes de X, Y e B, obtido quando a concentragdo [A] ~ « é mantida
constante e B é injectado a uma velocidade constante v ~ 4.

9Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad.
Lincei 2 (1926), 31-113. Vito Volterra, Le¢ons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

10Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams
& Wilkins Co. 1925.

1. Prigogine and R. Lefever, Symmetry breaking instabilities in dissipative systems, J. Chem. Phys. 48 (1968),
1655-1700. P. Glansdorff and I. Prigogine, Thermodynamic theory of structure, stability and fluctuations, Wiley,
New York 1971. G. Nicolis and I. Prigogine, Self-organization in non-equilibrium chemical systems, Wiley, New
York 1977.
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Rerato de fase do Brusselator.

10. (bifurcaciao de Hopf) Considere o sistema'?

&= —y+az\ (:r +y))
y=z+y\— (2% +1?)

Simule o sistema ao variar o parametro A.

Mostre que a origem é um equilibrio assimptoticamente estével quando A < 0.

Mostre que a origem é um equilibrio instavel quando A > 0. Observe que a circunferéncia
22 + 9% =1 é um “ciclo limite” do sistema quando A = 1.

Simule o sistema
t=z+y—z(A- (2> +9?)
y=—-z+y—yA— (2> +9%)

11. (reaccao de Schnakenberg) Considere a reaccdo de Schnakenberg'®

2X+Y —3X A—=Y X —- B

modelada pelo sistema
t=2%y—x+p
j=-2+a

para as concentragoes x ~ [X] e y ~ [Y].

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar os parametros.
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Retrato de fase do sistema de Schnakenberg.

12E,. Hopf, Abzweigung einer periodischen l6sung von einer stationiren l6sung eines differentialsystem, Ber. Verh.
Sdchs. Acad. Wiss. Leipzig Math. Phys. 95 (1943), 3-22.
137, Schnakenberg, Simple chemical reaction with limit cycle behavior, J. Theor. Biol. 81 (1979), 389-400.
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12. (oscilador bioquimico de Goodwin) Um modelo de interagbes proteinas-mRNA proposto por
Goodwin'? é ) )
M=gp—a
P=M-p
onde M e P denotam as concentracoes relativas de mRNA e proteina, respectivamente.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.

Retrato de fase do sistema de Goodwin.

e Simule o sistema'?

M=_—"—aM

= pw
P=M™— 3P
13. (atractor de Lorenz) Considere o sistema de Lorenz'®
i=o(y—x)
y=z(p—2)—y
Z=xy— Pz

e Analize o comportamento assimptético das trajectérias ao variar os pardmetros o, p e

e Observe o comportamento das trajectérias quando o ~ 10, p ~ 28 e 3 ~ 8/3.

Atractor de Lorenz.

MB.C. Goodwin, Temporal organization in cells, Academic Press, London/New York 1963. B.C. Goodwin,
Oscillatory behaviour in enzymatic control processes, Adv. Enzyme Regul. 3 (1965), 425-438.

157, Scheper, D. Klinkenberg, C. Pennartz and J. van Pelt, A Mathematical Model for the Intracellular Cicardian
Rhythm Generator, J. Neuroscience 19 (1999), 40-47.

16E.N. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, J. Atmspheric Science 20 (1963), 130-141.
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5 Sistemas dinamicos topolégicos

1. (sistemas dinamicos topoldgicos, trajetérias e orbitas) Um sistema dindmico topoldgico é uma
acao de Ny ou de Z num espago topoldgico (X, 7), gerada por uma transformagio continua
fX—-X.

As “iteradas” da transformacdo f sao as transformacées f : X — X, definidas indutiva-
mente por

fo=id e ff=foff lseneN
SeneNeAcC X, entdo f~™(A) denota o conjunto {x € X t.q. f*(x) € A}. Se f é um
homeomorfismo, é possivel definir as iteradas f™ : X — X para todo n € Z.

Aacao ¢ :Ngx X — X,0u¢:Z x X — X se f for um homeomorfismo, é definida por
O (z) = " (2)

A seguir, (X, d) serd um espaco métrico completo munido da topologia induzida 7, localmente
compacto (todo ponto admite uma vizinhanga compacta) e separavel (admite um subconjunto
enumeravel denso, e portanto, sendo um espago métrico, uma base enumeravel da topologia).
Por exemplo, dominios de R”, intervalos da reta, o circulo R/Z, o toro R"™/Z", o plano
complexo C, a esfera de Riemann C, conjuntos de Cantor... e produtos cartesianos de espacos
finitos. Para evitar trivialidades e detalhes intiteis, assumiremos também que a cardinalidade
de X seja infinita.

A trajetoria de x € X é a sucessao (z,,) definida recursivamente por

neNg’
Tng1 = f(2n)

a partir da “condicdo inicial” g = x. A drbita de x € X é a imagem da sua trajetéria, ou

seja o conjunto
Of () = {f"(2)},.en,

A grande orbita do ponto x é o conjunto
GOs(z)={2' € X t.q. In,m >0t.q. f"(z') = f"(z)}

ou seja o conjunto dos pontos que tém eventualmente a mesma histéria futura de x.

Se f é invertivel, é til definir a orbita completa de x, o conjunto

Op(z) ={"(@)} ez
e Mostre que a relagao “estar na mesma grande érbita” é uma relagao de equivaléncia.

e Mostre que a relagao “estar na mesma 6rbita completa” é uma relacao de equivaléncia,
e portanto X é uma reuniao disjunta de orbitas completas.

e Estude a dinamica, ou seja a estrutura das érbitas, de uma transformacao arbitraria
definida num conjunto finito X = {1,2,...,n}. Observe que o estudo da dindmica das
transformagoes bijetivas consiste essencialmente no estudo dos grupos simétricos S,,.

2. (6rbitas periddicas) Seja f : X — X um sistema dindmico topoldgico. Os pontos fizos de
f sdo os pontos p € X tais que f(p) = p. O ponto p € X é periddico de periodo n > 1 se
f™(p) = p e se n é o menor dos tempos k > 1 tais que f¥(p) = p. Assim, a 6érbita do ponto
periédico p é um conjunto finito

{p, f®). (@), " (0}

de pontos que sao permutados pela transformagao f.

Fix (f™) denota o conjunto dos pontos fixos da transformagao f™, e
Perf = UnZlFiX (fn)

denota o conjunto dos pontos periddicos da transformacao f.
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e Mostre que um ponto x pode ter orbita finita sem ser periédico: pode acontecer que
existe k > 1 tal que f* (x) é um ponto periédico (tais pontos, que “caem” numa érbita
periddica passado um tempo positivo, sao ditos pré-periddicos).

e Mostre que cada um dos conjuntos Fix (f™) é fechado, pois f™ é continua, mas a reuniao
Per; pode nao ser.

e Determine pontos periédicos de ...

3. (observéveis) Seja f : X — X um sistema dinadmico topolégico. Os observdveis sdo funcoes
@ : X — RouC. O observavel ¢ : X — R é invariante se

pof=¢

ou seja se é constante em cada érbita. O observavel ¢ : X — R é uma fung¢oes de Lyapunov
se

pof<yp

ou seja, se é decrescente no tempo.

e Mostre que, se ¢ : X — R é invariante, ] C Re A = ¢~ (I), entdo f~1(4) = A.

e Seja ¢ uma constante do movimento. Se ¢ (x) = a, entdo o futuro e o passado de z
pertencem ao conjunto de nivel ¥, = {z € X t.q. ¢ (z) = a}, i.e. GO¢(z) C X,.

e Mostre que a fungao caracteristica do subconjunto A C X ¢ invariante sse f~1(A) = A.

e Se sabemos que p o f < @, e que ¢ (x) = a, entdo o futuro de = "nado sai” do

conjunto de sub-nivel X<, = {x € X t.q. ¢ (z) <a}, e o passado de z "vem” de

<a
Yoo ={reX tq o(z) >a}.

4. (médias de Birkhoff) Seja f : X — X um sistema dindmico topolégico. A média temporal
(ou média de Birkhoff) do observével ¢ até ao tempo n > 0 é o observavel @,, definido por

P (7) =

nilgw(fk(x))

k=0

i.e. o valor de ®, no ponto x é a média aritmética dos valores de ¢ na ”"n-dérbita de x”
{2, f (@), f* (2), s [ (2) }.
Se o limite
?(x) = lim o, (z)
n—oco
existe, tem o significado de ”valor médio assimptético” de ¢ ao longo da orbita de x.

Seja 14 a funcao caracteristica de um subconjunto A C X. Entao o limite

T4 (x) = lim ! 1card{nggnt.q. fF(x) e A}

n—oo 1 +

se existir, representa “a fracdo de tempo assimptética” que a trajetéria de x passa em A, ou
seja a “frequéncia com que a trajetéria de x visita o conjunto A”.

e Mostre que @ (z) = (@ o f) (z) nos pontos onde o limite existe.

5. (conjuntos invariantes) Seja f : X — X um sistema dindmico topolégico. Um subconjunto
A C X é dito invariante se

f7iA) =4
Um subconjunto A C X é dito +invariante se f(A) C A, e é dito —invariante se f~1(A) C A.
Em particular, se A é +invariante é possivel definir o sistema dindmico f|4 : A — A.
e Mostre que a fungio caracteristica do subconjunto A C X é invariante sse f~1(A) = A.

e Se A é invariante entao f (A) C A (e portanto um ponto de um conjunto invariante tem
toda a sua histéria, futura e passada, contida no conjunto).



5 SISTEMAS DINAMICOS TOPOLOGICOS 23

e Mostre que GOy (z) é o menor conjunto invariante que contém x, e portanto um con-
junto invariante é uma reuniao de grandes érbitas, é composto pelas histérias possiveis
passadas e futuras dos seus pontos.

e Mostre que se f é invertivel, O¢(z) é o menor conjunto invariante que contém . Isto
implica que, se f : X — X é invertivel, um subconjunto A C X ¢é invariante sse é uma
reunido de dérbitas completas, i.e. se A = UgcaOy(z).

e Descubra as implicagoes entre as condigoes
i)y =4 . fA)ca . fiAcA . fA=4 , A =A=f4)
para uma transformacao qualquer, uma transformacao sobrejetiva e uma transformagao
bijetiva.

e Considere o conjunto C igual a GOs(x), Of(z) ou (’)}L(x) para algum ponto z € X, e
determine as propriedades de invariancia dos conjuntos C, C, 9C e C".

e Seja A C X. Mostre que Up>of™ (A) é um conjunto +invariante, de fato o menor
conjunto +invariante que contém os pontos de A..

e Seja A C X. Mostre que, se f: X — X é invertivel, entdo Upezf™ (4) é um conjunto
invariante, de fato o menor conjunto invariante que contém os pontos de A.

e Seja ¢ : X — R um observavel, e seja A C X o conjunto dos pontos z € X tais que
o limite ¥ (z) = lim,,—.o P, (z) existe. Mostre que A é invariante, e que o observével
© : A — R é invariante com respeito & transformacao f|a : A — A.

6. (conjugagao) Os sistemas dindmicos topolégicos f : X — X e g : Y — Y sdo (topologica-
mente) conjugados se existe um homeomorfismo h : X — Y, dito conjugagdo, tal que

hof=goh

Uma fungao continua e sobrejetiva h : X — Y é dita semiconjugacao entre os sistemas
dindmicos f: X - X eg:Y — Y se ho f = goh. Neste caso, g é dito um fator de f.

e Observe que a condicio pode também ser escrita como f = h™' o goh, e que é uma
relacdo de equivaléncia. Por inducdo, vé-se que f” = h™! o g" o h para todo tempo
n > 0. Em particular, uma conjugacao h envia érbitas de f em 6rbitas de g.

e A h-imagem de toda érbita de f é uma drbita de g.
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6

Numeros e dinamica

O cifrculo é o espago quociente S' = R/Z do grupo comutativo R pelo
subgrupo Z, munido da topologia quociente herdada da topologia euclidiana da reta. As
rotagdes do circulo sao as translagoes +a : R/Z — R/Z definidas por

T+Z—x+a+7Z

onde o € R.

A métrica euclidiana da reta “induz” uma métrica invariante d no circulo, definida por

dz+7Z,2 +7Z min —
( ) yer~Haz+Z}, y'en—1{z'+7} ad
= min|z — 2’ + n|
nez
onde 7 : R — R/Z denota a projecdo x +— x + Z. As rotagdes do circulo sdo as isometrias de

(R/Z,d) que preservam a orientagao.

Em notagao multiplicativa, se o circulo é identificado com o conjunto {z € C t.q. |z| = 1} dos
ntimeros complexos de médulo 1, as rotacoes do circulo sdo as transformacoes z — €727z,

e Verifique que
d(zx+Z,x' +Z) :miIZl|x—ac’+n|
ne

é uma métrica no circulo R/Z.

e Identifique o circulo R/Z com o intervalo [0, 1] (toda classe 4+ Z tem um e s6 um repre-
sentante x neste intervalo), e dé uma expressao analitica para a distancia d (x + Z, ' + Z)
em funcao de x e 7.

(Observe que se |z — 2| < 1/2 entdo d (z + Z, 2" + Z) = |z — 2'|)
e Verifique que as rotagoes +a : t+7Z — r+a+7Z, com a € R, sao isometrias, e portanto
homeomorfismos, de (R/Z, d).

e Mostre que uma rotagdo 4« : x +Z +— x + a+ Z do circulo R/Z tem pontos periédicos
sse « é racional (se & = p/q com (p,q) = 1 e ¢ > 0, entdo todo ponto do circulo é
periédico de periodo q. Por outro lado, se « é irracional, nao existe nenhum natural
n > 1tal que x + Z = z + na + Z, seja o que for ).

Seja d > 2 um inteiro (por exemplo 10). A multiplica¢io por d é a

transformacao do circulo xd : R/Z — R/Z definida por

T+ 72— dr+ 7

Se r = 0.x1w273... é uma representacio na base d de um ponto x € S! ~ [0,1), entdo a
transformacao xd envia
0.1‘11‘2333 e = 0.m2x3x4 ce
e Verifique que xd é continua.
e Determine a cardinalidade da imagem inversa de um ponto arbitrario de S'.

e Determine os pontos periddicos e pré-periédicos de xd.

Seja A ={1,2,..., z} um “alfabeto” de z > 2 letras, um conjunto
finito munido da topologia discreta, e seja ¥ = AN o produto topolégico de infinitas cépias
de A. Os pontos de ¥t sdo denotados por x = (z1,%2,...,Tn,...), com z, € A, e sdo
“palavras” infinitas nas letras do alfabeto A.

Uma base da topologia produto 7 em Xt ¢ a familia C dos “cilindros centrados”, os subcon-
juntos do género

Cy = {:E EXTtq 1 =01,20 =, ..., T = ak}
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palavras infinitas que “comegam” pela palavra «, ao variar @ = (aq, as, ..., ) entre todas
as palavras finitas nas letras de A. Um aberto do produto topélogico ¥F &, por definicio,
uma reuniao de cilindros centrados.

A topologia produto é metrizavel, uma possibilidade é a métrica
o0
d(z,2') = Z A" xy, — 2|
n=1

onde A > 1. O espaco X1 é um espaco métrico compacto, perfeito e totalmente desconexo,
logo homeomorfo a um conjunto de Cantor.

O deslocamento de Bernoulli (em inglés, Bernoulli shift) é a transformagao o : ¥T — XT
que “esquece a primeira letra”, definida por

g ($1,$2,$37...) = (.’E2,£C37£L'4,...)

e Mostre que a familia dos cilindros centrados é uma base de uma topologia (é uma
cobertura, pois X7 = C; UCy U ...UC,, e a intersecio de dois cilindros centrados é um
cilindro centrado ou o conjunto vazio).

e Mostre que, se A é suficientemente grande, entao os cilindros centrados sao as bolas aber-
tas, e também fechadas, de (X7, d), e que d é uma ultra-métrica (ou seja, a desigualdade
do tridngulo é substituida pela mais forte d(a,b) < max{d(a,c),d(c,b)}).

e Mostre que o é uma transformacgio continua (a imagem inversa de um cilindro centrado

é uma reuniao finita de z cilindros centrados, e portanto a imagem inversa de um aberto
é uma reunido de cilindros centrados, logo um aberto).

e Mostre que o nio é invertivel, todo ponto de ¥ T tem z pré-imagens.

e Determine os pontos periédicos de o, e a cardinalidade de Fix(c™).

4. A norma diddica nos inteiros Z é definida por ||n|ls = 27% se 2*
é a maior poténcia de 2 que divide n (ou seja, se n = 2F¢ com ¢ fmpar). O grupo aditivo
(de fato, o anel) dos inteiros diddicos Zo é o completamento de Z com respeito a distancia
diadica da(n,m) = ||n — m|l2. E um grupo topolégico compacto. Pode ser pensado como o
conjunto das séries formais

oo
T = E ,2" = ... 3, ... T3T2T1 X0
n=1

com z, € {0,1}, munido da “adigdo” definida da forma usual da direita & esquerda. Em
quanto espaco topolégico, Zy é isomorfo ao produto topoldgico {0,1}0) o conjunto das
palavras infinitas (...z, ... Z3zaw120) nas letras 0 e 1, munido da topologia produto. A
“dyadic adding machine” (ou “Kakutani-von Neumann odometer”) é a translagao 7 : Zo —
Zs, definida por

r—x+1

ou seja,

(1) = 1—2, sexp=1 Vk<n
M )n = Ty caso contrario

1

e Verifique que 7 é um homeomorfismo, com inversa n~" : Zg — Zo definida por

(_lx) | 1—-z, sexzp,=0 Vk<n
L " T caso contrario

e A adding machine 7 tem pontos periédicos?
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5. (fragoes continuas) As fragoes continuas (simples e com denominadores naturais) sdo ex-
pressoes formais

1
lao; a1, az,as,...] = ag + 1
a1 +
L1
as + —
1
as + —
onde ag € Z e os “denominadores” a,, € Nsen > 1. Os convergents de [ag; a1, a2, as, . ..] sdo
as fragoes continuas finitas
1
lao;ar,az, ..., an] = ag + 1
ay +
Lo
as + —
. 1
o
an

Os convergentes p,/q, = [ag;a1,az,...,a,] (com pp, G, € Z, qgn # 0 e (Pn,qn) = 1) séo
determinados pela equagao recursiva

DPn = GpDn—1+ Pn—2
In = GnQn-1 -+ Qqn—2

com condigoes iniciais pg =ageqo=1,ep_1=1eq_1 =0.

e Verifique que
GnPn—1 = Pngn—1 = (=1)"
Deduza que os convergentes p,, /g, sao fragoes reduzidas.
e Verifique que
Prs1 _ Pn _ (ZD"
An+1 dn B An+149n

Deduza que os convergentes com n par crescem, e os convergentes com n impar decres-
cem.

e Use a equagao recursiva para mostrar que os denominadores de uma fracao continua
infinita satisfazem
gn+2 2 dn+1 + dn Z 2Qn7

e portanto crescem exponencialmente, ou seja, g, > 2("~1)/2,

e Deduza que a sucessao dos convergentes p,, /g, de uma fragdo continua infinita é conver-
gente, ou seja, existe o lim, o Pn/¢n = 2, chamado valor da fracdo continua e denotado
por

x = [ag; a1,as2,as,...] = lim [ag;a1,as,...,a,],
n—0oo

A cada ntmero real x € R corresponde uma Unica fragdo continua, finita (com o ltimo
denominador a,, > 1) se x é racional e infinita se x é irracional.

A receita para determinar a fragio continua de x € R é a seguinte. Definimos ag = [z], donde
r =ag+ X

com 0 < g < 1. Se xy # 0, ou seja, se x nao é inteiro, definimos 1 = 1/x9, a1 = [1/x0],
donde 1

z [aoﬂ“l] ag a1 + 7
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com 0 < x7 < 1. Se 21 # 0, caso contrério x seria racional, definimos ro = 1/x1, ag = [1/z1],

donde
1
x = [ag; a1,72) = ap + — 1
ai
ag + X2
com 0 < x5 < 1. Indutivamente, definimos
1
x = [ap;a1,a2,...,0n_1,Tn) = ag + 1
a1 —+ 1
as + 1
Ay + Ty,

onde 1y, = 1/xp_1, an = [1/2n_1] € xpy = 1/2p_1 — ap.
e Verifique que se r, é um inteiro (para algum n minimal!), e portanto z,41 = 0, entao
T = [aO;ahaQa .. 'aan]

¢é racional.

e Mostre que, se x é racional, entao o algoritmo termina em tempo finito e portanto
x = [ap; a1, as,...,a,] com a, > 1 (observe que os r, nimeros racionais positivos com
denominadores estritamente decrescentes).

e Deduza que, se z é irracional, entdo o algoritmo produz uma (inica) representagao de
x como fragao continua infinita, i.e.

x = lim [ag;a1,as,...,a,] = ag; a1, az2,as, .. .|

n—oo
e todos os a, com n > 1 sao inteiros positivos.
6. (mapa de Gaul) A mapa de Gauf é a transformagao g : (0,1] — (0, 1] definida por

z—1/z—[1/x]

e Verifique que se x = [ag; a1, as9,as,...] € (0,1]\Q, entao
g:10;a1,a9,as,...] — [0;az2,as,...]
e Deduza que, se = [ap; a1, as,as,...] € (0,1]\Q, entdo

an = [1/G" 1 (z)].
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7 Orbitas regulares e perturbacoes

1. (teoremas de ponto fixo em dimensao 1) Seja f : I — I uma transformagio continua do
intervalo I C R.

i) Se J C I é um intervalo compacto tal que f (J) C J, entdo f tem um ponto fixo
em J.
it) Se J C I é um intervalo compacto tal que J C f(J) entdo f tem um ponto fixo
em J

e Prove os dois teoremas aplicando o teorema de Bolzano & fungéo = — f(z) — .

e Observe que, se f nao tivesse pontos fixos em J, entao

flz) -z

T
f (z) — |
seria uma aplicac¢do continua de um intervalo (J no caso i) ou um subintervalo de J no
caso ii)) sobre o espaco desconexo {—1,1} ...

2. (bacia de atracao) Seja p um ponto fixo de f : X — X. A bacia de atragdo, ou conjunto
estdvel, de p é o conjunto dos pontos cuja trajetéria é assimptotica a p, i.e.

W?e(p) = {x € X t.q. lim f"(z) :p}

n—oo

Mostre que se a trajetoria de x é uma sucessao convergente, o seu limite é um ponto
fixo.

Mostre que conjuntos estaveis de dois pontos fixos diferentes sdo disjuntos.

Seja f : R — R a transformacao linear da reta definida por x — Az. Estude a bacia de
atracao do ponto fixo 0 ao variar o parametro \.

Determine conjuntos estaveis dos pontos fixos de
f@y=2/3  f(x)=2> f(2)=2"
Seja f : R?2 — R? a transformacéo linear do plano definida por
a b
T < c d )x

Estude a bacia de atracao do ponto fixo 0 ao variar os parametros a, b, ¢, d.

3. (contragoes) Seja (X, d) um espacgo métrico. Uma transformagio f : X — X é uma contragdo
(ou A-contragao se é importante lembrar o valor de A) se é Lipschitz e tem constante de
Lipschitz A < 1, ou seja, se existe 0 < X < 1 tal que para todos z,2’ € X

d(f(x), f(&')) < A-d(z,2")

O principio das contragdes afirma que “todas as trajetérias de uma contragdo f : X — X séo
sucesssoes de Cauchy, e a distancia entre cada duas trajetérias diminue exponencialmente no
tempo. Em particular, se X é completo, entao f admite um unico ponto fixo p, e a trajetoria
de todo ponto z € X converge exponencialmente para o ponto fixo, i.e. f*(x) — x para
n — oo”.

e (demonstragdo) Seja f : X — X uma A-contragdo. Seja zp € X um ponto arbitrario, e
seja (r,) a sua trajetéria, i.e. z,.1 = f(x,). Mostre que d (zs41, 7)) < d(x1,20) - AF,
e portanto que

k—1 k—1
d(-rn—i-kyxn) § d(xn+j+17xn+j) S d(xlaxO) : Z )\n+j
7=0 7=0

n

d SAT M < -d .
(z1,0) j; =10 (z1,0)

IN
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Deduza que (z,) é uma sucessao de Cauchy, e que o limite p = lim,,—, - %, que existe
se X é completo, é um ponto fixo de f. Prove a unicidade do ponto fixo. Mostre que
d(xn,p) < A™ - d(xg,p), ou seja que a convergéncia z, — p é exponencial.

e Utilize o teorema do valor médio para mostrar que uma funcao f : R™ — R™ de classe
C! é uma contracio sse existe A < 1 tal que |f/(x)| < A para todo z € R™.

e Prove que uma contragao de um espago métrico compacto X nao pode ser invertivel,
desde que o espago contenha mais de um ponto. (Compare os diametros de X e de

(X))

e Dé exemplos de contragoes de
[0,1] [0,1] x [0,1]
B, () ={y € R" t.q. d(z,y) <7} St={z€Ctq. |z|]=1}

e Mostre que uma transformagao f : X — X tal que
d(f (), f(a) < d(z,2")

para todos z,z" € X distintos pode nao ter pontos fixos, mesmo se o espa¢o métrico X
for completo.

e Mostre que as contragoes lineares da reta z — ax e x — (x nao podem ser conjugadas
se a- <0, i.e. se uma é crescente e a outra é decrescente.

(Uma conjugagao é um homeomorfismo da reta, em particular é monétono...)

4. Considere o problema de determinar o lado ¢ de um quadrado dada a
sua drea a, ou seja, o nimero £ = +/a.

Um método, utilizado provavelmente pelos babilénios e descrito por Heron'”, consiste em

construir recursivamente rectangulos de area a com lados cada vez mais proximos. Se z1 e y;
sao a base e a altura do primeiro rectangulo, e portanto x1y; = a, entao o segundo rectangulo
tem como base a média aritmética de base e altura do primeiro, o terceiro rectangulo tem
como base a média aritmética da base e a altura do segundo, e assim sucessivamente. A
equagao recursiva que determina as bases dos rectangulos é portanto

1 a
xn+1:§ xn'&‘?

Mostre que bases e alturas dos rectangulos verificam as equagoes recursivas

Ty + Yn 1/xn+1/yn
Tntl = ——5 Yntr = =5

Calcule a diferenca ;11 — yn+1 € mostre que

Yo <Yz < ... <UYn <Ynt1 < .. < Tpg1 <Tp < ... <T3 < T2
e que
Tn — Yn

Tn+1 — Yn+1 < 9

Estime v/2 com um erro < 0.01 e 0.001.

Estime quantas iteragoes é preciso fazer para obter os primeiros n digitos decimais de
v/2 usando o método dos babilénios.

5. Um método para determinar um zero de uma funcao
continua f(z) consiste em determinar um intervalo inicial [ag, bg] tal que os valores da fungdo
nos dois extremos tenham sinais opostos, e dividir repetidamente o intervalo em duas partes
iguais seleccionando cada vez o sub-intervalo [ay,b,] em cujos extremos a fungao continue
a assumir sinais diferentes. Pelo teorema de Bolzano, no n-ésimo intervalo seleccionado,
[@n, by], estd um zero da funcdo.

17Carl B. Boyer, A history of mathematics, John Wiley & Sons, 1968. O. Neugebauer, The ezact sciences in
antiquity, Dover, 1969.
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e Determine a velocidade de convergéncia do método, ou seja, estime o comprimento
bn — an|

dos intervalos sucessivos.
e Aproxime um zero de x> — 2 com 4 digitos decimais correctos.

e Use a sua maquina de calcular para estimar o ponto z tal que cos(z) = = (ou seja, um
zero da fungao f(x) = cos(x) — x).

6. (ordem da reta real e trajetérias) Seja f : I — I uma transformacao continua e crescente do
intervalo I C R. Entdo toda trajetéria (z,),,cy, ¢ monétona, crescente ou decrescente. Em
particular, se o intervalo I é compacto, toda trajetoria é convergente. Isto implica que, se 1
é compacto, existe um compacto nao vazio F' C I de pontos fixos, e que os pontos em cada
componente conexa de I\ F tém trajetérias contidas na componente conexa, e convergentes
para um ponto de OF.

e Prove que um homeomorfismo f : I — I de um intervalo I C R nao tem pontos
periddicos com perfodo superior a 2. Quando tem pontos periédicos de periodo 2 ? (Se
o homeomorfismo é crescente entao nenhum ponto pode ter periodo superior a 1. De
fato, as trajetérias sao mondtonas, portanto ou f (z) = x, ou f**1 (x) > f* (z) > ... >z
para todo n > 1, ou f**!(x) < f*(z) < ... < z para todo n > 1. Seja agora f um
homeomorfismo decrescente. Nao é dificil ver que f tem um, e um tnico, ponto fixo p,
e que p divide I em dois subintervalos I_ e I, que sao permutados pela transformacao
f. Observe também que, se f é decrescente, entdo f2 é crescente. Seja x # p tal que
f?(z) # . Entao as sucessoes (f2" (z)) e (f*"*!(z)) sdo estritamente monétonas e
estdo em ”lados” distintos de p, i.e. uma em It e a outra em It ...)

e Sejam I C R um intervalo compacto e f : I — I uma funcao continua e crescente.
Prove que a trajetéria de cada ponto de I converge para um ponto fixo de f. Discuta
a dinamica de f.

e Estude a dindmica de uma transformagao continua e decrescente f : I — I definida num
intervalo compacto I C R. (Observe que, se f é decrescente, entao f2 é crescente...)
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8

2

Linearizagao/anélise local

. (Anélise local/linearizacao/estabilidade dos estados estaciondrios em dimensao 1) Sejam f :
I — I uma transformacdo de classe C! definida num intervalo I C R, e p € I um ponto fixo

de f.

Se |f'(p)] < 1, entdo o ponto fixo é atrativo: as trajectérias de todo o ponto zg suficientemente
préximo de p convergem para p.

Se |f'(p)] > 1, entdo o ponto fixo é repulsivo: as trajectérias de todo o ponto zg # p numa
vizinhanca suficientemente pequena de p saem da vizinhanga em tempo finito.

Se f’(p) =0, o ponto fixo p é dito super-atractivo.

Dé exemplos que mostram que o conjunto estavel de um ponto fixo repulsivo p pode
conter estritamente {p}.

Procure uma boa definicao de drbita periddica atrativa.

(Observe que, se {p7f(p), ...,f"‘l(p)} é uma Orbita, a derivada de f™ é a mesma em
todos os seus pontos pela regra da cadeia. Se ’(f")/ (p)| < 1, entao p é um ponto
fixo atrativo da transformagao f", e portanto existe uma vizinhanga B de p tal que
fF" (2) —k_oo p para todo z € B. Entdo BU f~(B)U ..U f~ 1D (B) é uma
vizinhanga da érbita periddica, e as trajetorias dos seus pontos sao assimptoticas a
6rbita de p ...)

Se p é um ponto fixo de f : R — R tal que f'(p) = 1, entdo tudo ou quase tudo pode
acontecer! O conjunto estdvel de p pode ser uma vizinhanga de p, pode ser 86 {z}, ou
pode conter uma "meia vizinhanga” de p, um intervalo do género [p,p ¢ ...

Sejam f : V — V uma transformacao de classe C' definida num aberto V C R*,ep € V
um ponto fixo de f. Mostre que se |f'(p)| < 1, entdo p é atrativo, ou seja admite uma
vizinhanca B tal que " () — p para todo = € B.

Seja p um ponto fixo super-atrativo da transformacao f : I — I. Use o polinémio de
Taylor de grau 1 com resto para provar que, se xg esta numa vizinhanga suficientemente
pequena de T, entao a trajectéria de xg converge para o ponto fixo T e a velocidade de
convergeéncia é “quadrética”, ou seja,

|Tnt1 =T < B+ |20 — f|2

onde J é uma constante.

Estude a natureza dos pontos fixos das seguintes transformagoes
f@)=az  flz)=az®  f(z)=az+fa’

ao variar os parametros.

Estude a dinamica de
z—x+a3 e x— x+a?

Digite 0.1 na sua maquina de calcular, e pressione repetidamente a tecla “cos”. O que
acontece? Porque?

. Considere a famdlia quadrdtica ou logistica (do francés ”logement”), a

familia de transformagoes fy : [0,1] — [0, 1] definidas por

x— (1l —x)

onde o pardmetro A tem valores no intervalo [0, 4].

Os pontos fixos de f) sao 0, que é atrativo quando 0 < A < 1, e py = %, que ¢ atrativo
quando 1 < \ < 3.

Se A € [0, 1] entd@o toda trajetéria (f{ (z)) converge para 0. De fato, toda trajetéria é
uma sucessdo decrescente e limitada, logo convergente, e o limite é o tinico ponto fixo 0.
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Se A € ]1,3] entao toda trajetéria (f} (x)) converge para py. De fato, se 1 < A < 3,
existe uma vizinhanga V' de py tal que f)|y é uma contragdo e tal que para todo
z € [0, 1] existe um tempo n > 0 tal que f} (z) € V.

O método de Newton para aproximar as raizes de um polinémio P(z),

ou seja, resolver a equagao

P(z)=0,

consiste em escolher uma primeira aproximacao zp, e iterar

B P(z)
Pl(zn)

Zn+1 = Zn

Ou seja, se zy € uma primeira conjectura, uma conjectura melhor é o zero da aproximacao
linear P(z) ~ P(20) + P'(20) - (z — 20)-

Mostre que se a sucessao (z,) converge, i.e. 2z, — 2o, € ¢ P'(200) # 0, entdo o limite
Zso € um zero do polinémio. Mostre que, se a conjectura inicial zg esta suficientemente
préxima de uma raiz z e P/(Z) # 0, entéo a sucessdo dos z, converge para esta raiz.

Mostre que se |P'(z)| > § e |P”(z)] < M numa vizinhanga de uma raiz r, entdo r é um
ponto fixo super-atractivo de f(z) = z — P(2)/P'(2).

Verifique que o método de Newton aplicado ao polinémio quadratico z2
corresponde ao algoritmo de Heron!

Estime /17 ...

Escreva a receita do método de Newton para resolver 2™ —a =0, com a > 0 e n > 2.

Estime raizes de 2® — 22 — 5 = 0 (Newton 1969).

—a, com a > 0,

Use o método de Newton para aproximar a “razio”, a raiz positiva de 22 —z — 1.

Utilize o0 método de Newton para estimar raizes de

24142 e 224+ 241 22 —92,-5
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9 Linearizacao de fluxos
nao leccionado
1. (sistemas lineares) As trajectérias de um sistema linear

T = Az

com z € R" e A € Mat,,(R), sdo dadas por z(t) = e/4z(0), onde o “operador exponencial”
et4 é definido pela série de poténcias

etA — ZOO t" An

n=0 n!

O campo linear v(xz) = Az é dito hiperbdlico se o espectro de A, o conjunto
Sp(A) ={ M\, =pr+iwr € C t.q. det(A— ) =0}

dos valores préprios de A, é disjunto do eixo imaginério (ou seja, py # 0 Vk).

_ (P, O tA _ e”t 0
A—(O pz) = e —(0 opat

A origem ¢ dita nodo estdvel se p1, p2 < 0, nodo instdavel se p1,ps > 0, ponto de sela se
p1 < 0< p2.
(p 1 ta _ pt 1
A= ( 0 p ) = et =e ( 0
e Verifique que

. ( 0w ) L A ( cos(wt)  sin(wt) )

e Verifique que

e Verifique que

—
~

—sin(wt) cos(wt)
e p w N oA _ oot cois(wt) sin(wt)
—w P —sin(wt) cos(wt)
A origem é dita foco estdvel se p < 0, foco instdvel se p > 0.
e Considere o sistema linear
T=x—y
y=r+y
Determine a solugéo com condigdes iniciais 2(0) =1 e y(0) = 0.
2. (estabilidade local) Seja T € R™ uma solugao de equilibrio do sistema auténomo

& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. O equilibrio é (localmente) estdvel se
Ve>03 >0 tal que

l2(0) —Z|| < ¢ = lx(t) —Z|| <e, Vt>0.
O equilibrio é (localmente) assimptoticamente estdvel se é estavel e se 36 > 0 tal que
|lx(0) —z|| < ¢ = z(t) - T, quando t— 0.

e Verifique que a solugéo de equilibrio x(t) = 0 do campo linear v(z) = Ax é estdvel se
todos os valores proprios de A tém parte real pr, = R(Ag) < 0.

e Verifique que a solugdo de equilibrio z(t) = 0 do campo linear v(z) = Az é assimptoti-
camente estdvel se todos os valores préprios de A tém parte real pr = R(Ag) < 0.
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3. (fungodes de Lyapunov) Seja T € R™ uma solucdo de equilibrio do sistema auténomo
& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. Uma fun¢do de Lyapunov é uma
funcao diferencidvel H(x) que assume um minimo local em T (i.e. H(Z) < H(x) para todo
x # T numa vizinnhanga de T) e que nao cresce ao longo das trajectérias do sistema, ou seja,

d

—H(z(t)) <0
@ H (1) <
Se o sistema & = v(z) admite uma fungao de Lyapunov H (z) numa vizinhanga do equilibrio
T, entao
4 (2(t) <0 = T é localmente estavel
LH(x(t) <0 Vat)#T = T é localmente assimptoticamente estavel
e Considere o sistema conservativo mq = fﬁV(q_), ou seja,
7= wf
r= @

com ¢, p € R™. Verifique que a energia

@5 = 55 + V(@

é uma constante do movimento. Deduza que os pontos de equilibrio (g,0), onde g é um
minimo local do potencial V(q), sdo localmente estéveis.

4. Considere a equacdo das oscilacdes amortecidas § + 2aq + w?q = 0, ou seja, o
sistema

q =p

p = —2ap-wiy
e Esboce as curvas de fase do sistema para diferentes valores dos parametros a > 0 e w.
e Mostre que a energia

1 1
H(g,p) = 5192 - §w2q2

é conservada quando a = 0. Deduza que (0,0) é um equilibrio estdvel.
e Mostre que (0,0) é um equilibrio assimptoticamente estavel se a > 0.
5. (linearizagao de campos de vectores) Seja T € R™ uma solugdo de equilibrio do sistema

auténomo
& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. A linearizagdo do sistema em torno
de T ¢ o sistema linear

y=Ay
para a diferenga y(t) = 2(t) — Z, onde A = Dv(T) é a matriz Jacobiana do campo v no ponto
x.
O teorema de Hartman-Grobman afirma que, se o campo linearizado A é hiperbdlico, entdao
o campo v(z) é “localmente equivalente” & sua parte linear A.

Em particular, se os valores préprios {\;} de A tém parte real R();) < 0 entao

’%(Al) <0,V = T é localmente assimptoticamente estdvel
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e Linearize o sistema
b= —2%+x+sin(y)
j= cos(y) — 2% — by
en torno do seu ponto de equifbrio (1,0) e discuta a estabilidade.

e Considere o sistema
= z2?+4y
y= —r-y

Determine os pontos de equiibrio e discuta a estabilidade. Simule o sistema e esboce as
curvas de fase.

2

e Discuta a estabilidade dos equilibrios do péndulo ¢ = —w*sin(q) — 4.

6. Considere o péndulo matemdtico,

2

6 =—w?sind

e Simule o sistema.
e Mostre que a energia
. 1.
E(9,0) = 592 + w?(1 — cos(9))

¢ uma constante do movimento.
e Discute a estabilidade das dérbitas periddicas.

e Discuta as oscilacoes do péndulo com atrito e com momento de rotagao constante,
0+ w?sin(0) + af = M
7. Considere o sistema

= y+az(l-a®+y?)
j= —z+yl-2+y?)

e Simule o sistema.

e Mostre que, em coordenadas polares, o sistema é
F= r(l—-r?
0= 1
Deduza que a circunferéncia unitaria é uma érbita periddica.

e Estude a estabilidade da drbita periddica.
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Persisténcia e bifurcacoes

(transversalidade e persisténcia dos pontos fixos) Sejam f : I — I uma transformagcao de
classe C' definida num intervalo I C R, e p um ponto fixo de f. Se f’(p) # 1, entdao o ponto
fixo p é “isolado”, ou seja, admite uma vizinhanca B tal que p é o unico ponto fixo de f
em B. Os pontos fixos que satisfazem a condigdo f'(p) # 1 sdo ditos transversais (porque a
tagente ao gréfico graph (f) = {(z,y) t.q. y = f(x)} de f em p é transversal ao grafico da
fungdo identidade, a reta {(z,y) t.q. y = z}).

Se p é um ponto fixo transversal de f : I — I, entdo toda transformacao g : I — [
suficientemente C'-préxima'® de f tem um, e um tnico, ponto fixo, também transversal,
numa vizinhanga de p.

e Prove que um ponto fixo transversal é isolado (um ponto fixo é uma solugéo da equagéao
F(z)=f(x)—xz=0. Se f'(p) # 1 entéao F’ (p) # 0. O teorema da fungdo inversa diz
entao que F' é invertivel numa vizinhanca B de p, e isso implica que p é o tnico zero de

F em B).

e Seja f : R — R uma transformacao de classe C!, e seja p um ponto periédico de periodo
n tal que (f*)' (p) # 1. Toda transformacio g suficientemente C'-préxima de f tem um
ponto periédico de perfodo n préximo de p. (Repita a demonstracdo anterior com f"
em vez de f)

e Sejam f : V — R” uma transformacao de classe C' definida num aberto V.C R”, e p
um ponto fixo de f. A transversalidade de p se traduz na condi¢ao de que o operador
/' (p) nao tenha 1 como valor préprio. Prove que se o operador f’(p) nao tem 1 como
valor préprio, entdo o ponto fixo p é isolado (existe uma vizinhanga B de x tal que z é
o0 dnico ponto fixo de f em B). Enuncie e prove um resultado de “persisténcia” anédlogo
ao caso da reta.

. (duplicac@o do periodo)
. (bifurcagao sela-né) bifurcacao sela-né

(mapa quadratico na reta real)
2
Tpy1 =2, +C

. (Feigenbaum)

1.0

0.8 —

04 4

0.0 T T T T T T T 1
2.4 2.6 2.8 3.0 32

Bifurcation diagram of the logistic map

18 A “distancia” C! entre f e g é

If = gller = sup|f(z) — g(x)| +sup|f'(z) — g’ ()] .
xzel xzel

‘ nao leccionado


http://www.scholarpedia.org/article/Saddle-node_bifurcation_for_maps
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. . Q
6. Considere o sistema'?

& =—y+aA—(z*+y%)
y=z+y\—(z*+y%))

Simule o sistema ao variar o parametro A.

Mostre que a origem é um equilibrio assimptoticamente estdvel quando A < 0.

Mostre que a origem é um equilibrio instavel quando A > 0. Observe que a circunferéncia
22 +y? =1 é um “ciclo limite” do sistema quando X\ = 1.

Simule o sistema

t=x+y—ax\— (22 +9?))
j=—z+y—y\— (@ +y?

19E. Hopf, Abzweigung einer periodischen 16sung von einer stationiiren 16sung eines differentialsystem, Ber. Verh.
Sdchs. Acad. Wiss. Leipzig Math. Phys. 95 (1943), 3-22.
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11 Recorréncias

1. (conjuntos w e « limite) Seja f : X — X um sistema dindmico topoldgico. O conjunto
w-limite do ponto x € X é o conjunto dos pontos limites da trajetoria de x, ou seja

wi (@) = NMpZoUkzn {f*(2)}

o conjunto dos pontos 2’ € X tais que existe uma subsucessao n; — oo de tempos tal que
f™(xz) — 2’ quando i — co. Limy = Uzexwy (x) denota o conjunto dos pontos w-limites.

Se f é invertivel, o conjunto a-limite de x é definido por af(x) = wy-1(x), ou seja é o conjunto
dos pontos 2’ € X tais que existe uma subsucessao n; — oo de tempos tal que f~" (x) — =’
quando i — oo. Limy-1 = Uzexay (z) denota o conjunto dos pontos a-limites.

e Prove que wy(x) é fechado e +invariante. Prove que, se f é um homeomorfismo, entao
wyr(x) e ay(x) sdo fechados e invariantes.

e Mostre que, se X é compacto, entdo a trajetéria (f" (7)), cn, de todo ponto z € X
admite subsucessoes convergentes, e portanto wys (z) # (. Analogamente, se f é um
homeomorfismo, ay (z) # 0 para todo ponto x € X. Em particular, os conjuntos
Lim;+1 nao sao vazios.

e Dé exemplos que mostram que wy(z) e af(x) podem ser vazios.

e Mostre que Pery CLimy.

2. (pontos recorrentes) Seja f : X — X um sistema dindmico topoldgico. O ponto z € X é
recorrente se ¢ € wy(x), ou seja, se dada uma vizinhanca arbitraria B de z, existe um tempo
n > 1 tal que f" (z) € B. Recy denota o conjunto dos pontos recurrentes de f.

Se f é um homeomorfismo, Recy-1 é o conjunto dos pontos z tais que x € ay(z).

e Mostre que Pery C Recy.

e Defina uma ordem parcial em X da seguinte maneira: x < 2’ se para todas vizinhangas
U de z e V de 2’ existe um tempo n > 1 tal que f*(U) NV # 0. Prove que z é
recorrente sse xr < .

e Dé exemplos que mostram que Recy e Recy-1 podem ser vazios.

3. (conjunto nao-errante) Seja f : X — X um sistema dindmico topolégico. O ponto z € X é
errante se admite uma vizinhanca disjunta de todas as suas iteradas, i.e. se existe um aberto
U que contém z tal que U N f*(U) = () para todo tempo n > 1. O ponto z nio é errante se
para toda vizinhanga U de z existe um tempo n > 1 tal que f™(U)NU # 0.

O conjunto ndo-errante NWy (do inglés “non-wandering set”) é o conjunto dos pontos x que

nao sao errantes.

O conjunto nao-errante NW; é fechado (o cojnunto dos pontos errantes é aberto quase
por defini¢do, pois, se x é errante, todo ponto duma sua vizinhanca é errante) e +invariante.
Contém os w-limites de todos os pontos de X, assim como os pontos recorrentes. As inclusoes
sao

Pery C Limy C NWy e Pery C Recy C NWy

Se f é um homeomorfismo, NW¢, que ¢ igual a NW -1, é também invariante, e contém os
w- e a-limites de todos os pontos de X.

X compacto = NW () Se X é compacto, entao NW (), porque todo ponto z € X
f f
tem wy (z) # 0 e porque Limy C NWy.

e Prove que o conjunto nao-errante de um homeomorfismo é fechado, invariante e contém
0s w- e a-limites de todos os pontos.
e Mostre que, se f ¢ um homeomorfismo, entao NW; = NW ;1.

e Dé exemplos que mostram que NW ¢ pode ser vazio.
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e Mostre que Pery C Recy C NW; C Recic. Dé exemplos que mostram que as inclusoes
podem ser estrictas.

e Mostre que Pery C Recy C NWy e portanto Pery C Recy C NW;. Mais dificil é
arranjar exemplos que mostram que as inclusoes podem ser estrictas.

e Determine os conjuntos nao errantes das transformacoes lineares do plano.
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12

Transitividade e orbitas densas

1. (transformacoes transitivas) Seja X um espaco métrico completo e separdvel. Uma trans-

formagao continua f : X — X é (topologicamente) +transitiva se verifica uma das condigoes
equivalentes:

i) para cada dois abertos nao vazios U,V C X existe um tempo n > 0 tal que
fru)ynv#£90,

ii) existe um ponto x € X tal que wy (z) = X,

iii) existe um conjunto residual de pontos x € X tais que wy (z) = X.

Um homeomorfismo f : X — X é (topologicamente) transitivo se verifica uma das condigoes
equivalentes:

i) para cada dois abertos nao vazios U,V C X existe um tempo n € 7Z tal que
fru)ynv #£0,
ii) existe um ponto x € X tal que Of(z) = X,

iii) existe um conjunto residual de pontos x € X tais que Of(z) = X.

e Prove as implicagoes iii) = ii) = i) na definigdo de ”transformacao +transitiva”.
e Prove que, se f: X — X é +transitiva, entao NWy = X.

e Prove que se f: X — X é +transitiva, entdao o conjunto Recy dos pontos recorrentes é
residual.

e Prove as implicagoes iii) = ii) = i) na definigdo de homeomorfismo transitivo”.

e Prove que um homeomorfismo f : X — X é transitivo sse X néo contém uma reunido
disjunta de dois subconjuntos abertos invariantes e nao vazios.

e Prove que, se f: X — X é um homeomorfismo transitivo, entao toda funcao continua
¢ : X — R invariante é constante.

e Mostre que uma rotagao racional do circulo nao é um homeomorfismo transitivo (observe
que a fungdo continua = — sin(2rqz) é invariante pela rotacdo x +Z — x +p/q+ 7Z

)

2. (conjuntos e transformagoes minimais) Seja f : X — X uma transformagio continua. Um

subconjunto fechado e nao vazio K C X é dito minimal se é +invariante e se nao contém
subconjuntos préprio fechados e +invariantes. Se Miny denota a reunido dos subconjuntos
minimais de X, entao Pery C Miny C Recy.

Se uma transformagao f : X — X admite um compacto C' C X tal que f (C) C C, entdo
admite pelo menos um conjunto minimal K C C.

Uma transformagao continua f : X — X é minimal se verifica uma das condigoes equivalen-
tes:

i) toda drbita O?(x) é densa em X,
it) X nao contém um subconjunto préprio fechado e +invariante, e portanto é um
conjunto minimal.

O homeomorfismo f : X — X é um homeomorfismo minimal se toda 6rbita completa Oy (x)
é densa em X, ou seja se X ndo contém um subconjunto préprio fechado e invariante.

e Use o lema de Zorn para mostrar que uma transformacao continua f : X — X de um
espago compacto X admite pelo menos um conjunto minimal (considere a familia C
dos subconjunto C' C X que sao fechados, nao vazios e +invariantes, munida da ordem
parcial “C”).

e Mostre que uma transformacao f : X — X definida num compacto admite pelo menos
um ponto recorrente (que pode ser tnico!), pois Miny C Recy.

e Mostre que uma transformagao minimal é +transitiva.
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e Mostre que um homeomorfismo minimal é transitivo.

e Mostre que um homeomorfismo f : X — X definido num espago compacto admite pelo
menos um subconjunto minimal K, ou seja neste caso um subconjunto fechado, nao
vazio e invariante que nao contém subconjuntos préprios fechados e invariantes.

3. Uma rotagao irracional do circulo é um homeomorfismo
minimal.

e Deduza que os subgrupos préprios e fechados do circulo R/Z séo os subgrupos finitos.
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13 Perda de memoria e independéncia assimptotica

1. (dependéncia sensivel das condicoes iniciais e mixing) A transformagdo f : X — X tem
dependéncia sensivel das condigcoes iniciais se existe § > 0 tal que para todo x € X e toda
vizinhanca B de x, existem y € B e um tempo n > 0 tais que

d(f" (y), [ (x)) >4

A transformagao f : X — X é topologicamente mizing (ou seja, “misturadora”) se para cada
dois abertos nao vazios U,V C X existe um tempo n > 0 tal que para todo tempo k£ > n

fFOYNV #£0

e (mizing = +transitivo) Mostre que uma transformagao topologicamente mixing é to-
pologicamente +transitiva. Em particular, N\W; = X, e wy () = X é uma propriedade
genérica.

e Mostre que mixing = dependéncia sensivel.

e Deduza que uma isometria nao pode ser topologicamente mixing.

2. A transformagao tenda é atransformacao T : [0,1] — [0, 1] definida

por
| 2z sex < 1/2
T(x)_{2—2x sex>1/2

LAl

Cobweb diagram of the tent map.

e Verifique que em cada um dos intervalos Ij ,, = [%7 k’;;l] com k =0,1,2,...,2" — 1 a
transformagao T™ tem a forma

. [ 2ra+k se k é par
r—=T (x)—{ —2"z+k+1 sek éimpar

e Deduza que 7" tem um e um tnico ponto fixo repulsivo em cada um dos intervalos I, ,,,
e portanto que |Fix(7™)| = 2™ e os pontos periédicos de T sido densos no intervalo [0, 1].

e Mostre que a transformagao T é topologicamente mixing.
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e Verifique que h : x — sin? (mz/2) realiza uma conjugacdo topoldgica entre a trans-
formagéo tenda T e a transformagdo fy : [0,1] — [0, 1] da familia quadrética, definida
por fq(x) =4x (1 — x). Deduza que f; é mixing

e Discuta a dindmica da transformagao S : [0,1] — [0, 1] definida por

| 2z sex <1/2
S(m)—{ 2 —1 sex>1/2

Cuidado, S nao é continual, mas nao é muito diferente da transformacao tenda...

3. Sejam A = {1,2,...,2} um conjunto finito, e X* = AN o
espago das palavra infinitas ¢ = (21, 2, T3, . . . ) nas letras do alfabeto A, munido da topologia
produto. Uma base da topologia produto é a familia dos “cilindros centrados”, a familia dos
subconjuntos C, = {z = («a, %)} =“palavras infinitas que comecam pela palavra «”, ao variar
« entre todas as palavras finitas nas letras do alfabeto A. O deslocamento de Bernoulli é a
transformacao o : ¥* — X1 definida por

($1,l‘2,$37...) — (1'27.%'3,9;‘47...).

e Prove que 0 : T — X1 é uma transformacio expansora se a métrica em X+ ¢ definida
por

dA(x,x'):Z/\*”ﬂxnfo onde A > 1

ou por

doo(l‘793/) _ Zfinf{nGN t.q. zp#zl }

e Mostre que |Fix(¢a™)| = 2™

e Mostre que todo cilindro centrado de ¥ contém um ponto periédico de o, e que portanto
o conjunto dos pontos periédicos Per, ¢ denso em X1,

e Prove que o : T — X1 é topologicamente mixing.
e Dé exemplos de pontos z € 7T tais que w, (z) = X.

e De exemplos de pontos nao pré-periédicos x € 31 tais que tais que a aderéncia da érbita
O} (x) seja um subconjunto préprio de X T.

e Seja X = A%, o espacgo das palavras infinitas = (...,7_9,7_1,ZoT1, T, ..., Tp, -..) NaS
letras do alfabeto finito A = {1,2,..., 2}, munido da topologia produto. Verifique que
o shift o : ¥ — 3, definido por (¢ (2)), = ®r+1, ¢ um homeomorfismo. Determine a
cardinalidade de Fix (¢™), e prove que os pontos periddicos sao densos em X. Prove que
o : X — X é topologicamente mixing.

4. (conjuntos de Cantor) O conjunto de Cantor standard (“middle-third Cantor set”) é

K= {igz com xné{O,Q}} c[0,1],

n=1

o conjunto dos nimeros entre 0 e 1 cuja representagao em base 3 utiliza s6 as letras 0 e 2.

Outra definicao é
K = [0,1]\ U Ii.

onde os intervalos abertos I sao definidos iterativamente da seguinte maneira: I; é o terco
central ]1/3,2/3[ de [0,1], I> e I3 s@o os tergos centrais dos intervalos de [0,1] \ I, a saber
11/9,2/9[ e ]7/9,8/9], ...etc.

Outra defini¢do é K = Ng>ok,, onde

37l

n=1

oo
K, = {Z% com 1, g, ...,z € {0,2} e x; € {0,1,2} sei > k}
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e Observe que ... C K, 41 C K,, C ... C Ky =[0,1], e que cada K,, é uma reunido disjunta
de 2™ intervalos fechados de comprimento 37". Deduza que K é compacto.

e Observe que K é homeomorfo ao produto topolégico {0, Q}N, i.e. ao espaco do desloca-
mentos de Bernoulli num alfabeto de duas letras. Um homeomorfismo é

{0,2}" 3 2 = (21,29, ..., 20, ...) — an/?)" e K
n=1

e Mostre que K nao tem pontos isolados, e portanto K’ = K, i.e. é perfeito.

e Mostre que a componente conexa de todo ponto x € K é {z}, i.e. K é totalmente
desconexo.

e Verifique que funcao {0,2}" — {0,2}" x {0,2}" definida por
(21,22, ey Ty o) = (X1, X35 0oy Ton—1, ), (T2, Ty ooey Tom, --0))
define um homeomorfismo de K sobre K x K. Mostre, por inducao, que K é homeomorfo
a K™ para todo n € N.
e Observe que {O,Q}N é homeomorfo a {0, I}N, e que a representacao bindria dos reais
entre 0 e 1 é uma aplicacio continua de {0,1}" sobre o intervalo [0,1]. Portanto, existe

uma fungéo continua de K sobre o intervalo [0, 1], e, pelo teorema de Schroder-Bernstein,
K tem a cardinalidade do intervalo.

e Mostre que a aplicagdo = +— 3z define um homeomorfismo de K N [0,1/3] sobre K.
Mostre que todo aberto nao vazio do conjunto de Cantor contém uma “cépia” do proprio
conjunto (i.e., uma das componentes conexas de K,,, homeomorfa a K).

e Verifique que o “comprimento” (i.e. a medida de Lebesgue) de K é
|K|= lim |K,|= lim 2"-37" =0.
n—oo n—oo

5. A transformagdo do padeiro é P :[0,1] x [0,1] — [0, 1] x [0, 1]
definida por

(22,y/2) se0<a<1/2
(x,y)*—>{ (2x€17(y+1)/2) sel/2<x<1

e Discuta a sua dinamica.

e Considere o deslocamento de Bernoulli ¢ : ¥ — ¥ no produto cartesiano ¥ = {0, I}Z.
Mostre que a aplica¢ao h : 3 — [0, 1] x [0, 1] definida por

> x > X
—n n
xr = (...,l‘_g,l‘_l,l‘ol‘l,l‘g, vy Ly ) — E on E 27
n=0 n=1

é uma semiconjugacao entre o e P. Deduza ...

6. (transformagoes expansoras) Uma transformagao continua f : X — X é expansiva se existe
0 > 0 tal que para todos x,z’ € X distintos existe um tempo n > 0 tal que

d(f"(z), f(2)) >0

Uma transformagao continua f: X — X é expansora se existem p > 1 e € > 0 tais que para
todos z, 2’ € X distintos com d(z,z") < &

d(f(x), f(2")) > p-d(z,2")

e Dé exemplos de transformagoes expansoras de R, de R/Z e de R?/Z2.

e Prove que ndo existe nenhuma transformacao expansiva f : I — I definida num intervalo
compacto I C R (observe que uma tal transformagao seria localmente injetiva, logo
estritamente crescente ou decrescente).
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7. Seja f :R/Z — R/Z a transformacao do circulo definida por
r+Z—10-x+7Z

e Mostre que f é expansora, se o circulo é munido da métrica euclidiana

e Seja x = 0,z1x223..., com x, € {0,1,2,...,9}, uma representagio decimal de z € [0, 1],
pensado como um ponto de R/Z. Mostre que f(0,z1z2x3... + Z) = 0, x0z324... + Z.

e Determine os pontos fixos, peridédicos, e pré-periddicos de f.

e Calcule a cardinalidade de Fix(f™). Mostre que os pontos periédicos de f sdo densos
no circulo.

e Um numero z é dito “periédico” se a sua representacao decimal é da forma
x = bpby_1...bp.x125...2, (a102...a%)

Existem nimero nao periédicos? Quantos? Sabe fazer exemplos?

e Mostre que, para todo € > 0 e todo € R/Z, existem y € R/Z e um tempo n > 0 tais
que

d(z,y) <e e d(f"(z), f"(y)) > 1/4

ou seja, que a transformagao f tem a propriedade de dependéncia sensivel das condigoes
iniciais (observe que, se d(z,y) < 1/2-107", entao d(f"(x), f"(y)) = 10" - d(x, z')).

e Mostre que, para todo intervalo nao vazio I C R/Z, existe um tempo n > 0 tal que
f*(I) = R/Z para todo tempo k > n. Deduza que f é topologicamente mixing.

e Seja b= (bybs...b,) uma palavra finita no alfabeto {0,1,2,...,9}. Prove que existe um
conjunto residual de pontos = € [0, 1] tais que a representagdo em base 10 de x contém
a palavra b uma infinidade de vezes (no sentido em que, se © = 0.x122T3 ... 2Tk ...,
existem uma infinidade de k > 0 tais que (zgp+1Zg+2..-Tktn) = (b1ba...b,)). Prove que
existe um conjunto residual de pontos x € [0, 1] tais que a representacéo em base 10 de
x contém todas as palavras finitas no alfabeto {0,1,2,...,9} uma infinidade de vezes.
Dé exemplos.

8. Seja A um inteiro tal que |[A| > 1. A trans-
formagao expansora standard de grau A é a transformacdo xA : R/Z — R/Z, definida por

c+Z—MN-x+ 7

e Mostre que a transformagao x\ é topologicamente mixing.
e Mostre que o conjunto dos pontos periédicos de x A é denso.

e Mostre que a transformagao xA é um fator do deslocamento de Bernoulli sobre um
alfabeto de |\ letras (e o conjunto onde a semicojugacao falha de ser injetiva é pequeno!).

e Mostre que a transformagao x3 preserva o conjunto de Cantor standard K (pensado
como um subconjunto do circulo), i.e. x3(K) C K, e que a restricio x3|g : K — K é
um fator do deslocamento de Bernoulli o : ¥ — XT sobre o alfabeto {0, 2}.
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