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1 teste

Escolha um conjunto de exercicios cuja soma dos valores seja < 20 e responda.

1. (4 valores) Considere a equagdo recursiva
Tptl = ATp + 3.

e Determine as solugoes estaciondrias.
e Determine a solugao com condigao inicial xg = 6.

e Para quais valores do parametro A\ todas as trajetorias convergem para uma solugao
estaciondria?

2. (4 valores) Considere a representacao

o0

Tn

T = 29.X1X2x3 " = Tg + g —
n=1

de um nimero x > 0 na base b (com b = 2,3,4,...), onde zg € Ny = {0,1,2,...} e
xn, €{0,1,2,...,b—1} se n > 1.

e Determine a representacao de 6/13 na base 10, e a representagado de 1/9 na base 3.

e Mostre que a representacdo decimal (ou seja, na base 10) de um nimero real z > 0 é
periédica se e s6 se x é racional.

e Dé um exemplo de um numero irracional, e justifique.

3. (4 wvalores) Considere a equagao recursiva

Tny2 = 2xn+1 + 2z, .

Determine a solugao geral.

Determine a solugao com condigoes iniciais xg = 0 e 1 = 1, e calcule explicitamente os
primeiro 7 termos da sucessao.

Calcule o limite dos quocientes ¢, := Zp+1/%, quando n — 0o, e mostre que

Tp+1 — Tn N \/5

Tn

e Use x5 e x¢ para determinar uma aproximacgao racional de V2.

4. (4 wvalores) Estude a dinamica (ou seja, determine os pontos fixos, os pontos periddicos,
e, se possivel, o limite de todas as trajetdrias quando o tempo n — oo) da transformagéao
f:10,1] — [0, 1] definida por

flz) =22(1—2x).




5. (4 wvalores) Estude a dinamica (ou seja, determine os pontos fixos, os pontos periddicos,
e, se possivel, o limite de todas as trajetdrias quando o tempo n — oo) da transformagao

f R — R definida por
flx)=2*—1/4.

6. (4 valores) Seja f : X — X uma transformagcdo do conjunto X. A fungao ¢ : X — R é dita
invariante se g o f = .

e Mostre que, se ¢ : X — R é invariante, | CR e A = ¢~ 1(I), entdo f~1(A) = A.

e Mostre que a funcdo caracteristica do subconjunto A C X ¢é invariante se e sé se

F1A) = A.

7. (4 valores) Considere uma rotagao R, : R/Z — R/Z, definida por
r+Z—x+a+7,

onde o € R.

e Mostre que R, é continua.
e Mostre que se « é racional entao todas as trajetdrias sao periddicas.

e Mostre que se « é irracional entao nenhuma trajetéria é periddica.

8. (4 walores) Considere a transformagao f : R/Z — R/Z, definida por
2+ 2Z—10-x+Z
e Determine f~1({0.3 +Z}).

e Determine a cardinalidade do conjunto dos pontos fixos de f2 = fo f.

e A ¢6rbita de x + Z com x irracional é finita ou infinita? Justifique.
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2° teste

Escolha um conjunto de exercicios cuja soma dos valores seja < 20 e responda.

1. (4 valores) Enuncie e prove o principio das contragoes, ou seja, o teorema do ponto fixo de
Banach.

2. (4 valores) Dé um exemplo de uma contragao f : [0,1] — [0, 1].

e Mostre que é uma contragao.

e Determine o ponto fixo, e o conjunto dos pontos periédicos.

3. (4 wvalores) Considere a tranformagao f : [0,1] — [0, 1] definida por
fa)=a—a?

e Determine os pontos fixos e estude a sua natureza.

e Determine o limite lim, . f"(0.2).

4. (4 wvalores) O método de Newton para aproximar as raizes de um polinémio P(z) consiste
em escolher uma primeira aproximagao zg, e iterar

n+1 n Pl(Zn) .

e Mostre que se zg estd suficientemente préximo de uma raiz z e P’(Z) # 0 entao a sucessao
dos z, converge para esta raiz.

e Use o método de Newton para estimar v/17 com zy = 1 e 5 iteragoes.

5. (4 valores) Considere uma rotacao R, : R/Z — R/Z, definida por
r+Z—x+a+7.

e Dé um exemplo de um ponto recorrente quando « é racional.

e Dé um exemplo de um conjunto F' C R/Z fechado, invariante e ndo vazio, quando « é
irracional.




6. (4 valores) Dé uma definigdo e um exemplo de homeomorfismo minimal.

7. (4 valores) Considere a transformagao tenda 7' : [0,1] — [0, 1], definida por

T(m):{ 2z sex < 1/2

2—2x sex>1/2

e Determine a cardinalidade dos pontos fixos de T™.
e Calcule 72(0.2671).

8. (4 walores) Considere a transformacao f : R/Z — R/Z, definida por
r+Z—10-z4+7Z

e Determine o conjunto dos pontos pré-periédicos.

e Mostre que f é topologicamente mixing.



