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1 NUMEROS 2

1 Numeros

1. N := {1,2,3,...,10,...6 x 10%3,...,10% ...} denota o conjunto dos nimeros
naturais. Pode ser definido pelos axiomas de Peano:

P1 cada niimero natural n € N tem um “sucessor” n™ € N (ou seja, “n + 17), distinto de
n, e numeros distintos tém sucessores distintos;

P2 existe um ndmero natural, denotado 1 € N, que nao é sucessor de nenhum ndmero
natural;

P3 (principio de inducdo) um conjunto A C N que contém 1 e tal que n € A implicant € A
é igual ao proprio N.

O terceiro axioma é a chave que permite provar que uma afirmagao é verdadeiras para todos
os numeros naturais n (basta provar que o conjunto dos n’s pelos quais é verdadeira satisfaz
as hipdteses do axioma). E também a propriedade que permite dar “defini¢coes recursivas”,
como as definicées de soma a + b e produto a - b de dois nliimeros naturais.

e Verifique que a soma dos primeiros n nimeros naturais ¢ 1 +2+3+.--+n = @

e Mostre que a soma dos primeiros n nimero fmpares 6 1 +3+5+---+ (2n—1) =n? e
determine uma férmula para a soma dos primeiros n nimeros pares 2+4+6+- - -+2n =7.

2. Z:={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} denota o anel dos nimeros inteiros. As operagoes
a+bea-bem Z satisfazem os axiomas de anel:

associatividade de + e x) (x4+y)+z=z+(y+2) (x-y)-z=x-(y-2)
comutatividade de + e X) r+y=y+zx Toy=y-x

AT (

A2 (

A3 (existéncia dos elementos neutros 0 e 1) x+0=0 r-l=x
A4 (existéncia do inverso para +) YV existe —z tal que x + (—z) =0
A5 (

lei distributiva) r-(y+z)=x-y+tax-z

Em particular,

’a—i—x:a—l—y = x:y.‘

A associatividade permite definir somas e produtos “iterados” 25:1 Tp i =x1+To+ - -F+TN
N
e Hn:l xn = xl . 1‘2 ..... xN
o | ] 1.5.4., 1.5.5. e 1.5.6.

e O produto dos primeiros n nimeros naturais é chamado n fatorial, e denotado por

nl:=1-2-3-...-n.
Calcule 3! e 5!.
3. As fragdes p/q, com p,q € Z e g # 0, sdo somadas e multiplicadas segundo
as regras
a4 ¢ ._ adtbe a, 6 c._ ac
b T d T T bd b d T bd

No corpo Q := {p/qcom p,q € Z, q # 0} dos nimeros racionais e no corpo R dos nimeros
reais as operagoes soma a + b e multiplicagao a - b satisfazem os axiomas de corpo, ou seja,
os axiomas de anel A1,A2, ..., A5 e o axioma

C6 (existéncia do inverso para X) Vr # 0 existe 27! tal que z - 27! =1

Em particular,

’)\x:)\y e A£0 = x:y.‘

o [3a79] 1.5.1., 1.5.2.

4. (equagoes de primeiro grau) A solugdo de ax +b=0,se a #0, é z = —b/a.
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5. (percentagem) Uma razao pode ser expressa em percentagem (do latim PER CENTUM), ou
seja, como uma fracao p% := p/100.

o | ] 1.3.2, 1.3.3., 1.3.5.

6. O quadrado de x é 2% := x - x (a drea de um quadrado de lado z, se

x > 0), 0 cubo de z é 2 :== z -z -z (0 volume de um cubo de lado z, se z > 0). As

poténcias inteiras de um ndmero z sdo definidas indutivamente por 2 := 1. e 2"t := 2" .
sen=123,.... Se x # 0, também podemos definir z~" := 1/z", quando n = 1,2,3,....
Entao

’xn L™ = xn+m (l,n)m = gnm . yn — ($y)" ‘

e Verifique as identidades

(a+b)* =a*+2ab+b? e (a+b)(a—0b) =a®—b>.

o | ] 1.6.7., 1.6.8.
7. O conjunto R™ (ou QT) dos ntmeros
positivos define uma ordem no corpo R (ou Q), ou seja, satisfaz os aziomas de ordem:
O1 0¢ RT,

02 sea,bc Rt entdioa+bcRT ea-bcRT,
03 Vz #0,0ouz € RT ou —x € RT.
Dizemos que a < bse b—a € R", e que a > b se b < a. Também, dizemos que a < bse a < b

oua=>b,equea>bseb<a Em particular, todos os a € RT, como por exemplo 1, sao
a >0, etodos os b € R™ sao b < 0. Entao

‘a<b = a—|—c<b—|—c‘

’a<b e c<d = a+c<b+d‘

Também,
<b N ad <bd sed>0
¢ ad>bd sed<0
Em particular,
]a <b = -b< —a\

Se ab > 0, entao a e b sao os dois positivos ou os dois negativos. Finalmente,

a#0 = >0

ou seja, os quadrados de nimeros distintos de zero sao positivos.
O walor absoluto/mddulo do nimero z é

T sex >0
—x sex <0

2| := max{z, 2} = {

A distdncia entre os niimeros (pontos da reta) x e y é | — y|. Em particular, a distancia
entre x e y é diferente de zero sse x # y.

O conjunto dos numeros a < x < b é chamado intervalo (a,b), o conjunto dos nimeros
a < x < b é chamado intervalo (a,b], ...E também ttil usar os simbolos oo para denotar
intervalos do género (a, o0), o conjunto dos nimeros x > a, . ..

o ]1.6.1.,1.6.2., 1.6.3., 1.6.4.

e Verifique a desigualdade do triangulo

lz+y| < x|+ |y
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8.

10.

e Resolva (ou seja, determine o/s valor/es ou o/s interval/os de z)

3x—1>x+5 x| =9 |z — 1] =2
<4 (z—-1)2?>1  |z| <100

e —3] <2 [Tz —2| =3 (x—1)(x—-2)(z—-3)>0
(sistema decimal) Os nimeros racionais sao representados por dizimas (finitas ou) periédicas.
e Calcule a dizima de
1/20 3/4 5/100 1/3 1/7 1/9 1/111

A média aritmética dos nuimeros a e b é “TH’. A média geométrica dos nimeros

positivos a e b é Vab.
o | ] 1.8.2 ¢ 1.8.2.

(média, desvio padrao, notagao cientifica) Se um observavel chamado x é observado/medido
n vezes, e se T1,T2,T3, ..., Ty sa0 0s valores obtidos nas n observagoes, é natural estimar o
“valor verdadeiro” de x com a média aritmética

Ti= 0 Ytk = (0 + a2+t zn)

Umas medidas da dispersao dos dados sao o desvio quadrdtico médio

§% = %Zzzl(xk —x)?

e o desvio padrdo (standard deviation, ou standard uncertainty) S := v/ S2. Se n é grande, é
razoavel esperar que o valor verdadeiro esteja no intervalo

z+ (S/Vin)

com grande probabilidade. O “erro relativo” (S/y/n)/Z indica a quantidade dos digitos
significativos, ou seja confidveis, na estimacao de x. Por exemplo, uma tabela das constantes
da fisica tem este valor da constante de gravitagao de Newton:

G = 6.673(10) x 10~ " m3kg~'s ™2 with relative standard uncertainty 1.5 x 1073

Isto quer dizer que, embora a média observada seja 6.67310 x 10~ m3kg's~2, s6 podemos

confiar nos primeiros trés digitos decimais deste valor, e portanto escrever G ~ 6.673 x 107!,
Os algarismos significativos sao apenas os primeiros 4, ou seja, 6.673, e o expoente —3 é a
ordem de grandeza de G (no sistema mks).

e A média aritmética T é o valor de a que minimiza a soma
2 2 2
(11— a)° + (32— @)° -+ + (20 — )

dos quadrados dos “desvios” nas distintas observagoes.

e Transforme em notacdo cientifica os seguintes dados
(de http://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_notation):
a massa de um eletrao ~ 0.00000000000000000000000000000091093822 kg,
a massa da Terra ~ 5973600000000000000000000 kg.
a circunferéncia da Terra ~ 40000000 m.

e [Ba79] 1.10.8, 1.10.9., 1.10.10., 1.10.12., 1.10.12., 1.10.14, 1.10.15, 1.10.16. 1.10.21.,
1.10.22. e 1.10.23.


http://en.wikipedia.org/wiki/Scientific_notation
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11. A raiz quadrada de x > 0, denotada /z ou x'/2, é o tnico nimero
q > 0 tal que ¢*> = x (o lado de um quadrado de drea x). A raiz cibica de x > 0, denotada
Jx ou z1/3. 6 0 tnico nimero ¢ > 0 tal que ¢> = (0 lado de um cubo de volume x). A raiz
n-ésima de x > 0, denotada {/x, é o unico nimero y > 0 tal que y™ = x. Se n é {mpar, é
também possivel definir a raiz n-ésima de um ndmero negativo.

Dada uma fragado n/m (com n,m € N), a poténcia (n/m)-ésima do nimero x > 0, denotada
x™/™ 6 o tnico r > 0 tal que 7™ = z™ (assim que (/™)™ = z").

e Calcule

V4.9 V100 V8
e Verdadeiro ou falso?

Va- Vb= Vab Vat Vb= Vatb

12. (equacoes de segundo grau) As solucdes de ax? + bx + ¢ = 0 podem ser determinada “com-
pletando o quadrado”, e sao dadas pela férmula resolvente

_ 2 __
Ty = bi\/2l:1 4ac

Assim, a equacao possui duas raizes reais quando o discriminante A :=b?>—4acé A > 0, uma
raiz (dupla) quando A = 0, ou nenhuma raiz real (mas duas raizes z4 = (—b % iy/|A])/(2a)
complexas conjugadas!) quando A < 0.

Observe que se z = a ou z = b entdao (z — a)(z — b) = 0, e portanto 2% — (a + b)x + ab = 0.
e Resolva

22—2-1=0 22432=0 32°—-62+2=0 22462+9=0

e Determine uma equagao de segundo grau cujas solugoes sejam 2 e —7.
e Determine a soma e o produto das solucoes de 22 — 5z + 6 = 0.
e Determine o intervalo definido por 2% < x + 1.
13. (superficie/volume) O volume e a drea da superficie de um organismo esférico dependem
da dimensdo linear (por exemplo, o raio £) como V o 3 e SA = (% Portanto, a razdo

superficie/volume é
SA:V o273,
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2

1.

Sucessoes e limites

Uma sucessao/sequéncia com valores reais é uma colegdo (zy,)nen, de nimeros
reais z,, € R, indexada (portanto ordenada)

g X1 X2 In

por um nimero inteiro nio negativo n € Ny := {0,1,2,3,...}. Podemos pensar que n é o
“tempo”, e que o n-ésimo termo x,, é o vaor dum“observavel” (algo que pode ser observado,
i.e. medido)  no instante n. E também possivel definir sucessdes com valores num conjunto
arbitrario X, por exemplo o espaco euclidiano R,

Uma sucessao com valores em X é uma fungo x : Ny — X. Pode ser definida usando uma
lei recursiva
Tpt1 = [0, 21, .., Zn)

que determina o valor x,; dados os valores (passados) zq, 21, ..., Tp.

e Conjeture os termos seguintes, e, se possivel, uma lei que os define, das sucessoes

1,2,3,4,5,...  2,4,6,8,10,12,...

1,1,2,3,5,8,13,21,... 2,3,5,7,11,13,17,19,23,...
(sucess@o aritmética) A sucessdo aritmética
Tn, =a-+nb
pode ser definida usando a lei recursiva x,+1 = x,, + b, com termo inicial xg = a.

e Mostre que o n-ésimo termo x,, de uma sucessao aritmética é a média aritmética (x,, 41+
Zn—1)/2 dos termos vizinhos.

A sucessao real (x,) converge para o limite a € R, notagdo lim, . z, = a ou
simplesmente z,, — a (quando n — 00), se para cada “precisao” e > 0 existe um “tempo” 7
tal que |z, — a| < e para todos os tempos n > 7. Isto significa que os valores x,, estdo numa
vizinhanga arbitrariamente pequena de a desde que o tempo n seja suficientemente grande.
O fato fundamental sobre os limites na reta real R é que sucessoes mondtonas (crescentes ou
decrescentes, i.e. tais que x,11 > x,, ou tais que x,+1 < x,, para todos os n, respetivamente)
e limitadas (i.e. tais que |z,| < M para algum M > 0 e todos os n) admitem limite. E ttil
usar a notagao x, — too para dizer que dado K > 0 arbitrario (grande) é possivel encontrar
um tempo 7 tal que +z,, > K para todos os tempos n > n. O limite de uma sucessao,
se existe, é nico. Naturalmente, hé sucessoes que nao admitem limite, como por exemplo
sucessoes que oscilam.

Os limites satisfazem as regras algébricas

Tpn—=aey,—b = Aep+y,—=>da+db z, -y, > ab x,/y, = a/b (Seb#O)‘

Também

’yngxngzn e Yp—>a, zZp—a = xn—>a‘

Em particular,

’xn—>0 e |y <M = xn-yn—>0‘

e (Calcule o limite quando n — oo das seguintes sucessoes ou mostre que nao existe

1 (=™ _

- =L (- (-2)
10n2 + 11 n-+1 9nb — n3 3n+1 2n+1
n3+n ™ —3 b 4 1023n5 — 3 n—2 6n-—3

sin(n) sin(1/n) sinn N

n n cosn
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4. (progressao geométrica) Uma progressao geométrica de “razdo” A é uma sequéncia
a ax aX e\ . e\ et
obtida do termo inicial zg = a usando a recursao
Tn4+1 = Axn

O pardmetro A (real ou complexo) é chamado razdo, sendo o quociente 11/, entre dois
termos sucessivos. A sucessdo gemétrica converge para 0 se |A] < 1, e é constante, logo
convergente, se A = 1. O seu mddulo diverge, ou seja, |A\"*| — 0o quando n — oo se |A| > 1.

e Mostre que o termo z,, da sucessao geométrica é igual a média geométrica /T 11Tp—1
dos seus vizinhos.

5. Uma série é uma soma formal infinita

o0
“g Tp,=2og+xT1+20+23+...7,

n=0

onde os z, € R sdo elementos de uma sucessdo real (ou complexa). Se a sucessao (s,) das
somas parciais, definidas por s, := ZZ:O T, converge para algum limite s = lim, oo Sp,
entao dizemos que a série é convergente, e que a sua soma é

o0
g Ty = S.
n=0

Uma série ), @, é absolutamente convergente se a série ) |x,| é convergente.

6. As somas parciais da série aritmética x,, = a + nb sao
N
N(N+1 N
Zmn :Na—!—%b: 5(.13]\]4—.131).
n=1

Em particular, a série converge apenas no caso trivial em que a = b = 0.

7. A identidade
AH+AFXN N+ A (A1) = A" 1

mostra que, se A # 1, a soma dos primeiros n + 1 termos da progressdo geométrica (com
a=1)é

AnFl_q

THEAFAN + X 4 A = A

Em particular, quando |A| < 1, a série geométrica/exponencial Y, A" é convergente, e a
sua soma é

SN =T AN N A=

n=0

e Diga se a seguintes séries sao convergentes, e, se for o caso, calcule a soma.

1+1/2+41/4+1/841/16+. .. 14-104-1004-1000+-. .. 1+1/10+1/10041/1000+. . .
0o
ST(@/5)"  0.9:=099999-- = 9/10 +9/100 +9/1000+...  0.3333...
n=0

8. (duplicagao de células) As experiéncias mostram que a populagao de uma colénia de bactérias,
num periodo de tempo em que podemos considerar ilimitado o nutrimento e desprezaveis as
toxinas produzidas, duplica-se em cada hora.
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9.

10.

11.

e Se a populacao inicial é de 1000 células, determine a populagdo passadas 2, 3, 10 horas.
e Quantas horas devo esperar para ver 1024 bactérias a partir de uma tinica célula inicial?
e Escreva uma férmula para P,, a populagdo no tempo n horas, dada uma populacao

inicial Py.

(invengao do xadrez). Dizem que Sissa inventou o jogo do xadrez e o ofreceu ao rei de Pérsia.
Ao rei, que o convidou a escolher uma recompensa, pediu um grao de arroz para o primeiro
quadrado do tabuleiro, o dobro, ou seja, dois graos, para o segundo quadrado, o dobro, ou
seja, quatro graos, pelo terceiro quadrado, e assim a seguir até o ultimo dos quadrados do
tabuleiro.

e Se 1 Kg de arroz contém a volta de 30000 graos, quantas toneladas de arroz foram
necessdrias ao rei para pagar o seu jogo (a producao da Repiiblica Popular da China no
ano 2008 foi, segundo os dados da FAO, de 1.93 x 108 toneladas)?

(tempo de meia-vida) O decaimento de uma substancia radioactiva pode ser caracterizado
pelo “tempo de meia-vida” 7, passado o qual aproximadamente metade dos nticleos inicial-
mente presentes tera decaido. Portanto, se @Q,, denota a quantidade de substancia radioactiva
presente no instante nr, , com n inteiro, entao

1
Qn+1 = iQn .

e Determine @), em funcao da quantidade inicial Q.

e Determine P,, a quantidade de producto do decaimento no instante nr.

e Passado quanto tempo a substincia radioactiva fica reduzida a é—ésimo da quantidade
inicial?

e Se a substancia radioactiva é produzida a uma taxa constante de « nicleos cada tempo
de meia-vida, entao a lei recursiva para @Q,, é

1
Qn+1 - iQn + o

Mostre que @ = 2« é um equilibrio (i.e. se Qo = Q entao também Q,, = Q@ para todos
os tempos n). Use a mudanga de varidvel X,, := @, — Q para mostrar que Q,, — Q
quando n — oo para toda as condigoes iniciais Q.

¢ O tempo de meia-vida do radiocarbono *C é 7 ~ 5730 anos. Mostre como “datar” um
féssil, sabendo que a proporcio de '*C num ser vivente é fixa e conhecida.'

(crescimento exponencial) O crescimento exponencial de uma populagdo num meio ambiente
ilimitado é modelado com a equagao recursiva

P,i1=AP,
onde P, representa a populagao no tempo n, dada uma certa populagao inicial FPp.

e Interprete o parametro A\ imaginando que em cada unidade de tempo o incremento
P,+1 — P, da populagao é a soma de uma parcela aP,,, onde o > 0 é um coeficiénte de
fertilidade, e uma parcela —BP,, onde 8 > 0 é um coeficiénte de mortalidade.

e Discuta o comportamento das solugoes da equagao recursiva ao variar o parametro A.

1JR. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.


http://faostat.fao.org/site/339/default.aspx
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12. (sequéncia de Fibonacci) Considere o seguinte problema, posto por Leonardo Pisano (mais
conhecido como Fibonacci, ou seja, “filius Bonacci”)?:

Quot paria cuniculorum in uno anno er uno pario germinentur.

Quidam posuit unum par cuniculorum in quodam loco, qui erat undique pariete
circundatus, ut sciret, quot exr eo paria germinarentur in uNO anNNo: cum Natura
eorum sit per singulum mensem aliud par germinare; et in secundo mense ab eorum
nativitate germinant.

Ou seja, quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um sé par, se
em cada meés cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do segundo més?
A resposta de Leonardo Pisano consiste no seguinte modelo. Se F,, o numero de pares de

coelhos no n-ésimo més, entao
Fn+1 =F,+F,_1.

Esta é uma “lei” que prescreve recursivamente os valores dos F,, dados uns valores iniciais
FO [§] Fl.
e Responda ao problema de Fibonacci, ou seja, determine Fjs, sabendo que Fy = 1 e
F=2.
e Escreva um programa para calcular recursivamente os “nimeros de Fibonacci” F,.

e Seja Q,, = F,,+1/F, o quociente entre sucessivos nimeros de Fibonacci. Mostre que os
quocientes satisfazem a equagao recursiva

1
np1 =14 —
Qn+1 0.

e Assuma que, para grande valores de n, os quocientes sdo praticamente constantes, ou
seja, que @, — ® se n — oo. Utilize a a equagdo recursiva para mostrar que

P

_ 1+27\/5 ~ 1.61803398874989...

e Mostre que o resultado anterior implica a lei assimptotica Fj, 1 ~ ®F;,. Reconhece-a?

13. (crescimento com recolha ou adi¢ao) A uma populacdo que cresce segundo o modelo expo-
nencial, é adicionada ou retirada uma certa quantidade 5 em cada unidade de tempo. O
modelo é portanto

P,i1=AP,+ 0
onde 8 é um parametro positivo ou negativo.
e Determine solugoes estaciondrias, ou seja, que nao dependem do tempo n.

e Determine a solugao com condicao inicial Py arbitréria.

e Para quais valores dos parametros A e § as solugoes P, convergem para a solucao
estaciondria quando o tempo n — co?

2Leonardo Pisano, Liber Abaci, 1202.
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3 Funcoes e continuidade

1.

Uma fun¢ao é uma “lei” f: X — Y, notagao

vy = f(z),

que faz corresponder a cada elemento x do dominio X um (tnico) elemento f(x) do conjunto
de chegada Y. O elemento y = f(z) € Y é dito imagem de x € X. A imagem do
subconjunto A C X é o conjunto f(A) := {f(a) com a € A} C Y. Em particular, a
imagem,/contradominio da fungdo f : X — Y é o conjunto f(X):={f(z) com z € X} CY
dos valores da funcao. O grdfico da funcao f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :={(z,y) e X xY t.q. y=f(x)} C X xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcao identidade 1x : X — X
é definida por 1x(z) = z, e o seu grafico é a diagonal {(z,x) com =z € X} C X x X.

A restricdo da fungdo f : X — Y ao subconjunto A C X é a fun¢do f|, : A = Y definida
por f|, (a) = f(a).

A composi¢io das fungoes f: X Y eg: f(X)CY — Z éafuncio go f : X — Z definida
por (go f)(x) := g(f(x)), ou seja,

vy = f(r) = 2z=g(y) = g(f(x))

Uma fungdo f : X — Y é injetiva se x # ' implica f(x) # f(2'), e portato a imagem
f(X) é uma “cépia” de X. Uma fungao f: X — Y é sobrejetiva se todo y € Y é imagem
y = f(x) de algum = € X, ouseja, se Y = f(X). Uma fungao f : X — Y é bijetiva/invertivel
se é injetiva e sobrejetiva, e portanto admite uma funcio inversa f~':Y — X, que verifica
fUf(@x)=ze f(f~(y)) =y paratodosos r € X ey € Y.

e Seja f : N — N a funcdo definida por n — 2n. Determine a sua imagem P := f(N).
Determine a restri¢do g := f|; : I — Z de f ao subconjunto I := {1,3,5,7,...} C N
dos nimeros {mpares, e a sua imagem ¢(I). A funcdo f: N — f(N) é invertivel?

e L verdade que f o g é sempre igual a g o f7 Nunca?

O plano cartesiano
R? := R x R é o conjunto dos pares ordenados (x,%), com z,y € R. Se x — y = f(z) é
uma funcao real de uma variavel real, definida num intervalo X C R, entao o seu grafico
Graph(f) = {(z,y) € X xR t.q. y = f(x)} é uma “curva” no plano cartesiano z-y. A fungéo
é crescente se x < z’' implica f(z) < f(2'), e decrescente se x < x’ implica f(x) > f(z').
Nos dois casos, é dita mondtona. Uma funcao monotona é invertivel.

e Esboce os graficos de
3 —3x || x —2 |z — 1] |3z + 5] |z —1] — |z — 2|

A relacao mais simples entre dois observéveis, x e y, é uma proporciona-
lidade y o z, ou seja, uma lei linear
Y= Ar

Apenas mais geral, uma relacdo linear (ou melhor, “afim”)
Y=+«

O gréifico de f(z) = Az + « é uma reta: o pardmetro A é o declive da reta (o quociente
(y2 —y1)/(x2 — x1), onde x1 # 29 € y; = Ax; — @), e 0 pardmetro « é o valor de y quando
x = 0, ou seja, a intersecao da reta com o eixo dos y. Em forma implicita, uma relagao linear
¢é dada pela lei

ar +by =c,

que é a equagao cartesiana de uma reta no plano x-y.
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e Mostre que a mudanga de varidvel (independente) 2’ = ax+b transforma alei y = Az+a«
numa lei y = Mz’ + o, e calcule os novos pardmetros A e /.

e Mostre que a mudanca de varidvel (dependente) y' = ax + b transforma a lei y = Az +«
numa lei y' = Mz + o, e calcule os novos pardmetros X e /.

e Determine a relagao linear entre = e y sabendo que y(3) =2 e y(1) = 5.

4. (lei de Hubble) As galaxias afastam-se com umas velocidades que depende das distancias
segundo a lei de Hubble®
v=H-d

Uma estimacao recente da constante de Hubble é H = 73.8 + 2.4 (km/s)/Mpc.

L~
=

VELOCITY

) 0¥ PARSECS 2210° PARSECS
FIGURE 1 .

Velocity-Distance Relation among Extra-Galactic Nebulae.

Picture from the original paper by Hubble.

5. (graus Celsius, Fahrenheit e Kelvin) A temperatura pode ser medida em graus Celsius (C),
Fahrenheit (F') e Kelvin (K), e

F=18-C+32 K= (F+459.67)/1.8

e Determine a relagao entre graus Kelvin e Celsius, e a relagao entre um grau Kelvin e
um grau Fahrenheit.

e Determine os graus Celsius da radiagao césmica, estimada ser de 3K.
6. Um polinémio de grau n é uma combinac¢ao linear
—1
p(z) =ana” +ap_12" " 4+ -+ a1z +ag

de poténcias inteiras e ndo-negativas de x, com “coeficientes” ag, as,...,a, € R, e a, # 0.
Um polinémio de grau n > 1 com raizes z1, z2, . . . 2, € proporcional ao polinémio “moénico”

(x—2)x—2)...(x—2y) =2" — (21 + 22+ -+ z)2" - (2120... 2p)

Um polinémio de grau n admite n raizes complexas (que podem coincidir), mas, em geral,
um ndmero k < n de raizes reais (que pode ser zero!).

e Esboce os graficos de
z? (x+1)2 r? -1 z3 VT z2/3 z3/? x =+ 23

e Dé exemplos de polinémios com raizes 1, 2 e 3.

e Dé exemplos de polinémios sem raizes reais.

3E. Hubble, A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae, Proc. N.A.S. 15
(1929), 168-173.
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7. Muitos fenémenos naturais sdo peridédicos, ou “quase-periddicos”.
Uma fungéo f(t) é periddica se

fE+T) = f(1)

para todos os “tempos” t e para algum 7" > 0 minimal chamado periodo (da funcdo f). O
pardmetro w := 1/T é a frequéncia do fenémeno modelado pela funcéo f.

e Sabendo que a fungao f(t) tem periodo 3 e a funcdo g(t) tem periodo 5, determine o
periodo das fungoes

2f(t+8)+2  f(7t)  fOF  gt/9) [ +gt)  f(t)-g(t)

e Se todos os meses tivessem 30 dias, cada quantos meses teriamos uma sexta-feira dia
137

8. As fungoes periédicas mais importante (e usando as quais é possivel
aproximar todas as outras fungoes periédicas com precisao arbitrariamente pequena) sdo as
funcoes trigonométricas seno e coseno. Se 6 denota o comprimento do arco entre o ponto
(0,1) e o ponto (x,y) da circunferéncia unitaria S := {(z,y) € R?t.q. 2?>+y? = 1} do plano
cartesiano, entao as coordenadas do ponto final sdo x = cosf e y = sinf. Pelo teorema de
Pitagoras,

’ (cosf)? + (sinf)? =1 ‘

As fungoes seno e coseno sao periddicas de periodo 27, e limitadas no intervalo entre +£1. Em
particular, cosf =0 sse § = /2 4+ nmw com n € Z, e sinf = 0 sse § = nw, com n € Z. Seno e
coseno satisfazem as formulas de adigao

’ cos(0 + ¢) = cos(f) cos(¢) F sin(P) sin(¢) sin(f + ¢) = cos(8) sin(¢) =+ sin(#) cos(¢) . ‘

Também 1til é a funcdo tangente, definida por tan := (siné)/(cos ), para valores de 0 #
w/24+nm, comn € Z. A fungdo sin : [—7/2,7/2] — [—1, 1] é crescente, e portanto admite uma
fungao inversa, arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2]. A funcdo cos : [0, 7] — [—1,1] é decrescente, e
portanto admite uma fungao inversa, arccos : [—1, 1] — [0, 7).

e Verifique que as fungdes ¢ — sin(wt) e t — cos(wt) sdo periddicas de periodo 27 /w, e
portanto de frequéncia v = w/(2m).

e Esboce os graficos de
sin(0 + 7/2) cos(0) + cos(26) sin(#) - sin(10 - 6) 6 -sinf

e Verifique que

(cos)? = 1+ cos(260) (sinf)? = 1 — cos(20)
2 2

e Calcule

sin(arcsin(—1/2)) arcsin(sin(77/6)) cos(arccos(v/3/2)) arccos(cos(—m/3))

9. Dada uma base b > 0, é possivel extender as suas potencias
fraciondrias b(?/9) a valores nao racionais do expoente, e definir a funcio ezponencial

b

para todos os € R (uma definigdo verdadeira serd dada a seguir). O exponencial satisfaz

PO =B b =1/ 0 =1

Em particular, o exponencial é sempre positivo, i.e. b* > 0. Se b > 1,

’ limg, s o b* =0 e lim, oo b = 00 ‘
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10.

11.

Se b # 1, o exponencial z — b® é uma fungdo mondtona (crescente se b > 1, decrescente
se 0 < b < 1). A sua funcdo inversa (definida no dominio dos nimeros reais positivos!) é
chamada logaritmo de base b, e denotada por log, : Ry — R. Assim

logpy == sse y=0b"

O logaritmo de base 10 é denotado log := log;,. O logaritmo satisfaz as propriedades

’ log, 1 =0 log, xy = log, « + log, y log,(1/z) = —log, x ‘

[logy (w/y) = logy @ —log,y  log, a¥ = ylog, « |

e Calcule
27 3t 57 10 x 107

log, 16 logs0.3  log,,10000  log,,0.00000001

(pH) A concentragao di hidronio (ou seja, H3OT) costuma ser medida em escala logar{tmica,
usando o
pH := —log;o[H307]

e Determine o pH de uma solugdo com [HzO%] =7 x 10~7 mol/1.

Sejam f: X C R — R uma funcao real de uma variavel real, e
a € R um ponto de acumulagdo do dominio X (i.e., um ponto tal que existe uma sucessao
(z,,) de pontos de X diferentes de a tal que x,, — a, ou seja, um ponto tal que cada intervalo
(a —e,a+¢) com € > 0 contém pontos de X distintos de a). Por exemplo, X pode conter
uma reunido de intervalos X = (b,a) U (a,c), ou um intervalo do género X = (b,a) ou
X = (a,c¢). O ntmero A é o limite de f quando x — a, notacdo lim,_,, f(z) = A (ou
limy, o+ f(z) = A se X = (b,a) ou X = (a,c), respetivamente), se para cada “precisao”
e > 0 existe uma “tolerancia” ¢ > 0 tal que um erro 0 < |z —a| < §, com = € X, implica um
erro |f(z) — A| < e (observe que o valor f(a) é irrelevante!).

Os limites satisfazem as regras algébricas

’limx_m f@)=F e limp_,g9(x) =G = lim,_, f(z)Lglx)=F+ G‘

’hmgcﬁa fl@)=F e limg,ag9(x) =G = limg, f(z) -g(z)=F- G‘

’hmw—m f(])) =Fe lim.g9(x) =G = lim,.,f(2)/g9(x)= F/G ( se G # O) ‘

Também,

’g(x) < flz) <h(z) e limy_qg(z) =limyoh(z) =A = lim,,, f(x) = A‘

Uma fungao f : X C R — R é continua mno ponto a € X (o ponto a deve estar no seu
dominio!) se para cada “precisao” € > 0 existe uma “tolerancia” § > 0 tal que um erro
|z —al <4, com z € X, implica um erro | f(z) — f(a)| < € (ou seja, a imagem de um intervalo
de raio 0 e centro a estd contida num intervalo de raio € e centro f(a)). Em particular, se a
nao é um ponto isolado de X (i.e. se ndo existe um intervalo I = (a —e,a + €) com € > 0
tal que X NI = {a}), uma fungao é continua em a € X sse lim,_,, f(2) = f(a). Uma funcdo
continua ¢é uma funcao continua em cada ponto do seu dominio.

As poténcias, os polinémios, as fungoes trigonométricas sinx e cos x, os exponenciais b* e 0s
logaritmos log; x, sdo fungoes continuas nos respetivos dominios naturais. Somas f(x)=+g(x),
produtos f(z) - g(x) e quocientes f(z)/g(x) (nos pontos onde g(z) # 0) de fungdes continuas
s@o fungdes continuas. A composicdo (go f)(z) = g(f(z)) de duas fungdes continuas f(z) e
g(y) é uma funcao continua.



3 FUNCOES E CONTINUIDADE 14

e Calcule

a1 |z 33 —br+1

lim lim — im ——————
z—1 x—1 0t T z—oo  b5x3 + 212

sinx
lim v1+ 2 lim lim « - sin(1/x)
TrT— T— €T x—0
12. O teorema de Bolzano afirma que se uma fungao continua

f :[a,b] — R toma valores f(a) e f(b) de sinais contrédrios (i.e. f(a)- f(b) < 0) entdo existe
um ponto ¢ €Ja, b onde f(c) = 0. Uma consequéncia é o teorema do valor intermédio: uma
funcdo continua f : [a,b] — R assume todos os valores no intervalo entre f(a) e f(b), ou seja,
se f(a) < C < f(b) (ou f(b) < C < f(a)) entdo existe um ponto ¢ €]a,b[ onde f(c) = C.

e Mostre que é possivel resolver a equacao 2 — z + 3 = 0 no intervalo [—2, —1].

e Mostre que existe um nimero x no intervalo [0, 7/2] tal que cosz =z .
13. (fungoes discontinuas) Tipicas fungoes discontinuas sdo a funcdo parte inteira, definida por
[t] :=max{n €Z t.q. n<t},

e a funcgao salto unitdrio em 7, definida por

0 set<T
ur(f) '_{ 1 set>T

e Esboce os graficos das seguintes fungoes
fA)=t—=1[t]  1T—wuo(t)
/0 se [t] é par _ t—[t] se [t] é par
1) = { 1 se [t] é impar 1) = { 1+[t]—t se [t] é impar

14. Uma funcao continua f : [a,b] — R definida num intervalo fechado e
limitado possui (pelo menos) um minimo e um méaximo.

e Determine minimos e méximos de z(1 — z) no intervalo [0, 1].
e Determine minimos e méximos de |z — 1| — |z — 2| no intervalo [0, 3].

e Dé exemplos de fungbes continuas definidas em (0, 00) ou em (0,1) sem méximos nem
minimos.
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4

1.

Modelos discretos e iteragao*

Um sistema dinamico com tempo discreto é definido por
uma equagao/lei recursiva

Tp+1 = f(xn) 5
onde z,, denota o estado (posi¢do, populagao, concentracdo, temperatura, ..
no tempo n € Ny := {0,1,2,3,...} (segundos, horas, meses, anos, ...).
sistema dindmico sdo as sucessoes (),

.) do sistema
As trajetorias do

xg +—  x1:=f(xg) +— xe:=f(r1) — .. B Tppri=flxn) =

definidas a partir de uma condi¢do/estado inicial xo € X usando a recursdo Tn+1 = f(zn).
O imagem de uma trajetéria, o conjunto O(zg) := {zo,x1,z2,...} C X, é dita drbita do
estado inicial xg.

As solugoes estaciondrias, ou de equilibrio, sao as trajetdrias constantes x, = ¢ para todos

os tempos n € Ny, onde o estado estaciondrio, ou de equilibrio, c € X é um “ponto fixo” da
transformacao f : X — X, ou seja, um ponto tal que

fle)=c.

As solugées periddicas sdo as trajetérias (z,,) tais que x,4, = x, para todos os tempos n
e algum tempo minimal p > 1, dito periodo. Portanto, uma o6rbita periédica é um conjunto
finito {xg,z1,...,2p—1} C X de pontos que sdo permutados pela transformacao f.

Se o espaco dos estados é um intervalo da recta real, as trajetorias podem ser observadas no
plano z-y esbogando o caminho poligonal (cobweb plot)

(J?Q,J)()) = (370,1‘1) = (371,1‘1) = (371,1‘2) = (1‘2,1‘2) = (1‘2,1‘3) =
entre o grifico da transformagdo, y = f(x), e a diagonal, y = x.
e Estude as trajetdrias (ou seja, determine os estados de equilibrio, as trajectérias periddicas,

e o comportamento assimptético de algumas das outras trajetérias) dos sistemas dindmicos
definidos pelas seguintes transformacoes

f@y=te  f@)=Tr fl@)=-z
fle)=3z+1 f(z)=20-7 f(z)=3iz+5
fa)=l-a  f@=a-7 @)=
f@y=2>  f@)=—2* fl&)=2'"
fxy=z—-2% fla)=z+23

e Mostre que, se uma trajectéria (z,) do sistema dindmico x,+1 = f(x,) é convergente
e se a transformacao f é continua, entao o limite x, = lim,,_, x, é um estado esta-
ciondrio, ou seja, f(Zoo) = Too-

nao lecionado
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2. (equilibrio de Hardy-Weinberg) Considere a transmissao hereditdria de um gene com dois
alelos, A e a. Sejam xq, yg € 2o as frequéncias dos gendtipos AA, Aa e aa, respectivamente,
numa dada populagao inicial. Entao as probabilidade de ter o alelo A ou a na formagao de
um gameta sao

Po = Zo + 290 e g =1-po=20+ %Yo,
respectivamente. Na fecundagao, teremos os gendtipos AA, Aa e aa com probabilidades p3,
2poqo € g, respectivamente. Portanto, na primeira geragao, as frequéncias dos trés gendtipos
serao
T =pp, Y1 =2poqo e n=q.

e Calcule as probabilidades
pL=a1+ 50 e G=x2+350

de ter os alelos A ou a na formagao de um gameta na primeira geragao, e mostre que
as frequéncias dos trés genotipos na segunda geragao serao

To =Dy, Y2 = 2poqo € 2z =qp.

Ou seja, a distribuicao dos trés genétipos atinge um valor estaciondrio a partir da
primeira geracdo (Hardy"-Weinberg® equilibrium,/principle/law)

3. (selecgao natural, modelo de Fisher, Wright e Haldane) Um modelo simples de sele¢ao natural,
proposto por R. Fisher®, S. Wright” e J.B.S. Haldane®, considera apenas um gene com dois
alelos, A e a. A vantagem ou desvantagem competitiva dos diferentes gendtipos, AA, Aa
e aa, é modelada por coeficientes de “sucesso biolégico” (fitness), ¢paa, daa € Gaa, que
determinam as diferentes taxas de sobrevivéncia, e portanto de reprodugao. Sejam 0 < p,, < 1
e ¢, = 1 — p, as frequéncias dos alelos A e a, respectivamente, na n-ésima geragao. Entao a
frequéncia do alelo A na (n + 1)-ésima geracao é dada por

Pz + Pnn
ap? + 2pngn + B4
onde a = daa/Paq >0e€ B = daa/daa > 0.

e Esboce a transformacao para diferentes valores de o e 5. Observe que solugoes esta-
ciondrias sao as solugoes triviais 0 e 1, e, quando « e [ sao os dois superiores ou os dois
inferiores a 1,

18 -1

la —1[+]8—1]
e Discuta o comportamento assimptético da frequéncia p, quando a@ < 1 < 8 e quando
B < 1 < a. Mostre que na populacao assimptotica apenas sobrevive o alelo favorecido.

Pn+1 =

26:

4@G.H. Hardy, Mendelian proportions in a mixed population, Science 28 (1908), 49-50.

5 W. Weinberg, Uber den Nachweis der Vererbung beim Menschen, Jahreshefte des Vereins fir vaterldndische
Neturkunde in Wiirttemberg 64 (1908), 368-382.

SR.A. Fisher, Genetical Theory of Natural Selection, Clarendon Press, 1930.

7S. Wright, Evolution in Mendelian populations, Genetics 16 (1931), 97-159.

8].B.S. Haldane, A Mathematical Theory of Natural and Artificial Selection (1924-1934). J.B.S. Haldane, The
effect of variation on fitness, Am. Nat. 71 (1937), 337-349.
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a<l<p f<l<a

e Mostre que, quando o > 1 e 8 > 1 (ou seja, os gendtipos AA e aa tém uma vantagem
competitiva em relagdo ao genétipo Aa), o estado estaciondrio p é instével, e pequenas
perturbacoes xy = p £ ¢ do equilibrio produzem comportamentos assimptoticos diferen-
tes, a extingao de A ou a extingdo de a, dependendo do sinal (disruptive selection).

e Mostre que, quando a@ < 1 e § < 1 (ou seja, o gendtipo Aa é o favorecido), o estado
estaciondrio p é estavel, e portanto os dois alelos convivem na populagao assimptodtica
(heterosis).

Disruptive selection: 0 < a < 3. Heterosis: a < 8 < 0.

4. (transformacao logistica) Um modelo mais realista da dinamica de uma popula¢do num meio
ambiente limitado é
P,i1 = AP, (1 - P,/M)

onde P, > 0 é a populagao no tempo n, e a contante M > 0 é a maior populagao suportada
pelo meio ambiente (observe que P11 < 0 quando P, > M, o que pode ser interpretado
como “extingdo” no tempo n + 1). A populagao relativa z,, := P, /M satisfaz a lei

Tny1 = )\(En(l - an) ;
chamada transformacéao logistica®.

e Esboce o gréfico da transformagao logistica para diferentes valores do parametro A.

Graficos da transformagao logistica quando A = 0.5, A =2, A=3e A =4.

Mostre que os ponto estacionarios sao o estado trivial 0 e

_ o oa—1
T=—o0

A

e Implemente um programa para fazer simulagoes do sistema.

Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 0 < A < 1.
e Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 1 < A < 3.
e Observe os fenémenos que acontecem ao variar o parametro A entre 3 e 4.

e O que acontece quando A >4 7

9Robert M. May, Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261 (1976), 459-467.
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0

5. (Hénon map) A mapa de Hénon'’ é a transformagao

Tnt1 =1+ yn — ax%
Yn+1 = B-Tn

Simule as 6rbitas (no plano) ao variar os parametros o e §. Em particular, veja o que
acontece quando a ~ 1.4 e 8~ 0.3.

10M. Hénon, A two-dimensional mapping with a strange attractor, Comm. Math. Phys. 50 (1976), 69-77.
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5

1.

Derivadas e aplicagoes

O declive d(a reta tangente a)o grafico da fungao f(x) no ponto zg é o limite

f (@)= f(z0)
0

limg o, =

do declive da reta entre os pontos (o, f(20)) e (x, f(z)) do grifico de f quando x — xo.

e Calcule o declive da reta tangente ao grafico de f(z) = 2% — 3z + 1 no ponto z¢ = 1.
e Calcule o declive da reta tangente ao gréfico de f(z) = |3z — 7| no ponto zg = —1.

A welocidade média da trajetéria t — r(t) no intervalo de tempos
entre os instantes tg e t; é o quociente

5£ - I‘(tl) — I‘(t())
5t ti—to

entre o deslocamento dr := r(t;) — r(¢p) e o tempo ot := t; — typ. O limite da velocidade
média or/dt quando §t — 0 é a velocidade (instantinea) no instante o, denotada por

. _ dr .. r(tg) —r(to + dt)
Elto) = E(to) = 5t

O limite P2 (to) — #( )
.. _ar T r(tg) — r(tg + ot
Fto) = Gz (fo) = Jimy 5t

da variagao da velocidade quando o intervalo de tempos dt — 0 é chamado aceleragdo mno
instante t.

(movimento retilineo uniforme) A lei do movimento retilineo uniforme num referencial inercial

z(t) = 2o + vot,
onde z(t) € R denota a posi¢do no tempo ¢t € R, vy a velocidade e z a posi¢do inicial.
e Determine a velocidade média no intervalo de tempos entre t e t + €, e a velocidade
instantdnea v(t) := & no tempo t.
e Determine a lei hordria de uma particula que viaja com velocidade v = 3 m/s e que no

instante ¢ = 3 s estd na posicao x(3) = 7 m. Quando estava na origem?

(Aquiles e a tartaruga) Aquiles comega a correr com velocidade constante V' = 10 m/s em
direcdo de uma tartaruga que a sua vez foge com velocidade constante v = 0.1 m/s. A
distancia inicial entre Aquiles e a tartaruga é de 100 m.

e Determine quanto tempo demora Aquiles a percorrer 1/2,1/24+1/4,1/2+1/4+1/8, ...,
da distancia inicial, e passado quanto tempo chega ao ponto onde estava inicialmente a
tartaruga.

e Determine a distdncia d(t) entre Aquiles e a tartaruga no tempo ¢.

e Aquiles alcanca a tartaruga? Se sim, em quanto tempo?

(queda livre) A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
lei horéria
2(t) = zp + vot — %gt2 ,

onde z(t) é a altura no tempo ¢, 2o é a altura inicial,vy é velocidade inicial, e g ~ 9.8 m/s? é
a aceleracao da gravidade préximo da superficie terrestre.

e Determine a velocidade média no intervalo de tempos entre t e t + ¢, e a velocidade
instantanea no tempo t.
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e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem ~ 56 metros de altura, com
velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apoés 1 segundo, o tempo necessario
para a pedra atingir o chao e a sua velocidade no instante do impacto.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

6. A derivada da fungao f(x) no ponto z é o limite

f'(z) == lim._o 7f(m+sg_f(x)

ou seja, o nimero A = f’(z) tal que f(x +¢) — f(x) = A-e+r(e), onde o “resto” r(e) é tal
r(e)

que lim._,o —— = 0. Em particular,

flate)~ fx)+ f(x) e

é a melhor aproximacgao linear de f numa vizinhanca de . Uma funcao derivavel no ponto
x é continua no ponto x.
A notacao de Leibniz para a derivada f/ é %, ou d%f, ou % se y = f(x).
A derivada segunda de f é a derivada da derivada, ou seja, f” = (f)/, ...
e Calcule as derivadas f'(z) e f”(z) de cada uma das seguintes fungdes f(z) nos pontos
onde existem.

2 sex#0
r)=2x—3 z) = 22 z)=|x T) = |z]
(@) (@) f@ =t s@={F w7y
7. Derivadas elementares sao
%constante =0, %x" =na™ 1, %xl/" = %x‘“‘l/” , sin’ = cos, cos’ = —sin

A derivada é linear, ou seja

(O =M WER,  (f+9)=f+4

e satisfaz as regras (regra de Leibniz e derivagdo de um quociente)

(f9) =fg+1fg.  (f/9) =LLLL nos pontos onde g # 0

e Calcule a derivada f’(x) de cada uma das seguintes fungdes f(z) nos pontos onde podem
ser definidas.

f@) =3z  f(z)==xsin(z)  f(z) =17
flz)=2% 3241 flz) =z flo) =zt — £5/3

W=7 f@=Sry S
_ sin(x) 1 1
tan(z) = cos(2) sec(x) = cos(@) cosec(z) = sn(2)

e Calcule as derivadas P’'(0), P"(0), P"(0), ..., P(™(0), P+1(0), de um polinémio
P(z) = ap + a1x + asx® + ... + a,a”.

8. (aproximacao linear) Estime os seguintes valores, usando a aproximacéo linear

[flate) = f(@) + (@) <]

de uma fungao apropriada:

1

Sln(OOI) V 1.1 COS(’]T - 003) m
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9. Sef: XCR—->Reg: f(X) = R sao
fungoes derivéveis, entao a derivada da func¢ao composta (go f)(x) = g(f(z)) é

(g0 /) (@) =g'(/(2) - ['() ]

Na notagao de Leibniz, se y = f(x) e z = g(y), entdo
dz dz dy

dz  dy dz’

e Calcule as derivadas f’(z) das seguintes fungbes f(z) nos pontos onde podem ser defi-
nidas:

f(z) = cos(x?) flz)=+v2r -1 f(z) = sin (Vz)

cos(2z) — x

fla) = (in)? f) = sin(eos(a®)) (o) =
10. Seh:Y CR— X ¢ afungdo inversade f: X CR =Y =
F(X), ou seja, h(f(x)) =z  f(h(y)) =y, entdo
W (y) = 1/f'(h(y))
nos pontos y = f(z) onde f’'(x) # 0. Na notagdo de Leibniz, se y = f(z) e x = h(y), entao

de 1
dy  dy/dx’

e Calcule as derivadas das seguintes fungoes nos pontos onde podem ser definidas:

f(x) = arcsin(x) f(z) = arccos(x) f(x) = arctan(z)
e Calcule a derivada da funcao inversa de f(z) = = + 23 no ponto y = 0.

11. (taxas de variac@o) Determine a taxa de variagao

. %, onde A é a drea de uma circunferéncia e r o seu raio,
° %, onde V é o volume de uma bola e 7 o seu raio,
. ‘fi—‘g, onde V' é o volume de um cubo e ¢ o seu lado.

12. (crescimento de uma célula) Uma célula esférica cresce absorvendo material através da sua
superficie, a uma taxa a.S gr/s, onde o é uma constante e S denota a drea da superficie da
célula

e Determine a taxa de crescimento do raio r da célula, na hipétese em que a sua densidade
p=~1gr/cm3 é constante. Deduza a lei hordria t — r(t), dado r(0).

e Se o metabolismo da célula precisa de material absorvido a uma taxa nao inferior a SV
gr/s, onde § é uma constante e V' denota o volume da célula, determine o raio méximo
que a célula pode atingir.

13. Uma funcao diferencidvel f(z) é crescente nos
intervalos onde f'(z) > 0, decrescente nos intervalos onde f’(z) < 0, constante nos intervalos
onde f'(z) = 0. Se a é um ponto de miaximo o minimo local da funcdo diferencidvel f(z)
definida numa sua vizinhanga, entdo a é um ponto critico de f(x), ou seja, f'(a) = 0.

e Esboce os graficos das seguintes fungoes, definidas em oportunos dominios.

2 1 2

f@)=1-7%  f@)=z+- f(:v):1+x+%

f(@) = (@ = 1)(z—2)(z - 3)

sin(x)

f(z) =z —sin(z) f(z) = sin(z) + sin(2z) f(z) =

T
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e Mostre que, entre todos os rectangulos de perimetro P fixado, o quadrado é o que tem
area maior.

e Mostre que, dados n nimeros ai, as, ..., ay, 0 valor de x que minimiza a soma dos “erros

quadréticos”
2

(z—a1)? + (x—a2)’ + ... + (z — an)
é a média aritmética
ar+as+...+an
- )

a =

14. O teorema do wvalor médio diz que se f é uma
fungdo continua no intervalo [a,b], e diferencidvel no seu interior (a,b), entdo existe um
ponto ¢ € (a,b) tal que

[f() = fla) = f'(c)- (b—a).|

Em particular, se |f/(c)| < A para todo o ¢ € (a,b), entdo vale a desigualdade

[1£(6) — f(a)| < A-[b—al.]

e Mostre que, se f(x) é um polinémio de segundo grau, entdo a recta entre os pontos

. N ¢ 45~ atb
(a, f(a)) e (b, f(b)) é paralela & recta tangente ao grafico de f no ponto médio 4£2.

e Mostre que para todos os x e y

|sin(z) —sin(y)| < |z —y|
e Mostre que para todos 0 <y < =z
nfl(

ny x—y)gx”fyngnznfl(zfy).
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6 Aproximagao*

nao lecionado ‘

1. O polinémio de Taylor de grau n da fungdo f(z) numa vizinhanga
do ponto a é

Pu(z—a) = f(a)+ f'(a)(w — a) + L4 (z — a)? + ... + L@ (5 g)n

Se f(x) possui (n + 1) derivddas numa vizinhan¢a do ponto a, entdo o “resto” r,(e) :=
fla+¢) — P,(¢) pode ser estimado como

(n+1)
Tn(€) = f(n+1)(!6) entt

onde ¢ € [a,z] (ou ¢ € [z,a]), se € = = — a ¢é suficientemente pequeno. Em particular,
rn(e)/e™ = 0 quando € — 0.

e Prove as seguintes aproximacoes, validas para x suficientemente pequeno,

2 1’2

e““”:l—}—m—i—%—i—... log(l—i—x)f_va:—?—&—...
3 1
sin(z) =@ — — + ... cos(z) ~1— —a% 4 ...
6 2
e ¢ determine estas outras
1 1
— ~14+x+... Vi+tr~1+—-ax+...
1—2x 2
log(1 4 2%) ~ ... sin(me™ ") ~ ...

e Aproxime e, e estime o erro r,(z) na sua aproximacao, usando os polinémios de Taylor

2 n

x
ot t

e :1—|—x+2! . P

(observe que 1 < e® < 3 no intervalo z € [0,1]). Deduza um valor aproximado de e com
um erro < 0.001.

2. (algoritmo de Heron) Considere o problema de determinar o lado ¢ de um quadrado dada a
sua 4rea A, ou seja, o nimero ¢ = \/A.

Um método, utilizado provavelmente pelos babilénios'! '? e descrito por Heron'?, consiste em
construir recursivamente rectangulos de drea A com lados cada vez mais préximos. Se x1 e y;
sdo a base e a altura do primeiro rectangulo, e portanto x1y; = A, entao o segundo rectangulo
tem como base a média aritmética de base e altura do primeiro, o terceiro rectangulo tem
como base a média aritmética da base e a altura do segundo, e assim sucessivamente. A

equagao recursiva que determina as bases dos rectangulos é portanto

1 A
$n+1:§ xn+x7

e Mostre que bases e alturas dos rectangulos verificam as equagoes recursivas

Tn + Yn 2
Tn = — 5 n = T
+1 B Yn+1 an + 1/ym

11Carl B. Boyer, A history of mathematics, John Wiley & Sons, 1968.
120. Neugebauer, The ezact sciences in antiquity, Dover, 1969.
13Heron of Alexandria, Metrica, Book I.
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e Calcule a diferenca x,, 11 — Y41 € mostre que
Yo < Y3 < oo < Yp < Ynt1 < oo < Tpy1 < Tp < ... <23 < T2
e que
LTn — Yn
Tnt+1 = Ynt1 < 5
e Estime \/5 com um erro < 0.01 e 0.001.

e Estime quantas iteragbes é preciso fazer para obter os primeiros n digitos decimais de
V/2 usando o método dos babilénios.

3. Seja T um estado estaciondrio da equagao recursiva

Tpt1 = f(Tn),

ou seja, um ponto tal que f(Z) = Z. Se a transformacgao f(x) é diferencidvel, o principio das
contracoes permite decidir sobre a estabilidade do estado estacionério.

Se |f'(Z)| < 1, entdo o ponto fixo é atrativo: as trajetérias de todo o ponto zg
suficientemente préximo de T convergem para T, ou seja T, — T quando n — 0.
Se |f'(Z)] > 1, entao o ponto fixo é repulsivo: as trajetérias de todo o ponto
Ty # T numa vizinhanca suficientemente pequena de T saem da vizinhanga em
tempo finito.

Se f'(Z) = 0, o ponto fixo T é dito super-atrativo'*.
e Estude a natureza dos pontos fixos das seguintes transformagoes
fl@)=az  f(x)=oaz®  f(z)=az+pa”

ao variar os parametros.

e Digite 0.1 na sua maquina de calcular, e pressione repetidamente a tecla “cos”. O que
acontece?

e Estude a natureza do ponto fixo nao trivial do modelo logistico (exercicio 4 da folha 2)

Tpp1 = Ap(l —2p)
ao variar o parametro .
4. (método de Newton) O método de Newton para aproximar as raizes de um polinémio
P(z) =ag+ a1z + a2’ + - + a,2",

ou seja, resolver a equagado P(z) = 0, consiste em escolher uma primeira aproximagcao zp, e

iterar
Zntl = 2 Plzn)
7L+1 - n - 7. N
P'(z,)
Ou seja, se zp € uma primeira conjetura, uma conjetura melhor é a raiz da aproximagao linear

P(z) ~ P(z) + P'(20) - (z — 20).

e Mostre que se a sucessdo (z,) converge, i.e. z, — 2o, € ¢ P'(200) # 0, entdo o limite
Zoo € uma raiz do polinémio. Mostre que, se a conjetura inicial zy esta suficientemente

préxima de uma raiz zZ e P/(Z) # 0, entéo a sucessao dos z, converge para esta raiz.

2 _a,coma >0,

e Verifique que o método de Newton aplicado ao polinémio quadratico z
corresponde ao algoritmo de Heron.

e Escreva a receita do método de Newton para resolver z”* —a =0, com a > 0en > 2.

e Utilize 0 método de Newton para estimar raizes de

224142 P 224241 22 —2:-5

14Usando o polinémio de Taylor de grau 1 com resto, vé-se que, se zg estd numa vizinhanca suficientemente
pequena de T, entdo a trajetéria de xg converge para o ponto fixo T e a velocidade de convergéncia é “quadratica”,
ou seja,
|zn+1 7f| < B . ‘xn 7§‘2
onde 8 é uma constante.
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7

Area, integral e métodos de integracgao

. (drea do segmento parabdlico segundo Eudoxo e Arquimedes) O método de exaustdo, uti-

lizado por Eudoxo e Arquimedes, para calcular a drea de uma figura geométrica, consiste
em aproximar a regiao com reunioes de figuras simples, como retangulos e triangulos. Por
exemplo, a area do “segmento parabdlico”

A={(r,y) €R? t.q. 0<2r <1 e 0<y<a?},

pode ser aproximada dividindo o intervalo [0, 1] em n subintervalos de comprimento 1/n, e
observando que drea(A) ¢ superior & soma s, (A) das dreas dos rectdngulos de bases [£, k“]
e alturas (k/n)?, e inferior & soma S,,(A) das dreas dos rectangulos de bases [£, £t1] e alturas
((k+1)/n)% onde k =0,1,2,...,n — 1. Ou seja,

n—1 ]{72 - k2
I;J —~ = sn(A) < drea(A) < S,(A) = ’; n3

e Mostre que a diferenga S, (A) — s,(A) — 0 quando n — oo.

e Use a identidade

3 n2

124224824+ +p2= 40040
T2 4B b’ = g

para mostrar que, quando n — 0o, as aproximagoes s, (A) e S, (A) convergem para 1/3.

Se f(z) é uma funcdo (seccionalmente) continua, o “integral de f(x) no
intervalo [a, b]”, denotado por fab f(z) dz, representa, quando f(x) > 0, a drea da regiao

A={(z,y) €R? t.q. a<z<be 0<y< f(2)}

Algumas propriedades elementares do integral sdo

faa flx)dz:=0, f: f@)de = — fba flx)dx, fab flz)dz = fac f(z)dz + fcb f(z)dx

fab (f(z) + g(x)) dz = fabf(x) d:c—i—fabg(x)dx, f;)\f(m) dx = )\f;f(x) dx YA eER

P f@)de = [1Tf(x—c)de  VeeR,  [if(z/A)dz=X\[]fx)dz  YA>0
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f(z) < g(z) Vz € la,b] = fa f(z)dz < fa g(x) dx

m < f(z) <M Vz € [a,b] = m-(b—a)gf;f(x)dx<M'(b—a)

Em particular, o teorema do valor médio afirma que

f(z) continua = dc € [a,b] tal que f; f(z)dx = f(e)- (b—a)

e Calcule os seguintes integrais.

1 2 10 3
/ 3dx / 7dx / xdr / (—2z)dx
0 —2 1 -2
2 3 33
/ |z| dx / (52 — 2) dx / (11 — 2)dx
-2 0 -33

2

n+1 ] T x
/ [#]dx 1° / Ttdt / (1—t)dt
0 6 T

3. A funcdo F(x) é uma primitiva/antiderivada da fungao
continua f(x) se F'(xz) = f(x). Duas primitivas F(z) e G(x) da mesma fun¢do f(z) diferem
por uma constante, pois a derivada da diferenca é F'(z) — G'(x) = 0. A notacdo de Leibniz
para uma primitiva genérica de f(z) é F(z) = [ f(z)dz + ¢ (onde ¢ denota uma constante
arbitrdria). O teorema (fundamental do cdlculo) de Leibniz e Newton diz que se f(x) é
continua entdo o “integral indefinido” faw f(t)dt é uma primitiva de f(z), ou seja,

4 ([T f(t)dt) = f(z).

Portanto, se F(x) é uma primitiva de f(z) entéo

[P f(x) de = [F(2))" := F(b) — F(a).

a

e Calcule as seguintes primitivas.

/dx /;L’de /%dx /v?x—ldz
T
dx

/ (2 — 20 + 5) da / sin(6) do / (cos(ra) — 22%) do =

/ do / dz / dz
cos2(6) 1+ 22 N

e Calcule os seguintes integrais.

/Og(x—l)dx /_11(1— 2]) da /Owﬁdx /_:cos(x) iz

2 /2 2 4 5
/ Va2 da / sin(2z) dx / = dx / (xl/g _ x1/5> di
-3 1 T 3

5 27 1
/ (14 399z — 2°) da / | sin(x)| dx / (33 — 112)% dx
-5 0 -1
e Calcule a derivada das seguintes fungoes

2

F(x):/oxlfﬂ F(x):/: sin(t) dt F(””):/Q: (t—t*)dt

15[9:] denota a “parte inteira de z”, ou seja, o Unico inteiron € Z tal que n < x < n + 1.
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e Calcule a area da regiao do plano limitada entre as curvas

y=x* e y=2a°, com(<zr<1
y=sin(z) e y=—sin(x), com0< <7
y:x1/3 e y:zl/Q, com0<z<1
4. O logaritmo (natural) é a fungéo log :10, co[— R (que os engenhei-

ros denotam por “In”) definida pelo integral

log(x) := fl‘T % )

O valor do logaritmo em 1 é log(1) =0, e

log(zy) =log(z) +log(y) e log(1/z) = —log(z)  Va,yeRy
A derivada do logaritmo é log’(z) = 1. Em particular, o logaritmo ¢ uma fungao estritamente
crescente de R, := [0, oo[ sobre R.

O exponencial (natural) é a fungdo inversa do logaritmo, ou seja, a fun¢do exp : R — R tal
que

’exp(logw) =x VoreRy, log(exp(y)) =y Yy € R‘

O valor exp(z) é também denotado por e”, onde e := exp(1) (ou seja, log(e) = 1). O valor
do exponencial em 0 é exp(0) =1, e

exp(x + y) = exp(z) exp(y) e exp(—z) = 1/ exp(x) Ve, y € R

A derivada do exponencial é exp’(z) = exp(x). Em particular, o exponencial é uma fungao
estritamente crescente de R sobre R .

A

Gréficos do logaritmo (azul) e do exponencial (vermelho).

e Calcule os seguintes integrais

3 log 2 2
d & d
@ / e“dx / x / e ldz
2 T log 1 z—1 1
7 1
/263"’”dx / e “dx /7dx
0 z(l — )

5. A substitui¢do y = g(x), donde dy = ¢'(z)dx, transforma
f(g(@))g'(x) dz em f(y)dy, e portanto

I Fl@)g' (@) dz = [2) F(y) dy.
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e Calcule

L, cos(log ) cos(f
ze® dx —=dx / d tan(6)do
/0 / x /5 4+ 2sin(6 ©)

21 1/2
322 cos(z?)dx / sin(v/'x) dx / Ldz
/ () . Vv 12 V1 —2?

| e in(y/7)
cos(z)e* @) dg / x dx St dx
/ (@) 71 g1 \/W NE

6. Pela regra de Leibniz, a derivada de fg é (fg)' = f'g+ fg’, portanto

2 f(@)g (2) dz = [f()g(@)]2 — [7 f/(2)g(z) da

e Calcule .

/01 xe Tdx /sin(log(aﬂ))dw /16 log(z)dz
/xcos(x)dx /952 sin(z) /e”” sin(x)dx

7. (velocidade + condigao inicial = lei horaria) Uma particula é deslocada numa reta com
velocidade v(t) =t — t2.

e Determine a posigao ¢(t) sabendo que a posigao inicial é ¢(0) = 1.
8. (aceleracao + condigoes iniciais = lei hordria) Uma particula é deslocada numa reta com
aceleracao a(t) = sin(2t).
e Determine a velocidade v(t) sabendo que a velocidade inicial é v(0) = 3.
e Determine a posigao ¢(t) sabendo que a posigdo inicial é ¢(0) = 4.

9. (trabalho de expansdo) O trabalho efectuado por um gas perfeito numa expansdo do volume
Vo até o volume V7 é dado pelo integral

L:/%MVMV

Vo
onde p é a pressao.

e Calcule o trabalho efectuado por um gas que expande de 3 1 até 4 1 a uma pressao
constante de 2 atm.

e Calcule o trabalho efectuado por 1 mole de oxigénio que expande isotermicamente, a
temperatura de 7" = 20 °C, de 11 até 2 1 (a equac@o de estado de gds perfeito é
pV = nRT, onde n é o nimero de moles, R ~ 8.314 x 10" J/K mol, e T é a temperatura
absoluta).
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Formulario primitivas

29

f(z) = F'(z) [ f(x)dz = F(x)
fly(@))y' () [ @)y (z)dz = [ f(y)dy
f(@)g'(z) [ @)y (@)dz = f(z)g(x) - [ f'(2)g(x)dx
(constantes) A [ Adz = Xz
(poténcias, o # —1) e [avde = ot
(logaritmo) 1/x [ 4 =log|z|
(exponencial) e’ Jetdx =e”
(seno) sin(z) [ sin(z)dz = — cos(x)
(coseno) cos(z) J cos(z)dz = sin(x)
(tangente) @ Ik mi‘% = tan(z)
(cotangente) smTl(x) Ik Sindz% = —cotan(z)
(arco cujo seno) 1£12 S/ \/1‘1107 = arcsin(z)
(arco cuja tangente) ﬁ 11“;2 = arctan(z)

(exponencial x seno)
(exponencial X coseno)
(coseno X coseno, n? # m?)
(seno x seno, n? # m?)
(seno x coseno, n? # m?)
(z x coseno, n # 0)

(z x seno, n # 0)

(¥ x coseno, n # 0)

k

(z¥ x seno, n # 0)

¢ sin(Bx)
€27 cos(Bz)
cos(n) cos(ma)
sin(na) sin(ma)
sin(na) cos(ma)
z cos(na)
2 sin(na)

z* cos(nz)

2" sin(nx)

[ e sin(Ba)de = < sinBr)p cos(Ba))

[ e cos(Ba)dz = -(eeoxlBatpsin(p)

| cos(nz) cos(ma)
[ sin(nz) sin(ma)dz =

[ sin(nz) cos(max)dz =

[ @ cos(nz)dx =

[ xsin(nz)dx =

[ z¥ cos(nz)dz = 2l

[ 2% sin(nz)dy = — o)

a?+p?

do — sin((n+m)x) + sin((n—m)x)

2(n+m) 2(n—m)

__sin((n+m)z)
2(n+m)

sin((n—m)x)
2(n—m)

__cos((n+m)z)  cos((n—m)x)
2(n+m) 2(n—m)

cos(nz) x sin(nx)
n? + n

sin(nz)  xcos(nz)
n? n

shsintng) & k=1 gin(ng)de

n

+ £ [ 2kt cos(na)dx

n
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8

Equacoes diferenciais ordinarias

. (particula livre) A trajetéria t — r(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R® de uma particula livre de

massa m > 0 num referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

pn (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=20,

onde v(t) := r(t) = (2(t),y(t), 2(t)) denota a velocidade e a(t) := ¥(t) = (&(t),§(t), (1))
denota a aceleragao da particula. Em particular, o momento linear p := mv é uma constante
do movimento (ou seja, %p = 0), de acordo com o principio de inércia de Galileo'® ou a
primeira lei de Newton'”. As solucoes da equacao de Newton da particula livre sdo as retas
afins

r(t) =s+vt,

onde s = r(0) € R? é a posicio inicial s = r(0) e v =1(0) € R? é a velocidade (inicial).

e Determine trajetoria de uma particula livre que passa, no instante tg = 0, pela posicao
r(0) = (3,2,1) com velocidade (0) = (1, 2, 3).

e Determine a velocidade de uma particula livre que passa pela posigao r(0) = (0, 1,2) no
instante tg = 0 e pela posigao r(2) = (3,4,5) no instante ¢; = 2.

Uma equagao diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem (resolivel para a derivada) é uma lei

z=w(t,x)

para a trajectéria t — x(t) € R de um sistema dindmico com espago de fases X C R, onde
x(t) € X denota o estado do sistema no instante t € T C R, & = ”C% denota a derivada do
observdvel  em ordem ao tempo ¢, e v(t,z) é um “campo de diregdes” dado (uma reta com
declive v(t, z) em cada ponto (t,x) do espaco de fases ampliado T' x X). Uma solugdo da
EDO & = v(t,z) é uma funcao diferencidvel ¢t — z(t) tal que &(t) = v(t,z(t)) para cada
tempo t num certo intervalo I C T' C R, ou seja, uma func¢ao cujo grifico, dito curva integral,
é tangente ao campo de diregdes em cada ponto (¢, z(¢)). Se o campo v(t, z) é suficientemente
regular (por exemplo, diferencidvel), para cada ponto (tg,zo) passa uma tnica solu¢do com
condigao inicial x(ty) = xo.

CEEREERRE et

Campos de diregoes e algumas solugoes de & = sin(t) — x e de £ = z(1 — x).
e Esboce o campo de diregdes das EDOs
=t T=—-x+t & = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

16 «

..il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, ciod perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623.]

17 “Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,

1687.]
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e A funcdo z(t) = t> é solucdo da equacdo diferencial © = 322/3

2(0) =07 E a funcao z(t) =0 ?
e Determine umas equagoes diferenciags de primeira e de segunda ordem que admitam
como solugo a gaussiana ¢(t) = et /2.

com condicao inicial

3. O teorema (fundamental do cdlculo) de Newton e Leibniz'®
afirma que a derivada do integral indefinido F(t) := fat f(s) ds de uma funcao continua f(t)
existe e é igual a F'(t) = f(t). Portanto, se v(t) é um campo de dire¢oes continuo, a solugao
da EDO

z =w(t)

com condigdo inicial z(tg) = x¢ é determinada por meio de uma integragio, ou seja,

& =wv(t), x(to) = zo = x(t) = xo + ftto v(s)ds

e Mostre que, se z(t) é solucao de & = v(t), entdo também z(t) + ¢ é solugdo, Ve € R.

e Integre (ou seja, determine solugoes com xz(tg) = xg) as seguintes EDOs.
& = 2sin(¢) t=ct % = cos(3t) =1t

4. (o exponencial) O exponencial (real) exp(t) = e’ é a tinica fungao real de uma varidvel real
f(t) tal que f'(t) = f(t) e tal que f(0) = 1. Em geral, o exponencial x(t) = zge’, com
A € R, é a tnica solugao da equagao diferencial

T =A\r

com condigdo inicial 2(0) = zo.

e)\t

e Mostre que, se y(t) é uma solucdo de y = Ay, entdo o quociente y(t)/e** é constante
At

(calcule a derivada do quociente). Deduza que se y(0) = x¢ entao y(t) = xoe™.

5. Um campo de vetores v : X — R, definido num
intervalo X C R, define uma EDO autdnoma

T =wv(x).

Se v(xg) = 0, entao x(t) = zo Vt € R é uma solugao estaciondria (ou de equilibrio) da equacdo
diferencial. Se v(xo) # 0 e o campo v(x) é continuo, entdo uma solugdo com condicdo inicial
x(tp) = xo pode ser determinada “separando as varigveis”, ‘é”” = dt, e integrando os dois

v(z)
membros, v”(lz) = [dt.

z=wv(x), xz(tg) = xo =

{ z(t) = o se v(wg) = 0

f;o v%Z) =t—ty sev(rg)#0

Se o campo v(z) é diferencidvel, estas solugoes sdo unicas.

e Mostre que, se z(t) é solucao de & = v(x), entdo também z(t — ¢) é solucao, Ve € R.
e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem

t=-3r i=22 d=2-1 d=2> i=(z-1)(zr-2)
Determine as solugoes estacionarias. Esboce os campos de diregoes e conjeture sobre
o comportamento das solugbes. Determine, se possivel, formulas para a solugdo com
condicao inicial z(0) = xg, e esboce o gréfico de algumas das solucoes encontradas.

18 A solucdo do anagrama,
6accdael3eff7i319ndodqrrds8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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6. (decaimento radioativo) A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional & quanti-
dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer
que a quantidade N (t) de matéria radioativa existente no instante ¢ satisfaz a

N = —§N,

onde o pardmetro 1/8 > 0 é a “vida média” dos nicleos. A solu¢do com condigdo inicial
N(0)=Ny>0¢
N(t) = Ny-e Pt

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo necessario até a quantidade
de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, ou seja, o tempo T tal que N(T') =
%N (0). Mostre que o tempo de meia-vida nao depende da quantidade inicial N(0), e
determine a relagao entre o tempo de meia-vida 7" e o parametro (3.

e O radiocarbono C tem vida média 1/3 ~ 8033 anos. Mostre como datar um féssil,
assumindo que a proporcio de radiocarbono num ser vivente é fixa e conhecida'®.

e Se a radiagao solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
a > 0, entao a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

N =-8N+a.
A solucdo de equilibrio é N = a/3. Mostre que a diferenca x(t) := N(t) — N satisfaz
T =—Qx,

e deduza que N(t) — N quando t — oo, independentemente da condicdo inicial N(0).
e Estime a incerteza relativa ATN(O) na populagao inicial dada uma incerteza relativa

AN

~ (t) na populagao atual.

AV N N O T " Y 0\ N Vi VN VO A N O O T T O W W

Campo de diregoes e solugoes da equagao © = —2x + 1.

7. (equilibrio metabdlico) Uma célula (ideal!) esférica de raio R absorve nutrientes a una taxa
proporcional & sua superficie S = 47R?, e gasta nutrientes a uma taxa proporcional ao
seu volume V = %WR3. Portanto, a taxa de crescimento da massa M = pV, assumindo a

densidade p constante, é )
M =aS -3V

com a, 3 constantes positivas. O equilibrio (i.e. M = 0) é possivel quando a.S — SV =0, ou
seja quando o raio é R = 3a/f. Se o raio inicial é R(0) = Ry # R, entédo

pATR?R = a4nR* — BirR? ou seja, R= -1(R-R)
onde 7 = 3p/p.

e Deduza que - -
R(t)=(Ry— R)e " +R.

19J R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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8. (atrito e tempo de relaxamento) O atrito pode ser modelado como sendo uma forga propor-
cional e contriria & velocidade. Portanto, a equagdo de Newton (em dimenséo 1) de uma
particula livre de massa m em presenca de atrito é

m§ = —q,

onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”. A velocidade v := ¢ satisfaz a EDO
. 1 —t/T
v=——v, donde v(t)=¢e ,
T

onde 7 =m/vy > 0 é um “tempo de relaxamento”.

e Deduza a trajectdria ¢(t) com posigao inicial ¢(0) = 0.

e Mostre que a energia cinética T := %va da particula satisfaz

.2
T=-2T,
T

e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2.

9. (crescimento exponencial) Um modelo do crescimento (Malthusiano) de uma popula¢ao num
meio ambiente ilimitado é

N =N,

onde N(t) é a populacdo no instante ¢, e A > 0 é a taxa de crescimento relativa (se a é a
taxa de natalidade e 8 é a taxa de mortalidade, entdo A = o — f3).

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0 e o seu limite quando ¢t — oco.
e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentard em duas horas?

e Se de uma populacao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa
constante a > 0, entao
N =)AN —«
Determine o estado estacionario, e discuta o comportamento assimptético das outras
solugoes.

Campo de diregoes e solugoes da equagao & = 2z — 1.

10. (equacao logistica) Um modelo mais realista da dindmica de uma populacdo é dado pela
equacao logistica®® .
N=AN(1-N/M)

onde A > 0 e a constante positiva M > 0 é a populagdo maxima permitida num dado meio
ambiente limitado. Em particular, N ~ AN (e portanto o crescimento é exponencial) se
N « M, e N ~ 0 (e portanto a populacio é constante) quando N ~ M. A “populacio
relativa” z(t) := N(t)/M satisfaz a equagao logistica adimensional

t=Az(1—x).

20Pjerre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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e Determine as solugoes de equilibrio da equacao logistica.
e Se a condicdo inicial z(0) =z é 0 < zp < 1, podemos separar as varidveis e integrar

x t
v _ it = /7@ =\ [ dt,

z(l—x) w0 Y(1 =) 0
utilizar a identidade ——+— = —4— — 1 e obter
y(l-y) "y Yy
-1
-l _
|20 (x — 1)

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

T

~

N

Campo de diregoes e solugoes da equagao logistica.

11. (surtos epidémicos) Num surto epidémico, a taxa de crescimento do nimero I(t) de individuos
infetados, dentro de uma populagao total constante IV, é proporcional ao produto do niimero
de individuos infetados e o ntimero S(t) = N — I(t) de individuos saudédveis (e portanto
susceptiveis de serem infetados), ou seja,

I=X(N-1)
com A\ > 0.

e Determine a lei de crescimento da populagdo infetada relativa x(t) := I(t)/N, e discuta
o comportamento assimptético de z(t).

12. (crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dindmica populacional em meio ilimi-
tado é

N = AN?
com A > 0.
e Determine a solugdo com condicao inicial N(0) = Ny > 0.

e Observe que as solugoes que determinou nao estao definidas para todos os tempos: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apés um intervalo de tempo finito!

Campo de direcdes e solucoes da equacao & = z2.
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9 EDOs lineares de primeira e segunda ordem

1.

A solugao de uma EDO linear de primeira ordem
&+ p(t) = q(t),

com condigdo inicial z(tg) = zo, pode ser determinada usando o método da “variacao das
constantes”, ou seja, pelos seguintes dois passos: determinar (apenas) uma solugao nao trivial
y(t) da equagdo homogénea associada y + p(t)y = 0, por exemplo y(t) = exp (j;to p(s)ds)
(que vale 1 quando t = ty), substituir a “conjetura” x(t) = A(t) y(t) (a solu¢do da homogénea
vezes uma “constante/pardmetro” varigvell) na equagdo ndo-homogénea & + p(t)z = ¢(t) , e
resolver para A(t). O resultado é

Pptr =alt), wlte) =m0 = a(t) = e TP (o4 f1 M g(s)as)

e Determine a solucao geral das EDOs lineares de primeira ordem

2t

2% — 6 =e t+2x=t d4z/P=1/t* d4+tr=t>

definidas em oportunos intervalos da reta real.

e Resolva os seguintes problemas nos intervalos indicados:

2t

260 —3x=¢e t € (—00,00) com z(0) =1

3t

T+zxr=e t € (—o00,00) com z(1l) =2

(queda livre com atrito) Um modelo mais realista da queda livre de uma particula (ou
um paraquedista) préxima da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A
resisténcia é modelada como sendo uma forca proporcional e contraria a velocidade, assim
que a equacao de Newton escreve-se

mg = —yq —mg

onde v > 0 é m coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢ satisfaz a EDO linear de
primeira ordem

my = —yv —mg.

e Resolva o problema com condi¢ao inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v(t) converge para um valor assimptdtico 7 quando t — oo,
independentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugao encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigdo inicial
q(0) = s.

3. (circuito RL) A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e induténcia L, é determinada

pela EDO _
LI+ RI=V

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito. A solugao com corrente inicial I(0) = I é

_R, 1 [t R,
T(t)=e T <10+L/ €L5V(s)ds>
0

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com tenséo constante V(t) = E. Esboce
a representacao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece quando ¢ — oco.
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e Resolva a equagdio para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
Esin(wt). Se ndo conseguir, mostre que a solugdo com I(0) = 0 tem a forma

1) = < sin (= ) + e 1
= —F/————— =S (Wl — —5  5.5€
VR + 2L R? + 2L

onde ¢ é uma fase constante que depende de w, L e R.

4. (lei do arrefecimento de Newton) Numa primeira aproximagcao, a temperatura T'(¢) no ins-
tante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢ é M (t) pode ser
modelada pela lei do arrefecimento de Newton

T =—k(T — M(t))

onde k£ > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo). A solugdo com
condigao inicial T'(0) = Ty é

T(t)=e " (To +k /0 t P M (s) ds)

e Se a temperatura do meio ambiente ¢ mantida constante M (t) = M, entdo a diferenga
x(t) :=T(t) — M satisfaz a EDO
T =—kz.

Determine T'(t) e diga o que acontece para grandes intervalos de tempo.

e Uma chavena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.

5. (allometric laws) If two organs/tissues/components of a living body/organism/community
grow with different (but both constant!) relative growth rates « and 3, say

= ax and v =By

(the independent variable ¢ may be time, or a linear dimension, or something else), then they
satisfy the relation

1 dy 1 dx

By dt  ax dt
Eliminating “dt”, we get the linear/separable ODE

dy y

L (o)L,
whose solution is the allometric law ?' %2

y=c-x7 or, equivalently, logy =~ -logx + logc,

with “scaling exponent” v = f(/a, and some constant ¢ = zg/yo related to the initial
conditions z(tg) = zo and y(to) = Yo.

o Kleiber’s law ** (mouse-to-elephant curve)
BMR = ¢ M3/*

relates the basal metabolic rate (BMR) to the mass M of an animal.

21W. D’Arcy Thompson, On Growth and Form, 1917, 2nd ed. 1942 [Cambridge University Press, 1992].

22 Julian S. Huxley, Problems of Relative Growth (2nd ed.), Dover, 1972.

23M. Kleiber, Body size and metabolism, Hilgardia 6 (1932), 315-351. M. Kleiber, Body size and metabolic rate,
Physiological Reviews 27 (1947), 511-541.
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Original graph of body size versus metabolic rate hand-drawn by Max Kleiber
(source Wikipedia)

e The heart rate T" and the mass M of an animal are related by the allometric law
T=c MY

6. (fazer modelos) Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solugoes?

e A taxa de variacdo da temperatura de uma chavena de cha é proporcional & diferenca
entre a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

e A velocidade vertical de um foguetao é inversamente proporcional & altura atingida.

e A taxa de crescimento da massa de um cristal ciibico é proporcional & sua superficie.

e Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional a sua superficie.

A taxa de crescimento de uma populagdo de marcianos é proporcional ao nimero de
trios que é possivel formar com a dada populacéao.

7. (equacao de Newton num potencial quadratico) Considere a equagao de Newton

i=—PBq

que determina a trajetéria ¢ — ¢(t) € R de uma particula (de massa m = 1) num potencial

quadrético U(q) = 1 84¢>.

e Verifique que ¢(t) = 0 é uma solugdo de equilibrio.

e Verifique que, se 5 = 0, as solugoes da equagao de Newton (da particula livre)

i=0
sao ¢(t) = a + bt, com a,b € R constantes arbitrarias.
e Verifique que, se f = —k? < 0, as solucoes da equacao de Newton
j=kq

sdo q(t) = ae®* + be™*, com a,b € R constantes arbitrarias.

e Verifique que, se 3 = w? > 0, as solugdes da equagao (do oscilador harménico)
q§=—wyq

sao ¢(t) = acos(wt) + bsin(wt), com a,b € R constantes arbitrérias.


http://en.wi kipedia.org/wiki/File:Kleiber1947.jpg
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8. (particula num potencial quadritico com atrito) A funcao ¢(t) := e~ *ty(t) é uma solugao da
equagdo de Newton de uma particula num potencial quadratico U(q) = % Bq¢? com uma forca
de atrito —2aq (se a > 0),

¢ = —2aq— fq,
se y(t) é uma solugao da equagao de Newton §j = — (ﬁ - 042) y de uma particula num potencial
quadratico U(y) = % (5 — a2) 2.
e Verifique a afirmagao acima.
e Determine a solugao geral da equagao.

e Existem solugoes de equilibrio?

9. A conjec-
tura z(t) = €*! é uma solugao (complexa) da EDO linear homogénea de sequnda ordem com
coeficientes constantes

T4 20+ Pxr=0

se z 6 igual a uma das raizes z+ = —a + /a2 — 8 do polindmio caractéristico

’P(z) ::z2+2az—|—ﬁ.‘

Duas solugoes (reais) independentes podem ser obtidas calculando a parte real e a parte
imaginaria das solugoes complexas, e sao

elmath)t o el-a—k)t se z+ = —axk, com k>0 (raizes reais e distintas)
e cos(wt) e e *sin(wt) sezy=-—atiw, com w>0 (raizes complexas conjugadas)
e e tem™ se z+ = —a (raiz dupla)

O espago das solugoes (reais) da EDO homogénea i + 2ad + Sz = 0 é um espago linear
H ~ R2, de dimensdo 2. Se ¢ (t) e ¢_(t) formam uma base de H, entdo a “solucio geral” é
x(t) = c1 4 (t) + c—p_(t), onde c1 € R s@o constantes arbitrarias.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
i-20=0 d+nx=0 Bi+i=0 F-i=0
i+2t—x=0 T+2t4+zx=0 Z+4+5x=0 Z—4r+x=0.
e Resolva os seguintes problemas de Cauchy:
Z+2r=0 comz(0)=0e¢2(0)=2
I+2=0 comz(0)=1e&(0)=0
Z4+4x+5x=0 comx(0)=2ex(0)=-1
Z—17¢+13z=0 comz(3)=0ex(3)=0
Z—2t—2x=0 comx(0)=0ex(0)=9
F—4i—x=0 comz(l)=2ex(l)=1.

e Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solugoes os
seguintes pares de fungoes:

et e e, e tsin(2nt) e e 'cos(27t), sinh(t) e cosh(t),

et e e, sin(2t4+1) e cos(2t+2), 3 e bt.
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10. (oscilador harménico) As pequenas oscilagées de um péndulo 6 = —w? sin(f) em torno
da posicao de equilibrio estavel § = 0 sao descritas pela equacao de Newton do oscilador
harmdnico

ij = _w2Q7

onde w > 0 é a “frequéncia (angular) caracteristica”. No espaco de fases X = R2, de
coordenadas g e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

{q—p
p=—wlq

e Mostre que a solugao com condigdes iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vg é
q(t) = qo cos(wt) + 2 sin(wt)
w

e Mostre que as trajectérias podem ser escritas como
q(t) = Asin (wt + @) ou Acos (wt + ¢)

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vg
(use as férmulas cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) e sin(a £+ b) = sin(a) cos(b) £
cos(a) sin(b)).

e Determine a energia

1 1
E(q,p) == 5172 + §w2q2

em quanto funcao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

Uma trajectéria e retrato de fases do oscilador harménico.

11. (oscilagoes amortecidas) Considere a equagao das oscilagées amortecidas
i=—2a4—u’q,

onde 2a:= 1/7 > 0 é um coeficiente de atrito (7 é o tempo de relaxamento). No espaco de
fases, de coordenadas q e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

q=p
p=—wq—2ap
e Mostre que as solucdes do sistema “sub-critico”, ou seja, com a? < w?, sdo

q(t) = Ae ' sin (\/ w2 —a?t+ <p)

. ’ 2
Observe que a frequéncia é vVw? —a? ~w — §-+... se a < w, mas tende para zero (e
consequentemente, o perfodo das oscilagoes tende para o 0o) quando o — w.

Trajectorias e retrato de fases do oscilador amortecido sub-critico.
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e Mostre que as solucdes do sistema “super-critico”, ou seja, com a? > w?, sdo

q(t) = Ae”*'sinh (\/ a? —w?t + gp)

Trajectorias e retrato de fases do oscilador amortecido super-critico.

e Mostre que as solugdes do sistema “critico”, ou seja, com a? = w? (uma condigao muito
dificil de observar!), sdo
q(t) = (a+ bt)e .
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10 Modelos continuos e simulagoes™

nao lecionado
1. Considere o problema de simular as solugoes da EDO
& =wv(t,x).
O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear

z(t+dt) —x(t) ~v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, os valores z(t,) da solugdo nos
tempos ¢, := to + n - dt, dada uma condicao inicial x(ty) = xg, sdo estimados pela sucessao
(z,) definida recursivamente por

Tyl = Ty + U(tn,l'n) . dt‘

Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximacao de z(t), dado
x(tg) = x, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

3

e Considere a equagao diferencial
=2z

com condigao inicial (0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ¢ e o tempo final é t = ne
com n € N, entdo o método de Euler fornece a aproximagao

2(t) ~x, = (1+¢)"
onde n = t/e é o nimero de passos. Deduza que, no limite quando o passo € — 0, as

aproximacoes convergem para a solucdo ef, pois

m (1+4¢)"¢ = lim <1+ 2)

li
e—0 n—00

e Simule a solu¢do da EDO & = (1 — 2¢) x com condigdo inicial 2(0) = 1. Compare o

t—t2

resultado com o valor exacto z(t) = e'~*", usando passos diferentes, por exemplo 0.01,

0.001, 0.0001 ...

e Aproxime, usando o método de Euler, a solu¢do do oscilador harménico

{Q=p
p=—q

com condigao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto
q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

2. O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solugao de
T =v(t,x) com condigdo inicial  x(tg) = xo

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar z(tg + n - dt) com a sucessdo (z,) definida
recursivamente por

Tng1 = Tn + L (k1 + 2k + 2ks + k)

onde t, = tg + n - dt, e os coeficientes k1, ko, k3 e k4 sdo definidos recursivamente por

klzv(tn;xn) kQZU(tn+%axn+%kl> k3:7}(tn+%axn+%k2) k4:7}(tn+dt7xn+dtk3)



http://www.cplusplus.com/
http://www.java.com/en/
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e Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.

3. (simulagbes com software proprietario) Existem software proprietdrios que permitem resol-
ver analiticamente, quando possivel, ou fazer simulagoes numéricas de equacoes diferenciais
ordinarias e parciais. Por exemplo, a fungao ode45 do MATLAB®, ou a fungao NDSolve do
Mathematica®, calculam solugoes aproximadas de EDOs & = v(t, z) utilizando variagoes do
método de Runge-Kutta.

e Verifique se os PC do seu Departamento/da sua Universidade tém accesso a um dos
software proprietarios MATLAB® ou Mathematica®.
e Em caso afirmativo, aprenda a usar as fungdes ode45 ou NDSolve.
Por exemplo, o péndulo com atrito pode ser simulado, no Mathematica®, usando as
instrucoes
s = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == -Sin[x[t]] - 0.7 y[t],
x[0] == y[0] == 1}, {x, y}, {t, 20}]
ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]l} /. s], {t, 0, 20}]

O resultado é

\

4. (péndulo matematico) Considere a equagido de Newton
0 = —w?sin(0) — ab,

que modela as oscilagoes de um péndulo, onde w = /g/¢, g é a aceleracao gravitacional, £ o
comprimento do péndulo, e @ > 0 um coeficiente de atrito. No espago de fase, de coordenadas
0 e p =0, a equacao assume a forma do sistema

0=p

p=—w?sin(f) — ap

e Simule o sistema, e esboce as trajetdrias e as curvas de fases.

Retrato de fases do péndulo (sem e com atrito).

5. (circuito LRC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutancia L e capacidade
C, é determinada pela EDO

. . 1 .
LI+RI+ZI=V
+RI+ 5 ,

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito.


http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/
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e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao constante V' (t) = Vj.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao alternada V() = Vj sin(+t).
6. (oscilador de van der Pol) Considere o oscilador de van der Pol**
G—n(l=¢")q+q=0
que modela a corrente num circuito com um elemento nao-linear.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar o pardmetro .
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Retrato de fases e trajetérias do oscilador de van der Pol.

e Simule o oscilador forcado
G—u(l —q¢*)g +q = Fysin(wt)
ao variar o parametro p e a frequéncia w.

7. (sistema de Lotka-Volterra) Considere o sistema de Lotka-Volterra

T = ax — bxy
y = —cy+day
Foi proposto por Vito Volterra?® para modelar a competicdo entre = presas e y predadores,

e por Alfred J. Lotka?® para modelar o comportamento ciclico de certas reaccdes quimicas,
como o esquema abstracto

A+ X —2X X+Y 27 Y —+B

e Determine as solucoes estacionarias.
e Mostre que a funcao
H(z,y) =dx+ by — clogx — alogy

é uma constante do movimento, ou seja, %H(I’(t), y(t)) = 0. Deduza que as 6rbitas do

sistema estdo contidas nas curvas de nivel de H (z,y).

e Simule o sistema.

24B. van der Pol, A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations, Radio Review 1 (1920), 701-710
and 754-762. B. van der Pol and J. van der Mark, Frequency demultiplication, Nature 120 (1927), 363-364.

25Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad.
Lincei 2 (1926), 31-113. Vito Volterra, Legons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

26 Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams
& Wilkins Co. 1925.
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Retrato de fases do sistema de Lotka-Volterra.
8. (rock-paper-scissor game) Considere a reagao

X+Y2hox YvY+z%27v z+x oz

modelada pelo sistema

&= x(yy — Bz)
y = ylaz —yr)
¢ =z(Bz — ay)

e Simule o sistema ao variar os parametros «, 3 e 7.

9. (Brusselator) O Brusselator é um modelo autocatalitico proposto por Ilya Prigogine e cola-
boradores®” que consiste na reacdo abstracta

A— X B+X—-sY+C 2X +Y —3X X—D

e Simule o sistema
t=a—(B+ 1)+ 23y
§ = pa — a2y
para as concentragoes das espécies cataliticas X e Y, obtido quando as concentragoes
[A] ~ a e [B] ~ j sdo mantidas constantes.

e Simule o sistema
t=a—(b+ 1)z + 22y
7 =br — 2%y
b= —bz+6
para as concentragoes de X, Y e B, obtido quando a concentragao [A] ~ « é mantida
constante e B ¢ injetado a uma velocidade constante v ~ 4.
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Retrato de fases do Brusselator.

271. Prigogine and R. Lefever, Symmetry breaking instabilities in dissipative systems, J. Chem. Phys. 48 (1968),
1655-1700. P. Glansdorff and I. Prigogine, Thermodynamic theory of structure, stability and fluctuations, Wiley,
New York 1971. G. Nicolis and I. Prigogine, Self-organization in non-equilibrium chemical systems, Wiley, New
York 1977.
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10. (reaccio de Schnakenberg) Considere a reag¢do de Schnakenberg?®
2X+Y = 3X A=Y X—-B

modelada pelo sistema
t=ax%y—x+p
)= -2y +a

para as concentragdes x ~ [X] e y ~ [Y].

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.
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Retrato de fases do sistema de Schnakenberg.

11. (oscilador bioquimico de Goodwin) Um modelo de interagbes proteinas-mRNA proposto por
Goodwin?? é ) )
M=gp—a
P=M-p

onde M e P denotam as concentracoes relativas de mRNA e proteina, respectivamente.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar os parametros.

Retrato de fases do sistema de Goodwin.

e Simule o sistema?°

S
M= o —aM

P=M™_p3P

28]. Schnakenberg, Simple chemical reaction with limit cycle behavior, J. Theor. Biol. 81 (1979), 389-400.

29B.C. Goodwin, Temporal organization in cells, Academic Press, London/New York 1963. B.C. Goodwin,
Oscillatory behaviour in enzymatic control processes, Adv. Enzyme Regul. 3 (1965), 425-438.

30T, Scheper, D. Klinkenberg, C. Pennartz and J. van Pelt, A Mathematical Model for the Intracellular Cicardian
Rhythm Generator, J. Neuroscience 19 (1999), 40-47.
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12. (atrator de Lorenz) Considere o sistema de Lorenz®!
i=o(y—x)
y=z(p—2) -y
z=uxy— Bz

e Analize o comportamento assimptético das trajectérias ao variar os pardmetros o, p e

e Observe o comportamento das trajetérias quando o ~ 10, p ~ 28 e 5 ~ 8/3.

Atrator de Lorenz.

31E.N. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, J. Atmspheric Science 20 (1963), 130-141.
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11 Vetores

1. (o plano cartesiano) O plano cartesiano®® R? :== R x R é o conjunto dos pontos r = (z,v),
com z,y € R. A origem é o ponto 0 := (0,0). O ponto r = (z,y) pode ser pensado como o
vetor (i.e. o segmento orientado, a seta) entre a origem (0,0) e o ponto (x,y). A soma dos
vetores r = (x,y) e r’ = (2/,y’) é o vetor

r+r =+ y+7vy),

que representa uma diagonal do paralelogramo de lados r e r’. O produto do ntimero/escalar
A € R pelo vetor r = (x,y) é o vetor

Ar = (Ax, \y)

que representa uma dilatagdo/contracao (e uma inversdo se A < 0) de razdo A do vetor r.
Cada vetor pode ser representado de maneira tinica como soma,
r=(z,y) =zi+yj,
onde i:=(1,0) e j := (0,1) denotam os vetores da base candnica.
Lugares geométricos (pontos, retas, circunferéncias, pardbolas, ...) podem ser descritos/definidos

por equagoes algébricas, ditas “equacoes cartesianas”.

e Descreva as coordenadas cartesianas dos pontos da reta que passa por (1,2) e (—1,3).

e Descreva as coordenadas cartesianas do triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (0, 2).

e Esboce os lugares geométricos definidos pelas equagoes
zy=1 y=2x—7 (x+1)2+(y—372%=9 r—2y2=3
{m—i—y:l {x—i—y:?) {m—i—y:l
r—1=1 —2z—-2y=—6 3r+3y=1
e Escboce os lugares geométricos definidos pelas seguintes desigualdades
e {330 (0

2. (o0 espaco, o espaco-tempo e o espaco de fases da fisica newtoniana) O espago onde acontece
a fisica newtoniana é o espaco 3-dimensional R? := R x R x R. A posicio de uma particula
num referencial inercial é um vetor

r=(z,y,2):=zi+yj+ 2k e R?
onde i :=(1,0,0), j :=(0,1,0) e k := (0,0,1) denotam os vetores da base candnica.
A lei hordria/trajetdria, de uma particula é uma fungéo ¢t — r(t) que associa a cada tempo
t € I C R aposigao r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € R® da particula no instante ¢t. A velocidade da
particula no instante ¢ é o vetor v(t) := ¢(t) = (&(¢ ) (t),,é( )). A aceleragio da particula
no instante ¢ é o vetor a(t) := v(t) = ©(¢t) = (&(t), §(¢), 2(t)), determinado pela equagao de
Newton®?

ma(t) = F(r(t))

onde F : R? — R3 é um campo de forcas e m > 0 a massa da particula.

O espaco-tempo®* da fisica newtoniana é o produto cartesiano R x R® ~ R*, o espaco dos
eventos (t,z,y,z) € R* onde r = (z,y,2) € R® representa uma posicio num referencial
inercial, e t € R é o tempo absoluto.

32René Descartes, La Géométrie [em Discourse de la Méthode, 1637).

33Isaac Newton, PhilosophieNaturalis Principia Mathematica, 1687.

34«“Cette maniére de considérer les quantités de trois dimensions est aussi exacte que lautre, car les lettres
peuvent toujours étre regardées comme représentant des nombres rationnels ou non. J’ai dit plus haut qu’il n’était
pas possible de concevoir plus de trois dimensions. Un homme d’esprit de ma connaaisance croit qu’on pourrait
cependant regarder la durée comme une quatriéme dimension, et que le produit temps par la solidité serait en
qualque maniére un produit de quatre dimensions; cette idée peut étre contestée, mais elle a, ce me semble, quelque
mérite, quand ce ne serait que celui de la nouveauté.” [Jean-le-Rond D’Alembert, Encyclopédie, Vol. 4, 1754.]
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O estado de uma particula, a informacao necesséria e suficiente para resolver a equagao de
Newton e portanto determinar a trajetéria futura (e passada), é um ponto (r,p) € R? x R? =
RS do espaco dos estados/de fases , onde r é a posicao e p := mv é o momento (linear).

e Determine a “dimensao” do espaco de fases de um sistema composto por 8 planetas
(como, por exemplo, Mercirio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno)
e de um sistema composto por 6 x 1023 moléculas.

. (reagoes quimicas) O estado de uma reagio quimica

aA+bB+cCH+... — aX+yY +zZ+...
entre os n reagentes A, B, C, ... e os m produtos X, Y, Z, ... ¢é descrito usando as
concentragoes [A], [B], [C], ..., [X], [Y], [Z], ..., e portanto n 4+ m ntimeros.

O espaco vetorial real de dimensao n é o espago
R*":=RxRx---xR
—_——
n vezes

das n-uplas x = (x1,29,...,x,) de nimeros reais, ditas vetores ou pontos, munido das
operagoes adi¢do : R™ x R™ — R™ | definida por

’x,yr—>x+y:: (1’1+y1,$2+y27---,$n+yn)‘

e multiplicacdo por um escalar : R x R™ — R"™ | definida por

’)\,x = AX = ()\xl,)\mg,...,)\xn)‘

O wvetor nulo/origem é o vetor 0 := (0,0,...,0), tal que x + 0 = x para todo x € R".
O simétrico do vetor x = (21,22,...,2,) é 0 vetor —x := (—x1, —T2,...,—y), tal que
x 4+ (—x) = 0. Isto justifica a notagdo x —y :=x+ (—y).

A “combinagao linear” dos vetores vi, va, ..., vi € R™ com “coeficientes” A1, Ao, ..., A\x € R
é o vetor

k
Z >\7LV7L = )\1V1 -+ )\2V2 + 4 /\ka .
i=1

A base candnica de R™ é o conjunto ordenado dos vetores

]elz(l,o,...,o) es=(0,1,0,...,0) ... en:(O,...,O,l)‘

assim que cada vetor x = (21,2, ...,%,) € R™ é uma combinagao linear tinica
X =2x1€1 + x2eo2 + -+ €y

dos vetores da base candnica. O nimero zj é chamado k-ésima coordenada, ou componente,
do vetor x.

Um subespaco vetorial de R™ é um subconjunto V. C R™ tal que se x,y € V entao Ax+uy € V
para todos A, u € R.

No plano R? os pontos costumam ser denotados por r = (z,y), e no espaco (3-dimensional)
R3 por r = (z,y, 2).

e Calcule
(1,2,3) + (2,3,4) 6-(—1,-6,0) (1,-1) = (3,2)
e Calcule e esboce os pontos A+ B, A— B,2A—-3Be —A+ %B quando

A=(1,2) e B=(-1,1) ou A=1(0,1,7) e B=(-2,3,0)
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5. Um wvetor aplicado/geométrico (uma forga, uma velocidade, ...) é um
segmento orientado AB entre um ponto de aplicacao A € R™ e um ponto final B € R™. Dois
vetores aplicados AB e CD sdo paralelos se B— A = A\(D —C') com A € R, e sdo equivalentes
(e portanto definem o mesmo “vetor” x =B —A)se B—A=D —C.

e Mostre que cada vetor aplicado é equivalente a um vetor ocC aplicado na origem O =
(0,0,...,0).

e Diga se sao paralelos ou equivalentes ABe CD quando
A=(1,2) B=(-1,1) C=(2,3) D= (4,,4)
A=(0,1,m) B =(-2,3,0) C=(1,0,—m) D =(2,3,0)
e Determine D € R™ de maneira tal que ABe CD sejam equivalentes quando
A=1(1,2) B=(-1,1) C=(23)
A=(0,1,m) B =(-2,3,0) C =(0,0,0)

6. (composicao de forcas) Se duas for¢a F e G atuam sobre uma particula colocada num certo
ponto do espago, entao a “resultante” é uma forca F + G.

7. Uma translagao do espago R™ é uma transformacao T, : R® — R"™

definida por
x = Ta(x) :==x+a, com a € R".

A composicao de duas translagoes é T 0Ty, = Tatp. Em particular, Tao0T_, =T 50T, = 1.
O espaco R™ é “homogéneo”, ou seja, Vx,y € R™ existe uma translagao Ty tal que Ta(x) = y.

Uma homotetia do espaco R™ é uma transformacao H)y : R” — R" definida por
x = Hy(x) := Ax, com A € R.

e Calcule T,(v) quando

a=(me) ev=(11,13) a=(2,1,1) e v=(0,1,3)
e Calcule Hy(v) quando

1
A=gev=(@2-1) A=5ev=(678)

e Determine as transformacgoes compostas T, 0 Hy e Hy o T,. Sao iguais?

8. (o plano euclidiano segundo Descartes) A geometria euclidiana do plano (distancias, angulos,
paralelismo e perpendicularidade, ...) pode ser deduzida a partir da nogao algébrica de

produto escalar/interno
r-rv =axx' +yy.

Os vetores r = (z,y) e v’ = (2/,y’) sdo perpendiculares/ortogonais quando r - r' = 0, i.e.
quando za’ = —yy’. O comprimento, ou norma, do vetor r = (z,y) é dado pelo teorema de

Pitagoras:
Il o= VT = Va4 g2

A distdncia entre os pontos r = (z,y) er’ = (2/,y') é

d(r,r') = lr — x| = /(z = 2)2 + (y —y')?.
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9. O produto escalar/interno (euclidiano) em R™ é definido por

’x-y::m1y1+$2y2+"'+$nyn‘

O produto escalar é “comutativo/simétrico”, i.e.
Xy=y-x,
“bilinear” (ou seja, linear em cada uma das duas varidveis), i.e.
(x+y)-z=x-z+y-z, z-(x+y)=z-x+z'y e (Xx)-y=x-(Ay)=Ax'y),

e “positivo”, i.e.
x-x2>0, e xx=0 & x=0.

Os vetores x e y sao ditos ortogonais/perpendiculares quando x - y = 0.

e Verifique que os vetores da base canénica sao ortogonais dois a dois, i.e. e;-e; =0 se
i .

e Se v ¢é ortogonal a todos os vetores x € R”, entao v = 0.

Calcule o produto escalar entre x = (1,2) ey = (=1,1), e entre x = (0,1,7) ey =
(—2,3,0).

e Determine se sao ortogonais x = (1,2) e ,y = (=1,1), oux = (0,1,7) e y = (—=2,3,0).

e Sex-y=x-zentaoy =2z "7

10. A norma (euclidiana) do vetor x € R™ é o nliimero nao-negativo

]| := vx-x= /2l +a5 + - +ad

A norma é “(positivamente) homogénea”, i.e.

Al = (AT,
e “positiva’, i.e.
x| >0, e Ix=0 < =x=0.
Um vetor x é dito unitdrio se ||x| = 1.
e Verifique que os vetores da base canénica sdo unitdrios, i.e. |le;|| = 1.

e Verifique que se v # 0, entdo u = v/||v|| é unitdrio.
e Mostre que
I +yl? = lIx - yl* = 4x -y

e deduza que [|x +y[| = [|x — y| sse x -y = 0.

e Prove o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao
I+ yII* = [Ix]1* + [ly]]?
e Verifique (e interprete) a identidade do paralelogramo
I + yII* + [1x — yII* = 2||x[* + 2[ly 1>

e Verifique que o produto interno euclidiano pode ser deduzido da norma usando a iden-
tidade de polarizacdo

(I +yll* = llx = yl?)

] =

X y=
ou

xy =5 (Ix+yl* = lIxI* = lIyl*) -

| =
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e Calcule a norma dos vetores x = (1 —1,1),y = (-1,1) e z = (1,2, 3,4).

Seja v € R™ um vetor # 0. Cada x € R™ pode ser representado de
maneira Unica como soma
X=AV+WwW

onde w é um vetor ortogonal a v. Basta escolher A = (x-v)/||v]|2. O vetor Av é dito projecdo
do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o coeficiente A é dito componente de x ao
longo de v. Em particular, a componente de x ao longo de um vetor unitério u é x - u.

e Verifique que a projecao de x sobre o vetor e; da base candnica é x - ey = xj, (a k-ésima
coordenada de x).
e Calcule a componente de x = (1,2) ao longo de v = (—1,1), e a projecao de x = (0,1, )

sobre v = (-2, 3,0).

A desigualdade de Schwarz
afirma que se x,y € R™ entao

[yl < Il [ly]l]

e a igualdade verifica-se sse os vetores x e y sao paralelos. Uma consequéncia é que a norma
satisfaz a desigualdade do triangulo (ou subaditividade)

[+l < 1] + Iyl

O dngulo entre os vetores nao nulos x e y de R™ é o tnico 6 € [0, 7] tal que

x-y = Ixlllly] cos 6]

e Prove a desigualdade de Schwarz.
(primeira sugestdao: se x # 0 e y # 0, considere os vetores unitdrios u = x/||x|| e
v =y/|lyl, calcule [u+v|? ... deduza que -1 <u-v<1...)
(segunda sugestao: se x # 0, considere a projegdo Ax de y sobre x, e aplique o teorema
de Pitdgoras aos vetores ortogonais Ax e y — Ax ...)

e Prove a desigualdade do triangulo (calcule ||x + y||? e use a desigualdade de Schwarz).

e Mostre que se # é o angulo entre x e y entao
Ix £y = lIx[I* + lly[|* £ 2[|x/l[|y ]| cos 6

e Calcule o coseno do angulo entre x = (1,2) e y = (—1,1). Calcule o coseno do angulo
entre x = (0,1,7) e y = (—2,3,0).

e Calcule o coseno dos angulos do tridngulo de vértices A = (1,1), B = (-1,3) e C =
(0,2). Calcule o coseno dos dngulos do tridngulo de vértices A = (1,2,5), B = (2,1,2)
e C =(0,3,0).

e Determine um vetor ortogonal ao vetor (1, —1), e um vetor ortogonal ao vetor (1,3).

e Determine a familia dos vetores de R? ortogonais ao vetor (a,b), e a familia dos vetores

de R3 ortogonais ao vetor (a, b, c).

A distancia (euclidiana) entre os pontos x e y de R™ é o ndmero
nao-negativo

dx,y) =[x =yl = (@1 = 1) + (22 = 92)2 + - + (20 — yn)?

A distancia satisfaz a desigualdade do tridgngulo (a soma dos comprimentos de dois lados de
um tridngulo é inferior ao comprimento do terceiro lado)

[d(x.y) <d(x,2) +d(z,y)|
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14.

15.

16.

VETORES 52

e Prove a desigualdade do tridngulo (use a desigualdade homénima da norma).

e Prove que d(Ax, \y) = |\ d(x,y).

e Calcule a distancia entre x = (1,2) e y = (—1,1), e a distancia entre x = (0,1,7) e
y = (_27 33 0)

(trabalho) O trabalho que realiza um campo de forgas constante F ao deslocar uma particula
(ao longo do segmento) do ponto r ao ponto r + dr é dT" :=F - dr.

(centro de massas) O centro de massas do sistema de particulas de massas my,ma,...,my
colocadas nos pontos ry,ry,...,ry € R3¢
N
R 1 Zmr miry +mory + -+ + MNTN
= ETk =
M = M

onde M :=mq1 +ms +---+my é a massa total do sistema.

Um vetor nao nulo v € R™ define/gera uma reta Rv := {tv com t € R}, subespago
vetorial de R™. A reta (afim) paralela a v que passa pelo ponto a € R™ é

’a—&-Rv :={a+tv com tER}‘

(v é dito vetor direccional da reta). Em particular, a reta passando pelo pontos a e b de R™

é
{a+t(b—a) com t € R}

No plano R2, é possivel eliminar o parametro t e deduzir uma equacdo cartesiana da reta:
por exemplo, se a = (a,b) e v = (v,w), entdo

’a+Rv:{(x,y) €R? t.q. w(a:—a)—v(y—b)z()}‘

Um vetor ndo nulo n € R? define uma reta normal/perpendicular nt := {x € R? t.q. x-n =
0}, subespago vetorial de R?. A reta perpendicular/normal ao vetor n € R? que passa pelo
ponto a € R? é

’a—i—nJ- ={x eR? t.q. (x—a)'n:()}‘

(n é dito vetor normal & reta). Por exemplo, uma equagao cartesiana da reta perpendicular
ao vetor n = (m,n) € R? que passa pelo ponto (a,b) € R? é

m(z—a)+n(y—>b)=0.
e Determine uma equagao paramétrica da reta
que passa pelo ponto (2,3) e é paralela ao vetor (—1,2)
que passa pelo ponto (5,1, —2) e é paralela ao vetor (3,—7,2)
que passa pelos pontos (3,3) e (—1,—1)
que passa pelos pontos (0,3,4) e (8,3,2)
{(z,9) e R*t.q. 2z —3y =5}
{(z,y) e R*t.q. —a+ Ty =0}
e Determine uma equagao cartesiana da reta
que passa pelo ponto (5, —1) e é paralela ao vetor (—6,2)
que passa pelos pontos (0,1) e (—3,4)
que passa pelo ponto (0,0) e é perpendicular ao vetor (—2, —3)
que passa pelo ponto (2,1) e é perpendicular ao vetor (9, 3)

(—=2,3)+t(5,1)
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Calcule o (coseno do) dngulo entre as retas
r—y=0 e —x+y=-7
r+y=1 e zx—-2y=-4

Determine um vetor normal a reta

que passa pelos pontos (3,0) e (2,1)
S5r —3y =2

Determine P € R? e v € R? tais que

{(z,y) €R? t.q. z+2y=—1}={P+tv com t € R}

As retas

{(z,y) e R*t.q. 22 -3y =5} e {(z,y) €R?*t.q. 3z —2y=>5}
{(z,y) eR’t.q. 2+Ty=3} e {(x,y) €eR*t.q. —2z— 14y =0}

sao paralelas? Sao perpendiculares?

Determine as intersecoes entre as retas
r—2y=1 e —2zx+4y=3
Jx+5y=0 e xz—y=-1
(3,1)+t(1,3) e (0,1)+¢t(-1,-2)

17. Dois vetores v, w € R"™ “linearmente independentes” (i.e. nao paralelos) geram um
plano Rv + Rw := {tv + sw com (t,s) € R?} C R", subespaco vetorial de R™. O plano
(afim) gerado pelos vetores v e w que passa pelo ponto a € R™ é

‘a+(Rv+Rw) ={a+tv+sw com (t3) ERQ}‘

No espaco R3, é possivel eliminar os pardametros ¢ e s e deduzir uma equacdo cartesiana do
plano. Um vetor ndo nulo n € R? define um plano normal n* := {x € R® t.q. x-n = 0},
subespaco vetorial de R®. O plano ortogonal /perpendicular /normal ao vetor ndao nulo n € R3
que passa pelo ponto a € R3 é

’a—i—nJ- ={xeR? t.q. (x—a)-nzO}‘

(n é dito vetor normal ao plano). Por exemplo, uma equagao cartesiana do plano perpendi-
cular ao vetor n = (m,n,p) € R que passa pelo ponto a = (a,b,c) € R? é

m(z—a)+nly—>b)+plz—c)=0
O angulo entre dois planos de R? é o angulo entre dois vetores normais aos planos.

e Mostre que o plano que passa pelo pontos x, y e z de R", com y —x e z — X linearmente
independentes, é
{x+tly —x) +s(z—x) com (t,s) € R?*}

e Determine uma equagao paramétrica do plano
que passa pelo ponto (5,1, —2) e é gerado pelos vetores (3,—7,2) e (—1.0,—1)
que passa pelos pontos (0,3,4), (0,5,0) e (8,3,2)
{(z,9,2) €R3t.q. z+y+2=1}
{(z,y,2) € R®t.q. z=0}
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e Determine uma equagao cartesiana do plano
que passa pelo ponto (—1,1,11) e é gerado pelos vetores (1,0,0) e (0,1,0)
que passa pelo ponto (0,0,0) e é gerado pelos vetores (3,—7,2) e (—1.0,—1)
que passa pelos pontos (3,3,3) e é paralelo ao plano z +y+ 2 =0
que passa pelos pontos (0,3,4), (0,5,0) e (8,3,2)
que passa pelo ponto (0,0,0) e é perpendicular ao vetor (—2,—3,—4)
que passa pelo ponto (2,1,0) e é perpendicular ao vetor (9,3,0)
e Calcule o (coseno do) angulo entre os planos
r—y+2=0 e —zx4+3y+52=-7
T—2z=2 e x—y=-3

e Determine um vetor normal ao plano

que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0)

y+z=1

e Determine as intersecoes entre os planos

T+2y+3z=-1 e —2z4+4y—2=3

3z —5y =0 e z+y+z=1
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12

1.

Matrizes e transformacoes lineares

Uma matriz real m x n é uma tabela

ail a12 N QA1n
a21 a2 . aon

am1 QAm2 e Amn,

de m - n ntimeros reais dispostos em m linhas e n colunas. Quando n = m a matriz é dita
“quadrada”. O numero a;; é dito elemento/componente/entrada ij da matriz A. Os vetores

alj

, az;
A; = (ai1,a59,...,0;,) €R™ e Al = : e R™

amj

s@o ditos i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A, respetivamente. O espago Mat,, x, (R) &
R™™ das matrizes reais m X n é um espaco linear real se adi¢ao e multiplicagao por um escalar
sao definidas por

A —+ B = (aij —+ bU) (&7 )\A = ()\aij)

se A = (a;5) e B = (bi;) € Maty,xn(R), e A € R. O elemento neutro é a “matriz nula”
0 = (0) € Mat,,x,(R), cujas entradas sdo todas nulas.

e Calcule A+ B, A— B e 2A — 3B quando
1 3 -7
A_(—Z 0> ¢ B_( 2

A= -2 0 e B = 2 1
1

)
1 3 4 -7 0 9
A‘(—201> ¢ B_(2 1—3)
Se A = (a;5) € Matmxn(R) e B = (b;;) € Mat, «s(R), o produto

(linhas por colunas) de A e B (nesta ordem!) é a matriz AB = C = (¢;5) € Maty,xs(R)
definida por

—_
I
\]
o =)
N~

(=)
\)

n
Cij = D 1 Gikbrj ‘

(ou seja, o elemento i, j de AB é o produto escalar A; - B? da linha i de A com a coluna j de
B). A “matriz identidade” 1,, € Mat, x,(R) é

1 0 0
0 1 0
1, = (i) :== .
0 0 1

e satisfaz 1,4 = A e B1,, = B para todas as matrizes A € Mat,,xm(R) € B € Mat,;, xn(R).
O produto é “associativo”, i.e.
A(BC) = (AB)C

e satisfaz as “propriedades distributivas” a esquerda e a direita

A(B+C)=AB+AC e (A+B)C=AC+BC
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e Calcule AB quando

1 3
A=| -2 0 e B:<27(1)_11>
5 6
1 3 4
A= -2 0 1 e B=1;
0 1 1
) 3
A=(135) e B=| -3 -5
1 1
e Existem matrizes A # 0 e B # 0 tais que AB =107
3 O produto de matrizes ndo é comutativo!l Ou seja, em geral, AB # BA.

As matrizes quadradas A e B € Mat,xn(R) comutam/sao permutdveis se AB = BA. O
comutador entre as matrizes quadradas A e B é a matriz

[A,B] := AB — BA|

O comutator satisfaz a identidade de Jacobi

[[[4, B],C] + [[B, C], A] + [[C, 4], B] = 0

e Mostre que cada matriz quadrada A comuta com si prépria, i.e. [4, A] =0.

e Considere as matrizes 2 x 2
1 0 0 1 0 0
e=(o %) ==(0s) =-(17)
Calcule [E,E4], [E,E_]e [Ey,E_].

4. Uma transformagdo/aplicagdo/operador linear entre os
espagos vetoriais R™ e R é uma fungao L : R® — R™ aditiva e homogénea, ou seja, tal que

LW+ MNV') = AL(v) + NL(V)

Vv,v € R" e YA € R. O espago Lin(R™,R™) das transformagoes lineares de R em R™ é
um espago linear real se a adicao e a multiplicacao por um escalar sao definidas por

(L+L)(v):=L(v)+ L' (v) (AL)(v) := AL(v)

Uma transformagao linear L : R® — R™ é determinada pelos seus valores nos vetores da
base canénica de R™, pois L(z1e1 + z2e2+ - - - +xne,) = v1L(e1) + z2L(ez) +- - - +x, L(ey,).

Portanto, se L(e;) = aije1 + azjes + -+ + amj€m, com j = 1,2,...,,n, as coordenadas de
y = L(x) séo
n
yi:Zaijmj i:1,2,...,m
j=1

Se X e Y denotam os “vetores coluna” (pensados como matrizes com uma tnica colunal)

€ Y1

T2 Y2 .
X = . e R" e Y = . eR™

Tp Ym
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e A € Mat, «xn(R) denota a matriz

a1 ai12 N A1n
a21 as2 . a9n

A= ) . ) . € Mat,,xn(R),
am1 QAm2 N Amn,

entdo a transformacao linear L : R™ — R™ é representada/definida pela equagdo matricial

Y = AX,
ou seja, explicitamente,
T
U1 a1 a2 ... Qin Lo
Y2 a1 Q22 ... Q2p
Ym am1 Am2 cee Amn
T

Se uma segunda matriz B € Maty ., (R) define a transformacao linear M : R™ — RP, entéo a
composicao Mol : R" — RP, que é também uma transformacao linear, é definida pela matriz
produto BA € Mat,,(R). De fato, se as coordenadas de y = L(x) so yi = Z?=1 ag;T; e
as coordenadas de z = M(y) sao z; = Y, bikYk, entao

n m
= k=1

ou seja, usando os vetores coluna X,Y e Z,se Y = AX e Z = BY, entao

Z = BAX.

e Determine a matriz que define/representa a transformagio linear
L(z,y) = (x — y, 22 — 3y) L(z,y,2) =Bz +y—z,—x+2y+2)
L(z,y, z) = (3z, 3y, 32) L(z,y) = (x +y,z — y,2x — Ty)
Lx,y,z) = (z,y)  Llz,y,2) = (z,2)

e Determine a transformacao linear L : R™ — R™ definida/representada pela matriz

(25) (¥173)

0 -1 1 3
0 8 92 0
-1 -3

e Determine a matriz 2 x 2 que define a transformacéo T : R? — R2 que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta y = —zx
transforma o ponto de coordenadas polares (r, ) no ponto de coordenadas polares(r/2,0)

transforma o ponto de coordenadas polares (r,6) no ponto de coordenadas polares (r,0—7/2)
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e Calcule a composicao M o L quando
L(z,y) = (v, x+y,32—2y) e  M(z,y2)=(y,22)
L(z,y,z) = (@ —y,x+y—2) e  M(zy)=(yz2x—-3y)

5. O espago End(R"™) das transformagoes lineares L :
R™ — R™ é chamado espago dos endomorfismos de R™. Os endomorfismos de R" sao re-
presentados por matrizes “quadradas” A € Mat,x,(R). Se A € Mat, x,(R), as poténcias
inteiras de A sao definidas recursivamente por

A’ =1, e A" = AA™! sen>1.

e representam as iteradas da transformacao linear X — AX. A diagonal da matriz quadrada
A = (a;;) € Maty,xn(R) é o conjunto ordenado {ai1,a22,...,ann}, € 0 traco de A é

’tr(A) = a11+a22+--~+a,m‘

Uma matriz quadrada é “diagonal” se os elementos que nao pertencem a diagonal sao nulos,
ou seja, se é da forma

A0 0

0 X O
diag<)\1a)‘25"'7)‘n) = .

0 ... 0 A,

e Determine a matriz da transformacao “identidade” x +— x e da transformacao “nula”
x — 0.

e Determine a matriz da homotetia x — Ax, com A € R, e calcule o seu traco.
e Mostre que duas matrizes diagonais comutam.
e Mostre que

tr(AB) = tr(BA) e tr(A") = tr(A)
o Calcule A%, A', A2 A3 ..., A", .. quando

0 1 1 1 0 0
A<8(1)> A<(1)}> A={0 01 A=[0 20
0 0 O 0 0 3
e Determine as matrizes A € Matay2(R) tais que A? = 0.
e Determine as matrizes A € Matoyo(R) tais que A% = 1.
6. Para cada matriz A = (a;;) € Mat,, x,(R), existe uma tnica matriz

A' = (a};) € Mat,,xm(R), dita transposta de A, tal que
Y. (AX) = (A'Y) - X

para todos os vetores (coluna) X € R” e Y € R™. As entradas da matriz transposta sdo
aﬁj = aj; (ou seja, as linhas de A’ s@o as colunas de A e vice-versa). E imediato verificar
que eque (AY)! = A e que (AB)! = B'A*. Uma matriz quadrada A € Mat,«,(R) é dita
simétrica se A = Al, e anti-simétrica se At = —A.

e Mostre que, se A € Mat, x,(R), entdao A + A’ é simétrica e A — A* ¢é anti-simétrica.
Deduza que cada matriz quadrada pode ser decomposta como a soma de uma matriz
simétrica com uma matriz anti-simétrica.

e Mostre que se A é uma matriz quadrada, entao tr(A) = tr(A?).

e Mostre que o trago de uma matriz anti-simétrica é nulo.
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7. (inversao de matrizes 2 x 2) A matriz 2 x 2

(2 4)

representa a transformagcao linear genérica do plano L(z,y) = (azx + by, cx + dy). A trans-
formacdo L é invertivel se para cada vetor (a,3) € R? é possivel encontrar um vetor
(z,y) € R? tal que L(z,y) = (a, B), ou seja, resolver o sistema linear

ar+by = « N (ad—be)x = da—cB
cx+dy = S (ad—be)y = —ca+aB

(o segundo sistema é obtido ao retirar b vezes a segunda equagdo de d vezes a primeira
equacdo, e depois ao retirar ¢ vezes a primeira equacdo de a vezes a segunda equagao).
Portanto, a transformacao L é invertivel sse det A := ad — bc # 0, e a sua inversa é a
transformacao linear

~1 _ B —
L™ (o, 8) = ad—bc(da B, —ca+ap),
representada pela matriz
1 d -b
i .
ad — be ( —c a )
8. O espaco Aut(R") C End(R™) das trans-

formagoes lineares invertiveis (injetivas e sobrejetivas!) L : R™ — R"™ é chamado espaco dos
automorfismos de R™. Uma matriz A € Mat, x,(R) é nao-singular/regular, e portanto define
um automorfismo X — Y = AX de R", se existe uma matriz quadrada A~! € Mat,,»,(R),
dita inversa de A, tal que

(A'A=A4""=1,]

Se A é regular, o inverso do automorfismo X — Y = AX ¢ o automorfismo Y +— X = A~'Y.
Se A = (a;;) € Mat,xn(R), entdo as entradas da matriz inversa A~! = (b;;) satisfazem as

n? equacdes lineares
n
> " bia; = 0
k=1

Se A e B sao regulares, entao também AB é regular e a sua inversa é

(AB) ' =B 14"

Se A é regular entdo também A! é regular e

’ (A)~1 = (A1) ‘

e Diga se a transformagao linear L é invertivel e, caso afirmativo, determine a inversa,
L(z,y) = (x,2)  L(z,y)=(y,z) Ly =@-yz+y) Ly =0y
L(z,y,2) = (z+y,y+ 2,2+ x) L(z,y,z) = (3z,2y,2)

e Diga se as seguintes matrizes sao regulares e, caso afirmativo, calcule a inversa.

() G Gy G

2 0 1 -3 1 2 1 1

0 3 -2 6 3 4 1 1
1 2 3 1 00 a 0 0 1 0 0
01 2 3 20 0 b 0 010
0 01 5 4 3 0 0 ¢ a 0 1
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9. (rotacoes no plano e fungoes trigonométricas) Seja Ry a matriz 2 X 2 que representa uma
rotacdo Ry : R? — R? de um angulo 6 no sentido anti-horario, relatvamente & base canénica
do plano. Pela definicao das funcoes trigonométricas,

1 cosf 0 —sinf
R9(0>_<sin9) ¢ R9<1>_<cost9>
e portanto, usando a linearidade,
cosf —sinf
Ry = ( sinf  cosf )
Ou seja, a rotagao de um angulo 6 é o automorfismo do plano cartesiano definido por
Ry(z,y) = ((cos )z — (sin(9)y, (sin )z + (cos H)y).

e Observe que RgRy = Rgpys e deduza as férmulas de adicdo para as funcoes trigo-
nométricas
cos(f £ o) =
sin(f + ¢) =

e Observe que RgR_gy é a transformagao “identidade”, e calcule a matriz inversa de Ry.
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13 Sistemas lineares
1. (Peppermint Patty’s problems)

e “In driving from town A to town D you pass first through town B and then through
town C. It is 10 miles farther from A to B than from B to C and 10 miles farther from
B to C than from C to D. If it is 390 miles from A do D, how far is it from A to B?”3°

e “A man has a daughter and a son.. The son is three years older than the daughter
...In one year the man will be six times as old as the daughter is now, and in ten years
he will be fourteen years older than the combined ages of his children ... What is the
man’s present age?”

e “A man has twenty coins consisting of dimes and quarters®® ... If the dime were quarters
and the quarters were dimes, he would have ninety cents more than he has now ... How
many dimes and quarters does he have?”

2. (equagoes lineares na reta) Uma equagao linear
ar =1b
na reta real R (ou na reta complexa C, ou, em geral, num corpo), com a # 0, admite uma
unica solucdo = = b/a.
3. (equagoes lineares no plano) Uma equagao linear
ar+by=-c

no plano cartesiano R?, com n = (a,b) # (0,0), define uma reta afim R C R2. A equagio
homogénea associada
ax+by=0

define uma reta que passa pela origem, ou seja, um subespaco vetorial n* = Rv C R? de

dimenséo 1 (por exemplo, com v = (b,—a)). Se ro = (x0,%0) é um ponto de R, ou seja,
(apenas) uma solugdo de ax + by = ¢, entdo o espaco de todas as solugoes é R = ry + Rv.
Ou seja, as solucoes de ax + by = ¢ sao dadas por

(z,y) =10 +tv = (20,%0) +t (b, —a)
ao variar o parametro t € R.
Um sistema de duas equacgoes lineares

ar+by =
drz+by = ¢

/

descreve a intersecdo entre duas retas afins (R; N Ry) C R2?. Esta intersecio pode ser
vazia (retas paralelas e distintas), pode ser uma reta ax + by = ¢ (equagbes proporcio-
nais/equivalentes), ou pode ser um unico ponto. A dltima possibilidade é o caso genérico, e
o sistema é equivalente (eliminando x na segunda equagao, se a # 0) ao sistema “em escada

de linhas”
ax+ by = ¢
b//y — C//

com a # 0 e b # 0, e portanto ao sistema “diagonal”

{ZE =
y = B

com B =c"/b" e a=(c—bp)/a.

35Peppermint Patty, in Peanuts, by Charles M. Schulz, December 6th, 1968.
36 A dime is a 10 cents coin, and a quarter is a 25 cents coin.
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e Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares
z+y = 0 r+y = 1 20—y =0
z—y = 0 r—y = 2 —r+2y =3

4. (equacoes lineares no espago) Uma equagdo linear

ar+by+cz=d

no espaco R?, com n = (a,b,c) # (0,0,0), define um plano afim P = {n-r = d} C R®. A
equacao homogénea associada
ax +by+cz=0

define o supespaco vetorial nt C R?. Um sistema de duas equacdes lineares

ax + by + cz = d
adr+by+dz = d

descreve a intersecdo entre dois planos afins (P; N P») C R3. Esta intersegao pode ser vazia
(dois planos paralelos e distintos), pode ser um plano ax + by + cz = d (duas equagdes
proporcionais/equivalentes), ou pode ser uma reta. A dltima possibilidade é o caso genérico,
e o sistema é equivalente (eliminando z na segunda equacao, se a # 0) ao sistema “em escada
de linhas”

ar+ by+ cz = d
b//y+ CNZ — d//

A 1ltima varidvel pode ser pensada como um parametro z = ¢ da reta:
t— (at+,Bt+0,t).

Um sistema de trés equacoes lineares

ax + by + cz = d
dr+by+cdz = d
a[l/x_’_b//y_’_c/lz — d/l

descreve a intersecao entre trés planos afins (P N P, U P3) C R3. Esta intersecao pode ser
vazia (dois planos paralelos e distintos, ou um plano paralelo & reta de intersecao entre os
outros dois), pode ser um plano ax +by+cz = d (equagdes proporcionais/equivalentes), pode
ser uma reta (sistema equivalente a um sistema de duas equagbes), ou pode ser um tinico
ponto. A tltima possibilidade é o caso genérico, e o sistema é equivalente (eliminando x na
segunda e na terceira equagdo, se a # 0, e depois y na terceira, se b’ # 0) ao sistema “em
escada de linhas”
ar+ by+ ¢z d
Viy+ "z = d”

C///IZ — d////

coma#0,b" #£0ecd”” #0, e portanto ao sistema “diagonal”
x = «
Yy = p
z = 7

com ,y — d/”//CHN, /6 — (dl// _ C///,_Y)/b//l e = (d* C,_Y _ bﬂ)/a

e Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

3r—y =0 z+y+z = 1 v =1
r+y+z =1 r+y—2 = 0 Ty = 2
r+y+z = 3
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5. Um sistema de m equagodes lineares com n incégnitas x1, x3, ..., 2, € um
conjunto de equagoes

a1y + ajera + -+ 1T, = by
2171 + Q22T + - -+ + A2 Ty = b
Am1T1 + Am2X2 + - + ATy = bm
com a;;,br € R. Uma solugdo do sistema é um vetor x = (z1,22,...,2,) € R” cujas

coordenadas satisfazem as m equagoes. A matriz A = (a;;) € Mat,, x»(R) é dita matriz dos
coeficientes do sistema. Um sistema linear pode ter uma solugéo tnica, uma familia (uma reta
afim, um plano afim, ...) de solugbes, ou néo ter nenhuma solugéo (“sistema impossivel”). O
sitstema homogéneo correspondente é

a1121 + a12T2 + -+ 1Ty = 0
G211 + G22T2 + - - - + A2pTy = 0
Am1Z1 + Gma2 + - + AppZn = 0
que admite pelo menos a solugao trivial 0 = (0,0,...,0).
6. O sistema linear
1121 + @122 + - + A1p Ty = b
(2171 + 22T + -+ + A2p T = b
Am1T1 + Am2X2 + - + ATy = bm
é equivalente a
AX =B, ou seja, La(x)=Db,
onde A = (a;5) € Mat,xn(R) é a matrz dos coeficientes, B = b = (by,b2,...,by) € R™ e
X =x=(r1,29,...,2,) € R" sd0 vetores coluna, e L4 : R™ — R™ é a transformagao linear

x >y = La(x) definida por y; = > ajjz;. O vetor x = (z1,22,....2,) € R" é solugdo do
sistema AX = B se
r1a; +xgas +---+xpa, =b

onde a; = (ai;,0a2j,...,am;) € R™ é a j-ésima coluna da matriz A. Portanto, o sistema
admite (pelo menos) uma solugéo (i.e. é possivel) sse b € im(Ly4). A dimensao de im(L4),
ou seja, o nimero de colunas linearmente independentes de A, é dita caracteristica da matriz
A. O vetor x € R™ é solugao do sistema homogéneo AX = 0 se

al . x=0, a?-x=0, ... a”-x=0
onde a’ = (ai1,ai2,...,a;n) € R™ é a i-ésima linha da matriz A, ou seja, se é ortogonal
ao espaco vetorial Span(al,a? ..., a™) gerado pelas linhas de A. Portanto, o espaco das

solugoes do sistema homogéneo é
ker(L4) = Span(a’,a?,...,a™)* Cc R"

e a sua dimensao é igual a n — k, se k é o numero de linhas linearmente independentes de
A. Se x e x’ 8o duas solugoes do sistema AX = B, entao a diferenga x” = x — x’ é solugao
do sistema homogéneo AX = 0. Portanto, se z é uma das solugdes do sistema linear possivel
AX = B, entdo o espaco d(e todas )as solugdes é o subespago afim

z+ ker(L4) C R™.

Em particular, a carateristica da matriz A é também igual ao ntimero de linhas linearmente
independentes de A. Se AX = B é um sistema de n equagdes com n incognitas, e se
A € Maty, x,(R) é uma matriz regular (i.e. invertivel), entdo o sistema admite uma solugdo
tnica dada por X = A7 B.
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e Estude os seguintes sistemas (ou seja, diga se sdo possiveis e, caso afirmativo, determine
o espago das solugoes)

2 4+y =-1 r+y =11
r—y =3 r—y =33
2r -3y =-1 o
{—6x+9y ~0 {oty—z =1
2¢ — by +4z = -3 3r+y—10z =1
r—2y+z =5 —2x—-by+7z =
z—4y+6z =10 r+3y—z =0
o [Ap6Y] 16.20.
7. Considere o sistema linear AX = B, com matriz dos coeficientes

A = (A4;j) € Mat,xn(R), e B b = (b1,b2,...,bn) €e R e X = x = (21,22,...,2,) €ER"

vetores coluna, ou seja,

a1 + a2 + -+ apT, = b
2121 + Q22T + - -+ + G2 Ty bo
Gm1T1 + Q222 + -+ AmnZn = bpy

O método de eliminac¢do de Gauss-Jordan consiste em efectuar as operacOes elementares
(sobre as linhas da matriz ampliada (A|B) € Mat,,  (n+1)(R))

i) trocar a ordem das equagoes,
ii) multiplicar (todos os termos de) uma equagao por um escalar nao nulo A # 0,

iii) somar a uma equagdo um multiplo de outra equacao,

até obter um sistema equivalente A’X = B’ com A’ “matriz em escada’, ou seja, da forma

OO OOt
(=Rl all
O O O *x ¥
S O X ¥x ¥
S X ¥ ¥ %
[

onde os “pivots” x sdo numeros diferentes de zero. A carateristica da matriz A é entao igual
ao numero de linhas nao nulas da matriz escada equivalente.

e Usando operagoes elementares sobre as linhas, transforme a matriz A dada numa matriz
em escada e calcule a carateristica de A.

2 2 1 12
A=|1 3 1 A=| 0 1
12 2 34
01 3 -2
A=[2 1 -4 3 A:(%i‘ll _22)
2 3 2 -1

e Resolva os seguintes sistemas lineares usando o método de eliminagao de Gauss.

z+2y+z =1
2r —6y+4z =3
TH+y+=z =2
2z —by+5z =-1

Jx+2y+z2 =1
5t +3y+3z =2
—rT+y+=z =-1
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2z +y+4z =2 y+z =1
6z +y =-10 r+2y—z =3
—x+2y—10z =-4 z4+y+z =1
r+2y+3z+4w =3 Crty—z =1

5z + 6w =0

z+ 3w =1 Z + 32 =3
z—y+8w =0 vz =0

o [Ap6Y] 16.20.

8. (exemplos) Dé exemplos de

e um sistema de 2 equagodes lineares com 2 incégnitas com solucao tnica,
e um sistema de 2 equagoes lineares com 2 incognitas sem nenhuma solugao,

e um sistema de 3 equagoes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja
uma reta afim.

e um sistema de 3 equagoes lineares com 3 incégnitas com solugao unica,

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incégnitas tal que o espaco das solugoes seja
um plano afim.

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja
um subespago vetorial de dimensao 1.
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14

1.

Determinantes e volumes

O determinante da matriz 2 X 2 cujas colunas sdo as componentes dos
vetores r = (a,b) e r' = (¢, d) de R? ¢

det(z 2)::ad—bc

O paralelogramo de lados r = (a,b) e v’ = (c,d) de R? é o conjunto

P={tx+sy com0<ts<l1}.

A sua érea ¢ igual ao médulo do determinante da matriz (§ ), i.e.

a c
det( b d )’:ad—bd

Os vetores (a,b) e (¢,d) sdo independentes sse |§ §| # 0

Area (P) =

e Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetores (0,1) e (1, 1), e do paralelogramo
definido pelos vetores (5, —2) e (—3,1).

e Calcule a drea do tridangulo de vértices (3,2), (6, —4) e (8,8).
e Diga se os vetores (—1,4) e (3, —12) sao independentes.
e Diga se os vetores (5,7) e (2,9) sdo independentes.

O produto vetorial/externo no espaco R? (munido da orientacio
definida pela base canénica i, j, k) é a operagao x : R? x R?® — R3 definida por

’nr’ —rxr = (y2 —zy, —x2 + 2z, 2y —ya')

onder = (z,y,2) er' = (2/,y,2"). Uma representagao formal do produto vetorial é

i
rxr = “det T

i ok
2 |7 ::idet(y, Z,)—jda("T, Z,>+kdet<x, y,)
y oz oz oy

oy oz

/

~
~

O produto vetorial é distributivo sobre a adigdo e compativel com a multiplicagdo escalar,
ou seja, € bilinear, i.e.

"

(Ar + pr’) x " = AMr x r”") + p(r’ x )
rx (Ar' + pur’”) = AMr x ') + p(r x r'")

e “anti-comutativo”, i.e.
rxr’ =-r' xr

O produto vetorial satisfaz a identidade de Jacobi

’ax(b><c)+b><(c><a)+c><(a><b):0‘

e a identidade de Lagrange

e 2 = ]2 )2 — (e x)? |

O produto vetorial r x v’ = 0 sse r e r’ sdo dependentes (basta usar a identidade de Lagrange
e a desigualdade de Schwarz). O vetor r x r’ é ortogonal ao subespago vetorial Rr 4+ Rr’
gerado por r e r’ (basta verificar que r- (r x r') e r’ - (r x ') ...). A norma do produto
vetorial r x r’ é

[l x| = [e]|flx'][| sin 0]

onde 0 é o angulo entre r e r’ (basta usar a identidade de Lagrange e a definigao de ). Por-
tanto, o comprimento do produto vetorial r xr’ é a drea do paralelogramo {tr+sr’ com 0 <
t,s < 1} C R? definido pelos vetores r e r’.
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Calcule os produtos vetoriais entre os vetores da base canénica de R?, i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) e k = (0,0,1), e verifique que

ixj=k jxk=i e kxi=j

O produto vetorial nao é associativo! Por exemplo, i x (i x j) # (i x i) x j.

Calcule r x r’ quando
r=(1,-1,1) e r =(2,-2,2)
r=(-2,-1,3) e r' = (7, —7,0)
r=(3,-2,8) e r =(1,1,1)
r = (—m,e, 10) e r =(7,5,3)

lr x ¢|| = ||r||||r’]|] sse r e r’ s@o ortogonais.

Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetores (2,4, —1) e (1,—3,1).
Calcule a édrea do tridangulo de vértices (1,2,0), (2,3,4) e (—1,0,0).
[Ap69] 13.11.

3. Se u e v sdo dois vetores linearmente independentes de R3,
entao n = u X v é um vetor nao nulo ortogonal ao plano Ru + Rv. Em particular, o plano
gerado pelos vetores linearmente independentes u e v no espaco R? é

Ru+Rv=(uxv):={reR¥tq r-(uxv)=0}

e Determine um vetor normal aos vetores (2,3, —1) e (5,2,4).
e Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0,1,0), (1,1,0) e (0,2,3)

e Determine uma equagao cartesiana do plano
gerado pelos vetores (—3,1,2) e (1,5, —2)
que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0)
{(1+t+s,t—s,5t) com (t,s) € R?}
o [Ap69] 13.11.

4. (momento angular e torque) O momento angular (relativo & origem do referencial) de uma
particula de massa m > 0 colocada na posicao r € R? com momento linear p = m¥, é o
produto vetorial

L:=rxp

e Verifique que a derivada do momento angular de uma particula sujeita a lei de Newton
p = F é igual ao bindrio (ou torque) T :=r x F, ou seja,
L=rxF.
e O momento linear do sistema de n particulas de massas m;, colocadas nas posi¢es
r; € R? com momentos lineares p; := m;¥;, com i = 1,2,...,n, é

n

L::Zrixpi

i=1

Sejam R := 3"  m;r;, com M := YI'  m;, o centro de massa do sistema, e
P:= MR =M}  m;I; o momento linear do centro de massa. Mostre que

L=RxP+ L

onde L' := " r/ x p}, comr = R+ 1, é 0 momento angular relativo ao centro de
massa.
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5. (forca magnética) A for¢a de Lorentz que experimenta uma particula com carga eléctrica g e
velocidade v num campo elétrico E e magnético B é (nas unidades do S.1.)

F=¢g(E+vxB)

e Mostre que num referencial inercial em que o campo elétrico é nulo, i.e. E = 0, e por-
tanto a tnica forga é forca magnética qv x B, a energia cinética é conservada, calculando

L2 = me

e utilizando a equacao de Newton mv = F.

6. O produto misto dos vetores r, r’ e r" de R? é o
escalar r - (r' x r’), igual ao determinante da matriz 3 x 3 cujas linhas s&o as coordenadas
dos trés vetores, i.e.

x oy oz
r-(r'xr’)=det| 2 y 2 ;= xdet vz y det v + zdet v
y// Z// x// Z,/ xl/

@

"

O produto misto dos vetores a, b e ¢ é igual a
a- (b x c) = [lal|[[b]l[[c|| sin(0) cos(¢)

onde 0 é o angulo entre b e ¢, e ¢ é o0 angulo entre a e b x c.

O paralelepipedo de lados a, b e ¢ de R? é o conjunto P = {ta+ sb+wuc com 0 < ¢,s,u < 1}.
O seu volume é igual ao médulo do produto misto a - (b x c), i.e.

ap az as
Volume ({ta+ sb +uc com 0 <t,s,u<1})=l]a-(bxc)|=|det | b1 b2 b3

e Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando
a=(1,1,00 b=(1,31) c=(0,1,1)

a=(-251 b=(0,300 c=(6,7-3)

[ ] 13.14.
Calcule o volume do paralelepipedo de lados i +j, j+k e k +1.

Calcule o volume do paralelepipedo de lados
(3,3,1) (2,1,2) (5,1,1)
(0,0,1) (5,7,-3) (—9,0,0)
7. Existe uma tnica n-forma D : R" xR" x---xR" = R
V1,Va,...Vy = F(vi,va, ... V,)

multilinear (ou seja, homogénea e aditiva em cada varidvel), alternada (ou seja, tal que
D(...,v,...,v...)=0,eportanto D(...,v,...,w...)=—=D(...,w,...,v ...)) e tal que
D(ej,es,...,e,) =1. O paralelepipedo de lados vy, va, ... , v, 10 espago euclidiano R™ é o
conjunto

P = {t1v1 +t2V2 =+ thnvn com tl,tg,...,tn € [0, 1]} C R™

O wvolume (n-dimensional) do paralelepipedo de lados vi, va, ... , v, é

vol(P) = |D(vy1,va,...vy)]
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e Mostre que se F(vy,vy) é bilinear e F(v,v) = 0 para todo o v € R? entdao F é anti-
simétrica, ou seja, F(vy,vy) = —F(va,vy).

e Calcule o volume do paralelogramo de lados (2, —1) e (3,5) em R2.
e Calcule o volume do paralelepipedo de lados (2,0,0), (0,3,0) e (0,0,5) em R3.
Existe uma tnica fungao determinante det : Mat,, x,(R) — R

A det A

(outra notagao é det A = |A|) que é uma forma multilinear alternada nas colunas/linhas,
e tal que detl, = |1,] = 1. Se aj,as,...,a, sdo as colunas de A = (a;;) entdo det A :=
D(ay,as,...,a,). Umna férmula para o determinante é

det A = depcrn 77(0')@10(1)090(2) *Uno(n)

onde (o) é a paridade da permutacio o.

O determinante de uma matriz 2 x 2 é

det (

a1
a21

ai2
a22

) = 11022 — A12021

O determinante de uma matriz 3 x 3 é

i iz azy g3 az  as; az  as
det | a21 ass aos = ajp det — ajo det + a3 det
asz2 as3 as1 ass asy  as2
as; asz2 ass

)

O determinante de uma matriz diagonal é

a1 0 0
0 as9 0
det = Q11022 " Qnp
0 0 Ann

Se A € Mat,,x,(R) e A € R, entao
det (AA) = A" det A

e Calcule o determinante das matrizes

1 2 cosf) —sinf 300 L 10
3 4 sinf  cosf 050 0 L1
0 0 7 1 0 1
e Mostre que
1 1
det | a b ¢ | =(0-a)c—a)(c—Db)
a®> b 2

e Calcule o determinante de 24 e — A sabendo que A é uma matriz 5 x 5 com determinante
det A = —3.

Verifique que uma equagao cartesiana da reta que passa pelos pontos (a,b) e (¢,d) de

R2 ¢
det (

xr—a y—>b

) z y 1
=0 ou det| a b 1 =0
c—a d-—2>b c d 1

] 3.6.




14 DETERMINANTES E VOLUMES 70

9. Se A, B € Mat,, x,(R), entao

|det(AB) = (det A)(det B) e det A" =det A

Em particular, se A é regular entdo det A # 0 e

det(Ail) = de}:A

Se A € Mat,,«n(R) e B € Mat,,xm (R), entdo o determinante da matriz “diagonal por blocos”
A 0 .
( 0 B > € Mat(n+m)x(n+m)(R) €

0 B

det A0 = (det A)(det B
(6 3 )= @etaen

e Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstragdo ou um contra-exemplo.
det(A+ B) =det A+detB ?
det (A + B)?) = (det(A + B))* ?
det (A™) = (det A)" 7

e Uma matriz quadrada A é dita ortogonal se A'A = AA* = 1 (ou seja, se é invertivel e
a sua inversa ¢ A%). Mostre que o determinate de uma matriz ortogonal é +1.

o [Ap69] 3.11.

10. O determinante de uma matriz
diagonal superior é

a1 ai2 T A1n
0 az a3 az,

det ) . . = 011022 * " Opn
0 0 ... anun

Portanto, é possivel calcular um determinante transformando uma matriz genérica numa
matriz diagonal superior e observando que as operagoes tém efeitos simples no determinante
(trocar a ordem das linhas ou somar a uma linha um multiplo de uma outra linha ndo muda
o determinante, em quanto multiplicar uma linha por um escalar \ # 0 transforma det A em

Adet A). .

e Use o método de eliminacao de Gauss-Jordan para calcular o determinante das matrizes

1 -1 1 1

123 1 -1 -1 -1
4 5 6
7 8 9 1 1 -1 -1
1 1 1 -1
11. Seja A = (a;j) € Maty,xn(R), com

n > 2. O menor-ijde A é a matriz A;; € Mat(,,—1)x (n—1)(R) obtida da matriz A suprimindo
a linha i e a coluna j. O complemento algébrico do elemento a;; de A é o nimero

’Cal Qi = (—1)i+j det Ai]‘

A matriz dos complementos algébricos (ou dos cofactores ) de A é a matriz CalA €
Mat, x»(R) cujo elemento ij é Cala;j, ou seja

’ Cal A = (Calay ) ‘

O desenvolvimento do determinante det A em funcao dos elementos da linha i é

det A = Z;‘lzl aijCal Q5 = Z?:l aij(—l)i+j det Aij
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e Calcule a matriz dos complementos algébricos das matrizes

1 2 3 1 1 0
0 3 0 0 1 1
-7 0 0 1 0 1
e Calcule o determinante das matrizes
1 0o -1 3 2 1 0 0
-5 0 2 -1 1 3 0 0
4 0 1 1 0 0 -1 1
3 -2 -1 0 00 4 =2
2 0 -1 0 2 01 2
1 3 3 0 1 3 1 -2
1 2 2 0 0 0 2 1
3 6 6 0 0 00 -2
12. Se A = (a;;) € Maty, xn(R) com n > 2, entao

| A(CalA)’ = (det A)1]

Se det A # 0 entdo a matriz A é invertivel/regular e a sua inversa é dada por

A7l = L1 (CalA)!

Em particular, uma matriz quadrada A é regular/invertivel sse det A # 0.

e Calcule a inversa das seguintes matrizes

1 11 1 3
01 1 7 5
0 0 1
e Determine os valores de A para os quais A1 — A é singular, quando

(i) ()

1 0 2 1 -2 8
A= 0 -1 -2 A= 19 -3 14
2 -2 0 -8 2 =5
o ] 3.17.
13. Seja AX = B um sistema linear de n equagdes com n incégnitas. Se

a matriz dos coeficientes A € Mat, x,(R) é invertivel, entdo o sistema admite uma tunica
solucio X = A~!B, ou seja,

L

X=A"'b=
det A

(CalA)' B

que pode escrever-se na forma

| n . ..
Ti = Jet A Zj:l b;Cal aj;

Se C; é a matriz obtida de A pela substituicdo da coluna i pelo vetor coluna B, entao as
coordenadas da solucao do sistema AX = B sao

L detC’i
7 detA
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e Resolva os seguines sistema utilizando a regra de Cramer

3z +2y+2 =1 Jx+2y+2 =1
Sr+3y+3z =2 20 —6y+4z =3
—r+y+z =-1 r+y+z = -2
20+ vy =—6 3x+y+z =0
—rx+2y+4z =1 2r—y+3z =1

—r+z =3 r+y—+z =1

72
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15 Valores e vetores préprios

1. Seja L : R™ — R™ uma transformagao linear definida por X —
AX, onde X denota o vetor coluna

Z1
T2
X = e R"”
T
e A é uma matriz quadrada
a1 Q12 ... Qin
any a9 e agn,
A= . ] ) . € Mat, xn(R),
Gpl  Qp2 ... Qpp

Um valor préprio (ou autovalor) de L é um escalar A € R tal que existe um vetor nao nulo
v € R", dito vetor prdprio (ou autovetor) (associado ao valor préprio A), tal que L(v) = Av,

ou seja,

se V denota o vetor coluna

O conjunto V) = {v € R" t.q. L(v) = Av} é um subespago vetorial de R™, dito subespago
préprio associado ao valor préprio A. Se vi,Va, ..., Vg sao vetores proprios e se 0s correspon-
dentes valores préprios A1, As, ..., Ax sdo dois a dois distintos, entad os vetores vi,va,..., Vg
sao linearmente independentes. Se L : R® — R™ ¢é uma transformagao linear invertivel, e
v € R™ é um vetor préprio de L com valor préprio A (necessariamente # 0, pois ker(L) é
vazio), entdo v é um vetor préprio de L~! com valor préprio A7 L.

e Determine valores e vetores préprios da homotetia Hy : R™ — R", definda por v — Av
com A € R.

e Determine valores e vetores préprios da transformacido T : RZ2 — R? que transforma
cada ponto (z,y) no seu simétrico em relagio a reta y = x.

e Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R? — R? que transforma
cada ponto (z,y) na sua projecdo sobre a reta y = —x.

e Determine os valores do angulo 6 para os quais a rotacio Ry : R? — R?, definida por
(z,y) — (zcosf —ysinh, zsinf + ycosh),

admite vetores proprios.

e Determine os valores e os vetores préprios das transformacoes

L(z,y) = (x/2,3y) L(z,y) = (-y,x) L(z,y) = (z,x +y)
L(z,y,2) = (0,y,—2) L(z,y,2) = (z,2y,32)
o [AD6Y] 4.4.
2. O polindmio carateristico da matriz quadrada A € Mat, «n(R) é

| Pa(t) := det (t1, — 4)|
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O escalar A € R é um valor préprio da matriz quadrada A € Mat,, x,(R) (ou da transformacao
linear L : R™ — R” definida por X — AX, onde X denota o vetor coluna (z1,xa,...,2y))
sse a matriz A\1,, — A é singular, ou seja, sse A é uma raiz do polinémio caracteristico P4 (t),
ou seja, sse
det (A1, —A)=0
O espago préprio associado ao valor préprio A é V = ker(Al, — A). Se o polinémio
caracterfstico da matriz quadrada A € Mat,x,(R) admite n raizes (complexas) distintas
A1, A2, ...y Ay, €ntao
Pyt)y=(t =)t —=X2) - (t— ).

Em particular, trA =X + Ao +---+ X, edet A = A1 Ao -+ A, assim que
Pa(t) =t" — (trA)¢" 1 4. 4 (=1)" (det A)

e Verifique que P4(0) = det A.

e Determine valores e vetores proprios das transformagoes lineares definidas pela seguintes
matrizes

() a0 () ()
2
1

10 1 3 -2 12
=) a0 -(02) 0 0
2 5 -1 1 5 -1 2 1 1
A=[0 -3 1 A= 0 -2 1 A=| 2 3 2
0o 0 7 -4 0 3 3 3 4
7 5 1 10 0 1 -2 8
A= 0 —2 1 A= 0 0 -1 A=|0 10 -3
20 0 3 01 0 0 7 0

e [Ap6Y] 4.10.

Sejam B = (by,bs,...,b,) e C = (c1,ca,...,c,) duas
bases do espago vetorial R™. Ent@o existe uma matriz invertivel U = (u;;) € Mat,xn(R),
com inversa U~! = (v;5), tal que

C; = E uijbi e bjz E Vij Ci -
% i

Se x; sao as coordenadas do vetor x € R™ relativamente & base B, entao as coordenadas do
vetor x relativamente & base C sao

/I 3 _ /
L=, Vi T ou seja Tp =)0 Ui T

pois X =3 xjbj =3 ; vijz;C;.
A matriz U é a matriz que realiza a mudanga de coordenadas. Por exemplo, se B é a base
candnica de R™, entdo as colunas da matriz U sao os vetores ¢y, Cs,...,c, da base C.

Se A € Mat,, «,(R) é a matriz da transformagao linear L : R™ — R” relativamente a base B,
entao a matriz da transformacao L relativamente & base C e é

A'=U1AU

De fato, se y = L(x) tem coordenadas y; = Zj aij Tj, entdo y; = >, Vik Yk = Zk,é Vik Qlg Tp =
D k. j Vik Qe Ugj T

e Mostre que Zz VUil = 5jk e Zj U5V = Ok

e Verifique que se A’ = U1 AU entdo A = UA'U™1.

nao lecionado ‘
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e Determine a matriz de L(z, y) = (3z, 2y) relativamente & base by = (1,1) e bg = (1, —1).

e Seja T : R? — R? a reflexdo em relacio a reta y = . Determine a matriz de T
relativamente & base candnica e relativamente & base (1,1) e (1,—1).

o Seja T : R? — R? a reflexdo em relacdo & reta y = 3x. Determine a matriz de T
relativamente a base candnica.

e Seja T : R? — R? a projeccio sobre a reta x +y = 0. Determine a matriz de T
relativamente & base canonica.

4. As matrizes quadradas A, B € Mat,, x,(R) sao ditas nao lecionado
semelhantes se existe uma matriz invertivel U € Mat,, «,(R) tal que

B=UTAU.

Se A e B sao semelhantes entdo det A = det B. Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio
caracteristico, e portanto os mesmos valores proprios.

A matriz quadrada A € Mat, «,(R) é diagonalizdvel se é semelhante a uma matriz diagonal.
Se a matriz quadrada A € Mat, x,(R) admite n vetores préprios linearmente independen-
tes vi, Va,...,Vy, com valores préprios A, Ag, ..., A\, respetivamente (ndo necessariamente
distintos), e se U € Matyx,(R) é matriz (invertivel) cujas colunas s@o os vetores v;, entdo
U~YAU é a matriz diagonal diag(\1, Ao, ..., Ap).

10 11
0 1 ¢ 0 1
e Diagonalize as seguintes matrizes, ou mostre que nao é possivel.
11
1 1
2 1
-1 4

o As matrizes

sao semelhantes?

7N\
— =
w o
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16 Curvas e campos escalares
1. Um caminho, no plano R? ou no espaco R?, é uma funcio
terr(t) = (a(t).y(t) €R®  ou  r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R®

definida num intervalo (de tempos) ¢t € I C R. A imagem ~ := r(I) C R? °" 3 de um caminho
continuo é dita curva. A velocidade e a aceleragao do caminho r(t) sdo os caminhos

v(t) = gr(t) = (&(1), §(t), £(2)) e a(t) = gv(t) = ((),§(t), £(t))

respectivamente. A norma da velocidade, v(t) := ||v(t)]|, é dita velocidade escalar.

As curvas (e cos(3t), ¢! sin(3t)), (t,sin(1/t)), e (2cos(t),sin(—t).

e Esboce as seguintes curvas no plano, e calcule velocidade e aceleragao, nos pontos onde
podem ser definidas.

r(t) = (t,t*) comt€R, r(t) = (£,17) comteR,
r(t) = (¢ [t])) comte[-1,1], r(0) = (cos,sinf) com 0 € [0,27] ,
r(t) = (¢ [t]) comte[-2,2], r(t) = (¢,sin(1/t)) comt € ]0,00][ .

r(t) = (| sin(5t)| cos(2t), | sin(5t)| sin(2¢)) com ¢ € [0, 27] ,
r(t) = (cos(t) + 0.1 cos(17¢),sin(t) + 0.1sin(17¢)) com ¢t € [0, 27].
e Verifique que a trajectéria ¢ — (acost,bsint), com ¢t € R e a,b > 0, descreve a elipse
z?/a® + y? /b = 1.
e Esboce a trajectéria r(t) = (Rcost, Rsint,bt), com ¢t € R e R, b > 0, descrita por uma
particula em movimento numa hélice circular.

e Determine umas equacoes paramétricas para a pardbola z = y2 + 1 e para a hipérbole
22 —y? =1 com = > 0 (lembre a identidade cosh?€@ — sinh?@ = 1 entre as funcoes
“hiperbdlicas”).

2. (particula livre) A trajetéria t — q(t) € R® de uma particula livre de massa m > 0 num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

7 (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=20,

onde a(t) := ¢(t) denota a velocidade ¢ a(t) := {(t) denota a aceleragdo da particula. Em
particular, o momento linear p := mv, é uma constante do movimento (ou seja, %p =0),
de acordo com o principio de inércia de Galileo ou a primeira lei de Newton.

e Verifique que solugoes da equagao de Newton da particula livre sao as retas afins
q(t) =s+ vt

onde s, v € R? sdo a posicio e a velocidade iniciais.
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e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ¢ty = 0, pela posicao
q(0) = (3,2,1) com velocidade §(0) = (1,2, 3).

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posigao q(0) = (0,0,0)
no instante ¢ = 0 e pela posicao q(2) = (1,1,1) no instante ¢t; = 2. Calcule a sua
“velocidade escalar”, ou seja, a norma v = ||v||.

3. (movimento circular uniforme) Considere a trajectdria
t— r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt)) com R >0,
descrita por uma particula em movimento circular uniforme no plano.

e Mostre que a particula descreve uma circunferéncia de raio R, e determine o periodo do
movimento.

e Calcule a velocidade v(t) = () e a aceleragdo a(t) = j—;r(t), mostre que a aceleracao
é ortogonal & velocidade e que a aceleragao é centripeta (ou seja, é um vector que aponta
para o centro da circunferéncia).

e Calcule a velocidade angular, o quociente entre a velocidade escalar v(t) = ||v(f)|| € o
raio da circunferéncia.

4. O comprimento de uma curva <, imagem do caminho dife-
rencidvel r : [a,b] — R™ com velocidade continua 1(t) = v(t), é dado pelo integral da
velocidade escalar em ordem ao tempo:

1) = J2 o)) dt |

Por exemplo, se a curva é dada por r(t) = (z(t),y(t)) our(t) = (z(t),y(t), 2(t)), com t € [a,b],
o0 seu comprimento é

b b
/\/a'c(t)Q—l—y'(t)?dt ou /\/a'c(t)Q—l—y'(t)?—i—z‘(t)?dt.

e (Calcule o comprimento ...

...do arco de circunferéncia (cos,sin6) com 6 € [7/2,27] ,
...da espiral logaritmica (e~ cost,e 'sint) com ¢ € [0, 00| ,
...do arco de pardbola (t,t2/2) com t € [0,1] (considere a susbtitui¢ao ¢ = sinh s).

5. Seja f : [a,b] — R uma fungao real com derivada continua
definida no intervalo [a,b]. O grifico de f, o conjunto I'y = {(t, f(¢)) com t € [a,b]} C R?,
¢ a imagem do caminho ¢ — (¢, f(¢)) com ¢ € [a,b]. Em particular, o seu comprimento é

0(Ty) = [0 /1 Ft)%dt.

e Calcule ou estime o comprimento ...
2 com x € [0,1],

...do gréfico da funcdo y = sin(x) com « € [0, 7.

...do arco de pardbola y = x

...do gréfico da fungao y = e™* com z € [0,1].

6. Um campo escalar é uma funcao f: X - R
definida num dominio X C R?, ou R®. A curva de nivel A do campo escalar f : X C R? = R
é o conjunto

Uai={(z,y) € X CR? t.q. f(z,y) =X}

O grdfico da fungao f é

Gri={(z,9,2) e X xRCR* xR t.q. f(z,y) =z}

nao lecionado ‘

nao lecionado ‘
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Curvas de nivel e grafico.

e Esboce algumas curvas de nivel e os graficos das seguintes fungoes, nos dominios onde
podem ser definidas:

fley)=a+y  flay) =zy  flz,y) =2"+2y° flay) =1 —a2 —y?
[z, y) =log (¢° +y) flzy) =2 —y° f(x,y) = sin (zy)

7. As derivadas parciais do campo escalar
f(z,y) no ponto (x,y) sdo os limites

af f(ez+t,y)—f(z,y) of

o (@,y) =lim0 =525 e Go(w,y) =limyo 7]%’%2#(“})

O diferencial e o gradiente de f(x,y) no ponto (z,y) sao a “forma linear” e o vetor

df(z.y) = L p)de+ L@ydy e Vf(ey) = (L), Lwy)

A derivada direcional de f(z,y) na dire¢do do vetor v = (v, v,) € R? no ponto (z,y) é

%(x, y) = lim; o

f((rwy)th(vm%vy))*f(z,y)) = Vf(

T,y) v

Se t — r(t) = (z(t),y(t)) é um caminho com velocidade v(t) = (&(t),y(t)), e f(z,y) um
campo escalar, entao a regra da cadeia diz que

i @(0),y(8) = (VF (), y(0), v(D) = GE(2(8), y(t)) - &(t) + G (2 (1), y(8)) - 5(2)

e Considere o campo escalar f(z,y) = ((wz,wy), (x,y)), onde w = (w,, w,) € R%. Mostre

que
of

Vi@y=w e Z(oy)=(wv)

e que portanto o gradiente de f é constante e igual a Vf(z,y) = w.

e Considere o campo escalar f(z,y) = ||(z,v)||*> = 2% + y?. Mostre que
of

Calcule a derivada direcional de f no ponto (2,4) na dire¢ao do vetor v = (3,5). Dado
o caminho t — (z(t),y(t)) = (t?,t3), calcule a derivada de f (z(t),y(t)) em ordem a t
no tempo t = 2.

e Calcule as derivadas parciais de primeira e segunda ordem das seguintes funcgoes, nos
dominios onde podem ser definidas:

f@y) =Va2+y2  flayz2) =28+ +zay fla,y) = log (22 +47)
sin(z?)
Yy

flay)=e"™  flz,y) = fz,y) =
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Calcule o gradiente das seguintes funcoes, nos pontos onde pode ser definido:

flz,y) = Va2 +y? + 22 flx,y) =2* —y? f(x,y):sin(x2+y2)

flay)=e =0 oy, =ayz flay) = eoE

Calcule a derivada % f(r(t)) dos seguintes campos f(r) ao longo dos respetivos caminhos
t — r(t) nos tempos indicados.

fley) =2y —ay®  t— 8% t=0,

flz,y) ==ay t — (2¢f cos(t), 2e' sin(t)) t=1,
flz,y,2) =2 + 9% + 22 t — (cos(t),sin(t),t) t=m,
A temperatura do mar num ponto (z,v,2) é dada por T(z,y, z) = 2% — 2y + yz2. Uma

sardinha encontra-se no ponto (3,2,1). Em que direcdo e sentido a sardinha tem de
nadar para arrefecer mais rapidamente?

Mostre que o potencial Newtoniano ¢(z,y,2) = 1/y/22 +y2 + 22 em R3\{(0,0,0)}
satisfaz a equacdo de Laplace

dp ~ Op  Op

a2 " Oy2 ' 022

Sejam f(s) e g(s) duas funcoes reais duas vezes diferencidveis. Mostre que a fungao
u(z,t) = f(z —ct) + g(z +ct),
que descreve duas ondas viajantes com velocidades +c, satisfaz a equacdo de onda

Pu 0%

o2 = a2

8. (diferencial e aproximacao linear) Use a aproximacao linear

fla +de,y +dy) = f(z,y) + G(,y) - do + GL(x,y) - dy

para estimar os seguintes valores:

log(1.01
0-01,/3.999 % 34/7.99v/36.01

9. (energia cinética e sistemas conservativos) Sejam t — r(t) = (z(t),y(t)) € R? (out — r(t) =
(z(t),y(t), 2(t)) € R3) a trajetéria de uma particula de massa m, v(t) = #(¢) a sua velocidade
e a(t) = v(t) = ¢(t) a sua aceleragao.

Calcule a derivada de t +— ||r(¢)]|?> em ordem ao tempo t.

Deduza que, se ||r(t)|| é constante, entdao a velocidade é ortogonal & posigao, ou seja

(v(t),x(t)) =0

e Mostre que a variagdo da energia cinética ¢é igual ao produto interno (ma(t),v(t)), ou

seja,
& (GmIvOI?) = mao.vio)

Deduza que se a forca F = ma é ortogonal & velocidade, entdo a energia cinética é
constante.
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e As equacgoes de Newton de um sistema conservativo dizem que
ma=F,

onde a for¢a F(r) = —VV(r) é o gradiente de uma uma energia potencial V (r). Verifique
que a energia
1
E(r,v) = gmllv|* + V(r)
6 uma constante do movimento, ou seja, que % E(r(t),v(t)) = 0 ao longo das tra-
jectoérias.
10. (gés ideal) A equagao de estado de um gés ideal é

PV =nRT

onde p é a pressdo, V o volume, n o niimero de moles, R ~ 8.314 x 107 J/K-mol, e T é a
temperatura absoluta.

e Esboce as curvas “isotermas” (i.e. de temperatura constante) no plano P-V. Descreva
o comportamento do volume de um gas ideal ao variar a pressao, mantendo constante

a temperatura.
OPN OV (9T _
ov or or)

11. Seja X\ = {(x,y) € R? t.q. f(z,y) = A\} uma curva de nivel do
campo escalar f(z,y), e seja (a,b) € ¥ um ponto onde Vf(a,b) # 0. A reta tangente
& curva de nivel ¥ no ponto (a,b) é a reta ortogonal ao gradiente, definida pela equagao
cartesiana

e Mostre que

’Vf(a,b)-(x—a,y—b)zO‘

e Considere as seguintes fungoes:
flay)=a*+y*  floy) =2"—y>  flay) =2

2 2
fay) =2y  flzy) =" flay) =1-y—2a°
f(l',y,Z,):SC2+y2+22 f(SC,y,Z):I2+y2722 f(x,y,z):xQerz—z
Calcule o gradiente.

Determine a reta/superficie tangente & curva/superficie de nivel no ponto r = (1,1) (ou
r=(1,1,1)).

12. Um ponto critico do campo escalar f(z,y) é um ponto
(a,b) onde V f(a,b) = (0,0). A matriz Hessiana do campo (de classe C?) f no ponto critico
(a,b) é a matriz simétrica

2f(a.b f (ab
Hessf(a,b) ::< gg;(a, ) aggy(a, ) )
Oyox <a7 b) By2 (a, b)

O ponto critico isolado (a,b) é um méximo/minimo relativo se os valores préprios da matriz
Hessiana sao os dois negativos/positivos, é um ponto de sela se a matriz Hessiana possui um
valor préprio positivo e outro negativo.

o Considere os seguintes campos
fxy) =32 +y*  flzy) =2y  fz,y) = sin(z) + cos(y)
fay)=@-Dy—-2) fley=@E+)>+y-3)° fly) =a>—y*+7
fay) = (@+y)?+3(-y)?®  flay) =t flay =V

Determine os pontos criticos. Determine os maximos, minimos e os pontos de sela.
Esboce os graficos.

nao lecionado ‘
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e Dados os N pontos do plano xj, X, ..., Xy € R? (ou do espaco R™), mostre que o
ponto a € R? que minimiza a soma dos quadrados

N
S@) =3 Ixi — al?
k=1

é o “centro geométrico”

|
I
2| =
M=
¥

k=1
13. (minimos quadrados) Sejam y1, ya, . . . , Y, 0s valores do observavel y obtidos em n experiéncias
em correspondéncia dos valores x1,xs,...,x, do observavel x, respetivamente. Os valores

de a e 8 que minimizam a soma dos erros quadraticos

n

Qo B) =D (yk — (o + Bar))? |

k=1

na hipotese de uma lei linear y = a 4 Bz, sao dados por
== e a=y-p7,

onde
_ 1 _ 1
:v:E(m-l-xg-l-'-'—&-xn) e yZE(y1+yz+--~+yn)

sao os valores médios de = e y, e

n n

Topi= Y (@ =77 e Ta =Y (e —T)(yk—7)

k=1 k=1
as covariancias.

e Na seguinte amostra, obtida por Galileo, foram registadas as coordenadas (altura = e
distancia y) da trajectéria de um objecto langado com uma forga horizontal,

z 100 200 300 450 600 800 1000
y 235 337 395 451 495 534 574

Ajuste uma recta.

e Na seguinte tabela, colecionada por Jaques Cassini, foram registadas as obliquidades da
ecliptica (o angulo entre o plano equatorial da Terra e o seu plano orbital) (y + 23)° em
diferentes datas t,

t —140 —-140 390 880 1070 1300 1460
y 0.853 0.856 0.500 0.583 0.567 0.533 0.500

t 1500 1500 1570 1570 1600 1656 1672 1738
y 0.473 0488 0.499 0.525 0.517 0.484 0.482 0.472

Ajuste uma recta. Retire os dados anteriores ao ano 1500, e ajuste outra recta. Discuta
o resultado.
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