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Modelizacao

Uma lei fisica é uma relagdo entre um certo niimero de observaveis.

Um exemplo simples e ideal é

onde y, x,a sdo certos observaveis, e f é uma fungio.

Os objectivos das experiéncias, em que observamos valores (z, yx), podem ser:
decidir se y depende mesmo de z.

conjeturar a lei, ou seja, a forma da fung¢io f,

estimar os valores dos pardmetros livres a = (a1, a2, ...) que mais concordam com as
observagdes,

fazer previsdes sobre valores de y em correspondéncia de valores de = ainda n3o
testados.



Associacido

Nas C.S., um objetivo tipico é decidir se hd alguma forma de “associagcdo”, ou seja,
dependéncia, entre duas ou mais varidveis

(por exemplo, se a taxa de criminalidade cresce com o incremento da pobreza, ...)

Naturalmente, uma associagdo entre as varidveis = e y ndo implica necessariamente
uma relagdo de causa-efeito, podendo as duas ser dependentes de uma terceira
varidvel z ...



Experiéncias

Uma experiéncia tipica para testar uma lei
y= f(zv a)
consiste em observar os valores
Yyir Y2 Y3 oo Yn
da variavel y em correspondéncia de um certo niimero de valores
1 X2 T3 ... Tp

da varidvel z, considerada como varidvel independente.

Numa experiéncia ideal temos um bom controlo, e possivelmente nenhum erro
significativo, do observével zx.

Em correspondéncia de cada valor x; temos muitas observa¢des de y, e portanto uma
estimagdo da média 7, e do desvio padrdo Sy, .

Em geral, cada zj é observado muitas vezes e estimado com a sua média Ty e o seu
desvio padrdo Sz,



Leis simples

A lei pode ser uma previsio de uma teoria fisica que queremos testar, ou
simplesmente uma conjectura sugerida pelos resultados das experiéncias.

Uma fungdo f suficientemente irregular e um nimero grande de parametros livres
permite ajustar com Stima precisao qualquer dado experimental!

(basta, por exemplo, que f seja um polinémio de grau superior ou igual ao niimero
das observacdes)

Famoso é o caso dos epiciclos que os gregos usavam para modelar as érbitas dos
planetas.

DE MOTIB. STELLE MARTIS

E boa ideia experimentar leis simples, possivelmente com poucos parametros livres.



Diagramas de dispersao

Um diagrama de dispers3o (em inglés, scatter plot) dos

l T versus Yk ‘

pode sugerir, ou ndo, uma correlagdo entre x e y, e possivelmente a forma da lei.

. \.""
05 '
o
> 00 . .‘- :at'
o e
25 Wi

Mais honesto é um diagrama de dispersdo que tenha em consideragdo os erros, obtido
ao fazer mais observagdes para cada k, ou considerando as sensibilidades dos
instrumentos utilizados para medir os zj e os yi, logo do género

Ty £+ Sy, versus Yr £ Sy,



Tabelas de contingéncias

Quando as duas varidveis s3o classificadas num ndmero pequeno de classes, por
exemplo s3o varidveis dicotémicas, os diagramas de dispersdo s3o substituidos por
tabelas de contingéncias (em inglés, cross-tab(ulation)),

matrizes com as frequéncias observadas

direito | canhoto
macho 2 26
fémea 5 32




Exemplo: o diagrama de Hertzsprung e Russell

O diagrama de Hertzsprung® e Russell? relaciona a magnitude absoluta (ou seja, a
luminosidade) com a temperatura das estrelas (ou seja, a classe espetral)
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lE. Hertzsprung, On the Use of Photographic Effective Wavelengths for the Determination of Color Equivalents
Publications of the Astrophysical Observatory in Potsdam 22 (1911)

2H.N. Russell, Relations Between the Spectra and Other Characteristics of the Stars, Popular Astronomy 22
(1914), 275-294.



Exemplo: a lei de Hubble

A lei linear mais famosa da histéria da fisica é tal vez a lei de Hubble 3
v=H-d

que mostra a proporcionalidade entre a velocidade v de afastamento das galaxias e as
distancias d entre as galdxias e a nossa Via Lactea, evidéncia da expansao do
universo, efeito do provavel big bang.
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Velocity-Distance Relation among Extra-Galactic Nebulae.

3E. Hubble, A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae, Proceedings of the
National Academy of Sciences 15 (1929) 168-173.



Exemplo: a “mouse to elephant curve”

Uma lei n3o linear em biologia é a lei de Kleiber #

r o~ m3/4

que diz que a taxa metabdlica r de um mamifero é proporcional a %-ésima poténcia

da sua massa m.
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4M. Kleiber, Body size and metabolic rate, Physiological Reviews 27 (1947)(511-541:



Minimos quadrados

O método dos minimos quadrados (em inglés, least-square fitting) é uma receita que
consiste em escolher os estimadores « para os parametros livres a de maneira tal que a
soma dos erros quadraticos

[ — 2
2= Wk — f (x5 0))
a — 52
k=1 Yk
seja a menor possivel.
Observe que cada erro quadratico
2 — 2
e = (yk = f(zx,a) )
é pesado com um fator inversamente proporcional a incerteza Sy, ,

Em particular, se n é grande, um dado incerto, por exemplo com Sy;, muito maior
que os outros Sy, , ndo influencia significativamente a estimagao.



M3éxima verosimilhanca

Uma hipétese de trabalho razodvel é a hipdtese gaussiana: cada yj tem lei normal
com esperanga f (zg,a) e variancia Sgk.

Neste caso, a densidade de probabilidade de obter o resultado yj, é

1 @1 (2p.a))?
2 52
Yk

() = —
=——ce¢
P = 5=

Na hipétese de que as diferentes observa¢des sdo independentes, a densidade de
probabilidade de obter os resultados 1, %32, ..., yn é proporcional a

1 < (@ — f (z1,0))?
e (‘22 oy )

O método dos minimos quadrados portanto maximiza a densidade de probabilidade, e
por esta razdo é também chamado principio da maxima verosimilhanca.



Na prética

Em teoria, desde que a fun¢do f seja diferencidvel, os valores de
a=(a1,a2,...,am)

s3o obtidos calculando as derivadas parciais Q2 /8a; e resolvendo o sistema de m
equagoes
2
02 _,
Oa;

comj=1,2,....m.
Na pratica, se a forma de f n3o é simples, este é um problema dificil.

O melhor é procurar solugdes aproximadas, por exemplo utilizando técnicas de anilise
numérica.

A propagacao dos erros permite também estimar as incertezas nos parametros, na

forma
a=aoaxS,



Qualidade do ajuste

O método dos minimos quadrados estima os pardmetros livres a e portanto produz a
conjectura y = f (z, ), que os estatisticos chamam curva de regressio.

O problema é que o método dos minimos quadrados funciona sempre,
independentemente da forma de f e dos valores das observac¢des!

A posteriori, convém avaliar a qualidade do ajuste, com base no bom senso e na
honestidade do cientista.

O ajuste pode ser considerado bom se os valores de f (x, ) pertencem aos intervalos
Yk £ Sy,

ou se pelo menos n3o se afastam dos ¥ por mais de que multiplos pequenos de Sy, .

Também, é boa norma verificar que a sequéncia dos sinais dos erros 7 — f (zg, @)
ndo mostra um padrdo suspeito.



Teste qui-quadrado

O valor de

o~ @k~ f (o, )°
Q=

S5
n — 2
o Wk — [ (zk,a))
= 3 O ()
k=1
é uma medida da qualidade do ajuste.

De fato, se « sdo os valores verdadeiros dos a, entdo a hipdtese gaussiana implica que
Q2 tem lei qui-quadrado x2(n — m) com n — m graus de liberdade.

Uma tabela/software fornece entdo a probabilidade
q = Prob (Q2 > Qi)

onde Q2 é uma varidvel com lei x?(n —m).

A interpretacdo é: g é a probabilidade de observar um qui-quadrado maior do que foi
observado na hipétese “y = f (z,a)".



Decisao

Se a lei conjeturada é a hipdtese conservadora, entdo os cientistas consideram

aceitaveis valores
q>0.1 ou até > 0.01

(esta regra é equivalente a aceitar a hipdtese nula “a lei y = f (z, ) é verdadeira”
com nivel de significincia da ordem de 5% ou 1%, valores tipico de um teste sobre
uma hipétese conservadora).

Se as variancias S2_ foram subestimadas, o se os dados n3o sdo gaussianos, pode até
acontecer que bons modelos levem a valores

q~0.001

Por outro lado, valores grandes de Qi tais que

sdo fortes indicios de que a conjectura y = f (z, @) n3o é uma lei que descreve bem
os dados observados.



Se ...

Se s6é temos uma observag3o de y; para cada valor xx, ndo temos uma estimag3o
credivel das varidncias Sgk

O que os fisicos fazem nesse caso é pdr as varidncias iguais a 1 nas férmulas acima,
portanto minimizar

>k — f @k, 0)* = ngnz (v — [ (zx,2))?
k=1

k=1

e depois estimar
1 & 5
2 o~ _
Sy, = — Eﬁ vk — f (2K, @)

(o que significa fazer a hipdtese de que as Sgk sdo todas iguais).

A partir destas variancias é possivel, usando a férmula da propagac¢do dos erros,
estimar os erros nos pardmetros .



Regressao linear

Modelos que s3o tratdveis analiticamente sdo os modelos lineares, tais que f (z,a)
depende linearmente dos pardmetros a, porque minimizar os desvios quadraticos é
equivalente a resolver um sistema de equacgdes lineares.

Um exemplo simples é uma lei linear (tecnicamente, “afim”)

+ bz

entre os observdveis = e y (mas também é possivel considerar mais varidveis
independentes =/, "/, ...).

!z) .




Minimos quadrados

De acordo com a receita dos minimos quadrados, os estimadores « e 3 sdo os valores
dos pardmetros a e b que minimizam a soma dos erros quadraticos

n

ab= Z (a+ by — yi)?

k=1
Resolvendo o sistema de equagdes
0Q?
OzTa’b = 0=ny —na—LFT
a
0z, . ¢
Osz’ = O=Zykxkfna§fﬁz:xkxk
k=1 k=1
obtemos a resposta
512
x — —
f=2 e a=7-p3
xrx

onde
n n

S2y= (@ —T) k-7 e Sip= (xp—T)(z) —T)

k=1 k=1



Reta de regressao

A reta estimada

é chamada reta de regress3o.

Os seus pardmetros, o declive (e inglés, slope) e a ordenada na origem (em inglés,
intercept) sdo

S
- S8%,

respetivamente,

Também utilizado é o coeficiente 3 estandardizado

S.’IJIL'
g =225
Syy

que é adimensional.



Média dos quadrados dos residuos

Na hipdtese gaussiana, a e 3 sdo bons estimadores de a e b respectivamente, porque
—2
o tem lei normal N (a,02 (% + SIZ)) e 3 tem lei normal N (b,02/532m).

Naturalmente n3o sabemos o valor de o2,

mas um seu estimador é a média dos quadrados dos residuos

1 n
5 = L 3" (ot o - ?
Ly

Sempre na hipStese gaussiana, a variavel

52
o2

tem lei qui-quadrado x?(n — 2).



Estimacdo dos pardmetros

Se definimos

1 =z? S
Sa=84/—+ = Sg = —
° nts, ¢ %Tg.
o modelo diz que
a—a B—b
e —~
Sa Sg

tém lei de Student T'(n — 2).

Intervalos de confianga de nivel 1 — € pelos pardmetros da lei linear sdo portanto

a:a:ttlfs/z'sa‘ € ’b:ﬁit176/2'sﬁ

onde t;_. /9 é o quantil da lei de Student T'(n — 2).



Teste sobre a independéncia linear

Como decidir que y = a + bz é mesmo uma lei ?

Uma primeira ideia é testar a hipdtese nula
b=0
ou seja a hipdtese conservadora de que n3o ha evidéncia experimental de dependéncia

linear entre x e y.

Fixado um nivel de significincia €, a regido critica do teste é

|B/Ss| > t1_c/2

onde t;_. /9 é o quantil da lei de Student T'(n — 2).

Portanto, admitimos que a varidvel y depende (e linearmente) de z se encontramos
um valor

1Bl >t1_c/2-Sp
Para valores tipicos do nivel de significincia, 5% ou 1%, este limite é da ordem de

duas ou trés vezes SB = Sres/Szz, a razdo entre as incertezas nas varidveis
(yr — o + Bzy) e zk, 0 que é muito razoavel.



Simetria

A falta de simetria das férmulas acima reflecte o fato de considerar x como variavel
independente da lei y = a + bz.

A regress3do tipicamente é utilizada quando temos um bom controlo do observavel z, e
por isto podemos pensar que os erros na sua determinagdo sdo despreziveis.

Caso contrdrio, ao escrever a lei na forma z = a’ + b’y, o argumento acima produz a
reta de regressdo
/ /
z=a +py

onde agora os estimadores de b’ e a’ sdo

2
— Sxy

g2
Syy

18/

onde N
S2,=> (e — ) (yr —7)
k=1



Coeficiente de determinacdo

A relag3o tedrica entre os declives b e b’ é

b =1

O produto dos seus estimadores

S4
R? = B8 = zy
8% Sy

é dito coeficiente de determinacdo, e assume valores no intervalo
0<R2<1
A qualidade do ajuste pode ser considerada boa se RZ ~ 1.

Por outro lado, é razoavel suspeitar que observar R? ~ 0 é indicio de que a lei linear
n3o descreve bem os dados das experiéncias.



Variabilidade explicada

Os estatisticos também dizem que R? é “a proporcido de variabilidade de y explicada
pela regressdo”, pois é a razio

entre a variabilidade explicada pela regressdo

n n
She = (a+Bz—7)° = D F—BT+ B —7)°
k=1 k=1
54 s

n
_ 2 =2 . %Y 2 _ Ty
= g Z(xk_x) _STSQC:C_SQ

k=1 TxT Tx

e a variabilidade total da varidvel dependente

n
St20t = Siy = Z(yk 7?)2

k=1



Variabilidade residual

Fica “por explicar” a variabilidade residual

Sr2es = S&t - Sr2eg = Z (a+ Bz — yk)2
k=1
T .
Eves |
° oH-%XK
<® P *
/ [ ]

N



Analise da variancia

E claro que um modelo linear y = Bz + a, com 2 parametros livres, deve poder ajustar
melhor os dados de que um modelo y = «, sem dependéncia entre as varidveis, que
tem apenas 1 pardmetro livre.

E natural, no entanto, testar a hipétese nula de que “o modelo linear ndo é
significativamente melhor”.

E razoavel rejeitar a hipdtese nula, logo aceitar o modelo linear, apenas se a
variabilidade explicada pela regressao

n
2 —\2
Sreg = Z (Oé + ﬂxk - y)
k=1
é grande, ou seja, significativa, quando comparada com a variabilidade residual

n

Ste=> " (a+ By — )’

k=1

Para fazer esta comparagdo é necessario estimar os valores esperados destas duas
variabilidades na hipétese nula ...

...e este é um caso particular de anélise da varidncia (o acrénimo inglés é ANOVA),
desenvolvida por Fisher.



Teste F'

O quociente

2
S reg

n—2 “res

é chamado estatistica F'.

Na hipétese nula, F' tem uma distribui¢do conhecida (um quociente entre duas
varidveis qui-quadrado normalizadas) chamada distribuigcdo de Fisher-Snedecor
F(1,n—2) com 2 —1 e n — 2 graus de liberdade.

Os software de estatistica calculam diretamente o p-value, a probabilidade
p="Prob(f > F)

de uma variavel de Fisher-Snedecor ser superior ao valor observado F'.

Assim, rejeitamos a hipdtese nula, logo consideramos razodvel uma lei linear, se o

p-value for significativamente inferior ao nosso nivel de significincia preferido
(tipicamente 5% ou 1%).



Coeficiente de correlagdo (linear)

Uma medida adimensional da “correlag3o linear” entre x e y é o coeficiente de
correlagdo (empirico), ou coeficiente de correlagio de Pearson,

2
R=_Sm
Sea Syy

ou seja,

R— 2@k —T)(yk —7)
VEk @ — 2 (e~ 9)°

que assume valores no intervalo

—1<R<1

e n3o depende das médias e das varidncias dos observaveis (logo da origem a da
escada usada para as medir).

O seu quadrado é o coeficiente de determinagio,

e o seu sinal é o sinal do declive 8.



R préximo de mais ou menos um

Um valor de

é indicio de correlac3o linear efectiva entre as varidveis.
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R préximo de zero

Um valor de

é indicio de que as varidveis podem ser independentes

ou, pelo menos, n3o relacionadas por uma lei linear.
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p-value

Um cientista honesto testa a hipdtese nula de que as varidveis = e y sdo independentes.

Os livros/software de estatistica permitem calcular o p-value

p = Prob(|p| > |R|| z e y sdo independentes)

a probabilidade de observar os n dados com coeficiente de correlagdo p superior ao
observado R se a hipétese nula for verdadeira.

Um valor de p suficientemente pequeno, por exemplo
p < 0.05 ou p <0.01

é considerado evidéncia de que a hipStese conservativa pode ser rejeitada (num teste
com nivel de significAncia 5% ou 1%), assim que podemos aceitar a lei linear.



Valores aceitdveis de R

A seguinte tabela mostra o limite inferior da regido critica |R| > r deste teste para
niveis de significincia 5% e 1% em func3o do ndmeros de observacdes
n = 10, 20, 30, 40, 60, 80, 100

10 20 30 40 60 80 100
5% 0.63 044 0.36 0.31 0.26 0.22 0.20
1% 0.76 0.56 0.46 040 0.34 0.29 0.26

Por exemplo, se n = 10, a correlagdo linear é considerada efetiva, com nivel de
significancia 5%, se é observado um coeficiente de correlagcdo

|R| > 0.63

Se n = 100, a correlag3o linear é considerada efetiva, com nivel de significAncia 5%, a
partir de
|R| > 0.20



Atencdo !

E importante lembrar que este teste apenas avalia a correlacdo linear entre as
variaveis!

Por exemplo, se os observdveis = e y verificam a identidade
z? + y2 = constante

e portanto os resultados das experiéncias est3o distribuidos ao longo de uma
circunferéncia, entdo o coeficiente de correlagdo esperado é R = 0 (por razdes de
simetria), embora as varidveis n3o sejam independentes ...

1 oo :."a'}o,“_

N
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Previsoes

A regress3do linear estima os valores mais provaveis de a e b, e portanto a lei na forma
da reta de regressao
y=a+ fz

Pode ser utilizada para fazer uma previsdo do valor de y em correspondéncia de um
certo valor x da varidvel independente,

desde que o valor z n3o se afaste muito do intervalo [Zmin, Tmax] onde fizemos as
experiéncias.

55 4




Previsao com intervalos

A hipétese gaussiana implica que a a varidncia de y — o — Bz € igual a

e portanto que a varidvel
y—a—pz

Sy/1+ 2L+ EoE x)z

Um intervalo de confianga de nivel 1 — £ para o valor y = a + bx é portanto

tem lei de Student T}, _o.

(@ —7)?

S2

TT

1
y=a+prEt;_.pn-S 1+;+

onde t;_. /9 € o quantil da lei de Student T'(n — 2).

Observe que, como esperado, o intervalo cresce quando x se afasta da média T dos
valores utilizados na regressao.



Coeficiente de correlacdo de Spearman

Outra medida da correlac3o entre x e y é obtida ao substituir, na defini¢cdo de
Pearson, os valores das observagdes pelas respetivas ordens,

ou seja, se z}, é a ordem de zj, (1 se é o menor dos x;'s, 2 se é o segundo, ...) e se
Y}, € a ordem de yy,

entdo o coeficiente de correlagdo de Spearman é

2
Sz/y/

r= Sz’a:/ Sy’y’

que também pode ser calculado pela férmula

6 LA
p=l-—a—> &
k=1

n3

onde
! !
dr =y, — T,



Correlacdo de ordem
Um valor do coeficiente de correlacdo de Spearman préximo de

pt1l

é sinal de correlagdo mondtona (crescente ou decrescente), e ndo necessariamente

linear!, entre as duas varidveis.

N3o é sensivel aos outliers.

E mais pesado computacionalmente, pois ordenar é uma tarefa que demora.

1514 o

Por exemplo, estes dados tém um p ~ 0.887 com um p-value p ~-2.1 x 10768,
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