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Testes paramétricos

Observadas umas varidveis x, y, ... um cientista pode estar interessado em testar
uma hipétese

do tipo

(por exemplo, verificar se a velocidade da luz ndo depende da direc3o relativa as
estrelas fixas),

ou

(por exemplo, decidir se o universo estd em expansdo, ou seja, se a constante de
Hubble H é positiva ou n3o),

ou

’ xr tem uma certa distribuicdo

(por exemplo, verificar se o decaimento radioativo é descrito por uma lei exponencial)

(por exemplo, decidir se os possiveis resultados do langamento de um dado s3o
equiprovaveis).



Testes de comparacdo de grupos/amostras

Nas C.S. (ou na medicina, na biologia, ...) tipicamente estamos interessados em
comparar dois ou mais grupos ou tratamentos.

Uma possibilidade é a comparagao de amostras independentes
(um grupo recebe um tratamento e um grupo de controlo recebe um placebo, ..
Outra possibilidade é a comparagcdo de amostras emparelhadas

(a mesma amostra é avaliada antes e depois do tratamento ...)
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Testes nao paramétricos

Particularmente interessantes nas C.S. (ou na medicina, na biologia, ...) s3o testes
sobre dados categéricos.

Testes de aderéncia , ou sobre a qualidade do ajuste

(decidir se uma distribuigcdo de probabilidade tedrica descreve bem as frequéncias
observadas .. .)

Testes de independéncia

(decidir se existem correlagdes entre duas varidveis, por exemplo, se ser canhoto
depende ou n3o do sexo, ...)

Testes de homogeneidade

(decidir se existem diferencas na distribuicdo de uma varidvel categérica observada em
duas ou mais amostras/populagdes .. .)



Uma pandplia de testes
Existem muitos testes, mais ou menos sofisticados, pensado para as diferentes
exigéncias experimentais.

Os testes mais comuns s3o

os testes 1" de Student

(utilizados para testes paramétricos e de comparagdo com varidveis numéricas, . ..

e os testes qui-quadrado de Pearson
(utilizados para testar aderéncia, independéncia e homogeneidade, .. .)

Outros testes de interesse nas C.S. sdo

a andlise da vaiancia (em inglés, simplesmente ANOVA)
(para detetar diferencas significativa entre amostras/populacdes . ..)

o teste exato de Fisher e o teste de Barnard
(para testar a independéncia, logo quantificar a correlagdo, entre duas varidveis
categdricas dicotémicas)

o teste G
(para testar a aderéncia de umas frequéncias a umas distribuicdes tedricas)



Hipdtese e alternativa

Como funciona um teste ?

Um teste é uma receita estandardizada para tomar uma decisdo

entre uma hipdtese H e a sua alternativa A

(também denotadas por Ho, ou seja, hipdtese nula, e Hi, respetivamente).

dependendo dos resultados das experiéncias, ou seja, das observa¢des de alguns
observaveis.

Na prética, o cientista conjetura a alternativa A, e, na esperan¢a de fazer uma
descoberta cientifica, a compara com a hipétese H, tradicionalmente aceite pelo resto
da comunidade cientifica, ou mais conservadora.

O modelo das observagdes é um modelo probabilistico,

e isto permite quantificar as diferentes probabilidades de tomar decisdes corretas ou
erradas dependendo se a hipétese é verdadeira ou falsa.



Estatistica do teste

No modelo das observagdes, os resultados das experiéncias
r1 T2 X3

(e eventualmente outras ...) s3o valores observados de uma sequéncia de varidveis
aleatéras X1 X2 X3... com certas leis hipotéticas, que dependem precisamente
das hipdteses que queremos testar.

O teste é tipicamente construido sobre as propriedades de apenas uma variavel

aleatéria
Z = f(X1,X2,X3,...)

que é uma fun¢do de todas as X, chamada estatistica do teste,

e portanto a resposta do teste depende do seu valor observado

z = f(z1,22,23,...)

O ponto é que os probabilistas sabem calcular, ou pelo menos estimar, a lei de Z no
caso da hipdtese H ser verdadeira, ...

...e com oportunas hipdteses razodveis sobre os dados recolhidos.



Projetacao

Naturalmente, para que as hipdteses razoaveis sobre os dados recolhidos, que
justificam as receitas dos testes, sejam satisfeitas,

e para evitar falsos julgamentos, erros graves, ou até potencialmente perigosos,

é muito importante a projetacdo (em inglés, design) do teste, ou seja, quais dados sdo
recolhidos e de que forma ...

Este aspeto dos testes tem muito a ver com as especificidades das diferentes areas de
pesquisa.

Por exemplo, os médicos desenvolveram protocolos para testar a eficicia de
medicamentos, vacinas, tratamentos, ...

(cego, duplo-cego, ...)

Podem ler as boas praticas e os protocolos adotados nas C.S. no

de R.D. Bachman & R.K. Schutt, The practice of Research in Criminology and
Criminal Justice, SAGE, 2018.



Regido critica
Fazer um teste consiste em calcular uma regido critica do teste (dita também regido
de rejeiecdo), o conjunto R (tipicamente um intervalo ou uma reunido disjunta de dois

intervalos) dos possiveis valores da estatistica Z que consideramos n3o aceitavel se a
hipétese for verdadeira.

O complementar desta regido é dita regido de aceitacdo do teste.

A receita do teste é entdo a seguinte:

’ se z ¢ R aceitamos a hipStese H.

ou seja, aceitamos o STATUS QUO.

Vice-versa,

se z € R rejeitamos a hipétese H

logo aceitamos a alternativa A, e publicamos a nossa descoberta numa revista!

O célculo da regido critica deve ser feito de uma forma estandardizada, ou seja,
codificada e aceite pela comunidade cientifica da area.

Como calcular a regido critica ?



Nivel de significancia

O nivel de significincia « do teste é a maior das probabilidades

a = max P (rejeitar H | H é verdadeira)

de rejetar a hipdtese se a hipétese for verdadeira.
Um cientista honesto testa a hipdtese mais conservadora, ou seja, o STATUS QUO

(se quero anunciar ao mundo que a dgua tem memdria, testo a hipétese de que a dgua
ndo tem memodria)

(se quero provar que um farmaco é eficaz no tratamento do Covid-19, testo a hipStese
de que o firmaco tem o mesmo efeito de um placebo)

portanto rejeitar H quando H é verdadeira, chamado erro de tipo |, é considerado um
erro grave.

Consequentemente, é importante utilizar valores pequenos do nivel de significancia «,
tipicamente
5% ou 1%

e escolher «, que determina a regido critica R, antes de fazer as experiéncias.



Poténcia

O outro possivel erro é aceitar a hipétese H quando a alternativa A é verdadeira, ou
seja, n3o reconhecer uma descoberta cientifica.

Este é chamado erro de tipo Il, e é considerado menos grave do erro de tipo I.

Se a sua probabilidade maxima é

B = max P (aceitar H | A é verdadeira)

entdo

é chamado poténcia do teste.
Seria desejavel ter 3 pequeno, e portanto poténcia grande (ou seja, préxima de um).
Lamentavelmente, quando 3 cresce ent3o « decresce, e vice-versa!

E pratica comum escolher a regio critica usando apenas um nivel de significancia
pequeno (5% ou 1%), assim sacrificando a poténcia 1 — 3.



p-value
Os software de estatistica calculam diretamente o valor de prova (em inglés, p-value) a

partir dos dados das experiéncias e portanto do valor observado z da estatistica do
teste (e do niimero de observagdes, . ..).

O p-value é a probabilidade p

p = P (observar Z pior que z | H é verdadeira)

de observar um valor pior, ou seja, mais extremo, do valor atualmente observado z se
a hipdtese for verdadeira.

Equivalentemente, é o menor nivel de significincia com que se rejeitaria a hipétese H
numa experiéncia onde se observou o valor z da estatistica.

Isto significa que se, por exemplo, p = 0.05, ent3o as nossa experiéncias permitem
aceitar a hipdtese com qualquer nivel de significincia a > 5%.

Assim, um p-value suficientemente pequeno, por exemplo
p < 0.01

é indicio de que muito provavelmente é oportuno rejeitar a hipétese H, logo aceitar a
alternativa A (e portanto anunciar uma descoberta cientifica!).



Exemplo: a moeda “honesta”

Como decidir se uma moeda é honesta ou enfeiticada ?
O senso comum, logo a hipdtese conservadora H, diz que se uma moeda é honesta
ent3o a probabilidade de sair CARA em cada langamento é p = 1/2. Portanto a

alternativa A , a moeda enfeiticada, é uma moeda tal que p # 1/2.

Se eu langar um ndmero grande n de vezes uma moeda honesta, n3o é naturalmente
razodvel esperar um nimero de CARAs exatamente igual a n/2.

A varidvel Sy, que conta o nimero de CARAs obtidas em n langamentos (ou também
a posic3o de um passeio aleatério simétrico) tem flutuacdes tipicas da ordem de

n

522
2

em torno do seu valor médio n/2.

Mais precisamente, a teoria das probabilidades permite quantificar a probabilidade
destas flutuacgdes.

Por exemplo, o teorema limite central diz que com probabilidade pelo menos 95% esta
varidvel estd num intervalo n



ou enfeiticada 7

Ontem a minha filha langou n = 100 vezes uma moeda de um euro, obtendo um
nimero de CARAs igual a
Sp =44

A diferenca entre o valor esperado 50 e o valor observado 44 é um efeito natural do
acaso, é uma flutuagio tipica, pois

|44 — 50| ~ /100

Em outras palavras, o valor observado S;, estd bem dentro do intervalo de confianca
de nivel 95%
Sn ~ 50410

Assim, o resultado de um teste da hipétese H com nivel de significincia a = 5% é que

a hipdtese é aceitavel.

A probabilidade de obter valores iguais ou ainda mais extremos de 53, chamada
p-value, também pode ser calculada, usando a aproximacdo do teorema limite central.
O seu valor é

p=P(|Sn — 50| > 4) ~ 0.52

que é uma probabilidade bastante grande.

Conclusdo: ndo temos razdes para suspeitar que a minha moeda seja enfeiticada.



Testes sobre médias ingénuos

Uma maneira (aparentemente) ingénua de testar hipSteses sobre médias consiste em
calcular intervalos de confianca apropriados.

Seja m o valor verdadeiro , ou seja, o valor esperado EX = m do observavel z.

Para testar a hipStese (m = mg) contra a alternativa simétrica (m # mg), podemos
calcular un intervalo de confianca centrado

S.
szitlfa/zi

NG

de nivel 1 — a = 95%, e aceitar a hipétese se m( estd neste intervalo.

Para testar a hipdtese (m < mg) contra a alternativa asimétrica (m > my)
(natural quando m < mg n3o faz sentido) podemos calcular un intervalo de confianca
asimétrico

S.
TLT — e

NG

de nivel 1 — a = 95%, e aceitar a hipdtese se m( estad neste intervalo.




Estatistica do teste 7" de Student

Se a lei das X, é normal, com média m (o valor verdadeiro do observavel x) e desvio
k
padrdo o (estimado por S;), entdo a varidvel

_ X-m
 Se/vn

tem lei de Student! T,,_1 com df = n — 1 graus de liberdade (em inglés, degrees of
freedom),

Z

que é muito bem aproximada por uma lei normal reduzida N(0, 1) quando n é grande
(basta df > 5, como podem ver nas imagens).

—— Normal —— Normal
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1pseudc’mimo do estatistico e quimico inglés Gosset que, trabalhando na cervejaria Guinness em Dublin, ndo
podia publicar artigos usando o seu préprio nome



Célculo das probabilidades

Obtidos os resultados x1, z2, ..., xn das experiéncias, e se a hipdtese é (m = mg),
podemos calcular
T —mo
=

NG

que é o valor observado da estatistica Z do teste.

Fixado um nivel de significincia, por exemplo a = 5%, as tabelas/software calculam o
valor to tal que
P (Z > tlfa) =«
ou o valor t;_ /5 tal que
P (|Z| > tl—a/2) =«

0s 05
—— Student T with df =20 — Student T with df =20
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03 03
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Receitas do teste T' de Student

... e finalmente:

uma regido critica para testar a hipdtese (m = mg) contra a alternativa simétrica
(m #mg) é

_ S.
T —mol > t1 a2~

NG

uma regido critica para testar a hipdtese (m < mg) contra a alternativa asimétrica
(m > my) é

_ Sy
T>mo+ti—a——

NG




Testes 1" de Student sobre probablidades

Um caso particular de média é uma probabilidade p, a probabilidade de sucesso, logo a
média, em uma prova de Bernoulli.

Neste caso as observacdes xj, tém valores 0 ou 1, e a probabilidade p = P(z, = 1) é
estimada com T, a frequéncia amostral.

Na hipétese (p = po), entdo a varidvel nZ tem lei binomial B(n,p), com experan¢a
npo e varidncia npo(l — po), logo a varidvel

Z:in(O,l)

vpo(l —po)/n

tel lei aproximadamente normal N(0, 1) quando n é grande.

Consequentemente, fixado um nivel de significAncia o = 5% (ou menor), uma regido
critica para testar a hipStese (p = pg) contra a alternativa asimétrica (p > po) é

v/Po(1 —po)
Jn

T>po+ P1-a

onde ¢1_o =~ 1.96 é o quantil da lei normal.



Testes de comparacao
O problema é decidir se dois observaveis quantitativos, = e y, por exemplo medidos em
duas amostras independentes, ou apenas numa amostra antes e depois de um
tratamento, sdo iguais.

(por exemplo, decidir se a velocidade da luz na dire¢do do movimento terrestre é igual
a velocidade da luz na diregdo ortogonal)

Uma maneira (aparentemente) ingénua de testar a hipdtese (z = y) contra a
alternativa (x # y) consiste em calcular os dois intervalos de confianca
Sz S,
Tt oo—m e Tt _ap—t
1—a/2 Jn Yy 1—a/2 Jm

de nivel suficientemente grande (o > 95% ou 99%), e aceitar a hipétese se estes
intervalos n3o forem claramente disjuntos.

200 m blues
- reds

Y

Frequen

-20 -15 -10 -05 00 05 10 15
Values Values




Estatistica do teste de comparacdo de Student
Sejam
r1 T2 T3 ... Tn € Yir Y2 Y3 ... Ym

as observagoes.

Se as leis dos z, e dos y sdo normais, com varidncias 0920 e o2

v respectivamente,
entdo a varidvel

-7y

\Jo2/n+a2/m

tem lei normal N(0,1) na hipdtese (z = y).

z =

As varidncias podem ser estimadas com as varidncias amostrais S2 e Sg.

Se

1
52, =——((n—1)52 —1)52
tot n+m—2((n )z+(m )y)

denota a variancia total, entdo a varidvel

_ 73
Smt\/l/n+ 1/m

tem lei de Student T}, 4 ,—2 com df = n + m — 2 graus de liberdade.

z




Receita do teste de comparacido Student
Finalmente, fixado um nivel de confianca, por exemplo o = 5%,

uma regido critica para testar a hipStese (z = y) contra a alternativa simétrica

(x#y)é
1 1
[Z =7 > ti_ay2 Stot 4/ — + —
n m

e uma regido critica para testar a hipdtese (z < y) contra a alternativa asimétrica

(x>y)é
_ 1 1
x*y>t1—astot -+ —
n m
05 05
—— Student T with df =20 —— Student T with df =20
04 04
03 03
= =
] ]
0.2 0.2
01 95% 01 95%
00 : . . : : 00 - . . . :
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4




Testes de aderéncia
O problema é testar um modelo probabilistico.

(por exemplo, decidir se um dado é “honesto”, ou seja, mostra as suas faces com
probabilidades iguais .. .)

A hipétese H é: o observivel X assume os valores z1,x2,...,xzp (que podem ser

classes) com probabilidades
pr =P(X =)

Uma ideia natural é comparar os histogramas das observa¢des com o histograma
tedrico, ou seja, com a fungdo massa de probabilidades.

120 N Observed ny

B Theoric npye

100

Occurencies
3
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Flutuagdes esperadas

Sejam f1, fa, ..., far as frequéncias empiricas em n observacdes, ou seja
Nk

fe=—

n

onde ny o niimero de vezes que observamos o valor/classe .

A lei dos grandes nimeros sugere que
Ji ~ Dk
logo ny ~ npg, quando n é grande.
O teorema limite central sugere que os desvios quadraticos observados
(nk — npy)?
sejam da ordem (ou seja, uma ou duas ... vezes) das varidncias esperadas
npk (1 — pr) = npy

(se os py's sdo pequenos).



Qui-quadrado esperado
Uma medida global das flutuagdes observadas é a soma dos quocientes

2 L (ny, — npp)*
LD Dl

Valores esperados de Q2 no caso da hipétese ser verdadeira s3o portanto da ordem de

Q*~M

Um teorema de Pearson diz que, quando n é grande, as varidveis Q2 tém leis bem
aproximadas pela lei de uma varidvel qui-quadrado x2(M — 1) com df = M — 1 graus
de liberdade.

Os estatisticos concordam em dizer que a aproximacgdo de Pearson comega a ser boa
(e portanto o teste é significativo) desde que os ndmeros esperados np;, de
observagcdes em cada uma das classes sejam

npg > 5

Se o nimero de graus de liberdade é mesmo grande, como df > 50, entdo uma
varidvel qui-quadrado é, com probabilidade 95%, limitada por

Q? < M +2vV2M



Receita do teste qui-quadrado sobre a aderéncia

Uma regido critica do teste de aderéncia com nivel de significincia o é portanto
onde q1_ é o quantil de uma varidvel Xz(an)_

Em alternativa, um software calcula diretamente o p-value, ou seja, a probabilidade p
de obter um qui-quadrado superior ao valor observado Q2. Entdo

se p<a rejeitamos a hipdtese H

logo concluimos que a lei conjeturada nido descreve bem os resultados da experiéncia.

Prob (Qzp=q)=0.95

— dr=20

007

0.06

0.05

0.04

glx)

0.03

0.02




Testes de independéncia
O problema é testar a independéncia entre dois (ou mais) observaveis, por exemplo,
entre duas carateristicas de uma populag3o.

(por exemplo, decidir se, ao langar um dado e uma moeda, o niimero de pintas que
mostra o dado é independente da face que mostra a moeda ...)

(por exemplo, decidir se a probabilidade de desenvolver uma doen¢a depende ou n3o
da presenca de um determinado gene .. .)

Na linguagem das C.S., o objetivo é procurar alguma forma de associacdo entre duas
carateristicas de uma populagcdo

(por exemplo, determinar os fatores que influenciam o desenvolvimento de um
comportamento criminoso ... )

Naturalmente, associacdo n3o significa necessariamente dependéncia !

A dicotomia correta é entre independéncia e correlacdo, objeto da préxima e dltima
aula.



Independéncia
Apesar de ser uma palavra do dia a dia, e ter até festividades dedicadas, para
matematicos e fisicos a independéncia tem um significado preciso e quantificavel
(que é de fato a ideia central da teoria das probabilidades).

O que significa, por exemplo, dizer que “ao langar um dado e uma moeda
(que nos achamos n3o falarem entre si), o ndmero de pintas que mostra o dado é
independente da face que mostra a moeda” ?

Dizer que a probabilidade de sair, por exemplo, UMA PINTA é p = 1/6 significa que o
dado mostra UMA PINTA aproximadamente uma vez em cada 6 langamentos.

Por outro lado, dizer que a probabilidade de sair CARA é g = 1/2 significa que a
moeda mostra CARA aproximadamente uma vez em cada 2 lancamentos.

Assim, se langamos 12 vezes um dado e uma moeda, esperamos oservar 12 -p = 2
vezes UMA PINTA e, destas duas vezes, apenas 2-q = 1 vez CARA.
Assim, a probabilidade de observar contemporaneamente CARA e UMA PINTA é

Em geral, as duas varidveis X e Y s3o independentes se

P(X:xie Y:yj):P(X:xi)'P(Y:yj)




Tabelas de contingéncia
Se as varidveis X e Y assumem valores/classes
T1,..-TM e Yi,-- YN

respetivamente, entdo o resultado de uma experiéncia é uma tabela de contingéncia,
que conta os nlimeros

nij = #{observacdes tais que X =x; e Y =y;}

num total de n observagdes.

Y1 Y2 Y3 L. total
1 ni1 | n12 | n13
T2 n21 | n22 | N23
T3 n31 | n32 | N33
total | n %2 M43 n

Também, podemos calcular os nimeros de vezes

N N
Nix = E Nij e Nxj = E Nij
j=1 i=1

em que foram observados os eventos (X = ;) ou (Y = y;), respetivamente, assim
que o nimero total das observagdes é

n:E ni*zg Mx 5
[ 7



Frequéncias observadas e esperadas

As probablidades P(X = z;) e P(Y = y;) sdo estimadas pelas frequéncias observadas

?’L*j

n;
fir = ks € f*j =
n n
dos eventos (X = ;) ou (Y = y;), respetivamente.

e as probabilidades P(X = z;e Y = y;) sdo estimadas pelas frequéncias observadas

fi; = =
1] n

Na hipdtese de independéncia, é natural esperar que
fig ~ fix fxj

e portanto que as ocorréncias esperadas dos eventos (X =z; e Y = y;) sejam da

ordem de

N fix f*j

Esta expetativa deve ser comparada com as ocorréncias oservadas n;;.



Flutuagdes e qui-quadrado esperado

O teorema limite central sugere que as flutuacdes das ocorréncias observadas n;; em
torno do valor esperado 7 fix faj,

2
(nij —n fix faj)
sejam da ordem das varidncias esperadas

n fix f*j(l — fix f*j) ~n fix f*j

Consequentemente, esperamos que a soma dos quocientes

2 (ij — 7 fix frj)?

ij

a estatistica do teste qui-quadrado, seja da ordem de
Q% ~ MN

o ndmero total de classes das duas varidveis (ou seja, o niimero de entradas da tabela
de contingéncia), e ndo muito maior.

Um teorema de Pearson diz que, quando n é grande, a varidvel Q? tem lei bem
aproximada pela lei de uma variavel qui-quadrado x?((M — 1)(N — 1)), com
df = (M —1)(N — 1) graus de liberdade.



Receita do teste qui-quadrado para a independéncia

Uma regido critica de um teste de independéncia com nivel de significincia « é

portanto

onde q1_o € o quantil da lei qui-quadrado.

Em alternativa, um software calcula o p-value, ou seja, a probabilidade p de obter um
qui-quadrado superior ao valor observado Q2. Ent3o

se p<a rejeitamos a hipétese H

e portanto concluimos que as varidveis ndo sdo independentes.

Prob (Qxn =q)=0.95

— dr=20
oo7 e g=3141

0.06
0.05

0.04

gix)

003

002




Coeficiente ®

Quando as varidveis sdo dicotémica, logo a tabela de contingéncia é

y=0| y=1 | total
xz=0 noo no1
r=1 n10 nii
total %0 M1 n

uma medida da falta de independéncia, ou seja, da correlagdo (que nas C.S, é
chamada associagio) entre as varidveis é o coeficiente ¢

1po 11 — 101 110

b =
V0% M1x Mx0 Mx1

(conhecido como Matthews Correlation Coefficient nas dreas da bioquimica e do
machine learning), que é um caso particular do coeficiente de correlagdo de Pearson?,
e assume valores entre —1 e 1.

O seu quadrado é

Valores ® ~ 0 indicam independéncia, e valores ® ~ +1 indicam correlag3o, positiva
ou negativa, respetivamente.

2tratado na préxima aula



Exemplo: um dado e uma moeda ...

A minha filha langou n = 120 vezes um dado e uma moeda, obtendo os resultados

UM | DOIS | TRES | QUATRO | CINCO | SEIS | total
CARA 10 9 11 12 6 5
COROA 8 16 13 7 7 16
total 18 25 24 19 13 21 120

Com probabilidade 95%, uma moeda honesta mostra CARA um ndmero de vezes

1 1 1
n—=+2 n7(177)260i11
2 2 2

um dado honesto mostra cada uma das suas faces um nimero de vezes

1
n—=+2 n1 17l ~20+8
6 6 6

e um dado e uma moeda honestos e independentes mostram cada um dos 12
resultados possiveis um nimero de vezes

1 1 1
n—=+x24/n—(1—— )] ~10£6
12 12 12

Os resultados da experiéncia s3o claramente compativeis com estes intervalos.



honestos e independentes

Os testes qui-quadrado ndo podem que confirmar as nossas observagdes.

Um teste de aderéncia sobre a moeda, a hipétese nula sendo equiprobabilidade entre
CARA e COROA, tem como resultados

Q*>~163 e p~0.20
Um teste de aderéncia sobre a dado, a hipétese nula sendo equiprobabilidade entre
UMA, DUAS, TRES, QUATRO, CINCO e SEIS PINTAS, tem como resultados

Q%?~480 e p~0.44

Finalmente, um teste de independéncia sobre dado e moeda tem como resultado

Q2~798 e p~0.16



Testes de homogeneidade

O problema é testar a homogeneidade entre duas ou mais popula¢des en relagio a
uma certa variavel, que mede uma certa carateristica dos individuos.

(por exemplo, decidir se a distribuicio dos ordenados pro capite é igual nos diferentes
paises da UE ...)

(por exemplo, decidir se uma terapia tem os mesmos efeitos em pacientes com
diferentes tipos de uma determinada doenca .. .)

E essencialmente um teste de independéncia entre duas varidveis X e Y se
consideramos que a varidvel X determina a populagdo, ou seja, que os seus valores

1 x2 TN

sdo apenas os nomes/classificadores das diferentes populagdes, e que portanto
podemos substituir por 1,2,3,..., M.

Naturalmente, de cada populagio é escolhida uma amostra, de tamanho razodvel e de
forma possivelmente aleatéria, de acordo com os protocolos usuais das técnicas de
amostragem.



Tabelas de contingéncia

Se a varidvel Y assume os valores/classes

Y1

Y2

YN

respetivamente, entdo o resultado de uma experiéncia é uma tabela de contingéncia,

que conta os nlimeros

nij = #{observacdes deY = y; dentro da i-ésima populagio }

Y1 Y2 Y3 total
1 n11 nig ni3
2 n21 n22 n23
3 n31 n32 n33
M | np1 | nyv2 | mus
total Nyl 42 N3 n

Neste caso as somas

N
n; = E Nij
j=1

sdo os tamanhos das diferentes amostras das M popula¢des consideradas.



Frequéncias observadas e esperadas

As somas
N
N = ) i
i=1
calculam as ocorréncias dos valores y; na amostra total, de tamanho

n:E n;
i

assim que as frequéncias observadas dos diferentes valores de Y na amostra total sdo

gy ==

’ n

Na hipétese de homogeneidade, os valores esperados das ocorréncias dos valores y;
dentro da i-ésima amostra s3o portanto

Estes valores devem ser comparados com as ocorréncias observadas



Flutuagdes e qui-quadrado esperado

O teorema limite central sugere que as flutuacdes das ocorréncias observadas n;; em
torno do valor esperado n; f;, ou seja,
2
(nij —ni fj)
sejam da ordem das varidncias esperadas

nfi(L—f;) ~nif;

Consequentemente, esperamos que a soma dos quocientes

(nij —ni f5)?
@@= ]nifj j

ij

seja da ordem do produto
Q% ~ MN

o nimero de classes da varidvel vezes o nimero das populagdes, e ndo muito maior

Mais uma vez, um teorema de Pearson diz que, quando n é grande, a lei da varidvel
Q? é bem aproximada pela lei qui-quadrado x2((M — 1)(N — 1)), com

df = (M — 1)(N — 1) graus de liberdade.



Receita do teste qui-quadrado para a homogeneidade

Uma regido critica de um teste de homogeneidade com nivel de significancia « é

portanto

onde q1_o € o quantil da lei qui-quadrado.

Em alternativa, um software calcula o p-value, ou seja, a probabilidade p de obter um
qui-quadrado superior ao valor observado Q2. Ent3o

se p<a rejeitamos a hipétese H

e portanto concluimos que as diferentes amostras/popula¢des ndo sdo homogéneas.

Prob (Qzp=q)=0.95

— dr=20
007 & q=3141

0.06
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0.02




R.A.

Hipdtese e alternativa.

Estatistica do teste.

Nivel de significincia e poténcia do teste.
Valor de prova.

Testes T' de Student .

Testes qui-quadrado de Pearson.

Testes de aderéncia.
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