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Observacoes

Um fisico tem uma teoria fisica, que contém um observavel chamado =

(a constante de gravitagdo, a massa do electrdo, o tempo caracteristico do carbono
C14, ...a probabilidade de sair cara no langamento de uma moeda).

Repete vdrias vezes uma experiéncia em condi¢des que ele julga idénticas (no sentido
em que controla tudo o que é controlavel)

e obtém os resultados experimentais
L1, X2,..-,Tn
possivelmente com n grande.
A coisa mais honesta que ele pode dizer é que o observavel esta entre

Zmin € Tmax

mais ou menos.



Média aritmética

Os fisicos costumam acreditar na existéncia do universo, e nas préprias teorias,
portanto na existéncia do valor verdadeiro de .

Uma aposta natural é a média (aritmética) (em inglés, (arithmetic) mean/average)
dos resultados

_ 1
m:;(zl+m2+x3+-~-+mn)

A média aritmética T é a média mais democratica entre os valores observados.

Como tal, pode ser grandemente afetada por possiveis outliers, dados experimentais
particularmente afastados da maioria dos outros.



Erros

Os fisicos também sabem que n3o faz sentido nenhum acreditar que o valor de z seja
exatamente T

(as leis da fisica implicam que a posic3o de Vénus influencie a queda de uma pedra da
torre de Pisa, embora n3o seja possivel dizer qual é a sua influéncia!)

sé acreditam em afirmacgcdes como

+ Az

xr =~

que [&ém: “o verdadeiro valor do observavel x estd, com grande probabilidade”, entre
T — Ax e T+ Ax, mais ou menos” .

O Az é o erroestimado.

Mais significativo é o erro relativo
Ax

T

ou seja, o nimero de digitos decimais confidveis na estimagdo de x.



Propagacdo dos erros

Se o raio de uma esfera é estimado ser  + Ar, ent3o o seu volume é estimado ser

4 4
37 (r+ Ar)3 ~ §7rr3 + 4nr? Ar

ou seja, V £+ AV com um erro relativo de

AVN3AT
v

Se os dois lados de um retangulo s3o etimados ser a + Aa e b+ Ab, respetivamente,
entdo a sua area é estimada ser

(a+ Aa)- (b+ Ab) ~ ab+ (a- Ab+b- Aa)

ou seja A+ AA com um erro relativo é da ordem de

AA_Ba A
A a b




O que a estatistica faz e n3o faz

Todas as medi¢cdes estdo afetadas por erros sistemdticos e por erros aleatérios

Os erros sistemético (ou seja, ndo estamos a medir exatamente o que pensamos estar
a medir!) dependem da projetacdo das experiéncias, das técnicas ou dos instrumentos
utilizados, e tipicamente s3o detetados apenas com o avance do conhecimento.

(exemplo das medi¢des da velocidade da luz por parte de Michelson)
O que a estatistica n3o faz é ajudar a detetar o erros sistemdticos !

Um dos problemas da estatistica é estimar um valor razoavel dos erros devido a
fenémenos aleatérios, pequenas variages aleatdrias das condi¢des do laboratério, ou
efeitos da amostragem.



Minimos quadrados

A média aritmética T é também o valor de a que minimiza a soma
(#1 —a)? + (z2 —a)? + ... + (zn — a)?

dos quadrados dos desvios nas distintas observac¢des.

Se acreditamos que T seja uma boa estimag¢3o do valor de x, entdo
Ep =T — T

pode ser interpretado como sendo o erro observado na k-ésima observago.

O tamanho tipico dos
ek

é uma medida da sensibilidade, ou seja, da precisdo, dos instrumentos usados no
laboratério.



Desvio padrao

A média aritmética dos desvios quadraticos

2= (01 =2 + (02~ ) + . (an — )?)

x
n

é chamada variancia (amostral). A sua raiz,

é dita desvio padrdo (amostral) (em inglés, standard deviation, ou standard
uncertainty).

Uma apresentacdo honesta dos resultados das n experiéncias é

que significa: “foram observadas flutua¢des da ordem de S, em torno de um valor

médio igual a @



Como apresentar os dados

Os resultados de uma experiéncia costumam ser apresentados numa das seguintes
maneiras:

@ indicando a média e o seu desvio padrdo (em inglés, e.s.d., ou seja, estimated
standard deviation), ou seja

‘ =7+ Sz (1 ess.d. error limit) ‘

@ indicando a média e o seu desvio padr3o relativo

’ x = T with relative standard deviation Sf/i‘




Digitos significativos

O desvio padrio relativo mostra os digitos significativos da nossa estimagdo.

Dizer que um observdvel € igual a
3.14159265359 £ 0.062
n3o contém mais informagdo do que dizer que é igual a
3.14 £ 0.06

(e também n&o ha grande diferenca entre 0.06 e 0.05 ou 0.07 ...)

Por exemplo, uma tabela das constantes da fisica tem este valor da constante de
gravitacdo de Newton:

G = 6.673(10) x 10" 'm3kg~1s~2 with relative standard uncertainty 1.5 x 1073
Isto quer dizer que, embora a média observada seja
6.67310 x 10" " 'm3kg—1s2

apenas podemos confiar nos primeiros trés digitos decimais deste valor.



Desvio padrao da média

O senso comun sugere que quanto maior for o nimero n das observa¢des quanto mais
proxima a média T estd do verdadeiro valor de x.

Conjeturas razodveis sobre a distribui¢do dos erros z;, — x (sugeridas pelos
histogramas dos dados experimentais) e considera¢des probabilisticas (o teorema do
limite central) permitem quantificar esta expetativa.

Por exemplo, se n é grande e os histogramas dos dados experimentais fazem suspeitar
que a distribuicdo dos erros é gaussiana, é possivel mostrar que as flutuagdes da média
amostral T em torno do valor verdadeiro sdo da ordem de

S
Jn

dito desvio padrdo da média (em inglés, standard deviation of the mean).

sz

Mais significativo é o desvio padr3o relativo da média (em inglés, relative standard
deviation/uncertainty),

S S

z TN

que diz o tamanho do erro relativo.



Fim da parte elementar




Um modelo das observacoes
Existe um valor verdadeiro do observavel x, que chamamos m.

Cada observagdo é uma experiéncias aleatdria, descrita pela variavel aleatéria £ com

esperanca
E¢=m
(ou seja, acreditamos que os instrumentos medem o observdvel z, ndo ha erros

sistemiticos)

O nosso controlo das condi¢des do laboratério n3o é, ndo pode ser, perfeito, portanto
a varidvel £ é mesmo varidvel, e tem uma certa lei (desconhecida),

e em particular varidncia positiva

Ve = o2

Também é razoavel assumir que as diferentes observagdes sdo independentes

(fazer fisica é possivel precisamente na medida em que fisicos que vivem em
laboratérios distintos, um em Braga e outro em Guimar3es, podem reproduzir e
verificar as experiéncias dos outros: a “independéncia”’ das experiéncias é uma das
hipdteses necessdrias para a reproducibilidade).



Lei dos grandes nimeros

Ent3o a média aritmética das n observagdes, que os estatisticos chamam média
amostral, tem boa probabilidade de estar préxima da esperangca m, o valor verdadeiro
de x, ou seja

_ 1
x:;(:p1+zg+...+xn)zm

quando o nimero das observagdes n é grande.

Este é o contelido da lei dos grandes niimeros, uma colegdo de teoremas que os
matematicos sabem provar desde os tempos de Bernoulli, dependendo de certas
condi¢Oes razodveis sobre a variavel.



Teorema limte central e hipdtese gaussiana

Os histogramas dos resultados das experiéncias reais podem ser muito parecidos com
o grafico de uma distrubui¢do normal.

Uma hipétese de trabalho pode ser que £ tem lei normal/gaussiana

&~ N(m,o?)

Ent3o a média aritmética T tem lei normal com média Ex = m e variancia
Vz = 02/11, ou seja
T ~ N(m,o?/n)

Em particular, a varancia de T é inversamente proporcional ao nimero de observa¢oes
(uma manifesta¢3o do principio da raiz quadrada).
O modelo faz previsGes quantitativas: diz que a varidvel normalizada

T—m

o/vn

tem lei normal reduzida, ou seja,

r—m

T N(0,1)




Somas de pequenos erros aleatérios

Por outro lado, mesmo se £ ndo for normal, o teorema limite central de De Moivre e
Laplace diz que, quando n é muito grande, a lei de T é bem aproximada pela lei
normal.

Se n ndo é muito grande, também existe uma “justificacdo” para a hipétese
gaussiana.

E razoavel pensar que a varidvel £ seja igual ao vaor verdadeiro m mais uma soma de
pequenos erros aleatdrios

E=m+e1+eatez+...

devidos a pequenas perturbagdes incontrolaveis das condi¢des de laboratério
(uma borboleta que posou no aparelho, uma eclipse de lua, ...).

Mais uma vez, se os erros sao muitos, e se “em média” s3o nulos, o teorema limite
central sugere que a lei de £ é bem aproximada por uma lei normal com média m.



Variancia amostral

Como estimar a varidncia V¢ = o2?

Os estatisticos chamam variancia amostral

1

n—1

57 =

x

((m — )2 4+ (x2 —T)2 + .. (T — E)2)

Dentro do nosso modelo das observagdes esta é uma varidvel aleatdria, porque cada
xp € uma varidvel. E possivel mosrar que a sua esperanga é

ES,% ~ g2

Também (til é saber que a varidncia de S2 é

202

VS2 ~
* n—1

e portanto se n é grande a varidncia amostral tem boa probabilidade de estar préxima
da variancia de ¢ (lei dos grandes ndmeros).



Teorema de Cochran

O modelo diz que a varidvel
n—1

-Sﬁ

o2

tem lei qui quadrado X%fl, mas esta variavel ainda contém a variancia desconhecida

2.

Mais dtil, enfim, é saber que o modelo diz que a varidvel

T—m

"= s

onde sé aparece o parametro m, o observavel que queremos estimar, tem lei de
Student com n — 1 graus de liberdade T}, 1.



Em conclusao

Se n é grande, os quantis da lei de Student n3o diferem significativamente dos quantis
da lei normal reduzida N(0,1).

Uma varidvel normal reduzida est3
entre -2 com probabilidade superior a 95%,
ou entre 3 com probabilidade superior a 99%.

Em conclusdo, um fisico pode razoavelmente dizer que o verdadeiro valor do
observavel z estd no intervalo de confianga

r=T+3-

Sz
vn

com probabilidade superior a 99%.



Intervalos de confianca

Os resultados de uma experiéncia podem ser apresentados da seguinte forma: o valor
do observavel x estd no intervalo

dito intervalo de confianga, com probabilidade > 1 — «, dita nivel (do intervalo de
confianga).

Um intervalo de confianga simétrico, i.e. do tipo
a—e<z<a+e

costuma ser apresentado pela expressdo




Intervalos para a média

Num modelo em que temos que estimar a varidncia amostral (ou seja, sempre!), um
intervalo de confianca de nivel 1 — « é

S,
m:E:I:tl,a/2~l

v

onde t1_,/2 € o quantil da lei de Student T, .

Se n é grande, os quantis da lei de student T,—1 n ao diferem significativamente dos
quntis da lei normal reduzida. Assim, um intervalo de confianca de nivel 1 — « para a
média é

_ S,
m:w:l:qbl,a/y\/—%

onde ¢;_ /2 € o quantil da lei normal.

Valores tipicos s3o ¢g.975 ~ 1.96 se o nivel é 1 — a = 95%, ou ¢g.995 ~ 2.6 se o nivel
é1—a=99%.



Intervalos para uma probabilidade/propor¢io

Um caso particular é uma experiéncia em que queremos estimar uma probabilidade p,
ou seja os resultados possiveis sdo xp = 0 ou 1 e o resultado das experiéncias é a

frequéncia observada
“nimero de sucessos em n provas’
n

f=z=

Se n é suficientemente grande, a lei da varidvel

__r=r N(0,1)
p(l—p)/vn

é bem aproximada pela lei normal reduzida.

Uma boa ideia ¢ estimar a varidncia p(1 — p) com o seu maximo

=

p(1-p) <

Um intervalo generoso de nivel > 1 — « para a probabilidade p é portanto

1
pzfi¢1*&/2'ﬁ




Exemplo: sondagens

N americanos podem escolher entre os candidatos B ou T'.

Dentro de uma amostra de n < N eleitores, b’ eleitores afirmam estar intencionados
em votar o senhor B e os outros t' = n — b’ afirmam estar intencionados em votar o
senhor T'.

O problema é estimar o niimero b de eleitores, dentro da populagdo total, que estdo
intencionados em votar B, e portanto a percentagem

b

P=N

A varidvel b’ tem lei hipergeométrica,

que, se n < N, é bem aproximada pela lei binomial B (n,p)

(escolher uma amostra de n eleitores ndo difere muito de escolher n vezes um eleitor).

Portanto, um intervalo de confianga 95% para a percentagem p = b/N é

v 1

n Vn

O +1/+/n é o que os técnicos chamam margem de erro da sondagem.



Exemplo: a agulha de Buffon

O assoalho é feito de tabuas de largura ¢. Lango n vezes uma agulha de comprimento
£ e registo a frequéncia f, das vezes que a agulha toca uma das jungdes.

Estas s3o provas de Bernoulli onde a probabilidade de sucesso (que os matemdtico
sabem calcular) é

p==
s

Um intervalo de confianga de niivel 95% para a probabilidade p é
p=fnEtAfn

onde Af, ~1//n.

O observével 7, a drea di um disco de raio um, é igual a 2/p. Portanto, usando a lei
de propagac¢io dos erros, um fisico que quer estimar 7 escreve

2 2
Z 42

= p T

™



Exercicio: estimar 7

Em 1901, o senhor Lazzarini afirmou ter lancado n = 3408 agulhas obtendo

— =~ 3.1415929

n

Quantos digitos desta estimagdo s3o confidveis?

Se n é grande, podemos aproximar
fn~p~2/7~0.637

A magem de erro de um intervalo de confianga de nivel 95% ¢é portanto

AT ~ 0.08

2 1
TRVe
Assim,

7 =3.14 +0.08
ou seja, apenas o segundo digito decimal é confidvel, embora os primeiros 6 sejam

corretos!

O mais provavel é que o senhor Lazzarini fez batota ...



Intervalos para a variancia

As vezes é importante estimar a variancia o2 dos resultados das experiéncias

(é uma medida da reproducibilidade da experiéncia, ou da sensibilidade dos
instrumentos do laboratdrio).

No modelo, a varidvel
n—1
2

82~ x2(n—1)
g

tem lei qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.

Fixado um nivel 1 — «, dois intervalos de confianga (asimétrico ou simétrico) sdo

-1
0<o?< 2. g2
qo
e
n—1 n—1
7~S§§02§ . S2
d1—a/2 9o /2

onde ga, q1_qa/2 € ga 2 S30 0Os quantis da lei x2(n —1).



Na prética, ...

Se n3o temos tabelas no laboratdrio, basta lembrar que intervalos de confianca
“generosos”’ com nivel de confianca > 95% ou > 99% ou > 99.7 s3o da ordem de

Sz
E:I:Qﬁ
ou
Sz
5:|:26%
ou

74352

n

respetivamente

(os quantis da lei de Student ndo d3o erros relativos significativamente diferentes dos
quantis da lei normal, se n é grande).



Como apresentar os dados

Se o niimero n de observagdes é grande e/ou depois de ter visto os histogramas
julgamos que a distribui¢do dos erros é normal, os resultados de uma experiéncia
costumam ser apresentados numa das seguintes maneiras:

o indicando a média e o seu desvio padrdo estimado (e.s.d., ou seja "estimated

standard deviation” of the mean), ou seja

‘ =T+ Sz (1 es.d. error limit) ‘

@ indicando a média e o seu desvio padr3o relativo estimado

’ x = T with relative standard deviation SE/E‘

@ indicando um intervalo de confianga, por exemplo

\ @ =7 £ t0.975 - Sm (95% confidence, v = n — 1) ‘

onde lembramos ao leitor que o quantil ¢g.975 da lei de Student foi obtido com
v =n — 1 graus de liberdade (e portanto que foram feitas n observa¢des).



Quantas observacdes fazer

Vale a pena observar que o erro (e o erro relativo) na estima¢io de um observavel é
inversamente proporcional a raiz quadrada

Vn

do nimero n de observagdes.

Portanto, para reduzir o erro de um factor 10, um fisico tem que multiplicar por 100
as observacgdes.

Por exemplo, se para estimar uma probabilidade p com um erro da ordem de 3% é
preciso fazer uma sondagem com uma amostra de

n ~ 1000
pessoas, para reduzir o erro a 0.3% é preciso escolher uma amostra de
n ~ 100000

pessoas!



R.A.

Erros aleatdrios e erros sistematicos.

Apresentacio dos resultados: média e desvio padrdo amostrais.
Desvio padrdo da média, desvio padrio relativo.

Intervalos de confianga, nivel do intervalo.

Intervalos de confianga para uma média.

Intervalos de confiang¢a para uma varidncia.

Intervalos de confianga para uma probabilidade.

Margem de erro de uma sondagem e sua dependéncia da dimens3o da amostra.



