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Probabilidades

A teoria das probabilidades é uma teoria fisica que estuda as regularidades observadas
nos fendmenos que sdo, por uma raz3o ou outra, aleatdrios.

Como toda teoria fisica, é constituida por uma estrutura matematica

(a teoria da medida, e umas ideias e técnicas préprias, como a nog¢do de
independéncia, a entropia, ...)

e por umas regras operacionais, que fazem a ligag3o entre as previsdes do modelo
matematico e as observacdes das experiéncias sobre o peda¢o de natureza que
queremos compreender.

As previsdes s3o leis universais que emergem em presen¢a de niimeros grandes de
provas, ou de elementos, ...



Mecanica estatistica & termodinamica

O exemplo paradigmatico é o caso da mecénica estatistica.

O estado microscépico de um litro gés é descrito pelas posicdes e velocidades de cada
uma das
~10%*  moléculas

No entanto, o estado macroscépico é descrito por apenas
2

observaveis macroscépicos, escolhidos entre temperatura, volume e press3o.

As leis da termodindmica podem ser deduzidas a partir da descrigdo microscdpica,
newtoniana ou quéantica, do sistema usando ...

... algumas hipéteses razodveis sobre as observacdes e sobre o modelo microscépico (a
nocdo de observavel macroscépico, o curto alcance das forcas moleculares, a
independéncia entre regides distantes, a hipStese ergddica de Boltzmann, ...)

...e resultados chave da teoria das probabilidades, como a lei dos grandes ndmeros, o
teorema limite central, ...



ALEA

O arquétipo de um fenémeno aleatério é o lancamento de um dado (ALEA, em latim).
Em principio, a queda de um dado é descrita pelas leis da mecanica newtoniana.

A impossibilidade, pratica ou tedrica, de conhecer as condig¢des iniciais com precisao
arbitrdria e a sensibilidade as condig¢des iniciais préprias das leis da fisica que
descrevem sistemas complexos,

fazem inutil qualquer tentativo de prever o resultado de um langamento de um dado.




Frequéncias empiricas

No entanto, é uma observagdo empirica que ao langar um nimero grande n de vezes
um dado (ou uma vez n dados), e ao contar o niimero S, das vezes em que é

observada, por exemplo, uma pinta, a frequéncia observada é préxima de

Sh,
fn=

~

n

| =

Isto é o que o homen na rua entende ao dizer que “a probablidade de observar uma
pinta ao langar um dado é igual a um sexto”.




Moedas

Outro arquétipo de experiéncia aleatdria é o langamento de uma moeda.

Os resultados possiveis sdo apenas dois,

CARA ou COROA

A conjetura natural é que observar CARA ou observar COROA s3o eventos
equiprovaveis.

Ao langar muitas vezes uma moeda, ou ao langar muitas moedas, esperamos, por
razGes de simetria, observar CARA mais ou menos a metade das vezes.

Ou seja, se Sy, denota o ndmero de vezes que observamos CARA ao langar n moedas,

a nossa expetativa é
n

SnNE

O problema é que n/2 é apenas a nossa melhor aposta para Sy,

e de fato ninguém espera obter exatamente o mesmo nimero de CARAs e de
COROAs em n lancamentos. Isto seria ter muita sorte!



Probabilidade

A ideia da teoria das probabilidades é quantificar a expectativa acerca de um evento
como
(Sp = k) := “observar k vezes CARA em n moedas”

Os probabilistas associam um nimero entre zero e um a cada um destes eventos, que
chamam
P(Sn, =k)

ou seja, “probabilidade de observar k vezes CARA em n moedas”.

Uma maneira natural de definir estas probabilidades é contar a cardinalidade dos casos
favordveis, todos os que conduzem ao resultado S, = k, e dividir este nlimero pela
cardinalidade de todos os casos possiveis.

Ou seja, um modelo natural é

nimero de casos favoraveis

P(S, =k) =

nimero de casos possiveis




Interpretacao operacional

Um modelo da teoria das probabilidades permite calcular, ou pelo menos estimar,
probabilidades de eventos.

Se o modelo dizer que um certo evento tem probabilidade muito grande, por exemplo
superior a
0.99 ou 0.999

entdo o evento é observado praticamente em todas as vezes que repetimos a

experiéncia.

(se n3o for observado em uma experiéncia, podemos pensar que tivemos muito azar,
se ndo for observado em duas, trés, quatro experiéncias seguidas, podemos considerar
n3o credivel o nosso modelo)

Se conseguimos encontrar un tal evento, o que estamos a fazer é uma previsdo.



Muitas moedas

Os probabilistas sabem calcular cada uma das probabilidades P(S,, = k).

O nidmero dos casos possiveis é
2n

pois este é o nimero de todas as palavras de comprimento n formadas pelas duas
letras CARA e COROA.

O nidmero dos casos favoraveis, e isto obriga a uma pequena reflex3o, é

n!

K- (n—k)!

pois esta é a cardinalidade de todas as palavras de comprimento n nas letras CARA e
COROA que contém k vezes a letra CARA.

O resultado é que

n!
k!-(n—k)!

P(Sp = k)= =

(n3o se assustem!)



Se n é pequeno ...

Quando n é pequeno, as probabilidades ndo dizem coisas interessantes.

Por exemplo, a férmula complicada

P(Sh—k)= — ™ on
(S = )_k:!~(n—k)!
diz que

1
P(Sy=1)=

ou seja, que a probabilidade de obter uma vez CARA ao langar duas moedas é 0.5,

ou diz que
1
P(S2=0)=-
(52=0)=7

ou seja, que a probabilidade de n3o obter nunca CARA ao langar duas moedas é 0.25.



Média

Uma possibilidade para o “best guess” é o valor de k que maximiza a probabilidade
P(Sn = k). Este valor, se existir, é chamado moda.

Uma alternativa é a média , ou valor experado, da varidvel Sy, que é, naturalmente,

E(Sn) = g

Se querem saber como é calculada, a férmula que define a média é a soma pesada
n
E(Sp) =Y k-P(Sp =k)
k=0
onde cada resultado possivel k, entre 0 e n, é pesado com a sua probabilidade.

A média ainda n3o diz muito sobre o que de fato é observado!

Apenas exprime uma simetria.



Se n é grande ...

E ao observar um grafico da fungdo
k+— P(Sn, =k)

quando n é grande que descobrimos um fenémeno interessante.
Os histogramas das simula¢des paracem desenhar uma fun¢do que tem a forma de um
“sino” centrado no ponto n/2, e rapidamente decresce para valores praticamente

nulos quando k se afasta de n/2 por algo da ordem de \/n.

Sample of 100000 binomial rv. withn=100 and p=0.5
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Regularidades probabilisticas
O maximo € no ponto n/2 (a melhor aposta), mas é da ordem
P(Sn =n/2) ~1/v/n

um nimero muito pequeno se n é grande.

Por outro lado, ao somar todos os valores da fun¢do P (S, = k) em um intervalo de
comprimento da ordem y/n em torno de n/2 (os valores de k para os quais a funcio é
significativamente superior a zero) obtemos algo da ordem de

\/ﬁ-%w

n

ou seja,

[P (Su=n/24vn) ~1]

Encontramos um evento quase certo !

Esta é uma previs3o: ao langar um ndmero grande n de moedas, esperamos observar
um ndmero de CARAs no intervalo

Snzgi\/ﬁ



Passeio aleatério

E conveniente interprentar os lancamentos sucessivos de uma moeda como um passeio
aleatério: deslocamo-nos ao longo de uma reta langando repetidamente uma moeda, e
dando um passo para a frente se sair CARA ou um passo para tras se sair COROA.

Chamamos
P,=5,—(n—5p) =25, —n

a posicdo do passeio depois do n-ésimo langamento, i.e. no tempo n.

(se cada langamento corresponde a uma aposta em um jogo honesto, entdo Sy, é o
lucro do jogador passadas n apostas)

Qual sera o aspeto das trajetérias tipicas ?
Por razdes de simetria, a posicdo média passado um tempo n é

E(P,) =0

No entanto, qualquer bébado sabe que, se comecar a andar pela rua do Souto dando
um passo para frente ou para tras ao acaso, no fim da noite ele estard bastante longe
de casal



Quanto longe?

Para compreender quanto longe anda uma trajetdria tipica do passeio aleatério, é util
calcular a média do quadrado da posigdo, ou seja, (P2).

E claro que
E(F§) =0

se O passeio comega na origem.

Por outro lado,
Poy1 =P +1,
as duas possibilidades sendo equiprovaveis. Logo, a média do quadrado de P, é
E(Pi) =E(Py+1)?
=E (P} +2P, +1)
=E(P?) +1
porque a média é uma operacg3o linear, e as duas possibilidades sdo equiprovaveis.

Esta é uma equac3o recursiva que diz que a média do quadrado cresce de uma
unidade em cada passo. Consequentemente,

E (P7)



Principio da raiz quadrada

O desvio médio das trajetdrias é portanto

Ou seja, as trajetérias tipicas se afastam da origem como a raiz quadrada do tempo !
Random walk in dim 1 withp=10.5

201 — random walk
—— twice square root of time

square root of time

Walk

Time/steps



Lei dos grandes nimeros

Em termos da frequéncia de CARAs, sendo P, = 2S5,, —n, redescobrimos a conjectura

Sn

o~

1
==
n 2

Sl-

Se n é grande, e os “instrumentos’ n3o observam um erro da ordem de 1/\/ﬁ
podemos estimar
Sn,

n

~

N | =

Esta afirmagdo é chamada lei dos grandes niimeros.

Eo que um probabilista entende ao dizer que “1/2 é a probabilidade de obter CARA
ao langcar uma moeda honesta”.



Intervalos de confianca

Outra maneira de ler a nossa estimagio é

15,
2 n Vvn
Ou seja, podemos estimar a “probabilidade de obter CARA” com a frequéncia
observada Sy, /n,

1

sabendo que a precisio da estimag3o é da ordem de 1/4/n.

Em geral, se lancamos n vezes um dado com um ndmero desconhecido de faces, e
queremos estimar a probabilidade p de sair uma certa face,

podemos contar o niimero Sy, de vezes em que é observada esta face, e estimar que p
estard no intervalo de confianca




Provas de Bernoulli

As consideragdes anteriores generalizam ao caso das provas de Bernoulli.

S3o provas repetidas e independentes de uma experiéncia com dois resultados
possiveis, suUCesso ou insucesso.

(por exemplo, escolher ao acaso uma bolinha de uma populagdo de r bolinhas
vermelhas e b bolinhas azuis)

E conveniente chamar X}, a varidvel que assume o valor X3 = 1 se foi observado um
sucesso na k-ésima prova, e o valor X = 0 se foi observado insucesso.

O Unico parametro do modelo é a probabilidade

p=P(Xyx=1)

de obter sucesso em uma prova, sendo ¢ = 1 — p a probabilidade de obter insucesso.

(no exemplo, p = r/(r + b))



Binomial
A varidvel que conta o niimero de sucessos em n provas de Bernoulli é

Sp=X1+Xo4 +Xn

e assume valores entre 0 e n.

Entdo a probabilidade de obter k sucessos em n provas é

AN n! k n—k
P(Sn—k)—mp q

Esta é chamada distribuicdo binomial.

Sample of 10000 Bernoulli trials with n= 1000 and p=0.3
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Média e variancia da binomial

A média de uma varidvel binomial B(n,p) é

e representa o valor esperado (ou best guess) do nimero de sucessos obtidos em n
provas de Bernoulli.

A varidncia, ou seja, o valor esperado do quadrado do desvio S, — E(Sy), é

V(Sn) := B (Sn — E(Sn))?
= npq

A sua raiz quadrada, chamada desvio padrdo (em inglés, standard deviation), é

V(Sn) = v/npq

Assim, o niimero tipico de sucessos em n provas de Bernoulli tem oscilagdes da ordem
de \/npq em torno do valor médio np, ou seja,

Sn = np £ /npq



Porque os Casinos ganham?
Se p # 1/2, as trajetdrias de um passeio aleatdrio escolhem a direcdo mais provavel,
desde que o tempo seja suficientemente grande.

Por exemplo, se
18

el
e o tempo é pequeno, como n =~ 100 (as apostas de um jogador durante uma noite),

as trajetdrias parecem oscilar como as trajetérias de um passeio aleatdrio simétrico,
assim que o jogo parece honesto ao jogador.

p

Random walk in dim 1 with p = 0.486
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Ruina do jogador

mas depois de um tempo muito maior, por exemplo da ordem de n ~ 10000, (as
apostas de 100 jogadores durante uma noite, ou as apostas de um jogador durante
100 noites),

o que se observa é a ruina certa dos jogadores, ou, melhor, o lucro certo da casa de
jogos !

Random walk in dim 1 with p = 0.486
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Tempo de espera
A varidvel tempo de espera T' calcula o nimero de provas de Bernoulli que temos de
esperar até obter sucesso pela primeira vez. A sua lei é chamada geométrica.

Se p é a probabilidade de obter sucesso em uma prova de Bernoulli, e ¢ = 1 — p, entdo
a probabiliade de ter sucesso pela primeira vez na n-ésima prova é

P(T=n)=q¢""'p

A média (que é sensivel aos eventos grandes mas raros) é

A mediana, que é menor, é provavelmente mais representativa dos valores tipicos.

Sample of 1000 geometric r.v. with p=0.01
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Eventos raros

Quando p K 1, o evento “ter sucesso” é um evento raro.
E natural esperar que apenas s3o observados valores pequenos do niimero de sucessos.

Se n é muito grande, e pn = A, a distribuicdo binomial P(S,, = k) é bem aproximada
pela lei de Poisson

k

A
P(X:lf)zﬁe*A k=0,1,2,3,...

O dnico pardmetro A é a média e também a variancia.

Sample of 100000 Poisson r.v. with A =10.0 Poisson distribution
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Exponencial
Se ) é o valor esperado do niimero de eventos raros na unidade de tempo, ent3o a
probabilidade de n3o observar nenhum destes eventos duante um tempo ¢, ou seja, a
probabilidade que o tempo de espera T seja superior a t, é

P(T >t)=e

Assim, a varidvel tempo de espera T' tem lei exponencial (uma vers3o continua da
geométrica), cuja densidade de probabilidades é

1
p(t) = —e /7
-
onde 7 = 1/A = E(T) é a média.

A mediana, que € inferior a 7, é mais representativa dos valores tipicos.

Sample of 100000 exponential r.v. with T= 100
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Falta de memoria

Uma varidvel exponencial, que modela um tempo de vida, ou de espera,

(como o tempo de decaimento de um niicleo de uma substéncia radioativa, o tempo
de vida de uma lampada ou de um aparelho eletrénico, o tempo que devo esperar até
ver sair o ndmero 13 na Roulette, ...)

n3o tem memoria, ou seja, a probabilidade de esperar um tempo t + s sabendo que ja
esperamos um tempo s é igual a probabilidade de esperar um tempo ¢t sem ter mais
informacgdes, que os probabilistas escrevem assim:

P(T>t+s|T>s)=P(T>t)

Em outras palavras, um sistema fisico cujo tempo de vida tem lei exponencial ndo tem
idade: se viveu até hoje, o seu futuro é igual ao futuro de um sistema recém nascido

(o que explica porque apostar em um niimero que n3o sai desde muito tempo, por
exemplo o ndmero 13, n3o faz crescer a probabilidade de ganhar!)



Universalidade assimptética

Os histogramas das simula¢des desenham curvas muito regulares . ..

Sample of 10000 Bernoulli trials with n=1000and p=05
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Em particular, a lei da varidvel reduzida
Sn —np
Sp = ———
\V/1Pq

(que tem média nula e varidncia unitaria) se estabiliza perto de uma lei universal dita
normal (reduzida) ou gaussiana ao crescer o nimero de provas n.



Teorema limite central
O teorema limite central de De Moivre e Laplace diz que para estimar as probabilidades

P(a < sn <b)

quando n é grande, é suficiente calcular as dreas (que os matemdtico chamam
integrais) das regides limitadas entre o eixo dos x, o grafico da gaussiana

—z2/2

g(z) = e

1
V2

e as retas verticais x = a e x = b, ou seja,

Pla<sn<b) o~ /bie_‘czmdm
a Vv
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Gaussianas
Em geral, se a varidvel X tem lei normal reduzida N(0, 1), entdo a varidvel
Y=0-(X+upn)
tem lei normal N(u, o), ou seja, tem densidade de probabilidades
1 _mw?

9(@) = s 30"

Os pardmetros sdo a média u = E(Y'), o pardmetro de localizag3o, e o desvio padrio
o =+/V(Y), o pardmetro de escala.

Normal
10

— u=0,r=1

u=0,o=2
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Quantis da lei normal

Seja X uma varidvel normal reduzida, i.e. com lei N(0,1).

Dada uma probabilidade «, o quantil go é o valor g, tal que

gix)

05

0.4 4

03

0.2 1

01

00

P(X <gqa)=0a

Prob (X =g)=0.9

e g=128




Intervalos de confianca da lei normal

Mais Uteis sdo os intervalos simétrico tais que se X tem lei normal reduzida N (0, 1)
entdo

P(|X[|<qi_aj2) =«

Prob (|X] =q)=0.95 Prob (|X] =q) =0.99
. rob (|X] =g) 05 rob (|X] <q)

® g=19 ® q=258

0.4 04

03 03

alx)
alx)

0z 02

ol ol

0o - 00 -

Assim, uma varidvel Y com lei normal N(u, o) estd no intervalo de confianca

Y=ptq _ oo

com probabilidade «, chamada nivel (do intervalo de confianca).
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Regra 68 - 95 - 99.7

Mais simples é lembrar os niveis de confianca de intervalos simétricos que
correspondem a
1 2 ou 3

desvios padrio.

Prob (|X] =q)=0.95 Prob (|X] =q) =0.99
o5 rob (1X] =g) 05 rob (|X] =g}

& gq=19% & g=258

04 04

o3 03

gix)
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0z 02

01 01

Os fisicos das particulas, que sdo mais conservativos/prudentes, também gostam do
intervalo de 5 desvios padr3o, que corresponde a uma probabildade 99.99994% !
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Qui-quadrado

Se X1, X2,... Xy sdo varidveis independentes com lei normal reduzida N (0, 1), entdo
a soma dos quadrados
Qn=X{+X5+---+ X5

tem lei qui-quadrado com n graus de liberdade (em inglés, degrees of freedom),
denotada por x?(n).

A média e a variincia sdo E(Qn) = n e V(Qn) = 2n, respetivamente.

Chi square
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Quantis do Qui-quadrado

495% €

Os quantis da lei qui-quadradao mais utilizados nos testes de hipdteses s3o
4999%
e, naturalmente, dependem do nimero de graus de liberdade.

Prob (Qz0=q)=0.95

— dr=20
g=31.41

Prob (Qzp=q)=0.99

— df=20




Qui-quadrado com n grande

Sendo @, uma soma de varidveis independentes e identicamente distribuidas, pelo
teorema limite central a varidvel normalzada

Qn—n

V2n

converge, para n grande, a uma varidvel normal N(0,1).
Na pratica, se n > 50, podemos estimar
onde ¢, € o quantil da lei normal N (0,1).

Por exemplo, um intervalo de confianca generoso de nivel > 95% é

Qn <n+2V2n



