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Notações

Números. N := {1, 2, 3, . . . } denota o conjunto dos números naturais, e N0 := {0, 1, 2, . . . } =
N ∪ {0}. Z := {0,±1,±2,±3, . . . } denota o anel dos números inteiros. Q := {p/q com p, q,∈
Z , q 6= 0} denota o corpo dos números racionais. R e C são os corpos dos númeors reais e
complexos, respetivamente.

Notação de Landau. Sejam f(x) e g(x) duas funções definidas no mesmo intervalo ou sub-
conjunto I dos reais, e seja a um ponto de acumulação de I, ou ∞ . A notação

f(x) = O(g(x)) quando x→ a

quer dizer que existe uma constante M > 0 tal que |f(x)| ≤M |g(x)| para todo x suficientemente
próximo de a (grande se a =∞).

A notação
f(x) = o(g(x)) quando x→ a .

quer dizer que para todo o ε > 0 acontece que |f(x)| ≤ ε |g(x)| se x é suficientemente próximo de
a (grande se a =∞). Se g(x) 6= 0 numa vizinhança de a, então isto é equivalente a

lim
x→a

f(x)

g(x)
= 0 .

Espaço euclidiano. Rn denota o espaço Euclidiano de dimensão n. Fixada a base canónica
e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . ), . . . , en = (0, . . . , 0, 1), os pontos de Rn são os vetores

x = (x1, x2, . . . , xn) := x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

de coordenadas xi ∈ R, com i = 1, 2, . . . , n.
O produto interno Euclidiano é definido por

x · y := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn .

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espaço dual (algébrico) (Rn)∗ := HomR(Rn,R)
e o próprio Rn: o valor da forma linear ξ ∈ (Rn)∗ ≈ Rn no vetor x ∈ Rn é 〈ξ,x〉 = ξ · x.

A norma Euclidiana do vetor x ∈ Rn é ‖x‖ :=
√

x · x. A distância Euclidiana entre os pontos
x,y ∈ Rn é definida pelo teorema de Pitágoras

d(x,y) := ‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 .

A bola aberta de centro a ∈ Rn e raio ε > 0 é o conjunto Bε(a) := {x ∈ Rn s.t. ‖x− a‖ < ε}. Um
subconjunto A ⊂ Rn é aberto em Rn se cada seu ponto a ∈ A é o centro de uma bola Bε(a) ⊂ A,
com ε > 0 suficientemente pequeno.

Os pontos e as relativas coordenadas no plano Euclidiano R2 ou no espaço Euclidiano 3-
dimensional R3 (ou seja, as posições dos pontos materiais da f́ısica) são também denotados, con-
forme a tradição, pelas letras r = (x, y) ∈ R2 ou r = (x, y, z) ∈ R3. Então r := ‖r‖ denota o
comprimento do vetor r, ou seja, a distância do ponto r da origem do referencial.

Caminhos. Se t 7→ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn é uma função diferenciável do “tempo”
t ∈ I ⊂ R, ou seja, um caminho diferenciável definido num intervalo I ⊂ R com valores no espaço
Euclidiano Rn, então as suas derivadas são denotadas por

ẋ :=
dx

dt
, ẍ :=

d2x

dt2
,

...
x :=

d3x

dt3
, . . .

Em particular, a primeira derivada v(t) := ẋ(t) é dita velocidade, e a sua norma v(t) := ‖v(t)‖ é
dita velocidade escalar (em inglês “speed”). A segunda derivada a(t) := ẍ(t) é dita aceleração.
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Campos. Um campo escalar é uma função real u : X ⊂ Rn → R definida num domı́nio X ⊂ Rn.
Um campo vetorial é uma função F : X ⊂ Rn → Rk, F(x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fk(x)), cujas
coordenadas Fi(x) são k campos escalares.

A derivada do campo diferenciável F : X ⊂ Rn → Rk no ponto x ∈ X é a aplicação linear
dF(x) : Rn → Rk tal que

F(x + v) = F(x) + 〈dF(x),v〉+ o(‖v‖)

para todos os vetores v ∈ Rn de norma ‖v‖ suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana (JacF)(x) := (∂Fi/∂xj(x)) ∈ Matk×n(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X ⊂ Rn → R no ponto x ∈ X é a forma linear du(x) : Rn → R,

du(x) :=
∂u

∂x1
(x) dx1 +

∂u

∂x2
(x) dx2 + · · ·+ ∂u

∂xn
(x) dxn

(onde dxk, o diferencial da função coordenada x 7→ xk, é a forma linear que envia o vector v =
(v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn em dxk ·v := vk). A derivada do campo escalar diferenciável u : X ⊂ Rn → R
na direção do vetor v ∈ Rn (aplicado) no ponto x ∈ X ⊂ Rn, é igual, pela regra da cadeia, a

(£vu)(x) :=
d

dt
u(x + tv)

∣∣∣∣
t=0

= 〈du(x),v〉 .

O gradiente do campo escalar diferenciável u : X ⊂ Rn → é o campo vetorial ∇u : X ⊂ Rn → Rn
tal que

〈du(x),v〉 = ∇u(x) · v

para todo os vetores (tangentes) v ∈ Rn (aplicados no ponto x ∈ X).
É útil, no espaço euclidiano R3, definir o operador diferencial “nabla”

∇ := (∂x, ∂y, ∂z) .

De consequência ∇ · F e ∇× F são a “divergência” e o “rotacional” do campo vetorial F, respe-
tivamente.

O Laplaciano é o operador diferencial

∆ := div ◦ grad = ∇ · ∇ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

.
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1 As EDPs da f́ısica-matemática

1. (part́ıculas e mecânica Newtoniana) A mecânica Newtoniana descreve essencialmente o mo-
vimento de part́ıculas puntiformes por meio de equações diferenciais ordinárias: a trajetória
t 7→ r(t) de uma part́ıcula no campo de forças F = F(r) é solução da equação de Newton

d

dt
(mṙ) = F

A descrição de sistemas compostos de mais part́ıculas, como o sistema solar ou o corpo
ŕıgido, não é muito diferente, usando apenas um espaço de configurações com um número
maior de coordenadas. Se q = (q1, q2, . . . , qn) são umas coordenadas generalizadas e L(q̇,q)
é a Lagrangiana (tipicamente a diferença L = T − V entre a energia cinética T = 1

2‖q̇‖
2 e a

energia potencial V = V (q)) então as trajetórias do sistemas são os pontos cŕıticos da ação
S =

∫
L dt, ou seja, são determinadas pelo prinćıpio variacional

δ

∫ t1

t0

L(q, q̇) dt = 0

onde t0 e t1 são os tempos inicial e final, respetivamente. As equações de Newton tomam
então a forma das equações de Euler-Lagrange

d

dt

∂L
∂q̇k
− ∂L
∂qk

= 0 k = 1, 2, . . . , n .

Na formulação Hamiltoniana, os momentos são definidos por pi := ∂L/∂q̇i, e a Hamiltoniana
é a transformada de Legendre da Lagrangiana:

H(q,p, t) :=
∑
i

q̇i
∂L
dq̇i
− L

As equações do movimento são então

q̇k =
∂H
∂pk

ṗk = − ∂H
∂qk

, k = 1, 2, . . . , n (1.1)

• O oscilador harmónico é o sistema descrito pela Lagrangiana L(q, q̇) = 1
2 (q̇)2− 1

2ω
2q2, e

portanto pela equação de Newton q̈ = −ω2q. A Hamiltoniana é H(q, p) = 1
2p

2 + 1
2ω

2q2,
onde p = q̇. Escreva as equações de movimento em termos das p e q’s, e deduza que a
energia H é uma constante do movimento.

2. (campos de forças da f́ısica clássica) As forças da f́ısica clássicas são determinadas por certas
leis que assumem a forma de equações integrais (involvendo fluxos) ou, equivalentemente, de
equações diferenciais parciais. Por exemplo, o campo de forças gravitacional gerado por uma
distribuição de massas com densidade ρ = ρ(r) satisfaz a lei de Gauss ∇ ·F = −4πρ. Sendo
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um campo conservativo, admite um “potencial”, um campo escalar φ tal que F = −∇φ. O
“potencial gravitacional” φ satisfaz portanto a equação de Poisson

∆φ = 4πρ (1.2)

Numa região onde a densidade de massas é nula o potencial gravitacional satisfaz a equação
de Laplace

∆φ = 0 (1.3)

Esta equação é ub́ıqua em f́ısica, e as suas soluções são chamadas “funções harmónicas” pelos
matemáticos.

Os outros campos da f́ısica clássica são os campos elétrico E e magnético B. Estes campos
satisfazem (sem considerar os efeitos da matéria) as leis de Gauss

∇ ·E = ρ ∇ ·B = 0

(onde ρ é a densidade de carga elétrica), a lei de Faraday

∇×E = −∂tB

e a lei de Ampére
∇×B = ∂tE + J

(onde J é a densidade de corrente elétrica). Numa região sem cargas e sem correntes, estas
leis implicam que os campos elétrico e magnético satisfazem a equação de onda

∂ttE = ∆E

• Verifique que o potencial Newtoniano

u(r) = −1

r

(onde r =
√
x2 + y2 + z2) é uma função harmónica em R3\{0}.

• Verifique que u(x, t) = f(x + ct) + g(x − ct), onde f e g são funções arbitrárias duas
vezes diferenciáveis, satisfaz a equação de onda em dimensão um

∂ttu = c2∂xxu

Interprete as soluções f(x+ ct) e g(x− ct).

3. (fenómenos coletivos/macroscópicos) Objetos extendidos como um fluido são necessariamente
descritos por meio de campos de densidades, de velocidades, . . . , funções que a cada ponto
r de uma região e a cada tempo t associam o valor “macroscópico” u(r, t) de um certo
observável neste ponto e no instante t.

Por exemplo, se ρ é a densidade de um material/soluto transportado por um fluido cujo
campo de velocidade é v, então a conservação do material é equivalente à equação de conti-
nuidade/transporte

∂tρ−∇ · (ρv) = 0 . (1.4)

Por outro lado, se v(r, t) = ṙ(t) é o campo de velocidades de um fluido de part́ıculas não
interagentes, então a equação de Newton r̈ = 0 para cada part́ıcula implica a equação de
Euler

∂tv + (v · ∇)v = 0 (1.5)

É posśıvel acrescentar uma força proporcional a −∆v, que imita a viscosidade do fluido,
assim como uma força devida à pressão p e uma força externa F. O resultado é uma das
famosas equações de Navier-Stokes

∂tv + (v · ∇)v = −1

ρ
∇p+ F− ν

ρ
∆v (1.6)

É importante lembrar que esta não é uma “lei da natureza” mas apenas uma lei fenome-
nológica que, é esperado, modela alguns fenómenos da natureza.
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Outro exemplo importante é a lei fenomenológica que modela a difusão ou a propagação
de calor num meio homogéneo. Se ρ = ρ(x, t) denota a densidade de soluto/calor numa
solução/condutor unidimensional, então a massa total de soluto/calor contido num intervalo
entre x e x+ dx é M ' ρ dx e a sua variação no tempo é Ṁ ' ∂tρ dx. Mas esta variação é a
soma algébrica entre os fluxos de soluto/calor que entram ou saem da fronteira do intervalo,
os ponto x + dx e x. Em primeira aproximação, estes fluxos são proporcionais ao gradiente
da densidade/temperatura (lei de Fick/Fourier). De consequência,

∂tρ(x, t) dx ' ∂xρ(x+ dx, t)− ∂xρ(x, t)

Ao dividir por dx e ao fazer o limite quando dx→ 0, obtemos a lei

∂tρ = ∂xxρ

A generalização em dimensão 3 (ou em dimensão arbitrária) é a equação de difusão/calor

∂tρ = ∆ρ

O caso estacionário, i.e. independente do tempo, é modelado mais uma vez pela equação de
Laplace ∆ρ = 0.

• A equação de transporte em dimensão um num campo de velocidade constante v é

ut + vux = 0

Verifique que u(x, t) = ϕ(x − vt), onde ϕ é uma função derivável arbitrária, é uma
solução.

4. (part́ıculas e campos quânticos) Na mecânica quântica, e depois na teoria de campos, a
distinção entre campos e part́ıculas deixa de existir. A função de onda ψ(t, r) de uma part́ıcula
não relativ́ıstica num potencial V (r) segue a equação de Schrödinger

−i∂tψ = ∆ψ + V (r)ψ

Por exemplo, a função de onda do eletrão do átomo de hidrogénio satisfaz a equação

−i∂tψ = ∆ψ +
e2

r
ψ

Em particular, uma part́ıcula livre é modelada pela equação

− i∂tψ = ∆ψ (1.7)

que é a equação de calor com tempo imaginário!
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5. (gravitação) O campo gravitacional é o próprio espaço-tempo, ou melhor, a métrica gµν . A
matéria determina o espaço-tempo de acordo coma equação de Einstein

Rµν − 1
2Rgµν + Λgµν = 8πTµν

onde Rµν e R denotam a curvatura de Ricci e a curvatura escalar, respetivamente, Tµν é o
tensor energia-momento, e Λ é a constante cosmológica.

6. (equações diferenciais parciais) Uma equação diferencial parcial (EDP) é uma lei

F
(
x1, . . . , xn, u, ux1 , . . . , uxn , . . . , uxixj , . . . , uxixjxk

, . . .
)

= 0

para algumas (i.e. um número finito de) derivadas parciais

uxixj ...xk
:=

∂

∂xi

∂

∂xj
. . .

∂

∂xk
u

de um campo u(x1, . . . , xn), escalar ou vetorial, definido num domı́nio D ⊂ Rn.

A orden de uma EDP é a maior ordem das derivadas parciais que aparecem na equação.

Dependendo do significado f́ısico das variáveis independentes x = (x1, . . . , xn) (posição,
tempo, velocidade, energia, . . . ), é posto o problema de determinar a/as solução/ões do
problema com condições iniciais

u(x, t0) = ϕ(x) , ut(x, t0) = ψ(x) , . . .

se as variáveis independentes são (x, t) := (x1, . . . , xn−1, t) ∈ D ⊂ Rn−1×R , t0 é um “tempo
inicial” e ϕ, ψ, . . . são funções dadas, e/ou do problema com condições de fronteira

u(x)→ φ(y) quando x→ y ∈ ∂D ,

se as variáveis independentes são x := (x1, . . . , xn) ∈ D ⊂ Rn, ∂D denota a fronteira do
domı́nio D ⊂ Rn e φ é uma função dada.
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• Determine uma solução da EDP
ut = 0

para o campo escalar u(x, t), com x ∈ R e t ∈ R, com condição inicial u(x, 0) = ϕ(x).

• Determine uma solução da EDP
utt = 0

para o campo escalar u(x, t), com x ∈ R e t ∈ R, com condições iniciais u(x, 0) = ϕ(x)
e ut(x, 0) = ψ(x).

• Determine soluções da EDP
utt = u

para o campo escalar u(x, t), com (x, t) ∈ R× R.

• Mostre que soluções de classe C2 da EDP

uxy = 0

no plano R2 são u(x, y) = f(x) + g(y), onde f e g são funções arbitrárias de classe C2.

• Mostre que as soluções de classe C1 da EDP

ux = uy

no plano R2 são u(x, y) = f(x+ y), onde f é uma função arbitrárias de classe C1.

• Verifique que u(x, y) = f(y/x), com f de classe C1, é solução da EDP

xux + yuy = 0
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2 EDPs de primeira ordem

1. (EDPs lineares homogéneas de primeira ordem com coeficientes constantes) Considere a EDP

uy = 0 (2.1)

para o campo escalar u(x, y) definido no plano R2. A equação afirma que u é independente
da variável y, ou seja, que u é constante nas retas verticais x = c. As soluções da (2.1) são
portanto da forma

u(x, y) = ψ(x) ,

onde ψ é uma função arbitrária de uma variável (de classe C1, se queremos soluções clássicas).

Por exemplo, a solução que vale u(x, f(x)) = ϕ(x) ao longo da curva y = f(x) é única e é
dada pela expressão u(x, y) = ϕ(x).

Por outro lado, existem infinitas soluções tais que u(0, y) = c ao longo da reta vertical x = 0,
com c constante (todas as funções u(x, y) = ϕ(x) com ϕ(0) = c), mas não existe nenhuma
solução que vale u(0, y) = θ(y) na reta vertical x = 0, se θ não é uma função constante.

Mais em geral, a EDP linear homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes

aux + buy = 0 (2.2)

(com (a, b) 6= (0, 0), caso contrário não temos equação nenhuma!) diz que a derivada direc-
cional do campo u(x, y) na direção do vetor v = (a, b) é nula, i.e.

d

dt
u(r + vt)

∣∣∣∣
t=0

= 0 ,

Isto quer dizer que u é constante ao longo das retas r + Rv paralelas a v, as soluções da
EDO ṙ = v. Estas retas têm equação cartesiana bx − ay = c ao variar a constante c, e saõ
chamadas retas carateŕısticas da EDP linear. As soluções da (2.2) são portanto da forma

u(x, y) = ψ(bx− ay)

onde ψ é uma função arbitrária de uma variável e de classe C1.

Outro ponto de vista consiste em fazer uma mudança de coordenadas que transforme a (2.2)
na (2.1). Podemos, por exemplo, escolher variáveis ortogonais

x′ = bx− ay y′ = ax+ by

e observar que
∂

∂x
= b

∂

∂x′
+ a

∂

∂y′
e

∂

∂y
= −a ∂

∂x′
+ b

∂

∂y′

De consequência, a equação (2.2) é equivalente a

a(bux′ + auy′) + b(−aux′ + buy′) = (a2 + b2)uy′

e portanto, sendo (a, b) 6= (0, 0), a
uy′ = 0

As soluções são funções arbitrárias de x′ = bx− ay, como já sabemos.

• Determine as soluções de
ux + uy = 0

• Determine as soluções de
2ux − 3uy = 0
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• Determine, se existir, uma solução de

ux − uy = 0

com condição inicial u(x, 0) = sin(x).

• Determine, se existir, uma solução de

ux − 5uy = 0

com condição inicial u(0, y) = y2.

2. (EDP lineares de primeira ordem e caracteŕısticas) Uma EDP linear de primeira ordem é
uma lei

a1(x)ux1 + · · ·+ an(x)uxn = f(x)

para o campo escalar u(x) = u(x1, x2, . . . , xn), onde a1(x), . . . , an(x) e f(x) são funções
dadas num domı́nio Ω ⊂ Rn. A EDP homogénea associada é

a1(x)ux1 + · · ·+ an(x)uxn = 0 .

O campo caracteŕıstico é o campo de vectores v(x) := (a1(x), . . . , an(x)) em Ω ⊂ Rn. As
(curvas) caracteŕısticas são as curvas integrais de v, as soluções da EDO autónoma ẋ = v(x).
Se t 7→ x(t) denota a caracteŕıstica com condição inicial x(0) = x, então a derivada direccional
do campo escalar φ ao longo do campo vectorial v é

(£vφ)(x) :=
d

dt
φ(x(t))

∣∣∣∣
t=0

= a1(x)φx1(x) + · · ·+ an(x)φxn(x) .

Em particular: as soluções do problema homogéneo £vu = 0 são as funções u constantes
ao longo das curvas caracteŕısticas. Se Σ ⊂ Ω é uma hiper-superf́ıcie transversal ao campo
caracteŕıstico v (ou seja, definida localmente por Σ = {f(x) = 0}, com £vf 6= 0), então o pro-
blema não-homogéneo £vu = f com condição inicial u|Σ (y) = ϕ(y) (∀y ∈ Σ) admite uma
solução local numa vizinhança de Σ: num sistema de coordenadas tal que v = (1, 0, . . . , 0) e
Σ = {x1 = 0}, a solução local é

u(x1, x2, . . . , xn) = ϕ(x2, . . . , xn) +

∫ x1

0

f(t, x2, . . . , xn) dt .

• Determine as caracteŕısticas e a solução geral da EDP

ux + yuy = 0

• Determine as caracteŕısticas da EDP

xux + uy = 0

para o campo u(x, y) definido no plano R2, e resolva o problema com condição inicial
u(x, 0) = ϕ(x).

• Descreva as soluções da EDP
xux + yuy = 0

no plano R2 e no domı́nio Ω = R2\{(0, 0)}.
• Descreva as soluções da EDP

xux = yuy

no plano R2.

• Determine caracteŕısticas e as soluções de

ux + uy = 1
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• Determine as caracteŕısticas da EDP

ux = f(x, y)

para o campo u(x, y) definido no plano R2. É posśıvel resolver o problema com condição
inicial u(x, 0) = ϕ(x) ?

• [St08] 1.2.

• [Io05] 2.4

3. (equação de transporte) Seja ρ = ρ(x, t) a concentração de soluto num fluido unidimensional
cujo campo de velocidade é v(x, t). A massa total de soluto contida no intervalo entre x e
x + dx é M ' ρ(x, t) dx, e a sua variação no tempo é Ṁ ' ∂tρ(x, t) dx. Esta variação é a
soma algébrica dos fluxos que entram e saem da fronteira do intervalo, os pontos x e x+ dx,
e este fluxos são ρ(x, t) v(x, t) e −ρ(x+ dx, t) v(x+ dx, t), respetivamente. Portanto,

∂tρ dx ' ρ(x, t) v(x, t)− ρ(x+ dx, t) v(x+ dx, t)

Ao dividir por dx e ao fazer o limite quando dx→ 0 obtemos a equação de transporte

ut + (vu)x = 0

Em dimensão 3 a equação de transporte escreve-se

ρt +∇(ρv) = 0

onde v(r) é o campo de velocidades do fluido. A equação de transporte num fluido “incom-
presśıvel”, i.e. tal que ∇ · v = 0, é

ρt + v · ∇ρ = 0

• Determine as caracteŕısticas da equação de transporte num fluido incompresśıvel em
dimensão um,

ρt + v ρx = 0 (2.3)

onde a velocidade v = v(t) é uma função apenas do tempo t.

• Mostre que uma solução da equação de transporte (2.3) com condição inicial ρ(x, 0) =
ϕ(x) é

ρ(x, t) = ϕ

(
x−

∫ t

0

v(s) ds

)
.

Em particular, se a velocidade v é constante, uma solução é

ρ(x, t) = ϕ (x− vt) .

4. (EDP quase-lineares de primeira ordem e caracteŕısticas) Uma EDP quase-linear de primeira
ordem é uma lei

a1(x, u)ux1
+ · · ·+ an(x, u)uxn

= f(x, u)

para o campo escalar u(x) = u(x1, x2, . . . , xn), onde a1(x, u), . . . , an(x, u) e f(x, u) são
funções dadas num domı́nio Ω ⊂ Rn × R. O campo caracteŕıstico é o campo de vectores
V(x, u) := (a1(x, u), . . . , an(x, u), f(x, u)) em Ω. As (curvas) caracteŕısticas são curvas inte-
grais do campo caracteŕıstico, as soluções da EDO

ẋ1 = a1(x, u)
...
ẋn = an(x, u)
u̇ = f(x, u)

,

ou seja, eliminando o tempo t, de

dx1

a1(x, u)
= · · · = dxn

an(x, u)
=

du

f(x, u)
.
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Uma EDP quase-linear de primeira ordem em dimensão 2 é do género

a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u) (2.4)

Se u(x, y) é uma solução de (2.4), então o seu gráfico {z = u(x, y)} é uma superf́ıcie em R2×R,
a superf́ıcie integral, que pode ser interpretada como a superf́ıcie de ńıvel F (x, y, z) = 0 de

F (x, y, z) := u(x, y)− z

A própria equação (2.4) diz que o gradiente ∇F = (ux, uy,−1) é orthogonal ao campo
vetorial caracteŕıstico v = (a, b, c). Iso significa que v é tangente à superf́ıcie integral. Por
outro lado, se o gráfico de uma função é tangente ao campo caracteŕıstico, então esta função
é uma solução da EDP (2.4).

As curvas caracteŕısticas são as curvas integrais de v. Os gráficos das soluções são reuniões
de curvas caracteŕısticas.

Uma condição inicial u|C = ϕ é uma função ϕ definida numa curva C = {(x(s), y(s)) : s ∈
I} ⊂ R2. O gráfico de ϕ determina uma curva Γ = {(x(s), y(s), ϕ(x(s), y(s))) : s ∈ I}
em R2 × R. Se v não é tangente a Γ, para cada ponto (x(0, s), y(0, s), z(0, s)) de Γ, com
z(0, s) := ϕ(x(0, s), y(0, s)), passa uma caracteŕıstica (local), solução de ẋ(t, s) = a(x, y, z)

ẏ(t, s) = b(x, y, z)
ż(t, s) = c(x, y, z)

,

e a reunião destas caracteŕısticas gera uma superf́ıcie integral Σ = {(x(t, s), y(t, s), z(t, s)) :
(t, s) ∈ J × I}. A curva inicial C é dita não-caracteŕıstica se não é tangente ao campo ca-
racteŕıstico projetado (a, b). Se C é não-caracteŕıstica então a função (t, s) 7→ (x(t, s), y(t, s))
é invert́ıvel, e portanto é posśıvel definir a função u(x, y) = z(t(x, y), s(x, y)) que resolve o
problema.

• Determine as soluções u(x, t) da EDP

ut = u

• Determine a solução de
ux + xuy = u

com condição inicial u(1, y) = sin(y).

5. (equação de Euler) Considere um fluido de part́ıculas não interagentes na reta. O campo de
velocidades do fluido é v(x, t) := ẋ(t), onde s 7→ x(s) denota a trajetória da part́ıcula que
passa pelo ponto x no instante t.

• Mostre que a equação de Newton ẍ = 0 implica que v(x, t) satisfaz a equação de Euler

vt + vvx = 0 . (2.5)

• Mostre que a equação (2.5) pode ser escrita

vt +
1

2

∂

∂x
(v2) = 0 .

• Mostre que, se x(t) é uma solução da EDO ẋ = v(x, t), então a função u(t) := v(x(t), t)
é uma constante. Portanto, o vetor (x(t), u(t)) satisfaz a EDO caracteŕıstica{

ẋ = u
u̇ = 0

• Resolva o sistema caracteŕıstico, e deduza que uma solução impĺıcita da equação de
Euler (2.5) com condição inicial v(x, 0) = ϕ(x) é dada por

v(x+ tϕ(x), t) = ϕ(x) ,

desde que t seja suficientemente pequeno.
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• O que acontece para grandes valores de t quando o perfil de velocidades inicial v(x, 0)
não é constante?

6. (equação “eikonal”) Considere a equação “eikonal” da óptica geométrica

‖∇u‖ = 1 ,

ou seja,
(ux)2 + (uy)2 = 1

para o “tempo” u(r) = u(x, y), definido num domı́nio Ω ⊂ R2, com condições de fronteira
u(r) = 0 se r ∈ ∂Ω.

• Mostre que u(r) = ‖r‖ é uma solução se Ω = R2\{(0, 0)}.
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3 Operadores diferenciais lineares

1. (equações de Maxwell e ondas electromagnéticas) O campo elétrico E e o campo magnético
B “in vacuum” (numa região sem cargas nem correntes) satisfazem as equações de Maxwell

∂tE−∇×B = 0 ∇ ·E = 0

∂tB +∇×E = 0 ∇ ·B = 0
(3.1)

Os campos dependem das variáveis espaço-temporais t e r = (x, y, z). Aplicando o operador
rotacional ∇× às duas equações na esquerda (leis de Ampère e Faraday), usando a identiade

∇× (∇× F) = ∇(∇ · F)−∆F

(onde ∆ = ∇ · ∇ é o Laplaciano) e as equações de Maxwell à direita (leis de Gauss),
deduzimos as equações de onda

∂ttE−∆E = 0 ∂ttB−∆B = 0 (3.2)

para os dois campos.

• Verifique que as “ondas planas”

E(t, r) = E0 e
i(ωt−k·r) (3.3)

(ou a parte real E0 cos(ωt− k · r) desta expressão se estamos interessados em soluções
f́ısicas) são soluções da equação de onda (3.2) desde que a “frequência (angular)” ω e o
“vetor de onda” k satisfazam a “relação de dispersão”

ω2 − ‖k‖2 = 0 .

A lei de Gauss ∇ · E = 0 então diz que o vetor constante E0 é ortogonal a k. Observe
que a velocidade de fase das ondas planas, v = ω/‖k‖, não depende da frequência ω.

• Descreva os conjuntos de ńıvel das ondas planas definidas acima para um tempo t fixado,
depois descreva como mudam quando o tempo cresce. Justifique o nome “ondas planas”.

• Use a lei de Faraday para calcular o campo magnético

B(t, r) =
k×E0

ω
ei(ωt−k·r)

associado à solução (3.3). Use as leis de Gauss para verificar que os campos E e B
são ortogonais, e oscilam no plano ortogonal ao vetor de onda k (que é a direção de
propagação da onda).

• Observe que uma sobreposição (finita)∑
i

Ei e
i(ωit−ki·r)

de ondas planas também é solução da equação de onda.

2. (derivadas, translações e ondas planas) Dado um multi-́ındice α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn0 ,
de grau |α| := α1 + α2 + · · · + αn, o operador diferencial ∂α, que age sobre o espaço das
funções C∞ (ou suficientemente diferenciáveis) definidas em abertos de Rn com valores reais
ou complexos, é definido por

∂α :=
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

.

As ondas planas, ou harmónicas, são as funções eξ : Rn → C definidas por

eξ(x) := eiξ·x ,
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com ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ (Rn)′ ≈ Rn dito “vetor de onda” 1. Os valores das eξ’s pertencem
à circunferência unitária S := {z ∈ C : |z| = 1}, que é um subgrupo (compacto) do grupo
multiplicativo C× := C\{0} dos números complexos diferentes de zero. A identidade

eξ(x + y) = eξ(x) eξ(y) ,

diz que as ondas planas são homomorfismos do grupo aditivo Rn no grupo multiplicativo S.

• Verifique que as ondas planas eξ(x) = eiξ·x são funções próprias dos operadores diferen-
ciais ∂α, com α ∈ Nn0 , com valores próprios

(iξ)α := (iξ1)α1(iξ2)α2 . . . (iξn)αn ,

ou seja,
∂α eξ = (iξ)α eξ .

• O operador de translação Ta, com a ∈ Rn, é definido por

(Taf)(x) := f(x + a) .

Verifique que as ondas planas eξ(x) = eiξ·x são também funções próprias dos operadores
de translação com valores próprios λa(ξ) = eiξ·a, ou seja,

Ta eξ = eiξ·a eξ .

• O operador de modulação Mξ, com ξ ∈ (Rn)′ ' Rn, é definido por

(Mξf)(x) := eiξ·xf(x) .

Mostre que
TaMξ = eiξ·aMξTa .

3. (operadores diferenciais lineares, prinćıpio de sobreposição) Um operador diferencial linear
de grau k, definido numa região X ⊂ Rn, é um polinómio

L = P (∂,x) =
∑
|α|≤k

aα(x) ∂α ,

em ∂, com “coeficientes” aα(x) que são funções aα : X → R, e onde pelo menos uma das aα(x)
com |α| = k (o grau do operador) é diferente de zero. Opera, por exemplo, no espaço vetorial
C∞(X) das funções infinitamente diferenciáveis definidas em X, pois define um endomorfiso
L : C∞(X) → C∞(X). Também é posśıvel pensar que L : Cn+k(X) → Cn(X), com n ≥ 0
arbitrário. O valor de L sobre o vetor u = u(x) é o vetor

(Lu)(x) :=
∑
|α|≤k

aα(x)
∂|α|u

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαn
n

(x) .

A escolha do domı́nio de tais operadores em espaços lineares de dimensão infinita é uma
escolha delicata, que depende do problema que queremos tratar (tipicamente das condições
de fronteira) e do tipo de soluções às quais estamos interessados. Soluções das EDPs que
possuem todas as derivadas necessárias para escrever a próprio aquaçã são chamdas soluções
clássicas. Por outro lado, é posśıvel e útil, tanto em f́ısica-matemática como em engenharia,
procurar soluções “fracas” das EDPs, e portanto definir operadores diferenciais em espaços
maiores (chamados espaços de “distribuições”) dos quais fazem parte funções que nem sequer
admitem derivadas no sentido usual.

A linearidade é a seguinte propriedade importante: se u e v são funções (por exemplo C∞),
então

L(λu+ µv) = λLv + µLv

1Às vezes é útil usar a normalização alternativa eξ(x) = e2πiξ·x
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para todos os coeficientes λ, µ ∈ C. Em particular, o valor de L no vetor nulo u(x) ≡ 0 é o
vetor nulo.

O operador L comuta com as translações (que fazem sentido desde que a região X seja
invariante por translações, e portanto seja o próprio Rn) se os coeficientes aα não dependem
do ponto x, i.e. são constantes.

Exemplos de operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes são o Laplaciano
∆ = ∇ · ∇, o operador de d’Alembert � := ∂tt −∆, o operador do calor ∂t −∆.

Uma EDP linear é uma equação do género

Lu = f (3.4)

onde L = P (∂,x) é um operador diferencial linear e onde f(x) é uma função dada. Uma
interpretação natural é que f é uma “força externa” ou uma “fonte”, e as soluções u são os
efeitos de f sobre o sistema modelado pelo operador L. A equação homogénea associada é

Lu = 0 (3.5)

cujas soluções são os vetores do núcleo do operador L.

Exemplos de EDPs homogéneas são a equação de Laplace ∆u = 0, a equação de ondas �u = 0
e a equação de calor ∂tu−∆u = 0. Exemplos de EDPs lineares mas não homogéneas são a
equação de Poisson ∆u = 4πρ, a lei de Ampère ∇×B− ∂tE = J.

A seguinte observação é evidente.

Teorema 3.1 (prinćıpio de sobreposição). O espaço das soluções de uma EDP homogénea
(3.5) é um espaço linear.

Ou seja, se u(x) e v(x) são soluções de (3.5), então também uma combinação linear

λu(x) + µ v(x) ,

com coeficientes λ, µ ∈ C, é solução de (3.5), e portanto toda combinação linear finita de
soluções é solução. Em particular, uma EDP homogénea admite a solução trivial u(x) ≡ 0.
Tipicamente, o espaço L das soluções de (3.5) é um espaço de dimensão infinita (ou seja,
não admite uma base finita). Ainda mais importante é então a possibilidade de representar
as soluções como somas infinitas, ou seja, séries, de soluções simples, que formam num certo
sentido uma “base” de L. Esta observação será central na teoria das séries de Fourier.

O espaço da soluções da EDP linear (3.4) é um espaço afim modelado sobre o espaço linear
L das soluções da equação homogénea associada, ou seja, é um “plano” w + L onde w(x) é
uma solução (particular) da (3.4).

As EDPs lineares não homogéneas também verificam o

Teorema 3.2 (prinćıpio de sobreposição). Seja L = P (∂,x) um operador diferencial linear,
e sejam f(x) e g(x) duas funções. Se u é uma solução de Lu = f e v é uma solução de
Lv = g, então a sobreposição w = λu+ µv, com λ.µ ∈ C, é solução da EDP linear

Lw = λf + µg .

Em outras palavras: quando o sistema é linear, o efeito produzido por uma sobreposição de
um número finito de forças é a sobreposição dos efeitos produzidos por cada uma das forças.

Ainda mais interessante é a possibilidade de considerar somas infinitas, ou até integrais. Esta
observação será usada na teoria do potencial.
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• Diga se as seguintes EDPs (famosas) são lineares, homogéneas, não lineares (as letras
gregas denotam parâmetros):

∆u+ λu = 0 (equação de Helmholtz)

‖∇u‖2 = 1 (equação eikonal)

uxx − xuyy = 0 (equação de Euler-Tricomi)

utt − uxx = sin(t) (corda vibrante forçada)

∆u+ eλu = 0 (equação de Liouville)

utt + ut + uxxxx = 0 (equação de Euler-Bernoulli)

ut − uxx + uux = 0 (equação de Burger)

utt − uxx + sinu = 0 (equação de sine-Gordon)

utt + αut − uxx + βu = 0 (equação do telégrafo)

ut + uxxx − 6uuxx = 0 (equação de Korteweg-de Vries)

iut + uxx + |u|2 u = iαu (equação de Ginzburg-Landau)

• Dê exemplos de EDPs sem soluções.

• [St08] 1.1.

• [Io05] 1.4.

4. (ondas planas e śımbolos) As ondas planas eξ(x) := eiξ·x, com “vector de onda” ξ =
(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn, são funções próprias de cada operador linear com coeficientes constantes
L = P (∂), ou seja, satisfazem

Leξ = σ(ξ) eξ ,

onde o valor próprio, o polinómio
σ(ξ) := P (iξ) ,

é dito śımbolo do operador L. O śımbolo principal é o termo (polinómio homogéneo) de grau
máximo,

σp(ξ) =
∑
|α|=k

aα · (iξ)α ,

se k é o grau de L. O operador L = P (∂) é dito eĺıptico se o seu śımbolo principal só se
anula na origem, i.e. se σp(ξ) 6= 0 para todos os ξ 6= 0.

Se L é um operador de grau 2, então o seu śımbolo é uma forma quadrática, um polinómio
de grau 2 do género

σp(ξ) =
∑
ij

aijξiξj .

O operador é eĺıptico se esta forma quadrática é definida positiva ou negativa.

Em geral, o śımbolo do operador linear L = P (∂,x) é a função que a cada x ∈ X associa o
polinómio ξ 7→ P (iξ,x).

• Determine os śımbolos dos seguintes operadores, e determine os domı́nios onde são
eĺıpticos

∂xx + ∂yy ∂xx − ∂yy ∂t − ∂xx
∂tt − ∂xx + ∂x ∂xx − x∂yy

5. (classificação dos operadores diferenciais lineares de grau 2) O śımbolo de um operador
diferencial linear de grau dois

L = P (∂) =
∑

1≤i,j≤n

aij
∂2

∂xi∂xj
+
∑

1≤i≤n

ai
∂

∂xi
+ a0
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definido num domı́nio de Rn é o polinómio quadrático

σ(iξ) := −
∑

1≤i,j≤n

aijξiξj + i
∑

1≤i≤n

aiξi + a0 ,

onde A := (aij) ∈ Matn×n(R) é uma matriz simétrica que define a “forma quadrática”
−σp(iξ) = 〈ξ, Aξ〉. A forma quadrática pode ser diagonalizada (por um operador ortogonal
e depois umas dilatações/contrações) e transformada na forma canónica, associada a uma
matriz diagonal D = CAC> com valores próprios ±1 e 0. Portanto, existe uma base de Rn
tal que o śımbolo principal do operador L assume a forma canónica

−σp(ξ) = (ξ1 + · · ·+ ξp)− (ξp+1 + · · ·+ ξp+q) ,

onde p+ q ≤ n, e q é a “́ındice” da forma quadrática. O operador L é dito eĺıptico se o seu
śımbolo principal é uma forma quadrática definida (positiva ou negativa), ou seja equivalente
a

± (ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n) .

O operador L é dito hiperbólico se o seu śımbolo principal é uma forma quadrática não-
degenerada de ı́ndice 1 ou n− 1, ou seja equivalente a

± (ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n−1 − ξ2
n) .

O operador L é dito parabólico se o seu śımbolo principal é uma forma quadrática degenerada
com núcleo uni-dimensional e definida (positiva ou negativa) no complemento ortogonal do
núcleo, ou seja equivalente a

±(ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n−1) .

A EDO homogénea associada ao operador L é Lu = 0, ou seja,∑
1≤i,j≤n

aij uxixj
+
∑

1≤i≤n

aiuxi
+ a0 = 0

A mudança (linear) de variáveis independentes x 7→ y = Cx, ou seja,

yi =
∑
j

cijxj ,

definida pela matriz invert́ıvel C = (cij) que diagonaliza a forma quadrática A, transforma
as derivadas parciais de acordo com

∂

∂xi
=
∑
j

∂yj
∂xi

∂

∂yj
=
∑
j

cji
∂

∂yj
.

Então transforma o operador L num operador

∑
k,l

∑
i,j

cki aij clj

 ∂

ykyl
+ termos de ordem um ,

cuja parte principal é o operador diagonal associado a matriz diagonal D = CAC>. De
consequência, a EDP Lu = 0 é transformada na sua forma canónica.

Em dimensão 2, uma EDP linear com coeficientes constantes de segunda ordem é uma
equação do género

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g (3.6)

A matriz do śımbolo principal é a matriz simétrica

A =

(
a b
b c

)
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que define a forma quadrática ξ ·Aξ. Uma mudança de coordenadas linear pode transformar
esta forma quadrática numa forma diagonal com valores próprios ±1 ou 0, e de consequência
a EDP (3.6) na sua forma canónica. Então a EDP (3.6) é eĺıptica se detA = ac− b2 > 0, e
portanto é equivalente a

uxx + uyy + · · · = 0 ,

é hiperbólica se detA < 0, e portanto é equivalente a

uxx − uyy + · · · = 0 ,

e parabólica se detA = 0 e pelo menos um dos coeficientes a,b ou c for 6= 0 (caso contrário
a equação é di primeira ordem), e portanto é equivalente a

uxx + · · · = 0 .

• [St08] 1.6.

6. (equação de Klein-Gordon) A função de onda ψ = ψ(x, t) de uma part́ıcula livre relativ́ıstica
de massa própria m satisfaz a equação de Dirac, e portanto a equação de Klein-Gordon

ψtt −∆ψ +m2ψ = 0 .

• Verifique que as ondas planas

ψ(x, t) = Aei(ξ·x−ωt)

são soluções da equação de Klein-Gordon em R3 se a frequência ω (a energia da part́ıcula)
e o número de onda ξ (o momento linear) satisfazem a relação de dispersão

ω2 = ‖ξ‖2 +m2

(que são as relações momento-energia da relatividade especial). Neste caso, a velocidade
de fase das ondas depende de maneira não-linear da frequência, pois é

v =
ω√

ω2 −m2

Portanto, ondas com diferentes frequências propagam-se a diferentes velocidades. Este
fenómeno é chamado “dispersão”.

7. (dispersão)
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4 Difusão/calor

1. (Laplaciano) O Laplaciano (ou operador de Laplace) no espaço euclidiano Rn é o operador
diferencial ∆ = div ◦ grad, definido, em coordenadas cartesianas x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,
por

∆f :=
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2f

∂x2
n

se f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) é uma função real de classe C2.

A equação de Laplace para o campo escalar u(x), definido num domı́nio Ω ⊂ Rn, é a EDP

∆u = 0 . (4.1)

As soluções da equação de Laplace são ditas funções harmónicas.

O Laplaciano é invariante por translações. Ou seja, ∆ ◦ Ta = Ta ◦ ∆ se a ∈ Rn. De
consequência, se u(x) é uma função harmónica, então também v(x) := u(x − a) é uma
função harmónica, para todo a ∈ Rn.

• Quais funções satisfazem a equação de Laplace u′′(x) = 0 na reta?

• Determine as soluções da equação de Laplace u′′(x) = 0 no intervalo [a, b] ⊂ R com
condições de fronteira u(a) = A e u(b) = B.

• Verifique que

u(x, y) = log
√
x2 + y2

é uma solução da equação de Laplace (4.1) em R2\{(0, 0)}.
• Verifique que (o potencial elétrico/gravitacional gerado por uma carga/massa colocada

na origem)

u(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

é uma solução da equação de Laplace (4.1) em R3\{(0, 0, 0)}.
• Se f(z) = u(x, y) + i v(x, y) é uma função holomorfa numa região do plano complexo C,

com coordenadas z = x+ iy, então (as condições de Cauchy-Riemann implicam que) a
sua parte real u(x, y) e a sua parte imaginária v(x, y) são funções harmónicas.

2. (equação de calor) A equação de calor/difusão para o campo escalar u(x, t), definido para x
numa região Ω ⊂ Rn e tempos t > 0, é

ut = β∆u (4.2)

onde ∆ é o Laplaciano no espaço Euclidiano Rn e β > 0 é um coeficiente de difusão. As
funções harmónicas são soluções estacionárias (i.e. independentes do tempo) da equação de
calor.

• Mostre que a substituição τ = βt transforma a equação do calor acima em uτ = ∆u.

• Mostre que se u(x, t) é uma solução da equação de calor (4.2) , então também v(x, t) :=
u(x− a, t) é solução, para todo a ∈ Rn (invariância por translações).

• Mostre que se u(x, t) é uma solução da equação de calor (4.2) , então também v(x, t) :=
u(
√
λx, λt) é solução, para todo λ > 0 (invariância por quase-homotetias).

• Verifique que v(x, t) := f(x/
√
t) é uma solução da equação de calor ut − uxx = 0 (na

reta) se a função f(q) é solução da equação diferencial

f ′′ +
q

2
f ′ = 0

e portanto se f é uma primitiva da Gaussiana Ce−q
2/4. Por exemplo, ao escolher C = 1,

v(x, t) =

∫ x/
√
t

0

e−q
2/4 dq .



4 DIFUSÃO/CALOR 22

• Verifique que

u(x, t) =
1√
t
e−x

2/4t

(a derivada em ordem a x da solução v(x, t) da aĺınea anterior) é uma solução da equação
de calor ut − uxx = 0 na reta.

• Verifique que

u(x, y, t) =
1

t
e−(x2+y2)/4βt

é uma solução da equação de calor (4.2) no plano.

3. (prinćıpio do máximo, unicidade e estabilidade) Dado um domı́nio Ω ⊂ Rn, um problema
natural é procurar soluções da equação de calor

utt−∆u = f em Ω× (0,∞)

dada uma “condição inicial”

u(x, 0) = ϕ(x) em Ω× {0}

e umas “condições de fronteira”

u(x, t) = g(x, t) em ∂Ω× [0,∞)

(compat́ıveis com a condição inicial). As soluções “clássicas” são funções de classe C2 no
domı́nio Ω × (0,∞) (mas é suficiente que sejam cont́ınuas as derivadas parciais ut e uxx) e
cont́ınuas na aderência Ω× [0,∞).

A unicidade e a estabilidade das soluções da equação de calor numa região limitada são
consequências de um prinćıpio f́ısico intuitivo: um ponto interior de um condutor isolado
num instante t > 0 não pode ser mais quente ou mais frio do que era no instante inicial
t = 0, ou dos pontos da fronteira do condutor. Dado um domı́nio limitado Ω ⊂ Rn e um
tempo finito T > 0, consideramos o cilindro ΩT := Ω × (0, T ), e a sua fronteira parabólica
∂pΩT :=

(
Ω× {0}

)
∪ (∂Ω× (0, T ]) (ou seja, os pontos onde são dadas as condições iniciais e

de fronteira).

Teorema 4.1 (Prinćıpio do máximo). Seja u(x, t) uma solução de classe C2(ΩT )∩ C0(ΩT )
da equação de calor

ut −∆u = f

no cilindro ΩT , onde Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado e f ≤ 0. Então o máximo (e também
o mı́nimo se f = 0) de u em ΩT é atingido na fronteira parabólica ∂pΩT .

Demonstração. (em dimensão um) O primeiro passo consiste em provar a afirmação para a
função v := u− εt, com ε > 0, no cilindro menor ΩT−ε, que satisfaz a equação de calor

vt + vxx = f − ε < 0 . (4.3)

Seja (x0, t0) um ponto de máximo de v em ΩT−ε. Se (x0, t0) /∈ ∂pΩT−ε, então neste ponto
as derivadas de v satisfazem vx(x0, t0) = 0 (porque x0 é um ponto interior de Ω) e

vt(x0, t0) ≥ 0 (4.4)

(porque t0 pode também ser igual a T − ε). Pela fórmula de Taylor,

v(x, t0)− v(x0, t0) = vxx(x, t0)(x− x0)2 ≤ 0

para algum ponto x entre x e x0. No limite quando x→ x0 temos portanto

vxx(x0, t0) ≤ 0 . (4.5)



4 DIFUSÃO/CALOR 23

Mas as desigualdades (4.4) e (4.5) não são compat́ıveis com (4.3). Esta contradição prova
que

max
ΩT−ε

v = max
∂pΩT−ε

v .

A função u é limitada por
v ≤ u ≤ v + εT (4.6)

em ΩT . A primeira das desigualdades (4.6) implica que

max
∂pΩT−ε

v ≤ max
∂pΩT−ε

u ≤ max
∂pΩT

u

Usando também a segunda das desigualdades (4.6) e a continuidade (uniforme, pois estamos
numa região compacta) de u, obtemos

max
ΩT

u = lim
ε↓0

max
ΩT−ε

u ≤ lim
ε↓0

max
ΩT−ε

(v + εT ) ≤ lim
ε↓0

(
max
∂pΩT−ε

v + εT

)
≤ max
∂pΩT

u

Se f = 0, a afirmação sobre o mı́nimo segue considerando o máximo de −u.

Uma primeira consequência importante é o teorema de unicidade para as soluções da equação
de calor num domı́ nio limitado.

Teorema 4.2 (Unicidade). Existe no máximo uma solução u ∈ C2(ΩT )∩C0(ΩT ) da equação
de calor não-homogénea

ut −∆u = f ,

com f ∈ C0(ΩT ), num domı́nio limitado Ω ⊂ Rn, dadas condições iniciais e de fronteira
arbitrárias u = g em ∂pΩT , com g ∈ C0(∂pΩT ).

Demonstração. A diferença entre duas soluções satisfaz a equação de calor homogénea e
é nula na fronteira parabólica. Pelo prinćıpio do máximo, o teorema 4.1, é identicamente
nula.

Outra consequência é um resultado de estabilidade.

Teorema 4.3 (Comparação e estabilidde). Sejam u e v soluções de classe C2(ΩT )∩C0(ΩT )
das equações de calor

ut −∆u = f e vt −∆v = g ,

respetivamente, num domı́nio limitado Ω ⊂ Rn.

i) Se u ≥ v em ∂pΩT e f ≥ g, então u ≥ v em ΩT .

ii) A diferença entre u e v é limitada por

max
QT

|u− v| ≤ max
∂pΩT

|u− v|+ T ·max
ΩT

|f − g| .

Demonstração. A primeira afirmação vem do prinćıpio do máximo aplicado a w := v − u,
pois satisfaz wt −∆w = g − f ≤ 0 e é não positiva na fronteira parabólica.

Para provar a segunda afirmação, definimos M := maxΩT
|f − g|. As funções

w± := ±(v − u)− tM

satisfazem
w±t −∆w± = ±(g − f)−M ≤ 0
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e portanto o prinćıpio do máximo 4.1. De consequência,

max
ΩT

±(v − u) = max
ΩT

(tM + w±)

≤ max
ΩT

tM + max
ΩT

w±

≤ TM + max
∂pΩT

(±(v − u)− tM)

≤ TM + max
∂pΩT

|v − u|

• [St08] 2.3.

4. (método da energia) Se u(x, t) é uma solução da equação de calor homogénea

ut − uxx = 0

no intervalo [0, `] com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(`, t) = 0, então a energia

E(t) :=
1

2

∫ `

0

u(x, t)2 dx

é não-crescente, pois

d

dt
E(t) =

∫ `

0

uut dx =

∫ `

0

uuxx

= −
∫ `

0

u2
x dx+ [uux] `0 = −

∫ `

0

u2
x dx ≤ 0 .

Em particular, se a energia inicial é nula, i.e. E(0) = 0, então a energia fica nula para todos
os tempos t ≥ 0

• Use esta observação para dar uma prova alternativa do teorema de unicidade 4.2 .

• Use esta observação para provar o seguinte teorema de estabilidade: se u e v são soluções
da equação de calor homogénea no intervalo [0, `] com condições de fronteira nulas, então∫ `

0

(u(x, t)− v(x, t))
2
dx ≤

∫ `

0

(u(x, 0)− v(x, 0))
2
dx .

5. (movimento Browniano) No modelo do movimento Browniano proposto por Einstein em
19052, a densidade de probabilidade P (x, t) de encontrar a part́ıcula Browniana na posição
x no tempo t sabendo que ela estava na posição 0 no tempo 0 é a solução não-negativa da
equação da difusão

∂P

∂t
− β ∂

2P

∂x2
= 0

tal que limt→0 P (x, t) = 0 para todo o x 6= 0, e
∫∞
−∞ P (x, t)dx = 1 para todo o tempo t > 0.

O “coeficiente de difusão” é β = RT
Nα , onde R é a constante de gás perfeito, T a temperatura

absoluta, N o número de Avogadro, e α = 6πηρ um coeficiente de fricção (que depende da
viscosidade dinâmica η do ĺıquido e do raio ρ da part́ıcula Browniana).

• Verifique que a Gaussiana

Pt(x) =
1

2
√
πβt

e−x
2/(4βt) .

resolve o problema do movimento Browniano.

2A. Einstein, Über die von der molekularkinetischen Theorie der Wärme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flüssigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549, 1905 [English translation in A. Einstein, Investigations
on the Theory of Brownian Movement, Dover, New York, 1956].
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• Verifique que o seu integral na reta real é igual a um (calcule o quadrado do integral,
que é equivalente a um integral no plano, usando coordenadas polares).

• Verifique que

Pt+s(x) =

∫ ∞
−∞

Pt(y)Ps(x− y) dy

e interprete este facto.

• Calcule o caminho quadrático médio da part́ıcula Browniana no tempo t, definido por

〈
x(t)2

〉
=

∫ ∞
−∞

x2Pt(x) dx .

6. (equação de Burgers) Considere a equação de Burgers

ut = µuxx + uux

com viscosidade µ > 0.

• (substituição de Cole3-Hopf 4) Mostre que se v(x, t) é uma solução da equação de calor
vt = µvxx, então

u = 2
∂

∂x
log v =

2

v
vx

é uma solução da equação de Burgers ut = µuxx + uux.

3J.D. Cole, On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics, Quart. Appl. Math. 9 (1951),
225-236.

4E. Hopf, The partial differential equation ut+ uux = µuxx, Comm. Pure and Appl. Math., 3 (1950), 201-230.
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5 Ondas

1. (equação de onda) A equação de onda para o campo u(x, t), com x num domı́nio Ω ⊂ Rn e
t ∈ R, é

utt − c2 ∆u = 0 (5.1)

onde c > 0 é a velocidade de propagação das ondas. Os f́ısicos também usam a notação
�u = 0, onde � := ∂tt −∆ é o operador de d’Alembert, em unidades em que c = 1.

• Mostre que a substituição τ = ct transforma a equação de onda (5.1) em uττ −∆u = 0.

• Mostre que se u(x, t) é uma solução da equação de onda (5.1) , então também v(x, t) :=
u(x− a, t) é solução, para todo a ∈ Rn (invariância por translações).

• Mostre que se u(x, t) é uma solução da equação de onda (5.1) , então também v(x, t) :=
u(λx, λt) é solução, para todo λ > 0 (invariância por homotetias).

• Verifique que as ondas planas

uξ(x, t) := Aei(ξ·x−ωt)

são soluções da equação das ondas utt = c2∆u no “espaço-tempo” Rn×R, se a frequência
ω e o número de onda ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn satisfazem a relação de dispersão

ω2 − c2‖ξ‖2 = 0 .

• Escreva a equação de onda em coordenadas esférifcas no espaço R3.

2. (solução de d’Alembert da equação de onda) A equação de onda em uma dimensão (espacial)
é

utt − c2uxx = 0 (5.2)

A mudança de variáveis independentes (x, t) 7→ (ξ, η), onde ξ = x+ct e η = x−ct, transforma
a equação de onda (5.2) na forma canónica

vξη = 0 , (5.3)

para a função v(ξ, η) := u(x(ξ, η), t(ξ, η)), ou seja,(
∂

∂t
− c ∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
v = 0 ,

A solução geral de (5.3) é uma sobreposição f(ξ) + g(η), i.e.

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct) ,

de duas “ondas viajantes” (traveling waves) com velocidades ±c e perfis f e g (duas funções
diferenciáveis arbitrárias).

Teorema 5.1 (fórmula de d’Alembert5). A solução da equação de onda na reta real com
condições iniciais u(x, 0) = φ(x) e ut(x, 0) = ψ(x) é dada por

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ ct) + φ(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
ψ(y) dy (5.4)

O valor da solução u no ponto (x, t) do expaço-tempo depende apenas (e é soma das médias
aritméticas!) dos valores iniciais nos pontos x ± ct e dos valores iniciais da derivada no
intervalo (x− ct, c+ ct).

5J.-B. le Rond D’Alembert, Recherches sur la courbe que forme une corde tendu mise en vibration, Histoire de
l’acadmie royale des sciences et belles lettres de Berlin 3 (1747), 214-219.
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• Considere a mudança de coordenadas do plano (x, t) 7→ (ξ, η), onde ξ = x + ct e
η = x− ct. Verifique que

∂

∂x
=

∂

∂ξ
+

∂

∂η

∂

∂t
= c

(
∂

∂ξ
− ∂

∂η

)
Deduza que (5.2) é equivalente a (5.3).

• Prove a fórmula de d’Alembert, ou seja, resolva o sistema (não linear!)

f + g = φ

c(f ′ − g′) = ψ

para as funções f e g (os perfis das ondas viajantes).

• Mostre que, se as condições iniciais φ(x) e ψ(x) são nulas fora dum intervalo [−L,L],
então a solução u(x, t) é nula fora do intervalo [−L− ct, L+ ct], e dê uma interpretação.

• Determine uma solução quando as condições iniciais são

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) = cos(2πx) ,

ou

u(x, 0) = e−x
2

e
∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

• Mostre que, se as condições iniciais u(x, 0) = φ(x) e ∂u
∂t (x, 0) = ψ(x) são funções ı́mpar,

então a solução de d’Alembert u(x, t) é uma função ı́mpar de x para cada tempo t. Use
esta observação para resolver o problema das ondas na semi-reta x ≥ 0 com condição
de fronteira nula u(0, t) = 0 (condições de fronteira de Dirichlet).

• [St08] 2.1.

3. (energia, unicidade e estabilidade) As pequenas vibrações de uma corda vibrante com densi-
dade linear ρ, tensão k e comprimento `, são modeladas pela ‘equação da corda vibrante”

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

onde u(x, t) denota o deslocamento transversal, na posição x ∈ [0, `] e o tempo t ∈ R, e
c =

√
k/ρ. A unicidade das soluções é também consequência de um prinćıpio f́ısico: a

conservação da energia. A energia de uma corda vibrante é

E(t) :=
1

2

∫ `

0

(
ρ (ut)

2
+ k (ux)

2
)
dx

Se u(0, t) = u(`, t) = 0 para todos os tempos t, então a energia é uma constante do movimento,
pois

d

dt
E(t) =

∫ `

0

(ρututt + kuxutx) dx

= [kutux]
`
0 +

∫ `

0

(
ρututt − kutu2

x

)
dx

=

∫ `

0

ρut
(
utt − c2uxx

)
dx = 0 .

Teorema 5.2 (Unicidade das soluções). Existe no máximo uma solução de classe C2 da
equação da corda vibrante forçada

utt − c2uxx = f(x, t)

no intervalo [0, `], dadas umas condições iniciais u(x, 0) = ϕ(x) and ut(x, 0) = ψ(x) e
condições de fronteira u(0, t) = λ(t), u(`, t) = µ(t).
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Demonstração. A diferênça w = u1 − u2 entre duas soluções, u1 e u2, é uma solução da
equação de onda utt − c2uxx = 0 com condições iniciais e de fronteira triviais. A energia de
w é igual ao seu valor inicial, que é zero. Portanto ∂w/∂x e ∂w/∂t são identicamente nulas,
e de consequência w é constante e igual ao seu valor inicial, que também é nulo.

Teorema 5.3 (Estabilidade das soluções). Para cada ε > 0 e cada tempo T > 0 existe um
δ = δ(ε, T ) > 0 tal que, se u1 e u2 são duas soluções da equação de onda utt − uxx = 0 com
condições iniciais que diferem por menos de |u1(x, 0)− u2(x, 0)| ≤ δ então

|u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ ε

para cada posição x ∈ R e cada tempo 0 ≤ t ≤ T .

Demonstração. Se os valores absolutos das condições iniciais u(x, 0) e ut(x, 0) são limitadas
por δ, a fórmula de d’Alembert (5.4) diz que a solução da equação de onda na reta é limitada
por |u(x, t)| ≤ δ + δt. Em particular, para tempos 0 ≤ t ≤ T , a solução é limitada por
δ(1 + T ). Portanto, basta considerar δ(ε, T ) = ε/(1 + T ).

• [St08] 2.2.

4. (equação de Korteweg-de Vries) Considere a equação de Korteweg-de Vries 6 (KdV)

ut + uxxx + 6uux = 0 . (5.5)

• Mostre que u(x, t) := φ(x− vt−x0) é uma solução da (5.5) se φ é uma solução da EDO

−vφ′ + φ′′′ + 6φφ′ = 0 ,

e portanto se existe uma constante c tal que φ é uma solução da equação de Newton

φ′′ = −3φ2 + vφ+ c

• Verifique que a “secante hiperbólica”

sech(x) :=
1

cosh(x)
=

2

ex + e−x

é solução da EDO
f ′′ = −2f2 + f

com condições de fronteira f(±∞) = 0.

• Deduza que

u(x, t) =
v

2
sech

(√
v

2
(x− vt− x0)

)
é uma solução da (5.5), que descreve uma “onda solitária” (soliton), localizada numa
vizinhança de x0 + vt, que viaja com velocidade v.

6D.J. Korteweg and G. de Vries, On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal, and
on a New Type of Long Stationary Wave, Philosophical Magazine 39 (1894), 422-443
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6 Separação de variáveis, harmónicas e modos

1. (corda vibrante e harmónicas) As pequenas vibrações transversais de uma corda de compri-
mento `, tensão k e densidade linear ρ são modeladas pela equação de onda

utt − c2uxx = 0 , (6.1)

com condições de fronteira (condições de Dirichlet)

u(0, t) = u(`, t) = 0 ∀ t ,

onde u(x, t) denota o deslocamento transversal da corda na posição x ∈ [0, `] e no tempo t, e
c =

√
k/ρ. Para ter fórmulas simples, consideramos ` = π (que corresponde a uma mudança

de variável x 7→ x′ = πx/`)

O produto u(x, t) = X(x)T (t) é uma solução “separável” da equação de onda (6.1) se
X T ′′ = c2X ′′ T , e portanto se existe uma constante λ ∈ R tal que

X ′′ = λX e T ′′ = λc2T .

As únicas soluções não triviais do problema de Sturm-Liouville X ′′ = λX no intervalo [0, π]
com condições de fronteira nulas X(0) = X(π) = 0 são proporcionais a Xn(x) = sin(nx) e
têm valores próprios λn = −n2 , com n = 1, 2, 3, . . . . Para cada um destes valores de λn, Tn
é solução da equação do oscilador harmónico T ′′n = −n2c2Tn de frequência nc. As soluções
separáveis do problema da corda vibrante são portanto as ondas estacionárias

un(x, t) =
(
an cos (nct) + bn sin (nct)

)
sin (nx)

= An sin (nct+ τn) sin (nx)

com n = 1, 2, 3, . . . , onde os coeficientes an e bn, ou a amplitude An =
√
a2
n + b2n, e a fase

τn = arctan(an/bn), são constantes arbitrárias (que dependem das condições iniciais). A
linearidade da equação de ondas implica o prinćıpio de sobreposição: toda sobreposição de
soluções ainda é uma solução. Em particular, se as condições iniciais são sobreposições finitas
de harmónicas

u(x, 0) =
∑
n

an sin (nx) e ut(x, 0) =
∑
n

bn sin (nx) ,

então a solução é (a unicidade vem do teorema de unicidade 5.2)

u(x, t) =
∑
n

(
an cos (nct) +

bn
nc

sin (nct)
)

sin (2πx/`n) .

Primeiras 5 harmónicas de uma corda vibrante.

No caso geral em que o comprimento é `, as ondas estacionárias são

un(x, t) = An sin (2πνnt+ τn) sin (2πx/`n) , com n = 1, 2, 3, . . .

onde as frequências próprias e os comprimentos de onda são

νn := n
c

2`
e `n :=

2`

n
,
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com n = 1, 2, 3, . . . , respetivamente. A primeira frequência, ν1 = c/`1, é dita som (ou tom,
ou modo) fundamental, e as outras, νn = nν1 = c/`n, com n = 2, 3, 4, . . . , são ditas n-ésimas
harmónicas (ou overtones) da corda.

Por exemplo, se a fundamental é o A4 de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
então a segunda harmónica é o A5 de 880 Hz, a terceira está próxima do E6 de 1318.5 Hz, a
quarta é o A6 de 1760 Hz, a quinta está próxima do C]7 de 2217.5 Hz, a sexta está próxima
do E7 de 2637 Hz, a sétima está próxima do G7 de 3136 Hz, . . . Em particular, as primeiras
harmónicas contêm a “fundamental” A, a “quinta justa” E a “terça maior” C], as três notas
(“tŕıade maior”) do “acorde maior”! 7

Primeiras 12 harmónicas de uma corda cuja fundamental é C.

• Mostre que a energia

E :=
1

2

∫ `

0

(
ρu2

t + ku2
x

)
dx

é uma constante do movimento, ou seja, que d
dtE = 0 (calcule a derivada e integre por

partes).

• Mostre que a energia de uma onda estacionária

un(x, t) = An sin (2πνnt+ τn) sin (2πx/`n)

é dada por
En = π2MA2

nν
2
n ,

onde M = ρ` é a massa da corda.

• Determine as vibrações de uma corda de comprimento ` = π dadas as condições iniciais

u(x, 0) = sin(3x) e ut(x, 0) = 2 sin(4x) ,

ou
u(x, 0) = 3 sin(x)− sin(2x) e ut(x, 0) = sin(3x) .

• A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensão de 70 N (ou seja, ' 7.1 Kg), vibra com frequências 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o Lá5 de 880 Hz com esta corda?

• [St08] 4.1.

2. (problema de Sturm-Liouville) O problema de Sturm-Liouville consiste em determinar cons-
tantes λ ∈ R e correspondentes funções u(x), definidas num intervalo x ∈ [a, b], que resolvam
a equação

− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = λw(x)u

com condições de fronteira u(a) ou u′(a) = A e u(b) ou u′(b) = B, dadas umas funções p(x)
e w(x). Se definimos o operador L como

Lu :=
1

w(x)

(
− d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u

)
=

1

w
(−(pu′)′ + qu)

então o problema de Sturm-Liouville consiste em resolver

Lu = λu

ou seja, determinar os valores próprios λ e as correspondentes funções próprias u de L.

7To learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/

http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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• Determine os valores próprios e as funções próprias de

u′′ = −λu

no intervalo x ∈ [0, π] com condições de fronteira u(0) = u(π) = 0.

• Determine os valores próprios e as funções próprias de

u′′ = −λu

no intervalo x ∈ [0, π] com condições de fronteira u′(0) = u′(π) = 0.

• Determine os valores próprios e as funções próprias de

u′′ = −λu

no intervalo x ∈ [0, π] com condições de fronteira u(0)− u′(0) = u(π)− u′(π) = 0.

• Mostre que as funções próprias u(r), com 0 < r <∞, de

r2u′′ + ru′ = n2u

quando n ∈ Z, são u±(r) = r±n se n 6= 0, e u0(r) = 1 ou u0(r) = log r se n = 0.

3. (separação de variáveis) O método de separação de variáveis para determinar soluções de
uma EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas variáveis x e t, consiste em substituir
a conjetura

u(x, t) = X(x)T (t)

na equação, e deduzir (AxX)T = (BtT )X, onde Ax e Bt são operadores diferenciais lineares
nas variáveis x e t, respetivamente. A igualdade então implica que existe uma constante λ
tal que X e T satisfazem as equações de Sturm-Liouville

AxX = λX e BtT = λT .

As condições de fronteira determinam certos valores próprios λ e as correspondentes funções
próprias admisśıveis Xλ(x) e Tλ(t), e portanto as soluções separáveis Xλ(x)Tλ(t). Pelo
prinćıpio de sobreposição são também soluções combinações lineares (finitas)

u(x, t) =
∑
λ

cλXλ(x)Tλ(t) ,

com cλ ∈ R.

• Determine, se posśıvel, soluções separáveis das seguintes EDPs.

ux + uy = 0 tuxx + ut = 0 ut = 2ux

uxx + uxy + uyy = 0 uxx + uxy + uy = 0 utx = ux

uxx + uyy + uzz = 0 yuxx + xuyy + xyuzz = 0 utx = 0

4. (vibrações amortecidas) Considere a equação da corda vibrante “amortecida”

utt − c2uxx + 2αut = 0 .

em 0 ≤ x ≤ π, onde α > 0 é um coeficiente de atrito, com condições de fronteira nulas
u(0, t) = u(π, t) = 0.

• Mostre que a conjectura un(x, t) = qn(t) sin (nx) implica que qn(t) satisfaz a EDO

q̈n + ω2
nqn + 2αq̇n = 0 ,

com frequência ω2
n = (cn)2.

• Deduza as soluções separáveis do problema com atrito pequeno (i.e. α2 < ω2
1).
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5. (condução de calor com temperatura constante na fronteira) A condução de calor num fio
condutor de comprimento π (para ter fórmulas simples; se o comprimento for `, basta fazer a
mudança de variável x 7→ x′ = πx/`) e difusividade térmica β > 0 é modelada pela equação
de calor

ut − βuxx = 0 (6.2)

onde u(x, t) é a temperatura na posição x e no instante t. Colocamos o problema de resolver
o problema com condições de fronteira constantes, u(0, t) = a e u(π, t) = b para todos os
tempos t ≥ 0. A função

w(x, t) := a+
b− a
π

x

é uma solução estacionária, i.e. independente do tempo (o limite esperado do perfil de
temperatura quando t → ∞). Então a solução da equação de calor (6.2) com condições de
fronteira constantes u(0, t) = a e u(π, t) = b é igual a

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t) ,

onde v(x, t) é a solução da equação de calor (6.2) com condições de fronteira nulas (i.e. de
Dirichlet) v(0, t) = v(π, t) = 0.

Um cálculo análogo ao da corda vibrante mostra que as soluções separáveis da equação de
calor (6.2) com condições de fronteira nulas são (proporcionais a)os modos

vn(x, t) = e−βn
2t sin

(πn
`
x
)

com n = 1, 2, 3, . . . . Pelo prinćıpio de sobreposição, uma sobreposição finita de modos

v(x, t) =
∑
n≥1

bne
−βn2t sin (nx)

é uma solução da equação com condições de fronteira nulas v(0, t) = 0 e v(`, t) = 0 e condição
inicial

v(x, 0) =
∑
n≥1

bn sin (xx)

É importante observar que o limite de v(x, t) quando t→∞ é a função identicamente nula,
e portanto o limite de u(x, t) é a solução estacionária w(x, t), como esperado.

• Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10−2cm2/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatórios mantidos a temperatura
constante de 0oC. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(x, 0) = sin
( π

1m
x
)
× 60oC ,

quanto tempo é necessário esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4oC? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0oC e
100oC, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

• Determine as soluções da equação de calor num condutor de comprimento π com
condições de fronteira nulas, u(0, t) = 0 e u(π, t) = 0, e condição inicial

u(x, 0) = sin(x) + 3 sin(2x) ,

ou
u(x, 0) = π sin(7x)− sin(5x).
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6. (condução de calor num condutor isolado) A condução de calor num fio condutor termica-
mente isolado de comprimento π e difusividade térmica β > 0 é modelada pela equação de
calor

ut − βuxx = 0 ,

em 0 ≤ x ≤ π, com condições de fronteira (condições de Neumann)

ux(0, t) = ux(π, t) = 0 ∀ t > 0

(o fluxo é proporcional ao gradiente de temperatura). As soluções separáveis são os modos

un(x, t) = e−βn
2t cos (nx)

com n = 0, 1, 2, 3, . . . Pelo prinćıpio de sobreposição, uma sobreposição finita de modos

u(x, t) = a0 +
∑
n≥1

ane
−βn2t cos (nx)

é uma solução com condição inicial

u(x, 0) = a0 +
∑
n≥1

an cos (nx) .

O limite de u(x, t) quando t→∞ é o coeficiente a0, que é a média dos valores inicias

a0 =
1

π

∫ `

0

u(x, 0) dx

(pois os cos(nx), com n ≥ 1, têm média nula em [0, π]).

• Mostre que o “calor”

Q(t) := C

∫ `

0

u(x, t) dx ,

onde C = mc é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor
espećıfico c) é constante, ou seja, que d

dtQ(t) = 0.

• Determine as soluções da equação de calor num condutor isolado de comprimento π com
condição inicial

u(x, 0) = cos(x) + 3 cos(2x) ,

ou
u(x, 0) = 3− cos(5x).

• [St08] 4.2.

7. (condução de calor num condutor circular) Também podemos considerar um condutor isolado
circular, por exemplo uma circunferência de comprimento 2π (a circunferência unitária S =
{eix , x ∈ R/2πZ} ⊂ C). Neste caso, não há fronteira, e de consequência não há condições
de fronteira, mas condições de periodicidade: u(0, t) = u(2π, t) para todos os tempos t ≥ 0.
Então as soluções separáveis da equação de calor (6.2) são

un(x, t) = e−βn
2t (an cos (nx) + bn sin (nx))

com n = 0, 1, 2, 3, . . . . Pelo prinćıpio de sobreposição, uma sobreposição finita de modos

u(x, t) = a0 +
∑
n≥1

e−βn
2t (an cos (nx) + bn sin (nx))

é uma solução com condição inicial

u(x, 0) = a0 +
∑
n≥1

(an cos (nx) + bn sin (nx)) .
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8. (calor com dispersão) Considere a equação de calor com dispersão

ut − βuxx = u

no intervalo 0 ≤ x ≤ ` com condições de fronteira u(0, t) = u(`, t) = 0 para todos os t ≥ 0.

• Verifique que a substituição v(x, t) := e−t u(x, t) transforma a equação acima na equação

vt − βvxx = 0 .

• Determine as soluções separáveis do problema.

9. (ondas e calor no intervalo infinito) Determine soluções separáveis e limitadas das equações
de onda e de calor

utt − c2uxx = 0 e ut − βuxx = 0

com x ∈ R.

10. (equação de Schrödinger livre) A “função de onda” ψ(x, t) de uma part́ıcula livre não-
relativ́ıstica satisfaz a equação de Schrödinger

i~ψt = − ~2

2m
∆ψ ,

onde m é a massa da part́ıcula e ~ é a constante de Planck reduzida.

• Determine soluções separáveis no intervalo x ∈ [0, `] ⊂ R, com condições de fronteira
nulas, ψ(0, t) = ψ(`, t) = 0.

• Mostre que as soluções separáveis e limitadas na reta real são proporcionais a

ψE(x, t) = e−iEt/~eipx/~ ,

onde E ≥ 0 e p =
√

2mE.

• Verifique que as ondas planas

ψ(x, t) = Aei(〈ξ,x〉−ωt)

são soluções separáveis da equação de Schrödinger em R3 se a frequência ω e o número

de onda ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) satisfazem a relação de dispersão ~ω = ~2

2m‖ξ‖
2.

11. (o problema de Fourier) Moral: sabemos resolver o problema da corda vibrante ou os proble-
mas da condução de calor quando as condições iniciais são sobreposições (finitas) de ondas
estacionárias ou modos. Isto levanta o problema de decidir quais funções periódicas f(x)
podem ser representadas, ou pelo menos aproximadas com precisão arbitŕaria, por meio de
combinações lineares de senos e/ou cosenos. Em termos mais concretos, o problema é decidir
quando e em que sentido uma função f(x), peŕıodica de peŕıodo 2π, pode ser representada
como uma série ∑

n∈Z
cne

i2πnx .
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7 Séries de Fourier

1. (epiciclos e deferentes) A ideia de Aristóteles e Platão, de que “todos os movimentos são
combinações de movimentos circulares uniformes” está na base dos calendários calculados por
Iparco e Ptolomeu, e transmitidos pelos árabes no Almagesto. Nestas cosmologias, cada corpo
celeste, estrelas fixas ou errantes, descreve uma circunferência, dita epiciclo, à volta de uma
circunferência, que por sua vez descreve uma circunferência à volta de uma circunferência,
. . . , que por sua vez descreve uma circunferência à volta de uma circunferência inicial, dita
deferente, centrada na Terra. Até o sistema de Copérnico funciona assim: a única novidade,
que também não é uma novidade porque os próprios gregos consideraram esta possibilidade,
é que o centro do deferente é colocado no Sol, ideia que pareceu simplificar muito o modelo.

2. (aproximação de funções periódicas por polinómios trigonométricos) A intuição subjacente é
que todo movimento periódico planar pode ser aproximado com precisão arbitrária por uma
sobreposição finita de movimentos circulares uniformes.8 Este é o conteúdo da Análise de
Fourier. Un polinómio trigonométrico (complexo) de grau ≤ N definido na circunferência
T := R/2πZ (ou seja, periódico de peŕıodo 2π) é uma sobreposição finita

p(t) =

N∑
n=−N

cne
int

de (ondas planas) harmónicas en(t) := eint, com coeficientes cn ∈ C. Se cn = c−n para todos
os n, então o polinómio é real, e pode ser representado como combinação linear real de senos
e cosenos. O problema é o de determinar, fixado um grau N , o polinómio trigonométrico p(t)
que melhor aproxima uma função periódica f(t) (de peŕıodo 2π). A ideia de Bessel (1828) é
escolher os coeficientes ck’s usando o prinćıpio dos mı́nimos quadrados, ou seja, procurando
minimizar a “soma dos quadrados das distâncias” entre f(t) e a sobreposição p(t), o integral∫ π

−π
|f(t)− p(t)|2 dt .

3. (geometria do espaço das funções de quadrado integrável) O problema de minimização de
Bessel admite uma interpretação geométrica. Seja R(T) o espaço vetorial complexo das
funções Riemann-integráveis f : R/2πZ → C definidas na circunferência R/2πZ ≈ (−π, π]
(ou, equivalentemente, definidas na reta real e periódicas de peŕıodo 2π), munido do produto
interno e da norma L2, definidos por

〈f, g〉2 :=
1

2π

∫ π

−π
f(t) g(t) dt e ‖f‖2 :=

√
〈f, f〉2

8G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, Series 9, Band 12, No. 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
See also Mark Eichenlaub’s answer in Fourier transform for dummies and this video.

http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004
http://math.stackexchange.com/questions/1002/fourier-transform-for-dummies
http://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
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respetivamente. Apesar do nome, esta norma não é estritamente positiva, pois pode acontecer
que ‖f‖2 = 0 para funções f que não são identicamente nulas. Os matemáticos dizem que este
é um espaço pré-Hilbertiano. O produto interno permite definir a ortogonalidade, e portanto
enunciar o teorema de Pitágoras. O produto interno e a norma L2 também satisfazem a

Teorema 7.1 (desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se f, g ∈ R(R/2πZ), então

| 〈f, g〉2 | ≤ ‖f‖2 ‖g‖2

Demonstração. Se ‖f‖2 = 0 ou ‖g‖2 = 0 a desigualdade é trivial. Nos outros casos, a
desigualdade elementar |2ab| ≤ |a|2 + |b|2 implica que, se λ > 0,

|f(x) g(x)| ≤ 1

2
(λ|f(x)|2 + λ−1|g(x)|2) ,

e portanto, integrando, que

| 〈f, g〉2 | ≤
1

2

(
λ‖f‖22 + λ−1‖g‖22

)
.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz segue ao escolher λ = ‖g‖2/‖f‖2.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que a norma satisfaz a desigualdade do triângulo
‖f + g‖2 ≤ ‖f‖2 + ‖g‖2. Então o quociente R(R/2πZ)/ ∼ pela relação de equivalência f ∼ g
se ‖f − g‖ = 0 é um espaço euclidiano complexo (de dimensão infinita).

As harmónicas, ou ondas planas (ou carácteres, na linguagem dos matemáticos),

en(t) := eint

com n ∈ Z, formam um sistema ortonormado, pois 〈en, em〉2 = 0 se n 6= m, e ‖en‖2 = 1.

• Verifique as relações de ortogonalidade

〈en, em〉2 =
1

2π

∫ π

−π
einxe−imx dx =

{
1 se n = m
0 se n 6= m

4. (coeficientes de Fourier e desigualdade de Bessel) Fixado um inteiro N ≥ 0, seja EN ≈ C2N+1

o subsespaço de dimensão finita de R(R/2πZ) gerado pelas harmónicas en’s com |n| ≤ N .
Os vetores/pontos de EN são chamados polinómios trigonométricos de grau N , e são somas
finitas

v(t) =

N∑
n=−N

cne
int

com coeficientes cn ∈ C. Usando a identidade de Euler eiθ = cos(θ) + i sin(θ), é também
posśıvel representar os pontos de EN como combinações lineares de cos(nt) e sin(nt), com
0 ≤ n ≤ N .

Dada uma função f ∈ R(R/2πZ), colocamos o problema de minimizar a sua distância ‖f−v‖
com os pontos do subespaço EN . A intuição geométrica (nos espaços de dimensão finita)
sugere que o mı́nimo seja atingido quando v é igual a projeção ortogonal de f sobre EN , o
polinómio trigonométrico

SNf =
∑
|n|≤N

cnen ,

onde os coeficientes cn são os produtos internos (i.e. as componentes)

cn = 〈f, en〉n =
1

2π

∫ π

−π
f(t) e−int dt ,
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Os cn’s são chamados coeficientes de Fourier de f relativamente ao sistema ortonormado
dos en’s. De fato, um cálculo elementar mostra que a diferênça f − SNf é ortogonal a EN
(sendo ortogonal a todas as harmónicas en ∈ EN ), e portanto, se w ∈ EN é qualquer outro
ponto, pelo teorema de Pitágoras

‖f − w‖22 = ‖(f − SNf) + (SNf − w)‖22
= ‖f − SNf‖22 + ‖SNf − w‖22 ≥ ‖f − SNf‖22 .

Mais um cálculo elementar mostra que o quadrado da distância entre f e SNf é

0 ≤ ‖f − SNf‖22 = ‖f‖22 −
∑
|n|≤N

|cn|2 (7.1)

Em particular, a série de termos não-negativos
∑
n |cn|2 é limitada, logo convergente. No

limite quando N →∞ obtemos a

Teorema 7.2 (desigualdade de Bessel). Se f ∈ R(R/2πZ) e cn = 〈f, en〉2 são os seus
coeficientes de Fourier, então ∑

n∈Z
|cn|2 ≤ ‖f‖22

• Considere o espaço EN munido do produto interno 〈·, ·〉2. Mostre que o operador La-
placiano ∆ : EN → EN é auto-adjunto, e que é diagonal na base formada pelos en’s.
Calcule a sua matriz nesta base (ou seja, os seus valores próprios).

5. (geometria do espaço `2(Z)) Os coeficientes de Fourier de uma função integrável são sucessões
(cn)n∈Z tais que

∑
n |cn|2 <∞. O espaço de todas estas sucessões é chamado `2(Z), e pode

ser munido de um produto interno

〈c, d〉 :=
∑
n∈Z

cndn

que induz a norma

‖c‖ :=
√
〈c, c〉 =

(∑
n∈Z
|cn|2

)1/2

A desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaço `2(Z) é∣∣∣∣∣∑
n∈Z

cndn

∣∣∣∣∣ ≤
(∑
n∈Z
|cn|2

)1/2 (∑
n∈Z
|dn|2

)1/2

Portanto a “transformada de Fourier”, o operador F : f 7→ (cn), que associa a cada função
integrável na circunferência a sucessão dos seus coeficientes de Fourier, envia R(R/2πZ) em
`2(Z). A desigualdade de Bessel diz que este operador não dilata as normas.

6. (séries de Fourier) Seja f(x) é uma função integrável em R/2πZ, ou seja, uma função f : R→
C periódica de peŕıodo 2π, e portanto determinada pelos seus valores no intervalo (−π, π].
A série de Fourier (complexa) de f(x) é a série formal

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
cn e

inx (7.2)

(o śımbolo “∼” é apenas uma notação para dizer que a série à direita, que pode não ser
convergente!, é a série de Fourier da função à esquerda!), onde os coeficientes de Fourier
(complexos) de f são os números complexos

cn = f̂(n) :=
1

2π

∫ π

−π
f(x) e−inx dx (7.3)
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Em particular, o coeficiente c0 é a média de f no intervalo [−π, π] (ou em qualquer outro
intervalo de comprimento 2π).

As “somas parciais da série de Fourier” são os polinómios trigonométricos

SNf(x) =

N∑
n=−N

cn e
inx .

Usando a fórmula de Euler eiθ = cos(θ)+i sin(θ), a série de Fourier (7.2) pode ser representada
como uma série de senos e cosenos

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx)) (7.4)

onde a0/2 = c0, e an = cn + c−n e bn = i (cn − c−n) se n ≥ 1, ou seja,

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos (nx) dx e bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sin (nx) dx .

É evidente que se f tem valores reais então também os seus coeficientes an e bn são reais.

Se f(x) é par, então cn = c−n, logo bn = 0, para todos os n ≥ 1, e a série de Fourier de f é
uma série de cosenos a0/2 +

∑
n an cos(nx) com coeficientes

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cos (nx) dx .

Se f(x) é ı́mpar, então cn = −c−n, logo an = 0, para todos os n ≥ 0, e a série de Fouier de
f é uma série de senos

∑
n an sin(nx) com coeficientes

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sin (nx) dx .

• Determine as séries de Fourier das seguintes funções periódicas de peŕıodo 2π definidas,
no intervalo [−π, π] por (as soluções estão no formulário!)

f(θ) = θ , f(θ) = |θ| , f(θ) = θ2 ,

Θ(θ) :=

{
1 se 0 ≤ θ < π
0 se − π ≤ θ < 0

, 2Θ(θ)− 1 =

{
1 se 0 ≤ θ < π
−1 se − π ≤ θ < 0

.

Z(x) :=

 π − x se π
2 ≤ x < π

x se − π
2 ≤ x <

π
2

−π − x se − π ≤ x < −π2

• Mostre que a série de Fourier complexa da função sawtooth (dente de serra) S(θ),
periódica de peŕıodo 2π e definida por

S(θ) :=

{
π − θ se 0 ≤ θ < π
−π − θ se − π ≤ θ < 0

no intervalo −π ≤ θ < π, é

S(θ) ∼ 1

i

∑
n 6=0

einθ

n
= 2

∑
n≥1

1

n
sin(nθ) .
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• Mostre que a série de Fourier complexa da função square wave Q(θ), periódica de
peŕıodo 2π e definida por

Q(x) :=

{
+1 se |x| < π/2
−1 se π/2 ≤ x ≤ π

no intervalo −π ≤ θ < π, é

Q(x) ∼ 2

π

∑
n 6=0

sin(nπ/2)

n
e−inx =

4

π

(
cos(x)− 1

3
cos(3x) +

1

5
cos(5x)−

)
.

• [St08] 5.1, 5.2.

7. (séries de Fourier e séries de Laurent) Seja g(z) é uma função holomorfa numa região Ω ⊂ C
que contém a circunferência unitária S := {z ∈ C s.t. |z| = 1}. A sua expansão em série de
Laurent centrada em p = 0,

g(z) =

∞∑
−∞

cnz
n

pode ser escrita, nos pontos z = eiθ ∈ S (i.e. com θ ∈ R/2πZ), como

g(eiθ) =

∞∑
n=−∞

cne
inθ

onde

cn =
1

2πi

∮
|z|=1

g(z)

zn+1
dz =

1

2π

∫ π

−π
g(eiθ)e−inθ dθ .

Os “coeficientes” cn da série de Laurent de g(z) são portanto os coeficientes de Fourier da
função f(θ) := g(eiθ), periódica de peŕıodo 2π.

8. (fórmulas para séries de Fourier num intervalo genérico) Seja f(x) é uma função integrável
em R/2`Z, ou seja, uma função f : R→ C periódica de peŕıodo 2`, e portanto determinada
pelos seus valores no intervalo [−`, `]. A série de Fourier (real) de f(x) é

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

(
an cos

(πn
`
x
)

+ bn sin
(πn
`
x
))

onde os coeficientes de Fourier de f são definidos pelos integrais

an :=
1

`

∫ `

−`
f(x) cos

(πn
`
x
)
dx e bn :=

1

`

∫ `

−`
f(x) sin

(πn
`
x
)
dx .

Também é útil, na resolução de problemas como a corda vibrante ou a popagação de calor,
desenvolver funções, definidas num intervalo [0, π), em séries de apenas senos ou apenas
cosenos.

A série de Fourier de senos da função f(x), definida no intervalo 0 ≤ x ≤ `, é a série de
Fourier da extensão ı́mpar 2`-periódica de f , ou seja,

f(x) ∼
∞∑
n=1

bn sin
(πn
`
x
)

onde bn =
2

`

∫ `

0

f(x) sin
(πn
`
x
)
dx .

A série de Fourier de cosenos da função f(x), definida no intervalo 0 ≤ x ≤ `, é a série de
Fourier da extensão par 2`-periódica de f , ou seja,

f(x) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos
(πn
`
x
)
, onde an =

2

`

∫ `

0

f(x) cos
(πn
`
x
)
dx .
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• Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, da extensão ı́mpar e 2π-periódica)
das seguintes funções definidas no intervalo 0 ≤ θ < π (algumas soluções estão no
formulário!):

1 1− cos(2θ) f(θ) =

{
θ se 0 ≤ θ < π/2

π − θ se π/2 ≤ θ < π

• Determine as séries de Fourier de cosenos (ou seja, da extensõao par e 2π-periódica)
das seguintes funções definidas no intervalo 0 ≤ θ < π (algumas soluções estão no
formulário!):

1 sin(2θ) π − θ

9. (lema de Riemann-Lebesgue) Uma função f , definida num intervalo [a, b], é seccionalmente
cont́ınua se é cont́ınua em todos os pontos do intervalo exceto num número finito de pontos
a ≤ x1 < x2 < · · · < xn ≤ b, onde admite limites laterais f(x±) = limx→x±k

f(x) finitos.

Uma função seccionalmente cont́ınua é integrável.

Se a função f é limitada então os coeficientes de Fourier também são limitados. De fato, se
|f(x)| ≤M então

|f̂(n)| =
∣∣∣∣ 1

2π

∫ π

−π
f(x) einx dx

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ π

−π
M dx ≤M .

Se f é cont́ınua, a intuição sugere que os coeficientes f̂(n) com |n| grande sejam pequenos.
A ideia é que as harmónica einx = cos(nx) + i sin(nx) com |n| � 1 oscilam rapidamente
em intervalos pequenos, onde f não varia muito por ser cont́ınua, e portanto acontecem
cancelações entre termos positivos e termos negativos.

Teorema 7.3 (lema de Riemann-Lebesgue). Se f : R/2πZ → C é integrável (por exemplo,

seccionalmente cont́ınua) então f̂(n)→ 0 quando n→ ±∞.

Demonstração. A desigualdade de Bessel 7.2 diz que se f é uma função integrável então
a série

∑
n |cn|2 é convergente. Mas os termos de uma série convergentes decrescem para 0

quando n→ ±∞.

10. (derivadas e coeficientes de Fourier) A relação entre séries de Fourier e derivadas está no
seguinte facto.

Teorema 7.4. Se a k-ésima derivada de f existe e é integrável, por exemplo se f é de
classe Ck, então os coeficientes de Fourier da k-ésima derivada de f são

f̂ (k)(n) = (in)k f̂(n)

Demonstração. Se f ′ é integrável, então os seus coeficientes de Fourier são

f̂ ′(n) =
1

2π

∫ π

−π
f ′(x) e−inx dx

=
1

2π

[
f(x) e−inx

]π
−π −

1

2π

∫ π

−π
f(x) (−in) e−inx dx

= in
1

2π

∫ π

−π
f(x) e−inx dx = in f̂(n)

O teorema segue por indução.
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Esta relação simples entre coeficientes de Fourier e derivadas é a razão principal da utilidade
das séries de Fourier na análise das equações diferenciais. Diz é que a “transformada de
Fourier”, o operador F : f 7→ f̂ , que envia uma função f(x) na sucessão (cn)n∈Z dos seus co-
eficientes de Fourier, transforma derivadas f 7→ f ′ em produtos cn 7→ in cn. De consequência,
no espaço dos coeficientes de Fourier, uma equação diferencial é uma equação algébrica!

O lema de Riemann-Lebesgue 7.3 aplicado à k-ésima derivada então implica que

Teorema 7.5. Os coeficientes de Fourier de uma função de classe Ck decaem mais rápido
que |n|−k, ou seja,

f̂(n) = o(|n|−k)

quando n→ ±∞.

De consequência, os coeficientes de Fourier de uma função de classe C∞ decrescem mais
rápido que o inverso de qualquer potência |n|k.

• Determine a série de Fourier de uma função periódica de peŕıodo 2π (i.e uma função
f : R/2πZ→ C) e de classe C1 que resolva a “equação cohomológica”

f ′ = 0

ou a equação de Laplace
f ′′ = 0 .
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Séries de Fourier em [−π, π]

função ∼ série de Fourier coefficientes de Fourier

(x ∈ [−π, π]) (n ∈ Z)

complexa f(x) ∼
∑∞
−∞ cne

inx cn := 1
2π

∫ π
−π e

−inxf(x) dx

real f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 (an cos (nx) + bn sin (nx)) an := 1

π

∫ π
−π f(x) cos (nx) dx

bn := 1
π

∫ π
−π f(x) sin (nx) dx

Algumas séries de Fourier em [−π, π]

função em [−π, π] ∼ série de Fourier

x ∼ 2
(
sin(x)− 1

2 sin(2x) + 1
3 sin(3x)− 1

4 sin(4x) + . . .
)

x2 ∼ π2

3 − 4
(
cos(x)− 1

4 cos(2x) + 1
9 cos(3x)− 1

16 cos(4x) + . . .
)

|x| ∼ π
2 −

4
π

(
cos(x) + 1

9 cos(3x) + 1
25 cos(5x) + 1

49 cos(7x) + . . .
)

Θ(x) :=

{
1 se 0 ≤ x < π
0 se − π ≤ x < 0

∼ 1
2 + 2

π

(
sin(x) + 1

3 sin(3x) + 1
5 sin(5x) + 1

7 sin(7x) + . . .
)

2Θ(x)− 1 :=

{
1 se 0 ≤ x < π
−1 se − π ≤ x < 0

∼ 4
π

(
sin(x) + 1

3 sin(3x) + 1
5 sin(5x) + 1

7 sin(7x) + . . .
)

Z(x) :=

 π − x se π
2 ≤ x < π

x se − π
2 ≤ x <

π
2

−π − x se − π ≤ x < −π2
∼ 4

π

(
sin(x)− 1

9 sin(3x) + 1
25 sin(5x)− 1

49 sin(7x) + . . .
)

S(x) :=

{
π − x se 0 ≤ x < π
−π − x se − π ≤ x < 0

∼ 2
(
sin(x) + 1

2 sin(2x) + 1
3 sin(3x) + 1

4 sin(4x) + . . .
)
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8 Convergência das séries de Fourier

1. (sucessões e séries de funções) Seja (fn) uma sucessão de funções fn : X → C (ou R), definidas
numa região X ⊂ Rd fixada (por exemplo, um intervalo [a, b] da reta real).

Uma função f : X → C é o limite pontual das fn’s, ou fn → f pontualmente (ou seja, “as
fn’s convergem pontualmente para f”), se fn(x) → f(x) para todo o x ∈ X. Isto significa
que para cada x e cada ε > 0 existe um tempo n (que depende de ε e do ponto x) tal que
|fn(x)− f(x)| < ε se n > n.

Acontece que o limite pontual não herda necessariamente as boas propriedades das fn’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessão de funções cont́ınuas pode não ser uma função
cont́ınua (qual o limite pontual da sucessão fn(x) = xn definida em [0, 1] ?).

A norma uniforme no espaço linear Cb(X) das funções limitadas definidas em X é

‖f‖∞ := sup
x∈X
|f(x)| .

Induzes a distância uniforme d∞(f, g) := ‖f − g‖∞.

Uma função f : X → C é o limite uniforme das fn’s, ou fn → f uniformemente (ou seja,
as fn’s convergem uniformemente para f), se ‖fn − f‖∞ → 0 quando n→∞. Isto significa
que para cada ε > 0 existe um tempo n (que depende de ε mas é independente do ponto x,
ou seja, “uniforme em x”) tal que |fn(x)− f(x)| < ε para todo o x ∈ X se n > n.

O teste de Cauchy para a convergência uniforme é o seguinte: fn → f uniformemente sse
para todo o ε > 0 existe um tempo n tal que ‖fn − fm‖∞ < ε quando n,m > n.

Teorema 8.1. O limite uniforme de uma sucessão de funções cont́ınuas é uma função
cont́ınua.

Demonstração. Seja ε > 0. Se n é suficientemente grande, então |fn(x)−f(x)| < ε para todo
o x ∈ X. Pela continuidade de fn, existe δ > 0 tal que |fn(x) − fn(x′)| < ε se |x − x′| < δ.
Então, pela desigualdade do triângulo,

|f(x)− f(x′)| ≤ |f(x)− fn(x)|+ |fn(x)− fn(x′)|+ |fn(x′)− f(x′)|
≤ ε+ ε+ ε

se |x− x′| < δ.

Uma série de funções
∑
n fn(x) converge uniformemente para uma função F (x) num domı́nio

X ⊂ Rd se a sucessão das somas parciais Sn(x) := f1(x) + f2(x) + · · · + fn(x) converge
uniformemente para F , ou seja se ‖Sn − F‖∞ → 0 quando n→∞.

O critério de Cauchy para a convergência uniforme de uma série é o seguinte:
∑
n fn(x)

converge uniformemente para F (x) se para todo o ε > 0, existe um tempo n tal que

|Sn+m(x)− Sn(x)| = |fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+m(x)| < ε

para todo o x ∈ D e todos os n > n e m ≥ 1.

Se os termos fn(x) da série são limitados uniformemente pelos termos de uma série numérica∑
nMn, ou seja, se |fn(x)| ≤Mn para todo o x ∈ X, então

|fn+1(x) + fn+2(x) + · · ·+ fn+m(x)| ≤ |Mn+1 +Mn+2 + · · ·+Mn+m|

Em particular,

Teorema 8.2 (Teste M de Weierstrass). Se
∑
nMn é uma série (numérica) convergente e

‖fn‖∞ ≤Mn para todo o n, então a série de funções
∑
n fn(x) é uniformemente convergente.
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Se as fn’s são cont́ınuas, então também as somas parciais Sn são cont́ınuas, e de consequência,
pelo teorema 8.1, o limite uniforme da série

∑
n fn(x) é também uma função cont́ınua.

A convergência uniforme da série
∑
n fn(x) de funções cont́ınuas fn’s num intervalo limitado

[a, b] garante que o integral da soma é a soma dos integrais, i.e.∫ b

a

(∑
n

fn(x)

)
dx =

∑
n

∫ b

a

fn(x) dx .

A convergência uniforme da série
∑
n fn(x) (mas é suficiente a convergência apenas num

ponto!) e da série das derivadas
∑
n f
′(x) de funções fn’s de classe C1 num intervalo [a, b]

garantem que a soma
∑
n fn(x) é uma função derivável, e que a sua derivada pode ser

calculada somando as derivadas das fn’s, i.e.(∑
n

fn(x)

)′
=
∑
n

f ′n(x) .

• Determine o limite pontual da sucessão fn(x) = xn, definida no intervalo [0, 1].

• A sucessão fn(x) = sin(nx), definida em [−π, π], converge pontualmente?

• Use o teste M de Weierstrass, o teorema 8.2, para mostrar que a série

fn(x) =
∑
n≥1

1

n2
cos(nx)

é uniformemente convergente.

2. (convergência uniforme das séries de Fourier de funções regulares) Uma função f é seccional-
mente regular se é cont́ına e se a sua derivada f ′ é seccionalmente cont́ınua.

Teorema 8.3. A série de Fourier de uma função seccionalmente regular, por exemplo de
classe C1, é uniformemente absolutamente convergente.

Demonstração. Pelo teorema 11.7, a desigualdade de Cauchy-Schwarz 7.1, e depois pela
desigualdade de Bessel 7.2, a série dos módulos é limitada por

∑
n∈Z
|f̂(n)| = |c0|+

∑
n 6=0

|f̂ ′(n)|
|n|

≤ |c0|+
√∑
n 6=0

1/|n|2
√∑
n 6=0

|f̂ ′(n)|2

≤ |c0|+ C‖f ′‖2 ,

onde C2 = 2
∑∞
n=1 1/n2 <∞.

Se a série de Fourier de f converge uniformemente, a sua soma
∑
n f̂(n)einx é uma função

cont́ınua. Esta soma tem grandes probabilidades de ser a própria f . De fato, é posśıvel (mas
dif́ıcil!) provar o seguinte resultado de unicidade ([SS03], Theorem 2.1 e Corollary 2.2).

Teorema 8.4. Se f(x) é uma função cont́ınua na circunferência R/2πZ e os seus coefici-

entes de Fourier são nulos, i.e. f̂(n) = 0 para todo n ∈ Z, então f(x) ≡ 0.
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Um corolário é que duas funções cont́ınuas que têm os mesmos coeficientes de Fourier são
necessariamente iguais. Por outro lado, é fácil ver que se a série de Fourier de f converge
uniformemente, então os seu coeficientes de Fourier são os próprios f̂(n) (trocando somas
e integral). De consequência, se a série de Fourier de uma função cont́ınua f(x) converge
uniformemente, então converge uniformemente para a própria f(x). Isto acontece, por exem-
plo, para uma função de classe C2, pois os seus coeficientes de Fourier são limitados por
|f̂(n)| ≤ M/n2 (se n 6= 0). De fato, usando o teorema 8.3, é suficiente a existência e a
continuidade da primeira derivada.

Teorema 8.5. A série de Fourier de uma função f(x) de classe C1 converge absolutamente
e uniformemente para f(x).

3. (produto de convolução) O produto de convolução entre as funções integráveis f, g ∈ R(R/2πZ),
pensadas como funções periódicas de peŕıodo 2π na reta, é a função

(f ∗ g)(x) :=
1

2π

∫ π

−π
f(y) g(x− y) dy .

também periódica de peŕıodo 2π. Um interpretação é que o valor de f ∗ g num ponto x é
uma “média” pesada dos valores f(y), os pesos sendo os valores g(x− y) da função g.

O produto de convolução é simétrico, i.e. f ∗ g = g ∗ f , e linear nas duas variáveis, ou seja,
f ∗ (λg) = λ(f ∗ g) para todos os λ ∈ R, e f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h. É também associativo,
ou seja, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). As demonstrações são elementares.

Outro fenómeno importante é que o produto de convolução de duas funções integráveis é
uma função cont́ınua! A convolução melhora a regularidade das funções (mas a prova não é
elementar).

Teorema 8.6. Os coeficientes de Fourier de um produto de convolução são iguais aos
produtos dos coeficientes de Fourier dos fatores, i.e.

(̂f ∗ g)(n) = f̂(n) ĝ(n)

Demonstração. Se f e g são cont́ınuas

(̂f ∗ g)(n) =
1

2π

∫ π

−π

(
1

2π

∫ π

−π
f(y) g(x− y) dy

)
e−inx dx

=
1

2π

∫ π

−π
f(y) e−iny

(
1

2π

∫ π

−π
g(x− y) e−in(x−y) dx

)
dy

=
1

2π

∫ π

−π
f(y) e−iny

(
1

2π

∫ π

−π
g(x) e−inx dx

)
dy

= f̂(n) ĝ(n)

O caso geral usa o seguinte teorema de aproximação: se f é uma função integrável e limitada
por M , existe uma sucessão (fk) de funções cont́ınuas limitadas por M e tais que os integrais
das diferenças |f − fk| tendem para 0 quando k →∞. Os detalhes estão em [SS03].

4. (convergência pontual das séries de Fourier) Seja f : R/2πZ → C uma função integrável e
cn os seus coeficientes de Fourier. As somas parciais da série de Fourier de f podem ser



8 CONVERGÊNCIA DAS SÉRIES DE FOURIER 46

representadas como o produto de convolução

SNf(x) =

N∑
−N

cne
inx =

N∑
−N

(
1

2π

∫ π

−π
f(y) e−inydy

)
einx

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)

(
N∑
−N

ein(x−y)

)
dy

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)DN (x− y) dy

(8.1)

da própria função com o núcleo de Dirichlet, definido por

DN (x) :=

N∑
n=−N

einx =
ei(N+1)x − e−iNx

eix − 1
(8.2)

Teorema 8.7. Se f(x) é uma função seccionalmente regular, então as somas parciais SNf(x)
da sua série de Fourier convergem em cada ponto x para o valor médio dos limites laterais
f(x±), ou seja,

SNf(x)→ f(x+) + f(x−)

2

quando N →∞. Em particular, convergem para f(x) nos pontos onde f é cont́ınua.

Demonstração. O núcleo de Dirichlet pode ser representado como

DN (x) = 1 + 2

N∑
n=1

cos(nx)

e portanto
1

2π

∫ 0

−π
DN (x) dx =

1

2π

∫ π

0

DN (x) dx =
1

2
(8.3)

Usando (8.1) e as (8.3), e depois (8.2), podemos representar a diferença entre as somas
parciais SNf(x) e o valor médio (f(x+) + f(x−))/2 como um integral

SNf(x)− 1

2
(f(x+) + f(x−))

=
1

2π

∫ 0

−π

(
f(x+ y)− f(x−)

)
DN (y) dy +

1

2π

∫ π

0

(
f(x+ y)− f(x+)

)
DN (y) dy

=
1

2

∫ π

−π
F (x, y)

(
ei(N+1)y − eiNy

)
dy

onde F é a função definida por

F (x, y) =

{
f(x+y)−f(x−)

eiy−1 se − π < y < 0
f(x+y)−f(x+)

eiy−1 se 0 < y < π

Se f é seccionalmente regular, então F (x, y) admite limites laterais quando y → 0±, pela
regra de l’Hôpital, e portanto é seccionalemente cont́ınua. Então os integrais de F (x, y) vezes
eiNy convergem para zero quando N →∞ pelo lema de Riemann-Lebesgue 7.3.

Em particular, pelo teorema 8.3, a série de Fourier de uma função f(x) cont́ınua e seccio-
nalmente regular converge para f(x) na norma uniforme, ou seja, ‖f − SNf‖∞ → 0 quando
N →∞.

A hipótese no teorema 8.7 não é a melhor posśıvel. Para a convergência no ponto x é
suficiente que a função F (x, y), definida na demonstração, seja integrável, em quanto função
de y, numa vizinhança de y = 0. Esta é chamada “condição de Dini”.

Também é posśıvel ler a regularidade de uma função no decaimento dos seus coeficientes de
Fourier.
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Teorema 8.8. Se os coeficientes de Fourier cn de uma função f decaem como

|cn| ≤ C |n|−(k+α)

com α > 1, uma constante C > 0 e um natural k, então a função f é de classe Ck.

Demonstração. Para cada 0 ≤ k′ ≤ k, a série de Fourier
∑
n(in)k

′
cne

inx é absolutamente e
uniformemente convergentes, pois∑

n

|n|k
′
|cn| ≤

∑
n

|n|α <∞

se α > 1. A sua soma é uma função cont́ınua, igual a k′-ésima derivada de f(x) =
∑
n cne

inx.

• Verifique a fórmula (8.2) para o núcleo de Dirichlet (use as somas parciais da série
geométrica), e deduza a expressão

DN (x) =
sin ((N + 1/2)x)

sin(x/2)
(8.4)

• Verifique que
1

2π

∫ π

−π
DN (x) dx = 1

• Calcule a série de Fourier de f(x) = |x| em x = 0 e deduza a identidade

1 +
1

9
+

1

25
+

1

49
+

1

81
+ · · · = π2

8
.

• Calcule a série de Fourier de f(x) = x2 em x = 0 e deduza a identidade

1− 1

4
+

1

9
− 1

16
+

1

25
− 1

36
+ · · · = π2

12
,

ou em x = π e deduza a identidade

1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+

1

36
+ · · · = π2

6
.

5. (delta de Dirac e identidades aproximadas) A “função” delta de Dirac em R/2πZ é definida
pela identidade formal ∫ π

−π
f(y) δ(x− y) dy = f(x) ,

se f(x) é uma função cont́ınua e periódica de peŕıodo 2π. De facto, δ não é uma função, mas
uma “medida”, um funcional linear definido no espaço C0(R/2πZ) das funções cont́ınuas na
circunferência, que associa à função f(x) o valor 〈δ, f〉 := f(0) . Pode ser definida/pensada
como sendo um limite (no sentido das distribuições) de uma famı́lia de funções satisfazendo
as propriedades codificadas na definição de “identidade aproximada”.

Uma identidade aproximada (ou good kernels) na circunferência R/2πZ é uma sucessão (Kn)
de funções integráveis Kn(x) de massa total unitária, i.e.

1

2π

∫ π

−π
Kn(x) dx = 1 , (8.5)

uniformemente integráveis, i.e. tais que existe M > 0 tal que∫ π

−π
|Kn(x)| dx ≤M (8.6)
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para todos os n ∈ N (esta condição é uma consequência de (8.5) se Kn(x) ≥ 0), e tais que,
para cada δ > 0, os integrais

In(δ) :=

∫
|x|≥δ

|Kn(x)| dx→ 0 (8.7)

quando n→∞.

Teorema 8.9. Se f é uma função cont́ınua e (Kn)n∈N é uma identidade aproximada, então

(f ∗Kn)(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(y)Kn(y − x) dy → f(x)

uniformemente quando n→∞.

Demonstração. Seja ε > 0. Pela continuidade uniforme de f (cont́ınua e periódica), existe
δ > 0 tal que |f(x)− f(y)| < ε/M se |x− y| < δ. Seja m = supx |f(x)|. Usando (8.5),

f(x)− (f ∗Kn)(x) =

∫ π

−π
(f(x)− f(x+ y))Kn(y) dy

=

∫
|y|<δ

(f(x)− f(x+ y))Kn(y) dy +

∫
|x|≥δ

(f(x)− f(x+ y))Kn(y) dy

O módulo do primeiro integral é limitado por ε, pela (8.6). O módulo do segundo integral é
limitado por 2mIn(δ), definido na (8.7). Como In(δ)→ 0, existe n tal que In(δ) ≤ ε/2m se
n ≥ n. De consequência, se n ≥ n a distância entre f(x) e (f ∗Kn)(x) é limitada por 2ε.

A delta de Dirac pode então ser interpretada/definida como o limite δ = limn→∞Kn, ou
seja, pela seguinte identidade formal: f ∗ δ := limn→∞ f ∗Kn.

• Verifique que a famı́lia de funções definidas por Kn(x) = n/2 se |x| ≤ 1/n e Kn(x) = 0
se |x| > 1/n, forma uma identidade aproximada.

6. (somas de Fejer e teorema de aproximação de Weierstrass) As somas de Cesàro de uma série∑
n an são as médias aritméticas

Sn :=
s1 + s2 + . . . sn

n

das somas parciais sn =
∑n
k=1 an. A sucessão das Sn pode ser convergente também quando

a série
∑
an é divergente.

As somas de Cesáro da série de Fourier de uma função integrável f são chamadas somas de
Fejer. Um cálculo mostra que são dadas pela convolução

FNf(x) :=
1

N
(S0f(x) + S1f(x) + S2f(x) + . . . SN−1f(x))

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)

(
1

N

N−1∑
n=0

DN (x− y)

)
dy

=
1

2π

∫ π

−π
f(y)FN (x− y) dy

da própria função com o núcleo de Fejer, definido por

FN (x) :=
1

N

N−1∑
n=0

Dn(x) =
1

N

sin2 (Nx/2)

sin2(x/2)
(8.8)

Acontece que
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Teorema 8.10. Os núcleos de Fejer formam uma identidade aproximada.

Demonstração. A massa total de cada FN (que é uma função não negativa) é igual a um,
pois o mesmo acontece para os Dn, dos quais FN é a média aritmética. Se 0 < δ < |x| ≤ π
então sin2(x/2) ≥ c > 0, e de consequência

FN (x) ≤ 1

cN
.

Isto implica que ∫
δ≤|x|≤π

|FN (x)| dx→ 0

quando N →∞.

Portanto, pelo teorema 8.9,

Teorema 8.11 (Fejer). Se f(x) é cont́ınua, então as somas de Fejer convergem uniforme-
mente para f .

O teorema de Fejer dá uma prova construtiva do teorema de aproximação de Weierstrass.

Teorema 8.12 (de aproximação de Weierstrass). Os polinómios trigonométricos são densos
no espaço C0(R/2πZ) das funções cont́ınuas f : R/2πZ→ C munido da norma do sup.

• Calcule o limite das somas de Cesàro da série divergente
∑∞
n=0(−1)n = 1−1+1−1+. . . .

• Verifique a expressão (8.8): calcule NFN (x) usando a identidade (8.4)

NFN (x) =

N−1∑
n=0

sin((n+ 1/2)x)

sin(x/2)

=
1

sin(x/2)
=

(
N−1∑
n=0

ei(n+1/2)x

)

=
1

sin(x/2)
=
(

eiNx − 1

eix/2 − eix/2

)
= . . .

7. (convergência em média quadrática) Uma função integrável f : R/2πZ → C pode ser apro-
ximada com precisão arbitrária na norma do sup por funções cont́ınuas (ou até C∞). Pelo
teorema de Weierstrass 8.12, as funções cont́ınuas podem ser aproximadas com precisão ar-
bitrária na norma do sup por polinómios trigonométricos. Portanto, existe uma famı́lia (Tn)
de polinómios trigonométricos tais que ‖f − Tn‖∞ → 0. A convergência na norma do sup
implica, sendo o comprimento da circunferência finito, a convergência na norma L2. Pela
(prova da) desigualdade de Bessel 7.2, ‖f − SN‖2 ≤ ‖f − Tn‖2 se N é superior ou igual ao
grau de Tn. Portanto,

Teorema 8.13 (convergência em média quadrática). A série de Fourier de uma função
integrável f : R/2πZ→ C converge para a própria função em média quadrática, ou seja,

‖f − SNf‖2 → 0

quando N →∞.

A fórmula (7.1) então implica que a desigualdade de Bessel é, na verdade, uma igualdade.
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Teorema 8.14 (identidade de Parseval). Se f : R/2πZ→ C é uma função integrável então∑
n∈Z
|f̂(n)|2 = ‖f‖22

Sendo os produtos internos determinados pelas normas, usando as identidades de polarização

〈f, g〉2 =
1

4

(
‖f + g‖2 − ‖f − g‖2 + i‖f + ig‖2 − i‖f − ig‖2

)
,

a identidade de Parseval 8.14 implica e é equivalente ao seguinte resultado.

Teorema 8.15 (teorema de Parseval). Se f e g são funções integráveis na circunferência
R/2πZ, então ∑

n∈Z
f̂(n) ĝ(n) = 〈f, g〉2

A identidade de Parseval é uma versão do teorema de Pitágoras em dimensão infinita. Do
ponto de vista f́ısico, é um teorema de conservação, chamado teorema da energia de Rayleigh
(Rayleigh energy theorem). O teorema de Parseval diz que a “transformada de Fourier”, o

operador F : f 7→ f̂ que envia uma função integrável na sucessão dos seus coeficientes de
Fourier, é um operador unitário de L2(R/2πZ) em `2(Z).

• Mostre que as séries de Fourier de f(x) = x, definida no intervalo [−π, π], é∑
n 6=0

i
(−1)n

n
einx .

Calcule ‖f‖22 e use a identidade de Parseval para deduzir

ζ(2) := 1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+

1

36
+ · · · = π2

6
.

• [St08] 5.4, 5.5.

8. (fenómeno de Gibbs) Uma série de Fourier
∑
n cne

inx não pode ser convergente nos pontos de
descontinuidade de f(x). Se f tem um salto de amplitude δ := |f(x+)− f(x−)| no ponto x,
então os gráficos das somas parciais da série de Fourier convergem para um segmento vertical
que excede o salto de aproximadamente

− δ
π

∫ ∞
π

sin(x)

x
dx ' 0.28

π
δ ' 0.09 · δ

em cada lado.

Soma parcial de grau 17 (verde) da série de Fourier da função 2Θ(x)− 1 (vermelho),
numa vizinhança da origem.
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9 Aplicações das séries de Fourier às EDPs

1. (condução de calor com temperatura constante na fronteira) A solução formal do problema
da condução de calor

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0

no intervalo [0, π] com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0 para todo t ≥ 0, e
com condição inicial

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

bn sin (nx)

é dada pela série

u(x, t) ∼
∞∑
n=1

bne
−βn2t sin (nx) .

• Determine a solução formal do problema com condições de fronteira nulas e condição
inicial

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

1

n2
sin(nx) .

• Determine a solução formal do problema com condições de fronteira nulas e condição
inicial

u(x, 0) = 1 se 0 < x < π .

• Determine a solução formal do problema com condições de fronteira nulas e condição
inicial

u(x, 0) = x se 0 < x < π .

• Determine a solução formal do problema com condições de fronteira u(0, t) = 0 e
u(π, t) = 200, e condição inicial

u(x, 0) = 100 se 0 < x < π .

• Determine a solução formal do problema com condições de fronteira nulas e condição
inicial concentrada num ponto a ∈ (0, π), ou seja,

u(x, 0) ∼ µ · δ(x− a) .

• Determine a solução formal do problema com condições de fronteira nulas e condição
inicial concentrada numa vizinhança dum ponto a ∈ (0, π), ou seja,

u(x, 0) =

{
λ se |x− a| ≤ ε
0 se |x− a| > ε

,

com ε > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando ε→ 0 mantendo constante
o produto 2ελ = µ, e compare com o exerćıcio anterior.

2. (condução de calor num condutor isolado) A solução formal do problema da condução de
calor

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0 , x ∈ [0, `] ,

no intervalo [0, π] com fluxo nulo na fronteira (i.e. condutor isolado) ∂u
∂x (0, t) = ∂u

∂x (`, t) = 0
para todo t ≥ 0, e com condição inicial

u(x, 0) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos (nx)

é dada pela série

u(x, t) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

ane
−βn2t cos (nx)
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• Determine a solução formal do problema com condição inicial

u(x, 0) = x2 .

• Determine a solução formal do problema com condição inicial

u(x, 0) = sin(x) .

• Determine a solução formal do problema com condição inicial

u(x, 0) =

{
10 se 0 ≤ x < π/2
20 se π/2 ≤ x ≤ π .

• Determine a solução formal do problema com condição inicial

u(x, 0) '
{

1 se |x− β| ≤ ε
0 se |x− β| > ε

,

onde 0 < β < π e ε > 0 é suficientemente pequeno.

3. (corda vibrante) A solução formal do problema da corda vibrante

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

de comprimento π, i.e. u(0, t) = u(π, t) = 0 para todo t ≥ 0, com condições iniciais (desloca-
mento/perfil e velocidade)

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

an sin (nx) e
∂u

∂t
(x, 0) ∼

∞∑
n=1

bn sin (nx)

é dada pela série

u(x, t) ∼
∞∑
n=1

(
an cos (cnt) +

bn
cn

sin (cnt)
)

sin (nx)

• Determinar a soluçõao formal do problema com condições iniciais

u(x, 0) = sin(x) +
1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x) e

∂u

∂t
(x, 0) = sin(4x)− sin(5x) .

• Determinar a soluçõao formal do problema com condições iniciais (deslocamento inicial
“triangular”)

u(x, 0) =

{
x se 0 ≤ x < π/2

π − x se π/2 ≤ x < π
e

∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

• Determinar a soluçõao formal do problema com condições iniciais

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) = 1 .

• Determinar a soluçõao formal do problema com condições iniciais (impulso inicial con-
centrado no ponto médio)

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) ∼ δ(x− π/2) .
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4. (timbres: caviquinho e piano) Considere uma corda de um instrumento musical, de com-
primento ` = π, densidade linear ρ e afinada com tensão k. As pequenas vibrações são
modeladas pela equação da corda vibrante

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0 x ∈ [0, π] , u(0, t) = u(π, t) = 0 ∀t ,

onde c =
√
k/ρ .

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezável e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

u(x, 0) '
{

h
α x se 0 ≤ x < α

h
π−α (π − x) se α ≤ x < π

onde 0 < α < π é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é o máximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximação,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezável e que o martelo tansmite à corda
apenas um impulso instantâneo p = 2ερv localizado num intervalo de comprimento pequeno
2ε� π à volta de um ponto 0 < β < π da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

∂u

∂t
(x, 0) '

{
v se |x− β| ≤ ε
0 se |x− β| > ε

• Mostre que as amplitudes das harmónicas da corda do cavaquinho são

An =
2h

α(π − α)

sin(nα)

n2
.

• Mostre que as amplitudes das harmónicas da corda do piano são

An =
2v

c

sin(nε) sin(nβ)

n2

' p

cρ

sin(nβ)

n
.

no limite quando ε→ 0 mantendo constante o impulso transferido p = 2ερv (o que faz
sentido desde que nε� 1, ou seja, para as primeiras harmónicas).

• De consequência, as energias En ∼ A2
nν

2
n das (primeiras) harmónicas decaem como

En ∼ 1/n2 no caso do cavaquinho e como En ∼ 1 no caso do piano. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

5. (funções harmónicas num retângulo)
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10 Funções harmónicas

1. (equações de Poisson e Laplace) A equação de Poisson para o campo escalar u, definido num
domı́nio Ω ⊂ Rn do espaço euclidiano, é

∆u = ρ , (10.1)

onde ρ é uma função dada. Uma função u ∈ C2(Ω), real ou complexa, é dita harmónica se
satisfaz a equação de Laplace (a equação de Poisson homogénea)

∆u = 0 (10.2)

nos pontos de Ω.

O problema de Dirichlet consiste em determinar uma solução u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) de (10.1)
ou (10.2) em Ω com condição de fronteira u|∂Ω = f .

Na reta real, as soluções da equação de Laplace u′′ = 0 são os polinómio de primeiro grau
u(x) = α + βx. Em particular, satisfazem o “fórmula do valor médio”: para todo x e todo
r ≥ 0 suficientemente pequeno (i.e. tal que os pontos x± r estejam no domı́nio de u)

u(x) =
1

2
(u(x− r) + u(x+ r)) (10.3)

• Determine a única função harmónica no intervalo [a, b] tal que u(a) = A e u(b) = B,

• Mostre que uma função cont́ınua f : [a, b] → R que satisfaz a fórmula do valor médio
(10.3) é uma função harmónica (e, de consequência, uma função C∞).

• Verifique que u(r) = log ‖r‖ é uma função harmónica em R2\{0}.
• Verifique que u(r) = 1/‖r‖ é uma função harmónica em R3\{0}.

2. (funções harmónicas & funções holomorfas) Na identificação R2 ≈ C definida por (x, y) ≈
x + iy, o Laplaciano é o operador ∆ = 4 ∂∂. Portanto, se f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y)
é uma função holomorfa num domı́nio Ω ⊂ C, então u e v são funções harmónicas reais,
ditas funções “harmónicas conjugadas”. As curvas de ńıvel de u e v formam duas famı́lias
de curvas ortogonais (se u = c são as curvas “equipotenciais”, então v = c são as “linhas de
força”).

Viceversa, seja u(x, y) uma função harmónica real. Um cálculo mostra que

g(z) = ux − iuy

é uma função holomorfa (se u é a parte real de f = u + iv, então g = f ′). A forma
g(z) dz = g(z) (dx+ idy) pode então ser representada como soma

g(z) dz = (ux dx+ uy dy) + i (−uy dx+ ux dy)

= du+ i ∗du ,

do diferencial du e i vezes a forma ∗du, onde o operador “estrela” de Hodge é definido
por ∗dx = dy e ∗dy = −dx. A forma ∗du = −uydx + uxdy é fechada. Numa região
Ω ⊂ R2 ≈ C simplesmente conexa (por exemplo, um disco ou um retângulo),

∮
γ
∗du = 0

para todo contorno γ ⊂ Ω. Então é posśıvel definir uma função harmónica v, conjugada de
u e definida a menos de uma constante aditiva, por meio do integral de linha

v(x, y) =

∫
γ

−uy dx+ ux dy

onde γ é um caminho arbitrário entre um ponto fixado p ∈ Ω e o ponto variável z = x+ iy. A
função f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) é holomorfa em Ω, e a sua derivada é f ′ = g. Portanto,

Teorema 10.1. Uma função harmónica u é localmente (em cada região simplesmente co-
nexa) a parte real de uma função holomorfa f = u+ iv.
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Uma primeira consequência é que uma função harmónica é infinitamente diferenciável. Outra
consequência é que se u é harmónica, logo localmente a parte real de uma função holomorfa
f = u+ iv, e se ψ é uma função holomorfa (por exemplo, uma aplicação conforme), então a
composição u ◦ψ (numa região onde faz sentido) é harmónica, sendo localmente a parte real
da função holomorfa f ◦ ψ.

• Verifique que a parte real u e a parte imaginária v de uma função holomorfa f = u+ iv
são funções harmónicas, usando as condições de Cauchy-Riemann.

• Verifique que, se f = u+ iv é holomorfa, então ∇u e ∇v são ortogonais.

• Verifique que zn e zn são funções harmónicas (complexas).

• Esboce as curvas de ńıvel das funções harmónicas conjugadas definidas pelas partes real
e imaginária das seguintes funções holomorfas

f(z) = z2 f(z) = 1/z f(z) = z + 1/z

• Determine, em domı́nios apropriados, umas funções harmónicas conjugadas de

u(x, y) = x2 − y2 u(x, y) = x− xy

u(x, y) =
y

x2 + y2
u(x, y) = log

√
x2 + y2

3. (funções harmónicas separáveis no disco unitário) O Laplaciano em coordenadas polares
(r, θ), definidas por reiθ = x+ iy, é

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
. (10.4)

De consequência, a equação de Laplace no plano R2 ≈ C assume a forma

r2urr + rur + uθθ = 0 (10.5)

Colocamos o problema de determinar uma função harmónica no disco unitário D := {z ∈ C :
|z| < 1}. Soluções separáveis u(r, θ) = R(r) Θ(θ) da equação de Laplace (10.5) são produtos
de duas funções que resolvem as EDOs

Θ′′ = −λΘ e r2R′′ + rR = λR

com λ ∈ R. As soluções não trivias de Θ′′ = λΘ, que devem ser funções periódicas de
peŕıodo 2π, são

Θ(θ) = cne
inθ + c−ne

−inθ

se λ = n2. Em correspondência de cada λ = n2, as soluções de r2R′′ + rR′ = n2R são
R(r) = 1 ou log r se n = 0, e R(r) = r±n se n 6= 0. As soluções log r e r−n, com n ≥ 1,
são ilimitadas numa vizinhança da origem. Portanto, as soluções separáveis e limitadas da
(10.5) no disco unitário são

un(r, θ) = r|n|einθ

com n ∈ Z. Pelo prinćıpio de sobreposição, a série

u(r, θ) =
∑
n∈Z

cnr
|n|einθ ,

se convergente uniformemente com as suas duas primeiras derivadas, define uma função
harmónica no disco unitário. Se a convergência é uniforme também na fronteira do disco,
então u(r, θ) resolve o problema de Dirichlet com condição de fronteira

u|∂D =
∑
n∈Z

cne
inθ
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• Verifique a expressão (10.4) para o Laplaciano em coordenadas polares.

• Mostre que as funções harmónicas no plano que apenas dependem de r, soluções de
(rur)r = 0, são do género a log(r) + b.

• Verifique que cada = r|n|einθ, com n ∈ Z, é uma função harmónica no disco unitário D.

• [St08] 6.2.

4. (Laplaciano em coordenadas esféricas)

5. (prinćıpio do valor médio) O valor de uma função harmónica num ponto do seu domı́nio
é igual à média aritmética dos seus valores numa circunferência suficientemente pequena à
volta deste ponto.

Teorema 10.2 (prinćıpio do valor médio). Se u é harmónica numa região Ω ⊂ C que contém
o disco Dr(p), então

u(p) =
1

2π

∫ 2π

0

u
(
p+ reiθ

)
dθ . (10.6)

Demonstração. Pelo teorema 10.1, u é a parte real de uma função holomorfa f = u + iv
num disco Dρ(p) com r < ρ. Então pela fórmula de Cauchy

f(p) =
1

2πi

∮
|z−p|=r

f(z)

z − p
dz =

1

2π

∫ 2π

0

f(p+ reiθ) dθ .

A parte real é a fórmula (10.6).

Em dimensão arbitrária, a fórmula do valor médio é consequência do teorema da divergência.

Teorema 10.3. Se u é harmónica numa região Ω ⊂ Rn que contém o disco Br(x), então

u(x) =
1

|∂Br(x)|

∫
∂Br(x)

u dS =
1

|Br(x)|

∫
Br(x)

u dx .

Demonstração. Pelo teorema da divergência∫
Br(x)

∆u dx =

∫
∂Br(x)

∂u

∂ν
dS = rn−1

∫
∂B1(0)

∂u

∂r
(x+ ry) dS(y)

= rn−1 ∂

∂r

(∫
∂B1(0)

u(x+ ry) dS(y)

)

= rn−1 |∂B1(0)| ∂
∂r

(
1

|∂Br(x)|

∫
∂Br(x)

u dS

)
Ao dividir pelo volume da bola Br(x) (se este volume é γnr

n, então a “superf́ıcie” da esfera
∂Br(x) é a derivada nγnr

n−1) temos portanto

1

|Br(x)|

∫
Br(x)

∆u dx =
n

r

∂

∂r

(
1

|∂Br(x)|

∫
∂Br(x)

u dS

)
Se u é harmónica o valor médio de u nas esferas Br(x) é portanto independente do raio
r. Por continidade, este valor médio é o próprio u(x). A segunda igualdade é equivalente à
primeira.

Uma consequência é o

Teorema 10.4 (prinćıpio do máximo). Se u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) é harmónica numa região
limitada Ω ⊂ Rn, então

max
Ω

u = max
∂Ω

u
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Demonstração. Se maxΩ u > max∂Ω u, então existe um ponto x ∈ Ω onde u(x) = maxΩ u e
tal que u não é constante numa vizinhança de u. Isto contradiz o prinćıpio do valor médio.

Uma consequência do prinćıpio do máximo é que uma função harmónica num domı́nio fechado
e limitado Ω é determinada apenas pelos seus valores na fronteira ∂Ω. De fato, a diferença
u = u1 − u2 entre duas funções harmónicas, u1 e u2, que coincidem em ∂Ω é uma função
harmónica igual a zero em ∂Ω, logo identicamente nula pelo prinćıpio do máximo.

Teorema 10.5 (unicidade). O problema de Dirichlet numa região limitada tem, no máximo,
uma solução.

• [St08] 6.1.

6. (Dirichlet principle) The Dirichlet energy of a differentiable real valued function u : Ω → R
defined in a domain Ω ⊂ C (which we may assume connected) is

E [u] :=
1

2

∫
Ω

‖∇u‖2 dxdy

You may think that the graph of u describes a surface in R3 ≈ C×R. The energy is zero iff
u is constant, hence if the surface is flat. More interesting is trying to minimize the Dirichlet
energy for fixed “boundary value” u|∂Ω = g, given some well behaved function g : ∂Ω→ R.
Consider a one-parameter perturbation of u of the form u+ tφ with t ∈ R and φ|∂Ω = 0. If u
minimizes the Dirichlet energy, then the function of a real variable t 7→ E [u+ tφ] must have
a minimum at t = 0. The derivative of the Dirichlet energy w.r.t. t is

d

dt
E [u+ tφ] =

∫
Ω

(
∇u · ∇φ+ t‖∇φ‖2

)
dxdy

and therefore its value at t = 0 is

d

dt
E [u+ tφ]

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

(∇u · ∇φ) dxdy

= −
∫

Ω

(∆u)φdxdy

where the last line follows integrating by parts and using the vanishing of φ on the boundary
∂Ω. Thus, the derivative is zero for all variations φ iff ∆u = 0, i.e. the function u is harmonic
on Ω.

What is not obvious, and indeed not true (as Weierstrass discovered) for a generic region Ω,
is that such a minimum of the Dirichlet energy exists.

7. (fórmula integral de Poisson no disco unitário) Seja f(eiθ) uma função cont́ınua definida na
circunferência unitária ∂D ≈ R/2πZ, e seja

∑
n cne

inθ a sua série de Fourier. Uma extensão
harmónica de einθ no disco unitário é r|n|einθ. Portanto, um candidato para a extensão
harmónica de f no interior do disco unitário, i.e. nos pontos z = reiθ com 0 ≤ r < 1, é a
série

(Pf) (z) =

∞∑
n=−∞

cn r
|n|einθ , (10.7)

se convergente. Usando a definição dos coeficientes de Fourier,

(Pf)
(
reiθ

)
=

∞∑
n=−∞

(
1

2π

∫ π

−π
f(eiφ) e−inφ dφ

)
r|n|einθ

=
1

2π

∫ π

−π
f(eiφ)

( ∞∑
n=−∞

r|n| ein(θ−φ)

)
dφ
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é posśıvel representar Pf como um produto de convolução (fórmula integral de Poisson)

(Pf)(reiθ) =
1

2π

∫ π

−π
f(eiφ)Pr(θ − φ) dφ (10.8)

dos valores de f na circunferência unitária com o núcleo de Poisson no disco unitário, definido
por

Pr(θ) :=

∞∑
n=−∞

r|n|einθ .

O núcleo de Poisson admite as seguintes expressões,

Pr(θ) = 1 +

∞∑
n=1

zn +

∞∑
n=1

zn

= 1 +
z

1− z
+

z

1− z

=
1− |z|2

|1− z|2

onde z = reiθ, e portanto

Pr(θ) =
1− r2

1− 2r cos(θ) + r2
.

A série de Fourier da função cont́ınua f(eiθ) pode não ser convergente na circunferência
unitária, mas a série

∑
cnr
|n|einθ é absolutamente convergente se r < 1 (pois os cn’s são

limitados). A convergência da série, assim como de todas as suas derivadas, é uniforme em
cada disco Dρ(0) com ρ < 1, e portanto a (10.7) define uma função harmónica u = Pf no
disco unitário. Acontece que

Teorema 10.6. A famı́lia dos núcleos de Poisson (Pr)r<1 é uma identidade aproximada
quando r → 1.

Demonstração. É imediato ver que Pr(θ) ≥ 0 e que o seu integral é
∫ π
−π Pr(θ) dθ = 2π. Seja

0 < δ < π. O denominador do núcleo de Poisson é

1− 2r cos(θ) + r2 = (1− r)2 + 2r(1− cos(θ))

Se 1/2 < r ≤ 1 e δ < |θ| ≤ π então existe uma constante c = c(δ) tal que

(1− r)2 + 2r(1− cos(θ)) ≥ c .

De consequência, existe uma constante C = C(δ) tal que∫
δ<|θ|≤π

Pr(θ) dθ ≤ C (1− r2)

e portanto este integral → 0 quando r → 1.

De consequência, pelo teorema 8.9,

Teorema 10.7. Se f(eiθ) é uma função cont́ınua em ∂D, então u = Pf é uma extensão
harmónica de f no disco unitário D, cont́ınua em D.

Esta extensão é única pelo prinćıpio do máximo, e resolve portanto o problema de Dirichlet
∆u = 0 em D com condição de fronteira u|∂D = f .
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• Verifique que

Pr(θ) = <
(

1 + reiθ

1− reiθ

)
• [St08] 6.3.

• Considere o problema de Dirichlet que consiste em determinar uma função harmónica
u na região Ω = {x+ iy ∈ C : 0 ≤ x ≤ π , y ≥ 0} ⊂ C com condições de fronteira

u(0, y) = 0 , u(π, y) = 0 , u(x, 0) = f(x) ,

onde f(x) é uma função cont́ınua que se anula nos pontos 0 e π, e cuja série de Fouirier
é f(x) ∼

∑
cn sin(nx). Determine as soluções separáveis u(x, y) = Y (y) sin(nx) da

equação de Laplace ∆u = 0 na região Ω tais que u(0, y) = u(π, y) = 0, e deduza uma
fórmula análoga à fórmula de Poisson.
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11 Transformada de Fourier

1. (transformada de Fourier de funções integráveis) A transformada de Fourier da função ab-
solutamente integrável f : R → C (por exemplo, uma função seccionalmente cont́ınua que
decai como |f(x)| ≤ C/(1+ |x|1+ε) com ε > 0) é a função Ff : R∗ → C definida pelo integral
impróprio

(Ff)(ξ) :=

∫ ∞
−∞

f(x) e−2πiξx dx (11.1)

O espaço onde vive a “variável conjugada” ξ é R∗ ≈ R (o dual de Pontryagin do corpo dos

reais, isomorfo ao próprio R). Uma notação tradicional é Ff = f̂ . Se a variável independente
da função f(t) é um “tempo” t, então a variável conjugada ξ representa uma “frequência”
(pois o produto deve ser adimensional). Uma definição alternativa usa a “frequência angular”
ω = 2πξ, e é

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t) e−iωt dt (11.2)

na notação dos engenheiros. Se a variável independente da função f(x) é uma “posição”
x, então a variável conjugada ξ representa um “momento” p sobre uma “ação” (como, por
exemplo, a constante de Planck h ' 6.63 × 10−34 J · s no contexto da mecânica quântica,
assim que e2πiξx = eipx/~, onde ~ = h/2π)

A transformada e Fourier é linear, ou seja,

F(f + g) = Ff + Fg and F(λf) = λ(Ff)

se λ ∈ C.

A transformada de Fourier entrelaça translações com modulações. A transformada de Fourier
de uma translação (Taf)(t) := f(t− a) no espaço dos tempos é uma modulação

(̂Taf)(ξ) = e−2πiaξ f̂(ξ) (11.3)

no espaço das frequências, ou seja, F ◦Ta = M−a ◦F . Vice-versa, a transformada de Fourier
de uma modulação (Mbf)(t) := e2πibtf(t) no espaço dos tempos é uma translação

(̂Mbf)(ξ) = f̂(ξ − b) (11.4)

no espaço das frequências, ou seja, F ◦Mb = Tb ◦ F .

A transformada de Fourier de uma homotetia (Hλf)(t) := f(λt) no espaço dos tempos, com
λ > 0, é

(̂Hλf)(ξ) = λ−1f̂(ξ/λ) , (11.5)

ou seja, F ◦Hλ = λ−1Hλ−1 ◦ F . A transformada de Fourier da função complexa conjugada
f(t) := f(t) é

f̂(ξ) = f̂(−ξ) (11.6)

• Mostre que se f : R → C é uma função cont́ınua tal que |f(x)| ≤ C/(1 + |x|1+ε), com
ε > 0, então

IN =

∫ N

−N
|f(x)| dx

é uma sucessão de Cauchy, e de consequência existe o integral impróprio∫ ∞
−∞

f(x) dx := lim
N→∞

∫ N

−N
f(x) dx .

• Verifique as propriedades (11.3), (11.4), (11.5) e (11.6).



11 TRANSFORMADA DE FOURIER 61

• Use as propriedades (11.3) (11.4) e a fórmula de Euler para mostrar que a transformada
de Fourier de f(x) cos(αx) é

1

2

(
f̂(x− α) + f̂(x+ α)

)
e que a transformada de Fourier de f(x) sin(αx) é

1

2i

(
f̂(x− α)− f̂(x+ α)

)
• Calcule a transformada de Fourier da função caracteŕıstica do intervalo [−`, `].
• Calcule a transformada de Fourier de

f(x) =
1

x2 + a2
e f(x) = e−2πb|x| .

com b > 0.

2. (pulso e sinc) O pulso, ou função retangular, é a função carateŕıstica do intervalo de compri-
mento um à volta da origem, ou seja,

rect(t) :=

{
1 se |t| ≤ 1/2
0 caso contrário

A transformada de Fourier do pulso é a função sinc (“sinus cardinalis”) normalizada

r̂ect(ξ) =

∫ 1/2

−1/2

e−2πiξx dx

=
sin(πξ)

πξ
=: sinc(ξ)

3. (transformada de Fourier no espaço de Schwartz) O espaço das funções absolutamente in-
tegráveis é muito grande, e não é fácil compreender as propriedades das transformadas de
Fourier dos seus elementos. Mais fácil é restringir a transformada a um espaço muito menor,
feito de funções muito regulares.

O espaço de Schwartz (da reta real) é o espaço S(R) das funções infinitamente diferenciáveis
na reta real que decrescem, com todas as suas derivadas, mais rápido que o inverso de qualquer
polinómio. Ou seja, o espaço das funções f : R→ C de classe C∞ tais que ‖f‖n,m <∞ para
todos os n,m ∈ N, onde as semi-normas ‖ · ‖n,m são definidas por

‖f‖n,m := sup
x∈R

∣∣∣xnf (m)(x)
∣∣∣

Se f ∈ S(R), então pertencem ao espaço de Schwartz, e em particular são absolutamente
integráveis, também todas as derivadas f (k)(x) e os produtos p(x)f (k)(x), onde p ∈ C[t] é
um polinómio arbitrário. O operador derivação é definido por (Df)(x) := f ′(x), e o operador
multiplicação é definido por (Xf)(x) := x f(x). Então D e X são operadores lineares do
espaço de Schwartz no próprio espaço de Schwartz.

A transformada de Fourier entrelaça derivadas com multiplicações, e esta é a causa da im-
portância da transformada no estudo das equações diferenciais.
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Teorema 11.1. Se f ∈ S(R), então a transformada de Fourier da derivada f ′ e a derivada
da transformada de Fourier de f são

f̂ ′(ξ) = 2πiξ f̂(ξ) e f̂ ′(ξ) = ̂(−2πixf)(ξ) , (11.7)

respetivamente, ou seja, F ◦D = 2πiX ◦ F e −2πiF ◦X = D ◦ F .

Por indução, a transformada de Fourier da k-ésima derivada de f é igual a (2πiξ)kf̂(ξ), e a k-
ésima derivada da transformada de Fourier de f é a transformada de Fourier de (−2πix)kf(x).
Em particular, a transformada de Fourier envia o expaço de Schwartz en si próprio, ou seja
pode ser pensado como um operador linear F : S(R)→ S(R∗).
O produto de convolução das funções de Schwartz f e g é a função f ∗ g definida por

(f ∗ g)(x) :=

∫ ∞
−∞

f(y) g(x− y) dy

Se f, g,∈ S(R), então também f ∗ g ∈ S(R). O produto de convolução é simétrico e associa-
tivo.

Teorema 11.2. A transformada de Fourier de um produto de convolução é o produto pontual
das transformadas de Fourier dos fatores, ou seja,

F(f ∗ g) = (Ff) (Fg) (11.8)

• Mostre que uma função de Schwartz é uniformemente cont́ınua (é arbitrariamente pe-
quena numa vizinhança de ±∞ e uniformemente cont́ınua na região compacta comple-
mentar).

• Mostre que o produto de convolução (rect ∗ rect)(t) é a função triangular

tri(t) := max{1− |t|, 0} ,

e calcule a transformada de Fourier de tri(x).

• Mostre que uma função de Schwartz f(x) com valores reais é par sse f̂(ξ) é real, e é

ı́mpar sse f̂(ξ) é imaginário puro.

4. (Gaussianas e identidades aproximadas) As gaussianas são as funções de Schwartz Ce−γx
2

,
onde C e γ > 0 são parâmetros reais. O cálculo(∫ ∞

−∞
e−x

2/2 dx

)2

=

∫∫
R2

e−(x2+y2)/2 dx dy

=

∫ 2π

0

∫ ∞
0

e−r
2/2 rdr dθ = 2π

mostra que ∫ ∞
−∞

e−x
2/2 dx =

√
2π , ou seja,

∫ ∞
−∞

e−πx
2

dx = 1 .

Teorema 11.3. A gaussiana g(x) := e−πx
2

é “auto-dual”, ou seja é igual à sua transfor-
mada de Fourier:

ĝ(ξ) = g(ξ)
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Demonstração. A função f(z) = e−πz
2

é inteira (holomorfa em C). Portanto, o seu integral∮
γ
e−πz

2

dz ao longo do retângulo γ de vértices ±R e ±R + iξ (com ξ real) é nulo. Este
integral é∫ R

−R
e−πx

2

dx+ i

∫ ξ

0

e−π(R+iy)2 dy −
∫ R

−R
e−π(x+iξ)2 dx− i

∫ ξ

0

e−π(−R+iy)2 dy

No limite quando R → ∞, os dois integrais que formam a parte imaginária tendem para 0,
pois o valor absoluto do integrando é limitado por e−π(R2−ξ2). O resultado é que∫ ∞

−∞
e−πx

2

e−2πiξx dx = e−πξ
2

Consideramos a famı́lia de gaussianas

Gτ (x) :=
1√
τ
e−πx

2/τ (11.9)

parametrizadas por τ > 0

Gaussianas Gτ com τ =1, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, 0.001.

Um cálculo (usando o teorema 11.3 e a propriedade (11.5)) mostra que

Ĝτ (ξ) = e−πτξ
2

Uma identidade aproximada na reta real é uma famı́lia de funções integráveis (Kn) não-
negativas, ou uniformemente absolutamente integráveis, i.e. tais que∫ ∞

−∞
|Kn(x)| dx < M ,

de massa total unitária, i.e. tais que∫ ∞
−∞

Kn(x) dx = 1 ,

e “assimptoticamente concentradas na origem”, i.e. tais que para todo δ > 0

Iτ (δ) :=

∫
|x|≥δ

Kτ (x) dx→ 0

quando n→∞.

Acontece que a famı́lia das Gτ ’s forma uma “identidade aproximada” quando τ → 0 (ou
seja, por exemplo, com τ = 1/n e n → ∞). Essencialmente a mesma prova do teorema 8.9
(usando a observação que as funções de Schwartz são uniformemente cont́ınua) mostra que
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Teorema 11.4. Se f ∈ S(R) então

(f ∗Gτ )(x) =

∫ ∞
−∞

f(x− y)Gτ (y) dy → f(x)

uniformemente em x quando τ → 0.

• Mostre que a Gaussiana g(x) = e−πx
2

é solução da equação diferencial

g′ + (2πx) g = 0 .

Observe que a sua transformada de Fourier ĝ(ξ) := (Fg)(ξ) também satisfaz a equação
diferencial

ĝ ′ + (2πξ) ĝ = 0 .

Deduza que a gaussiana g(x) é um ponto fixo da transformada de Fourier.

• Calcule a transformada de Fourier da gaussiana genérica Ce−γx
2

e de Ceγ(x−a)2 (use a

transformada da gaussiana g(x) = e−πx
2

e as propriedades elementares da transformada
de Fourier).

• Verifique que Gτ ∗Gτ ′ = Gτ+τ ′ .

• Mostre que a famı́ia das Kn(x) := n · rect(nx) é uma identidade aproximada. Mostre
que a famı́lia de gaussianas Gτ (x) é uma identidade aproximada quando τ → 0 (ou seja,
por exemplo, com τ = 1/n).

5. (teorema de inversão) O teorema de Fubini implica a “fórmula de multiplicação” seguinte.

Teorema 11.5 (fórmula de multiplicação). Se f, g ∈ S(R) então∫ ∞
−∞

f(x) ĝ(x) dx =

∫ ∞
−∞

f̂(y) g(y) dy (11.10)

Uma consequência é a fórmula de inversão de Fourier.

Teorema 11.6 (fórmula de inversão). Se f ∈ S(R) e f̂ = Ff é a sua transformada de
Fourier, então

f(x) =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ) e2πiξx dξ (11.11)

Demonstração. O núcleo do calor Gτ (x), definido em (11.9), é a transformada de Fourier da

gaussiana e−πτξ
2

. Pela fórmula de multiplicação 11.10,∫ ∞
−∞

f(x)Gτ (x) dx =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ) e−πτξ
2

dξ

Quando τ → 0, o primeiro integral tende para f(0) pelo teorema 11.4, e o segundo integral

tende para
∫
R f̂(ξ) dξ. Isto prova a fórmula (11.11) no ponto x = 0. Para provar a fórmula

de inversão para x arbitrário, basta considerar a função g(y) = f(x+ y) e observar que

f(x) = g(0) =

∫ ∞
−∞

ĝ(ξ) dξ =

∫ ∞
−∞

f̂(ξ) e2πiξx dξ

pelas (11.3).
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Portanto, a transformada de Fourier é uma bijeção linear F : S(R) → S(R∗) do espaço de
Schwartz, cuja inversa é a transformada de Fourier inversa F−1 : S(R∗) → S(R), definida
pelo integral impróprio

(F−1g)(x) = ǧ(x) :=

∫ ∞
−∞

g(ξ) e2πiξx dξ

Na notação (11.2), e fórmula de inversão é escrita

f(t) =

∫ ∞
−∞

F (ω) eiωt
dω

2π

6. (teorema de Plancherel) O produto interno e a norma L2 no espaço de Schwartz S(R) são
definidos por

〈f, g〉2 :=

∫ ∞
−∞

f(x) g(x) dx e ‖f‖2 :=
√
〈f, f〉L2

respetivamente.

Teorema 11.7 (Plancherel). Se f ∈ S(R), então ‖f‖2 = ‖f̂‖2, ou seja,∫ ∞
−∞
|f(x)|2 dx =

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2 dξ

Demonstração. Se g(x) := f(−x), então ĝ = f̂ , pela (11.6). Seja h = f ∗ g. Então h(0) =

‖f‖22, e, pela (11.8), ĥ(ξ) = |f̂(ξ)|2. Então, pelo teorema de inversão 11.11,

‖f‖22 = h(0) =

∫ ∞
−∞

ĥ(ξ) dξ =

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2 dξ = ‖f̂‖22 .

• Calcule a norma L2 da gaussiana e−x
2/2.

• [Io05] 5.5
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Transformadas de Fourier

(espaço do tempo t) (espaço da frequência ξ)

(inversão/transformada) f(t) =
∫∞
−∞ e2πiξt f̂(ξ) dξ f̂(ξ) :=

∫∞
−∞ e−2πiξt f(t) dt

(linearidade (λ, µ ∈ C)) λf(t) + µg(t) λf̂(ξ) + µĝ(ξ)

(conjugação) f(t) f̂(−ξ)

(homotetia (λ > 00)) f(t/λ) λ f̂(λξ)

(translação/modulação) f(t− a) e−2πiaξ f̂(ξ)

(modulação/translação) e2πibt f(t) f̂(ξ − b)

(derivação/multiplicação) f ′(t) 2πiξ f̂(ξ)

(multiplicação/derivação) −2πit f(t) f̂ ′(ξ)

(convolução/produto) (f ∗ g)(t) :=
∫∞
−∞ f(t− τ) g(τ) dτ f̂(ξ) f̂(ξ)

(energia/Plancherel) E = ‖f‖2 =
∫∞
−∞ |f(t)|2 dt E = ‖f̂‖2 =

∫∞
−∞ |f̂(ξ)|2 dξ

(pulso/sinc) rect(t) :=

{
1 se |t| ≤ 1/2
0 se |t| > 1/2

sinc(ξ) := sin(πξ)
πξ

(gaussiana) e−πt
2

e−πξ
2

(exponencial, a > 0) e−2πa|t| 1
π

a
ξ2+a2

Mais transfomadas em http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform

http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
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12 Aplicações da transformada de Fourier às EDPs

1. (difusão na reta e núcleo do calor) Consideramos o problema de Dirichlet que consiste em
resolver a equação de calor

ut − uxx = 0 (12.1)

na reta real (ou seja, com x ∈ R e t ≥ 0) com condição inicial u(x, 0) = f(x). Se u(x, t) é
suficientemente regular, a sua transformada de Fourier (apenas na variável x)

û(ξ, t) =

∫ ∞
−∞

u(x, t) e−2πiξx dx

satisfaz a equação diferencial (consequência de (12.1))

û t = −4π2ξ2 û

com condição inicial

û(ξ, 0) =

∫ ∞
−∞

u(x, 0) e−2πiξx dx = f̂(ξ)

A solução é

û(ξ, t) = e−4π2ξ2t f̂(ξ)

A função e−4π2ξ2t é a transformada de Fourier do núcleo do calor (heat kernel)

Ht(x) :=
1√
4πt

e−x
2/4t ,

definido por t > 0, e portanto û(x, t) = Ĥt(ξ) f̂(ξ). De consequência, um candidato para a
solução é o produto de convolução

u(x, t) = (Ht ∗ f)(x)

=
1√
4πt

∫ ∞
−∞

e−(x−y)2/4t f(y) dy

da condição inicial com o núcleo do calor.

Teorema 12.1. Se f ∈ S(R), então u(x, t) = (Ht ∗ f)(x) é uma solução de classe C∞ da
equação de calor (12.1) na região x ∈ R e t > 0, que converge uniformemente e na norma
L2 para f(x), i.e.

u(·, t)→ f e ‖u(·, t)− f‖2 → 0 ,

quando t↘ 0.

Demonstração. A função u(x, t) está no espaço de Schwartz para todo tempo t > 0, pois é
um produto de convolução de duas funções do espaço de Schwartz, e resolve a equação de
calor se t > 0, porque o próprio Ht(x) é uma solução da equação de calor.

O núcleo do calor Ht(x) é uma identidade aproximada para t→ 0, logo, pelo teorema 11.4,
(Ht ∗ f)(x)→ f(x) uniformemente em x quando t↘ 0.

Pela fórmula de Plancherel 11.7, o quadrado da norma L2 da diferença entre u(x, t) e f(x) é∫ ∞
−∞
|u(x, t)− f(x)|2 dx =

∫ ∞
−∞
|û(ξ, t)− f̂(ξ)|2 dξ

=

∫ ∞
−∞
|f̂(ξ)|2 |e−4π2ξ2t − 1|2 dξ .
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Este último integral tende para 0 quando t↘ 0. De facto, seja ε > 0. Sendo |e−4π2ξ2t − 1|2
limitado e f̂ ∈ S(R), é posśıvel arranjar R > 0 tal que∫

|ξ|≥R
|f̂(ξ)|2 |e−4π2ξ2t − 1|2 dξ ≤ ε .

Por outro lado, sendo |f̂(ξ)|2 limitado e sabendo que |e−4π2ξ2t − 1| → 0 quando t ↘ 0
uniformement para −R ≤ ξ ≤ R, é posśıvel arranjar um tempo T tempos suficientemente
pequeno tal que |f̂(ξ)|2 |e−4π2ξ2t − 1|2 ≤ ε/2R se t < T , assim que também o integral∫

|ξ|≤R
|f̂(ξ)|2 |e−4π2ξ2t − 1|2 dξ ≤ ε .

Isto prova a convergência na norma L2

• Verifique que o núcleo do calor Ht(x) é uma identidade aproximada quando t↘ 0.

• Calcule a solução u(x, t) = (Ht ∗ f)(x) quando a condição inicial é a função pulso
f(x) = rect(x) ou a gaussiana f(x) = H1(x).

• Mostre que se u(x, t) é uma solução da equação de calor (4.2) que está no espaço de
Schwartz para todos os tempos t > 0, então a “energia”

E(t) := ‖u(·, t)‖22 =

∫ ∞
−∞
|u(x, t)|2 dx

é não-crescente, i.e. satisfaz dE/dt ≤ 0.

• Use a transformada de Fourier para determinar a solução formal da equação de calor
com dissipação

ut − uxx = −αu

com condição inicial u(x, 0) = f(x) no espaço de Schwartz.

• Use a transformada de Fourier para determinar a solução formal da equação de calor
com convecção

ut − uxx = αux

com condição inicial u(x, 0) = f(x) no espaço de Schwartz.

2. (equação de ondas) Use a transformada de Fourier para determinar a solução formal da
equação de onda

utt − uxx = 0

com condições iniciais u(x, 0) = f(x) e ut(x, 0) = g(x) no espaço de Schwartz.

3. (fórmula integral de Poisson no semi-plano) Consideramos o problema de determinar uma
extensão harmónica e limitada u(x, y) no semi-plano superior H = {x + iy ∈ C : y > 0} de
uma função f(x) definida na fronteira ∂H ≈ R. Se u(x, y) é suficientemente regular, a sua
transformada de Fourier (apenas na variável x),

û(ξ, y) =

∫ ∞
−∞

u(x, y) e−2πiξx dx

satisfaz a equação diferencial
−4π2ξ2 û+ û yy = 0

(consequência de ∆u = 0) com condição inicial

û(ξ, 0) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x) e−iξx dx = f̂(ξ) .

A solução limitada em y > 0 é

û(ξ, y) = e−2π|ξ|y f̂(ξ) .
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A função e−2π|ξ|y é a transformada de Fourier do núcleo de Poisson em H, defiinido por

Py(x) :=
1

π

y

x2 + y2
.

Então û(ξ, y) = P̂y(ξ) f̂(ξ). Portanto, um candidato para a extensão harmónica e limitada
de f(x) no semi-plano superior H é o produto de convolução

u(x, y) = (Py ∗ f)(x)

=
1

π

∫ ∞
−∞

y

(x− z)2 + y2
f(z) dz

de f com o núcleo de Poisson. O núcleo de Poisson não está no espaço de Schwartz, mas
decresce (apenas) como ≤ C/(1 + |x|2) quando |x| → ∞. É posśıvel mostrar que é uma
identidade aproximada quando y → 0.

Teorema 12.2. Se f ∈ S(R), então u(x, y) = (Py ∗ f)(x) é uma função harmónica e
limitada no semi-plano superior H, que converge uniformemente e na norma L2 para f(x),
i.e.

u(·, y)→ f e ‖u(·, y)− f‖2 → 0 ,

quando y ↘ 0.

• Verifique que o núcleo de Poisson Py(x) em H é uma identidade aproximada quando
y ↘ 0.

• Prove o teorema 12.2.

• Verifique que u(x, y) = y e v(x, u) = 0 são funções harmónicas em H que assume os
mesmos valores (triviais) na fronteira ∂H ≈ R. Isto mostra que o problema de Dirichlet
na região ilimitada H, sem mais condições, não admite soluções únicas.

• [Io05] 5.5

4. (oscilador harmónico quântico e funções de Hermite) A equação de Schrödinger para a função
de onda ψ(x, t) de uma part́ıcula de massa m = 1 num potencial V (x) = x2/2 (oscilador
harmónico), em unidades tais que a constante de Planck reduzida é ~ = 1, é

i
∂ψ

∂t
= −1

2

∂2ψ

∂x2
+

1

2
x2ψ .

As soluções separáveis são ψn(x, t) = e−iEntfn(x), onde as fn(x) são funções próprias do
operador de Hermite H : S(R)→ S(R), definido por

2H := −D2 −X2 ,

com valores próprios En (umas energias), i.e. Hfn = Enfn. Os operadores de destruição
(annihilation) e de criação (creation) são os operadores

Z := X +D e Z∗ := X −D ,

respetivamente, definidos, por exemplo, no espaço de Schwartz S(R). É imediato verificar
que [D,X] = I (o operador identidade), e que 2H = Z∗Z + I. O operador de criação é o
“adjunto” do operador de destruição, no sentido em que se f, g ∈ S(R) então

〈Zf, g〉2 = 〈f, Z∗g〉2

Isto implica que 〈Z∗Zf, f〉2 = ‖Zf‖22 ≥ 0 para todo f ∈ S(R), ou seja, que 2H ≥ I. O
produto N := Z∗Z é chamado operador número, e satisfaz a relação de comutação [N,Z∗] =
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2Z∗. Se f é um vetor próprio de N com valor próprio λ, então Z∗f é um vetor próprio de
N com valor próprio λ+ 2. De fato, se Nf = λf ,

N(Z∗f) = (Z∗N + [N,Z∗])f = (Z∗N + Z∗)f = Z∗(N + 2I)f = (λ+ 2)Z∗f

A gaussiana g(x) = e−x
2/2 está no núcleo do operador de destruição, ou seja, satisfaz a

equação diferencial Zg = 0, e portanto φ0 := g/|g‖2 é um vetor próprio unitário do operador
N com valor próprio Nφ0 = 0. Então as funções de Hermite, definidas por

φn :=
1

‖(Z∗)nφ0‖2
(Z∗)nφ0

se n = 0, 1, 2, 3, . . . , formam uma famı́lia ortonormada de vetores próprios do operador
número N com valores próprios 2n (os φn com n’s diferentes são ortogonais porque N∗ = N),
e de consequência do operador de Hermite H com valores próprios (n+ 1/2), i.e.

H φn = (n+ 1/2)φn .

5. (prinćıpio de indeterminação de Heisenberg) Acontece que uma função e a sua transformada
de Fourier não podem ser, contemporaneamente, muito concentradas.

Se fixamos a energia ‖ψ‖22 =
∫
R |ψ(x)|2 dx = 1, e portanto também

∫
R |ψ̂(ξ)|2 dξ = 1 pelo

teorema de Plancherel, podemos interpretar |ψ(x)|2 e |ψ̂(ξ)|2 como sendo umas densidades
de probabilidades. Este é o caso da função de onda ψ(x) de uma part́ıcula quântica na

representação de Schrödinger, onde
∫ b
a
|ψ(x)|2 dx é a probabilidade de observar a posição da

part́ıcula no intervalo [a, b]. Uma medida natural da “concentração” é a “variância”

Var(x) :=

∫ ∞
−∞

(x− x)2 |ψ(x)|2 dx

onde o “valor médio” é definido por

x =

∫ ∞
−∞

x |ψ(x)|2 dx .

(em mecânica quântica, o valor médio do observável “posição” no estado ψ). Analogamente
definimos a variância Var(ξ) da transformada de Fourier e o valor médio ξ da variável con-
jugada ξ (em mecânica quântica, o valor médio do observável “momento linear”).

Teorema 12.3 (prinćıpio de indeterminação de Heisenberg). Se ψ ∈ S(R) tem norma

‖ψ‖2 = 1, e ψ̂(ξ) é a sua transformada de Fourier, então(∫ ∞
−∞

(x− x)2 |ψ(x)|2 dx
) (∫ ∞

−∞
(ξ − ξ)2 |ψ̂(ξ)|2 dξ

)
≥ 1/4 (12.2)

Demonstração. Para λ ∈ R, consideramos os operadores de destruição e criação deformados
Zλ := λX +D e Zλ

∗ = λX −D, respetivamente. Fixado ψ ∈ S(R), o polinómio quadrático

Q(λ) := 〈Zλ∗Zλψ,ψ〉 = λ2 〈Xψ,Xψ〉 − λ 〈ψ,ψ〉+ 〈Dψ,Dψ〉

é não-negativo, pois é igual a 〈Zλψ,Zλψ〉 = ‖Zλψ‖22 ≥ 0. Se ‖ψ‖ = 1, isto implica que
〈Xψ,Xψ〉 · 〈Dψ,Dψ〉 ≥ 1/4. O primeiro fator é

∫
R x

2|ψ(x)|2 dx. Pelas (11.7) e pelo teorema

de Plancherel, o segundo fator é
∫
R |ψ

′(x)|2 dx =
∫
R ξ

2 |ψ̂(ξ)|2 dξ. Portanto,(∫ ∞
−∞

x2|ψ(x)|2 dx
)(∫ ∞

−∞
ξ2 |ψ̂(ξ)|2 dξ

)
≥ 1/4 .

A desigualdade (12.2) é obtida substituindo ψ(x) por e−2πixξψ(x− x).

• Mostre que valor médio minimiza o desvio quadrático a 7→
∫
R(x− a)2 |ψ(x)|2 dx.

• Verifique que o mı́nimo em (12.2) é atingido quando ψ(x) é uma gaussiana.
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