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CONTEUDO 3

Notacoes

Numeros. N := {1,2,3,...} denota o conjunto dos numeros naturais, e Ny := {0,1,2,...} =
NuU{0}. Z := {0,+£1,+£2,43,...} denota o anel dos nimeros inteiros. Q := {p/q com p,q, €
Z,q # 0} denota o corpo dos nimeros racionais. R e C sdo os corpos dos nimeors reais e
complexos, respetivamente.

Notacao de Landau. Sejam f(z) e g(x) duas fungoes definidas no mesmo intervalo ou sub-
conjunto I dos reais, e seja a um ponto de acumulacao de I, ou co . A notacéo

flx) =0(g(x)) quando = — a

quer dizer que existe uma constante M > 0 tal que |f(z)| < M |g(z)| para todo x suficientemente
préximo de a (grande se a = 00).
A notagao
f(z) =o(g(x)) quando =z — a.

quer dizer que para todo o € > 0 acontece que |f(z)| < e|g(z)| se x é suficientemente préximo de
a (grande se a = 00). Se g(z) # 0 numa vizinhanca de a, entdo isto é equivalente a

Espago euclidiano. R"™ denota o espago Euclidiano de dimensao n. Fixada a base candnica

e; = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...), ..., e, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
X = (21,%2,...,%Ty) = T1€] + To€2 + - + Tpe€y
de coordenadas x; € R, com i =1,2,...,n.

O produto interno FEuclidiano é definido por
X-y:=T1y1 +Tay2 + -+ Tpln -

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* := Homg(R",R)
e o préprio R™: o valor da forma linear £ € (R™)* ~ R™ no vetor x € R é (£,x) =& - x.

A norma Euclidiana do vetor x € R" é ||x|| := /x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
x,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

dx,y) =|x—yll= V(@1 —y)2+ -+ (@n — yn)?-

A bola aberta de centro a € R™ e raio € > 0 é o conjunto B.(a) := {x € R"s.t. ||[x —a| <e}. Um
subconjunto A C R™ é aberto em R™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com € > 0 suficientemente pequeno.

Os pontos e as relativas coordenadas no plano Euclidiano R? ou no espaco Euclidiano 3-
dimensional R3 (ou seja, as posicdes dos pontos materiais da fisica) sdo também denotados, con-
forme a tradicdo, pelas letras r = (z,y) € R? our = (2,y,2) € R3. Entao r := |r|| denota o
comprimento do vetor r, ou seja, a distancia do ponto r da origem do referencial.

Caminhos. Se ¢ — x(t) = (z1(t), z2(t),...,z,(t)) € R” é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferenciavel definido num intervalo I C R com valores no espago
Euclidiano R", entao as suas derivadas sao denotadas por

dx .. d*x w d®x
=— Xi=— =
dt’ dt?’ dt3’
Em particular, a primeira derivada v(t) := %x(t) é dita velocidade, e a sua norma v(t) := ||v(t)]| é

dita velocidade escalar (em inglés “speed”). A segunda derivada a(t) := %(t) é dita aceleracdo.



CONTEUDO 4

Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R™ — R definida num dominio X C R™.
Um campo vetorial é uma fungdo F : X C R" — RF, F(x) = (F1(x), F2(x), ..., Fi(x)), cujas
coordenadas F;(x) sdo k campos escalares.

A derivada do campo diferencidvel F : X ¢ R® — R* no ponto x € X é a aplicacdo linear
dF(x) : R® — R tal que

F(x +v) = F(z) + (dF (x),v) +o([|v)

para todos os vetores v € R™ de norma ||v| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana (JacF)(x) := (0F;/0xj(x)) € Matyx,(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar v : X C R” — R no ponto x € X ¢ a forma linear du(x) : R — R,

8u ou ou

du(x) := (x) dxy,

(onde dzy, o diferencial da fungdo coordenada x — x, é a forma linear que envia o vector v =
(v1,v2,...,0,) € R" em day - v := vg). A derivada do campo escalar diferencidvel u: X C R - R
na diregao do vetor v € R™ (aplicado) no ponto x € X C R", é igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x—i— tv) tio = (du(x),v) .

O gradiente do campo escalar diferencidvel v : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R® — R"

tal que
(du(x),v) = Vu(x) - v

para todo os vetores (tangentes) v € R" (aplicados no ponto x € X).
E 1til, no espaco euclidiano R?, definir o operador diferencial “nabla”

V = (0z,0y,0;).

De consequéncia V - F e V x F sao a “divergéncia’ e o “rotacional” do campo vetorial F, respe-
tivamente.
O Laplaciano é o operador diferencial
02 02 02

A :=divograd = VV-aQ—i—aQ-i---- 922
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1 As EDPs da fisica-matematica

1. (particulas e mecanica Newtoniana) A mecanica Newtoniana descreve essencialmente o mo-
vimento de particulas puntiformes por meio de equagoes diferenciais ordindrias: a trajetoria
t — r(t) de uma particula no campo de forgas F = F(r) é solugdo da equagdo de Newton

d
— (mr) =F
5 ()

A descrigao de sistemas compostos de mais particulas, como o sistema solar ou o corpo
rigido, nao é muito diferente, usando apenas um espago de configuragbes com um nimero
maior de coordenadas. Se q = (q1,¢2, - - ., @n) sd0 umas coordenadas generalizadas e £(q,q)
é a Lagrangiana (tipicamente a diferenca £ =T — V entre a energia cinética T = %Hq|\2 ea
energia potencial V = V(q)) entdo as trajetérias do sistemas sdo os pontos criticos da agao
S = [ Ldt, ou seja, sao determinadas pelo principio variacional

t1
6 [ L(q,q)dt=0

to

onde ty e t; sao os tempos inicial e final, respetivamente. As equagoes de Newton tomam
entao a forma das equacgoes de Euler-Lagrange

d oL oL

——— ——=0 k=1,2,....,n.
dt gy, Iqk "

Na formulacao Hamiltoniana, os momentos sao definidos por p; := 0L/0q;, e a Hamiltoniana
é a transformada de Legendre da Lagrangiana:

. oL

As equagoes do movimento sao entao

OH OH
= 9% =2 k=1,2....n 1.1
oo P 90 (1.1)

qr

e O oscilador harmdnico é o sistema descrito pela Lagrangiana £(q, ) = %(Q)Q — %w2q2, e
portanto pela equagdo de Newton § = —w?q. A Hamiltoniana é H(q,p) = %pz + %wzqz,

onde p = ¢. Escreva as equagoes de movimento em termos das p e ¢’s, e deduza que a
energia H é uma constante do movimento.

2. (campos de forcas da fisica classica) As forgas da fisica classicas sdo determinadas por certas
leis que assumem a forma de equagoes integrais (involvendo fluxos) ou, equivalentemente, de
equagoes diferenciais parciais. Por exemplo, o campo de forgas gravitacional gerado por uma
distribuicdo de massas com densidade p = p(r) satisfaz a lei de Gauss V -F = —4mwp. Sendo
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um campo conservativo, admite um “potencial”, um campo escalar ¢ tal que F = —V¢. O
“potencial gravitacional” ¢ satisfaz portanto a equacao de Poisson

A¢p = 4dmp (1.2)
Numa regiao onde a densidade de massas é nula o potencial gravitacional satisfaz a equacao
de Laplace

Ap=0 (1.3)

Esta equagao é ubiqua em fisica, e as suas solugoes sao chamadas “fungoes harmonicas” pelos
matematicos.

Os outros campos da fisica cldssica sao os campos elétrico E e magnético B. Estes campos
satisfazem (sem considerar os efeitos da matéria) as leis de Gauss

V-E=p V-B=0
(onde p é a densidade de carga elétrica), a lei de Faraday
VxE= —8tB
e a lei de Ampére
VxB=0E+J
(onde J é a densidade de corrente elétrica). Numa regido sem cargas e sem correntes, estas
leis implicam que os campos elétrico e magnético satisfazem a equac¢do de onda

OuE = AE

e Verifique que o potencial Newtoniano

u(r) = —%

(onde r = /22 + 32 + 22) é uma fun¢io harménica em R3\{0}.

e Verifique que u(x,t) = f(z + ct) + g(x — ct), onde f e g sdo fungdes arbitrrias duas
vezes diferencidveis, satisfaz a equagao de onda em dimensao um

Ot = 2Opput
Interprete as solugoes f(x + ct) e g(a — ct).

3. (fenémenos coletivos/macroscépicos) Objetos extendidos como um fluido sdo necessariamente
descritos por meio de campos de densidades, de velocidades, ..., fungdes que a cada ponto
r de uma regido e a cada tempo ¢ associam o valor “macroscépico” wu(r,t) de um certo
observavel neste ponto e no instante ¢.

Por exemplo, se p é a densidade de um material/soluto transportado por um fluido cujo
campo de velocidade é v, entdo a conservacao do material é equivalente a equag¢do de conti-
nuidade/transporte

Op—V-(pv)=0. (1.4)

Por outro lado, se v(r,t) = 1(t) é o campo de velocidades de um fluido de particulas néo
interagentes, entao a equagao de Newton ¥ = 0 para cada particula implica a equacdo de
Euler

v+ (v-V)v=0 (1.5)

E possivel acrescentar uma forca proporcional a —Av, que imita a viscosidade do fluido,
assim como uma forga devida a pressdo p e uma forga externa F. O resultado é uma das
famosas equagoes de Navier-Stokes

1
atVJr(V‘V)V:*;VerF*%AV (1.6)

E importante lembrar que esta nao é uma “lei da natureza” mas apenas uma lei fenome-
noldgica que, é esperado, modela alguns fenémenos da natureza.
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Outro exemplo importante é a lei fenomenolégica que modela a difusdo ou a propagacao
de calor num meio homogéneo. Se p = p(x,t) denota a densidade de soluto/calor numa
solugao/condutor unidimensional, entdao a massa total de soluto/calor contido num intervalo
entre x e x +dx é M ~ pdx e a sua variagdo no tempo é M ~ 0;pdx. Mas esta variagdo é a
soma algébrica entre os fluxos de soluto/calor que entram ou saem da fronteira do intervalo,
os ponto z + dx e x. Em primeira aproximagao, estes fluxos s@o proporcionais ao gradiente
da densidade/temperatura (lei de Fick/Fourier). De consequéncia,

Op(z,t)dx ~ Opp(x + dx,t) — Opp(z,t)
Ao dividir por dx e ao fazer o limite quando dz — 0, obtemos a lei
O¢p = Orzp
A generalizagido em dimensao 3 (ou em dimensao arbitréria) é a equagao de difusdo/calor
dp = Ap

O caso estacionadrio, i.e. independente do tempo, é modelado mais uma vez pela equagao de
Laplace Ap = 0.

e A equacgao de transporte em dimensao um num campo de velocidade constante v é
U + v, =0

Verifique que u(z,t) = p(x — vt), onde ¢ é uma fungdo derivdvel arbitrdria, é uma
solucao.

4. (particulas e campos quanticos) Na mecénica quantica, e depois na teoria de campos, a
distingao entre campos e particulas deixa de existir. A funcao de onda ¢ (¢, r) de uma particula
ndao relativistica num potencial V (r) segue a equagdo de Schrédinger

—i0pp = AP + V(r)
Por exemplo, a funcao de onda do eletrao do atomo de hidrogénio satisfaz a equagao
o2
~idhp = A+ Sy
Em particular, uma particula livre é modelada pela equagao

— 0 = At (1.7)

que é a equacao de calor com tempo imaginario!
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5. (gravitacao) O campo gravitacional é o préprio espago-tempo, ou melhor, a métrica g,,. A
matéria determina o espago-tempo de acordo coma equacao de Finstein

Rp,y - %Rg/w + Agp,l/ = 87.{.1_11.1/

onde R,, e R denotam a curvatura de Ricci e a curvatura escalar, respetivamente, 1, é o
tensor energia-momento, e A é a constante cosmoldgica.

6. Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma lei
F(xl,...,mn,u.,um’...,uwn,...7uwwj,...,umimﬂk7...) =0

para algumas (i.e. um ndmero finito de) derivadas parciais
0 0 0
de um campo u(zy,...,2,), escalar ou vetorial, definido num dominio D C R"™.
A orden de uma EDP é a maior ordem das derivadas parciais que aparecem na equacao.

Dependendo do significado fisico das varidveis independentes x = (z1,...,2,) (posigio,
tempo, velocidade, energia, ...), é posto o problema de determinar a/as solucdao/des do
problema com condi¢oes iniciais

u(x,to) = p(x),  w(x,to) = P(x),

se as varidveis independentes sao (x,t) := (z1,...,Zn_1,t) € D C R xR | tg é um “tempo
inicial” e ¢, ¥, ...sdo func¢oes dadas, e/ou do problema com condicées de fronteira

u(x) = ¢(y) quando x -y € 0D,

se as varidveis independentes sdao x := (x1,...,2,) € D C R™, 9D denota a fronteira do
dominio D C R™ e ¢ é uma funcgao dada.
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e Determine uma solucao da EDP
Uy = 0

para o campo escalar u(z,t), com x € R e t € R, com condi¢ao inicial u(x,0) = ¢(z).

e Determine uma solucao da EDP
Ut = 0

para o campo escalar u(x,t), com x € R e t € R, com condigoes iniciais u(x,0) = ¢(x)
e u(x,0) = (x).
e Determine solugoes da EDP
Ut = U

para o campo escalar u(z,t), com (x,t) € R x R.

o Mostre que solucdes de classe C? da EDP
Ugy = 0

no plano R? sao u(z,y) = f(x) + g(y), onde f e g sao fungoes arbitrdrias de classe C2.

e Mostre que as solucdes de classe C' da EDP
Uy = Uy

no plano R? sao u(z,y) = f(x +y), onde f é uma funcao arbitrarias de classe C!.

e Verifique que u(x,y) = f(y/x), com f de classe C!, é solucio da EDP

TUg + yuy =0
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2 EDPs de primeira ordem

1. Considere a EDP
uy =0 (2.1)

para o campo escalar u(x,y) definido no plano R2. A equacio afirma que u é independente
da varidvel y, ou seja, que u é constante nas retas verticais x = ¢. As solugoes da (2.1) sao
portanto da forma

u(z,y) = ¢(z),
onde 1) é uma fungao arbitrdria de uma varidvel (de classe C*, se queremos solugoes classicas).

Por exemplo, a solucao que vale u(x, f(x)) = ¢(z) ao longo da curva y = f(x) é tnica e é
dada pela expressao u(x,y) = ¢(x).

Por outro lado, existem infinitas solugoes tais que u(0,y) = ¢ ao longo da reta vertical z = 0,
com c constante (todas as fungoes u(x,y) = p(x) com p(0) = ¢), mas néo existe nenhuma
solucao que vale u(0,y) = 6(y) na reta vertical z = 0, se § ndao é uma fungao constante.

Mais em geral, a EDP linear homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes
aug + buy, =0 (2.2)

(com (a,b) # (0,0), caso contrario ndo temos equac¢ao nenhumal) diz que a derivada direc-
cional do campo u(z,y) na diregdo do vetor v = (a,b) é nula, i.e.

d
%u(r + vit) T 0,

Isto quer dizer que u é constante ao longo das retas r + Rv paralelas a v, as solugoes da
EDO r = v. Estas retas tém equacao cartesiana bxr — ay = ¢ ao variar a constante ¢, e sao
chamadas retas carateristicas da EDP linear. As solugoes da (2.2) sdo portanto da forma

u(w,y) = Y (br — ay)

onde v é uma funcdo arbitraria de uma variavel e de classe C!.
Outro ponto de vista consiste em fazer uma mudanga de coordenadas que transforme a (2.2)
na (2.1). Podemos, por exemplo, escolher varidveis ortogonais

' =bxr —ay Yy =ax+by

e observar que

9,0 0 99,0
oxr  ox' oy’ oy  ox oy’

De consequéncia, a equagdo (2.2) é equivalente a
a(buy + auy) + b(—aug + buy ) = (a* + b*)uy,

e portanto, sendo (a,b) # (0,0), a
Uy/ = 0

As solugoes sao fungoes arbitrarias de £’ = bx — ay, como ja sabemos.

e Determine as solugoes de
Uy + Uy =0

e Determine as solugoes de
2uy — 3uy, =0
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e Determine, se existir, uma solucao de
Uy — Uy =0

com condigao inicial u(z,0) = sin(x).

e Determine, se existir, uma solugao de
Uy — OUy =0
com condi¢io inicial u(0,y) = y>.

2. Uma EDP linear de primeira ordem é
uma lei

a1(X) Uz, + -+ + an(X) Uz, = f(x)
para o campo escalar u(x) = u(z1,22,...,Z,), onde a1(x), ..., a,(x) e f(x) sdo fungoes
dadas num dominio 2 C R™. A EDP homogénea associada é

a1(X) Uy, + -+ an(X) uy, =0.

O campo caracteristico é o campo de vectores v(x) := (a1(X),...,a,(x)) em Q@ C R". As
(curvas) caracteristicas sao as curvas integrais de v, as solugdes da EDO auténoma x = v(x).
Se t — x(t) denota a caracteristica com condigao inicial x(0) = x, entao a derivada direccional
do campo escalar ¢ ao longo do campo vectorial v é

(£vo)(x) = %cb(X(t)) = a1(X) ¢z, (X) + -+ + an(x) 92, (%) -
t=0

Em particular: as solugdes do problema homogéneo £,u = 0 sao as funcoes u constantes
ao longo das curvas caracteristicas. Se ¥ C 2 é uma hiper-superficie transversal ao campo
caracteristico v (ou seja, definida localmente por ¥ = { f(x) = 0}, com £y f # 0), entdo o pro-
blema nao-homogéneo £yu = f com condi¢ao inicial uly, (y) = ¢(y) (Vy € X) admite uma
solucdo local numa vizinhanga de X: num sistema de coordenadas tal que v = (1,0,...,0) e
¥ = {z; = 0}, a solugdo local é

w(zy, o, ..., Tn) = @(xa, ..., Tp) —|—/0$1 flt,za, ... xy,)dt.
e Determine as caracteristicas e a solucao geral da EDP
Uy + Yuy =0
e Determine as caracteristicas da EDP
TUg +uy =0

para o campo u(z,y) definido no plano R?, e resolva o problema com condigdo inicial
u(z,0) = p(x).
e Descreva as solugoes da EDP
TUg + yuy =0

no plano R? e no domfnio 2 = R?\{(0,0)}.

e Descreva as solugoes da EDP
TUz = YUy

no plano R2.

e Determine caracteristicas e as solugoes de

Up +uy =1
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e Determine as caracteristicas da EDP

para o campo u(z,y) definido no plano R2. E possivel resolver o problema com condi¢ao
inicial u(z,0) = p(z) ?
e [St08] 1.2.
o [I005] 2.4
3. (equacao de transporte) Seja p = p(x,t) a concentragao de soluto num fluido unidimensional
cujo campo de velocidade é v(z,t). A massa total de soluto contida no intervalo entre x e
x+dr é M ~ p(x,t)dz, e a sua variagdo no tempo é M ~ O;p(x,t) dz. Esta variagio é a

soma algébrica dos fluxos que entram e saem da fronteira do intervalo, os pontos x e x + dz,
e este fluxos sdo p(z,t) v(x,t) e —p(x + dz,t) v(z + dz,t), respetivamente. Portanto,

Opdx ~ p(z,t)v(z,t) — p(x + dz,t) v(z + dzx, t)
Ao dividir por dx e ao fazer o limite quando dx — 0 obtemos a equacdo de transporte
ug + (vu), =0
Em dimensao 3 a equagao de transporte escreve-se
pt+V(pv) =0

onde v(r) é o campo de velocidades do fluido. A equagao de transporte num fluido “incom-
pressivel”, i.e. tal que V-v =0, é

pr+v-Vp=20

e Determine as caracteristicas da equagao de transporte num fluido incompressivel em
dimensao um,
pr+vp, =0 (2.3)

onde a velocidade v = v(t) é uma fungéo apenas do tempo ¢.

e Mostre que uma solucdo da equacdo de transporte (2.3) com condigdo inicial p(z,0) =

ol t) = ¢ (m—/otms) is)

p(x) ¢
Em particular, se a velocidade v é constante, uma solugao é
plx,t) =p(x —vt) .

4. Uma EDP quase-linear de primeira
ordem é uma lei
ay (X, u) Ug, + -+ an(X,u) uy, = f(x,u)

para o campo escalar u(x) = u(x1,x9,...,%,), onde a1(x,u), ..., a,(x,u) e f(x,u) sdo
fungbes dadas num dominio 2 C R™ x R. O campo caracteristico é o campo de vectores
V(x,u) := (a1 (x,u), ..., an(x,u), f(X,u)) em Q. As (curvas) caracteristicas sdo curvas inte-
grais do campo caracteristico, as solugoes da EDO

Jfl = a1 (X, U)

- ’
Ty = an(X,u)

= f(x,u)
ou seja, eliminando o tempo t, de

dxq dz., du

a1 (x, u) an(x,u)  f(x,u)



2 EDPS DE PRIMEIRA ORDEM 13

Uma EDP quase-linear de primeira ordem em dimensao 2 é do género

a(xu:%u)uz + b(m,y,u)uy = c(a:,y7u) (24)

Se u(z,y) é uma solugao de (2.4), entdo o seu grafico {z = u(z,y)} é uma superficie em R xR,
a superficie integral, que pode ser interpretada como a superficie de nivel F(z,y,2) =0 de

F(as,y,z) = U(Z‘,y) -

A prépria equagdo (2.4) diz que o gradiente VF' = (ug,u,,—1) é orthogonal ao campo
vetorial caracteristico v = (a,b,¢). Iso significa que v é tangente & superficie integral. Por
outro lado, se o grafico de uma funcgao é tangente ao campo caracteristico, entao esta funcao
é uma solugao da EDP (2.4).

As curvas caracteristicas sao as curvas integrais de v. Os graficos das soluc¢oes sao reunioes
de curvas caracteristicas.

Uma condicdo inicial u|c = ¢ é uma fungéo ¢ definida numa curva C' = {(z(s),y(s)) : s €
I} C R%. O gréfico de ¢ determina uma curva I' = {(x(s),y(s), p(x(s),y(s))) : s € I}
em R? x R. Se v nio ¢ tangente a I', para cada ponto (x(0,s),y(0,s),2(0,s)) de I, com
2(0, s) := (x(0, s),y(0, s)), passa uma caracteristica (local), solugao de

z(t,s) = a(z,y, z)
y(tas) = b(a?,y,z) 3
2(t,s) = c(x,y, 2)

e a reunido destas caracteristicas gera uma superficie integral ¥ = {(z(t, s), y(¢, s), 2(¢, s)) :
(t,s) € J x I}. A curva inicial C é dita ndo-caracteristica se nao é tangente ao campo ca-
racteristico projetado (a,b). Se C é nado-caracteristica entdo a fungao (t, s) — (x(t,s),y(t,s))
é invertivel, e portanto é possivel definir a funcdo u(x,y) = z(t(z,y), s(z,y)) que resolve o
problema.

e Determine as solugoes u(z,t) da EDP
Ut = U
e Determine a solugao de
Uy + TUy = U

com condigao inicial u(1,y) = sin(y).

5. (equacao de Euler) Considere um fluido de particulas nao interagentes na reta. O campo de
velocidades do fluido é v(x,t) := @(t), onde s — z(s) denota a trajetéria da particula que
passa pelo ponto x no instante t.

e Mostre que a equagido de Newton & = 0 implica que v(x,t) satisfaz a equagdo de Fuler
v +vv, = 0. (2.5)

e Mostre que a equagdo (2.5) pode ser escrita

10
i+ 55,07 =

e Mostre que, se z(t) é uma solu¢ao da EDO & = v(x,t), entdo a fungao u(t) := v(x(t),t)
é uma constante. Portanto, o vetor (x(t), u(t)) satisfaz a EDO caracteristica

T=u
u=0
e Resolva o sistema caracteristico, e deduza que uma solucao implicita da equacao de

Euler (2.5) com condi¢ao inicial v(z,0) = ¢(z) é dada por

v(z +tp(z),t) = p(z),

desde que t seja suficientemente pequeno.
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e O que acontece para grandes valores de ¢ quando o perfil de velocidades inicial v(z,0)
nao é constante?

6. (equacao “eikonal”) Considere a equagdo “eikonal” da 6ptica geométrica
[Vul| =1,

ou seja,
(us)® + (uy)* =1

para o “tempo” u(r) = u(z,y), definido num dominio Q@ C R2, com condi¢oes de fronteira
u(r) =0ser e ON.

e Mostre que u(r) = ||r|| ¢ uma solugdo se Q = R?\{(0,0)}.
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3

Operadores diferenciais lineares

. (equagoes de Maxwell e ondas electromagnéticas) O campo elétrico E e o campo magnético

B “in vacuum” (numa regido sem cargas nem correntes) satisfazem as equagdes de Mazwell

GE-VxB=0 V-E=0

3.1
OB+VXxE=0 V-B=0 (8-1)

Os campos dependem das varidveis espago-temporais ¢t e r = (z,y, z). Aplicando o operador
rotacional Vx as duas equagdes na esquerda (leis de Ampere e Faraday), usando a identiade

Vx(VxF)=V(V-F)-AF

(onde A = V -V é o Laplaciano) e as equagoes de Maxwell & direita (leis de Gauss),
deduzimos as equacoes de onda

OuE— AE =0 0B —AB =0 (3.2)
para os dois campos.

e Verifique que as “ondas planas”
E(t,r) = Eg '@tk (3.3)

(ou a parte real Eg cos(wt — k - r) desta expressao se estamos interessados em solugoes
fisicas) sdo solugdes da equagio de onda (3.2) desde que a “frequéncia (angular)” w e o
“vetor de onda” k satisfazam a “relagao de dispersao”

2 2
w® — k|| =0.
A lei de Gauss V - E = 0 entdo diz que o vetor constante Eg é ortogonal a k. Observe

que a velocidade de fase das ondas planas, v = w/| k||, ndo depende da frequéncia w.

e Descreva os conjuntos de nivel das ondas planas definidas acima para um tempo ¢ fixado,
depois descreva como mudam quando o tempo cresce. Justifique o nome “ondas planas”.

e Use a lei de Faraday para calcular o campo magnético

B(t,r) = B0 itet-ken
w

associado & solucdo (3.3). Use as leis de Gauss para verificar que os campos E ¢ B
s@o ortogonais, e oscilam no plano ortogonal ao vetor de onda k (que é a diregao de
propagacio da onda).

e Observe que uma sobreposic¢ao (finita)
Z E ei(wit—qu-r)
K3
i

de ondas planas também é solugao da equacao de onda.

Dado um multi-indice & = (a1, @g,...,a,) € Nj,
de grau |a| := a3 + az + -+ + an, o operador diferencial 0%, que age sobre o espaco das
fungoes C* (ou suficientemente diferencidveis) definidas em abertos de R™ com valores reais
ou complexos, é definido por

o
0 : 0

0z 0xs? ... Oxp™

As ondas planas, ou harmdnicas, sao as funcoes eg : R™ — C definidas por

eg(x) 1= €',
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com & = (&1,&2,...,&,) € (R™") ~ R™ dito “vetor de onda” '. Os valores das eg’s pertencem
& circunferéncia unitéria S := {z € C : |z| = 1}, que é um subgrupo (compacto) do grupo
multiplicativo C* := C\{0} dos nimeros complexos diferentes de zero. A identidade

ee(x+y) =ee(x) eely)
diz que as ondas planas sao homomorfismos do grupo aditivo R™ no grupo multiplicativo S.

e Verifique que as ondas planas eg(x) = e'$* sdo funcoes proprias dos operadores diferen-
clais 0%, com « € Nfj, com valores proprios

(1€)% 1= (i) (&) ... (i&,) ",
ou seja,
0 €¢ = (iE)a €¢ .
e O operador de translagdo Ty, com a € R™, é definido por

(Taf)(x) == f(x+a).

Verifique que as ondas planas eg(x) = €6 sdo também fungdes préprias dos operadores
de translacdo com valores préprios \a(€) = €%€2, ou seja,

Taeg =€ 2ee.
e O operador de modulagdo M, com & € (R™)" ~R", é definido por
(Mg [f)(x) = e f(x).

Mostre que ,
TaMg = €2 M T, .

3. Um operador diferencial linear
de grau k, definido numa regiao X C R™, é um polinémio

L=P(0,x) = Z aq(x) 0%,

lal<k

em 0, com “coeficientes” a,(x) que sdo fungoes a,, : X — R, e onde pelo menos uma das a,,(x)
com |a| = k (o grau do operador) é diferente de zero. Opera, por exemplo, no espago vetorial
C*>(X) das fungbes infinitamente diferencidveis definidas em X, pois define um endomorfiso
L:C®(X) — C®(X). Também é possivel pensar que L : C"T*(X) — C"(X), com n > 0
arbitrdrio. O valor de L sobre o vetor u = u(x) é o vetor

laly,
(Lu)(x) := D aa(x) am?lajg2 o )

o] <k

A escolha do dominio de tais operadores em espagos lineares de dimensao infinita é uma
escolha delicata, que depende do problema que queremos tratar (tipicamente das condigoes
de fronteira) e do tipo de solugbes as quais estamos interessados. Solugoes das EDPs que
possuem todas as derivadas necessarias para escrever a proprio aquacga sao chamdas solugoes
classicas. Por outro lado, é possivel e 1til, tanto em fisica-matemética como em engenharia,
procurar solucoes “fracas” das EDPs, e portanto definir operadores diferenciais em espagos
maiores (chamados espagos de “distribuigoes”) dos quais fazem parte fungbes que nem sequer
admitem derivadas no sentido usual.

A linearidade é a seguinte propriedade importante: se u e v sdo fungdes (por exemplo C*),

entao
L(Au+ pv) = ALv + pLv

1 As vezes é itil usar a normalizacio alternativa eg(x) = e2migx
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para todos os coeficientes A, p € C. Em particular, o valor de L no vetor nulo u(x) =0 é o
vetor nulo.

O operador L comuta com as translagbes (que fazem sentido desde que a regido X seja
invariante por translagoes, e portanto seja o proprio R™) se os coeficientes a,, nao dependem
do ponto x, i.e. sao constantes.

Exemplos de operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes sao o Laplaciano
A =V -V, o0 operador de d’Alembert O := 9,y — A, o operador do calor 9y — A.

Uma EDP linear é uma equagao do género
Lu=f (3.4)

onde L = P(9,x) é um operador diferencial linear e onde f(x) é uma funcdo dada. Uma
interpretagao natural é que f é uma “forca externa” ou uma “fonte”, e as solugbes u sao os
efeitos de f sobre o sistema modelado pelo operador L. A equagao homogénea associada é

Lu=0 (3.5)

cujas solugoes sao os vetores do nicleo do operador L.

Exemplos de EDPs homogéneas sao a equacdo de Laplace Au = 0, a equacdo de ondas Ou =0
e a equacdo de calor Oyu — Au = 0. Exemplos de EDPs lineares mas nao homogéneas sao a
equagdo de Poisson Au = 47p, a lei de Ampére V x B — 0,E = J.

A seguinte observagao é evidente.

Teorema 3.1 (principio de sobreposicao). O espaco das solugdes de uma EDP homogénea
(3.5) € um espago linear.

Ou seja, se u(x) e v(x) sdo solugoes de (3.5), entdo também uma combinacao linear
Au(x) + po(x),

com coeficientes A\, € C, é solugdo de (3.5), e portanto toda combinacao linear finita de
solugoes é solugdo. Em particular, uma EDP homogénea admite a solugdo trivial u(x) = 0.
Tipicamente, o espago £ das solugdes de (3.5) é um espago de dimensao infinita (ou seja,
nao admite uma base finita). Ainda mais importante é entao a possibilidade de representar
as solugoes como somas infinitas, ou seja, séries, de solugoes simples, que formam num certo
sentido uma “base” de L. Esta observagao sera central na teoria das séries de Fourier.

O espago da solugbes da EDP linear (3.4) é um espago afim modelado sobre o espago linear
L das solugoes da equagdo homogénea associada, ou seja, é um “plano” w + £ onde w(x) é
uma solucao (particular) da (3.4).

As EDPs lineares nao homogéneas também verificam o
Teorema 3.2 (principio de sobreposicao). Seja L = P(0,x) um operador diferencial linear,

e sejam f(x) e g(x) duas fungdes. Se u € uma solugao de Lu = f e v € uma solugcdo de
Lv = g, entdo a sobreposicao w = Au + uv, com A.u € C, € solugdo da EDP linear

Lw=M\f+pg.

Em outras palavras: quando o sistema é linear, o efeito produzido por uma sobreposi¢ao de
um numero finito de forgas é a sobreposicao dos efeitos produzidos por cada uma das forgas.

Ainda mais interessante é a possibilidade de considerar somas infinitas, ou até integrais. Esta
observagao sera usada na teoria do potencial.
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e Diga se as seguintes EDPs (famosas) sdo lineares, homogéneas, nao lineares (as letras
gregas denotam parametros):

Au+ =0 (equagdo de Helmholtz)
[Vul|? =1 (equagao eikonal)
Uggy — TUyy =0 (equagdo de Euler-Tricomsi)
Ugt — Ugy = sin(t) (corda vibrante for¢ada)

Au+e M =0 (equagdo de Liouwville)

W + Ut + Uggpe = 0 (equagdo de Euler-Bernoulli)
Up — Ugy + Uy = 0 (equagdo de Burger)
Ugt — Ugg +Sinu =0 (equagdo de sine-Gordon)

Ut + QU — Ugy + Bu =10 (equagdo do telégrafo)
Up + Uggy — 6UUL, = 0 (equagdo de Korteweg-de Vries)

ity + Upy + |u)? u = iou (equagao de Ginzburg-Landau)

e Dé exemplos de EDPs sem solugoes.
e [St08] 1.1.
e [[005] 1.4.

4. As ondas planas eg(x) = €%, com “vector de onda” & =

(&1,&2,...,&) € R™, sdo fungoes préprias de cada operador linear com coeficientes constantes
L = P(9), ou seja, satisfazem

Leg =0 (€) eg,
onde o valor proéprio, o polinémio

o(§) := P(i§),
é dito simbolo do operador L. O simbolo principal é o termo (polinémio homogéneo) de grau
maximo,

op(€) = Y aa - (i€)",
|a|=k

se k é o grau de L. O operador L = P(9) é dito eliptico se o seu simbolo principal s6 se
anula na origem, i.e. se 0,(&) # 0 para todos os £ # 0.

Se L é um operador de grau 2, entdo o seu simbolo é uma forma quadratica, um polinémio
de grau 2 do género

op(§) = Zaij&fj :
ij

O operador ¢ eliptico se esta forma quadratica é definida positiva ou negativa.
Em geral, o simbolo do operador linear L = P(9,x) é a func¢do que a cada x € X associa o
polinémio & — P(i&, x).

e Determine os simbolos dos seguintes operadores, e determine os dominios onde sao
elipticos

Oz + Oyy Oza — Oyy O — Opy
att - azx + am amz - xayy

5. O simbolo de um operador
diferencial linear de grau dois

0? 0

1<i,j<n 1<i<n v
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definido num dominio de R™ é o polinémio quadratico

o(i€) == Y ay&&+i Yy adi+ao,

1<4,5<n 1<i<n

onde A := (a;;) € Mat,x,(R) é uma matriz simétrica que define a “forma quadratica”
—o,(i€) = (€, AE). A forma quadrética pode ser diagonalizada (por um operador ortogonal
e depois umas dilatagbes/contragdes) e transformada na forma candnica, associada a uma
matriz diagonal D = CACT com valores préprios £1 e 0. Portanto, existe uma base de R™
tal que o simbolo principal do operador L assume a forma candnica

—0p(§) = &1+ +&) = G+ +&prq) s

onde p+q < n, e q éa “indice” da forma quadratica. O operador L é dito eliptico se o seu
sfmbolo principal é uma forma quadrética definida (positiva ou negativa), ou seja equivalente
a

L (@4t ED).

O operador L é dito hiperbdlico se o seu simbolo principal é uma forma quadratica nao-
degenerada de indice 1 ou n — 1, ou seja equivalente a

TG+ 8 -8,

O operador L é dito parabdlico se o seu simbolo principal é uma forma quadratica degenerada
com nicleo uni-dimensional e definida (positiva ou negativa) no complemento ortogonal do
nucleo, ou seja equivalente a

€+ &)

A EDO homogénea associada ao operador L é Lu = 0, ou seja,

g Aij Ug,z; + E iUy, +ag =0

1<i,5<n 1<i<n
A mudanga (linear) de varigveis independentes x — y = Cx, ou seja,
Yi = E CijZTj ,
J

definida pela matriz invertivel C' = (¢;;) que diagonaliza a forma quadrética A, transforma
as derivadas parciais de acordo com

g Oy; 0 i
87@_2]:8@8% _;cﬂﬁyj'

Entao transforma o operador L num operador

0
E E Cki G5 €1 | —— -+ termos de ordem um ,
k.l i,j YrYi

cuja parte principal é o operador diagonal associado a matriz diagonal D = CACT. De
consequéncia, a EDP Lu = 0 é transformada na sua forma candnica.

Em dimensao 2, uma EDP linear com coeficientes constantes de segunda ordem é uma
equacao do género
AUgy + 2bUgy + ClUyy + duy, +euy + fu=g (3.6)

A matriz do simbolo principal é a matriz simétrica

(3 )
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que define a forma quadratica £ - A§. Uma mudanga de coordenadas linear pode transformar
esta forma quadratica numa forma diagonal com valores proprios 1 ou 0, e de consequéncia
a EDP (3.6) na sua forma canénica. Entdao a EDP (3.6) é eliptica se det A = ac — b* > 0, e
portanto é equivalente a

é hiperbdlica se det A < 0, e portanto é equivalente a
UmxfunyF"':O»

e parabdlica se det A = 0 e pelo menos um dos coeficientes a,b ou ¢ for # 0 (caso contrério
a equagdo é di primeira ordem), e portanto é equivalente a

Ugg + -+ = 0.

e [St08] 1.6.

6. (equacao de Klein-Gordon) A funcao de onda ¢ = ¢ (x,t) de uma particula livre relativistica
de massa prépria m satisfaz a equagao de Dirac, e portanto a equacdo de Klein-Gordon

Ve — AP +m?h = 0.
e Verifique que as ondas planas
Y(x,t) = AeExwh)

sdo solugoes da equagao de Klein-Gordon em R? se a frequéncia w (a energia da particula)
e o nimero de onda £ (o momento linear) satisfazem a relagdo de dispersao

2 _ 2 2
w” = [I§]" +m
(que sdo as relagoes momento-energia da relatividade especial). Neste caso, a velocidade
de fase das ondas depende de maneira nao-linear da frequéncia, pois é
w
/2 — m2

Portanto, ondas com diferentes frequéncias propagam-se a diferentes velocidades. Este
fenémeno é chamado “dispersao”.

v =
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4

Difusao/calor

O Laplaciano (ou operador de Laplace) no espago euclidiano R™ é o operador

diferencial A = div o grad, definido, em coordenadas cartesianas x = (x1,22,...,%,) € R,
por
o*f  O0*f 0 f
A = — _— oo -
! ox? * 03 o 02
se f(x) = f(x1,22,...,7,) é uma funcio real de classe C?.

A equagdo de Laplace para o campo escalar u(x), definido num dominio 2 C R”, é a EDP
Au=0. (4.1)

As solugoes da equagao de Laplace sao ditas funcdes harmdnicas.
O Laplaciano é invariante por translagoes. Ou seja, Ao T, = T, 0 A se a € R". De
consequéncia, se u(x) é uma fungdo harmoénica, entdo também v(x) := u(x — a) é uma
funcao harmoénica, para todo a € R”.
e Quais fungoes satisfazem a equacao de Laplace v’ (x) = 0 na reta?
e Determine as solugbes da equacao de Laplace u”(x) = 0 no intervalo [a,b] C R com
condigoes de fronteira u(a) = A e u(b) = B.

u(z,y) = log /2 + 32

¢ uma solugdo da equagao de Laplace (4.1) em R?\{(0,0)}.

e Verifique que

e Verifique que (o potencial elétrico/gravitacional gerado por uma carga/massa colocada

na origem)
1

u(z,y,2) = ——
(:9,7) Va2 +y?+ 22
¢ uma solucdo da equacgdo de Laplace (4.1) em R?\{(0,0,0)}.

e Se f(z) =u(z,y)+iv(z,y) é uma funcdo holomorfa numa regido do plano complexo C,
com coordenadas z = x + 4y, entdo (as condigbes de Cauchy-Riemann implicam que) a
sua parte real u(z,y) e a sua parte imagindria v(z,y) sdo fungdes harménicas.

A equagdo de calor/difusdo para o campo escalar u(x,t), definido para x
numa regiao () C R" e tempos ¢t > 0, é

uy = B Au (4.2)

onde A é o Laplaciano no espaco Euclidiano R™ e § > 0 é um coeficiente de difusao. As
fungdes harmoénicas sao solugoes estaciondrias (i.e. independentes do tempo) da equagao de
calor.

e Mostre que a substituicdo 7 = St transforma a equacao do calor acima em u, = Au.

e Mostre que se u(x,t) é uma solugéo da equagdo de calor (4.2) , entdo também v(x,t) :=
u(x — a, t) é solugao, para todo a € R" (invarincia por translagoes).

e Mostre que se u(x,t) é uma solugao da equagao de calor (4.2) , entdo também v(x,¢) :
u(v/Ax, At) é solucdo, para todo A > 0 (invariancia por quase-homotetias).

e Verifique que v(z,t) := f(x/v/t) é uma solucio da equacio de calor u; — uz, = 0 (na
reta) se a funcgdo f(q) é solucdo da equacao diferencial

fHJr%f':O

e portanto se f é uma primitiva da Gaussiana Ce=7/4. Por exemplo, ao escolher C' =1,

v(z,t) = / e T /4 dq .
0
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e Verifique que

1
u(x,t) = /4

Vit

(a derivada em ordem a z da solucdo v(z, t) da alinea anterior) é uma solu¢ao da equagao
de calor u; — ug, = 0 na reta.

e Verifique que

u(z,y,t) = %e*(z%y%/wt

é uma solugao da equagao de calor (4.2) no plano.

3. (principio do méximo, unicidade e estabilidade) Dado um dominio 2 C R"™, um problema
natural é procurar solucoes da equacao de calor

ut — Au=f em ) x (0,00)
dada uma “condicao inicial”
u(x,0) = p(x)  em Qx {0}
e umas “condicoes de fronteira”
u(x,t) = g(x,t) em 99 x [0, 00)

(compativeis com a condigdo inicial). As solugdes “classicas” sdo funcdes de classe C2 no
dominio 2 x (0,00) (mas é suficiente que sejam continuas as derivadas parciais us e uz;) €
continuas na aderéncia ) x [0, c0).

A unicidade e a estabilidade das solugdes da equacgdo de calor numa regido limitada sao
consequéncias de um principio fisico intuitivo: um ponto interior de um condutor isolado
num instante t > 0 ndo pode ser mais quente ou mais frio do que era no instante inicial
t = 0, ou dos pontos da fronteira do condutor. Dado um dominio limitado 2 C R™ e um
tempo finito T > 0, consideramos o cilindro Q7 := Q x (0,7, e a sua fronteira parabdlica
9 == (2 x {0}) U (99 x (0,T]) (ou seja, os pontos onde sao dadas as condigdes iniciais e
de fronteira).

Teorema 4.1 (Principio do maximo). Seja u(x,t) uma solucdo de classe C*>(Qr) NC°(Qr)
da equacdo de calor
u —Au=f

no cilindro Qr, onde Q C R"j um dominio limitado e f < 0. Entdo o mdzimo (e também
o minimo se f =0) de u em Qp € atingido na fronteira parabdlica O, .

Demonstragao. (em dimensado um) O primeiro passo consiste em provar a afirmagio para a
fungdo v := u — et, com € > 0, no cilindro menor Q7_., que satisfaz a equacao de calor

Ut+U$x:f*€<O. (43)

Seja (z0,tp) um ponto de méximo de v em Qr_.. Se (xo,to) ¢ 9,Qr_., entdo neste ponto
as derivadas de v satisfazem v, (zg,to) = 0 (porque z¢ é um ponto interior de Q) e

ve(2o,t0) >0 (4.4)
(porque tg pode também ser igual a T — ¢). Pela férmula de Taylor,
v(x,to) — v(x0,t0) = Veu (T, to)(z — 20)> <0
para algum ponto Z entre x e xg. No limite quando x — xo temos portanto

Uzz(xo,to) § O (45)
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Mas as desigualdades (4.4) e (4.5) ndo sdo compativeis com (4.3). Esta contradigdo prova

que
max v = max v.
ﬁT—s apQT—s
A funcao u é limitada por
v<u<v+eT (4.6)

em Qp. A primeira das desigualdades (4.6) implica que

max v < max u < maxu
Q1. Q1. 8pQr

Usando também a segunda das desigualdades (4.6) e a continuidade (uniforme, pois estamos
numa regiao compacta) de u, obtemos

max v = lim max u < lim max (v + eT) < lim < max v+ ET) < maxu

Qr ed0 Q. el0 Qp_. 0 QT OpQr

Se f =0, a afirmacao sobre o minimo segue considerando o maximo de —u. O

Uma primeira consequéncia importante é o teorema de unicidade para as solugoes da equagao
de calor num domi nio limitado.

Teorema 4.2 (Unicidade). Eziste no mdzimo uma solugio u € C*(Qr)NC°(Qr) da equagio
de calor nao-homogénea
up — Au = f7

com f € C°(Qr), num dominio limitado Q C R™, dadas condig¢des iniciais e de fronteira

arbitrdrias u = g em 0,Qr, com g € C°(0,07).

Demonstracao. A diferenca entre duas solugoes satisfaz a equagao de calor homogénea e
é nula na fronteira parabdlica. Pelo principio do méximo, o teorema 4.1, é identicamente
nula. O

Outra consequéncia é um resultado de estabilidade.

Teorema 4.3 (Comparacio e estabilidde). Sejam u e v solugdes de classe C2(Qr)NCO(Qr)
das equagoes de calor
u — Au = f e v —Av =g,

respetivamente, num dominio limitado €2 C R™.
i) Seu>vem 0,Qr e f>g, entdo u>v em Qp.

it) A diferenca entre u e v € limitada por

max |u — v| < max |u —v| + T -max|f — g|.
7T 8pQT 7T

Demonstracdo. A primeira afirmacdo vem do principio do méximo aplicado a w := v — u,
pois satisfaz w; — Aw = g — f <0 e é ndo positiva na fronteira parabdlica.

Para provar a segunda afirmagao, definimos M := maxg,_ |f — g|. As fungdes
wt = 4(v —u) —tM

satisfazem

wE —Awt==+(g—f)-M <0
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e portanto o principio do méaximo 4.1. De consequéncia,
max +(v — u) = max(tM + w¥)

Qr Qr

< max tM + max w®

Qrp Qr
<TM + max (£(v — u) — tM)
EXo

<TM + max |v — u|
8,7

e [St08] 2.3.
4. (método da energia) Se u(z,t) é uma solugdo da equagdo de calor homogénea
U — Uy = 0
no intervalo [0, ¢] com condigoes de fronteira nulas u(0,¢) = u(¢,t) = 0, entdo a energia

1

¢
E(t) = 5/0 u(z,t)? dx

d 14 14
—E(t):/ uutdac:/ U Ugy
¢ ¢
:—/ uidx—i—[uuw]g:—/ uldr <0.
0 0

Em particular, se a energia inicial é nula, i.e. £(0) =0, ent@o a energia fica nula para todos
os tempos t > 0

é nao-crescente, pois

e Use esta observagao para dar uma prova alternativa do teorema de unicidade 4.2 .

e Use esta observagao para provar o seguinte teorema de estabilidade: se u e v sao solucoes
da equagao de calor homogénea no intervalo [0, £] com condigoes de fronteira nulas, entao

/0 (ulz, 1) — v(z,1))? do < /0 (u(z,0) — v(z,0))? da

5. (movimento Browniano) No modelo do movimento Browniano proposto por Einstein em
19057, a densidade de probabilidade P(z,t) de encontrar a particula Browniana na posigao
x no tempo t sabendo que ela estava na posi¢ao 0 no tempo 0 é a solugdo nao-negativa da
equagao da difusao

OP o’pP

B =0

ot ox?
tal que lim;_,g P(x,t) = 0 para todo o  # 0, e ffooo P(z,t)dx = 1 para todo o tempo ¢ > 0.
O “coeficiente de difusao” é 5 = %, onde R é a constante de gés perfeito, T' a temperatura

absoluta, N o ntmero de Avogadro, e & = 67np um coeficiente de fric¢do (que depende da
viscosidade dindmica n do liquido e do raio p da particula Browniana).

e Verifique que a Gaussiana
_ 1
PN

resolve o problema do movimento Browniano.

Py(z) et/ (4pt)

2A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flussigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549, 1905 [English translation in A. Einstein, Investigations
on the Theory of Brownian Movement, Dover, New York, 1956].
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e Verifique que o seu integral na reta real é igual a um (calcule o quadrado do integral,
que é equivalente a um integral no plano, usando coordenadas polares).

e Verifique que
Pre) = [ P Pt = vy

—0o0
e interprete este facto.

e Calcule o caminho quadratico médio da particula Browniana no tempo ¢, definido por
o0
(z(t)%) = / 22 P,(z) de .
—0o0

6. (equagao de Burgers) Considere a equacdo de Burgers

Ut = PUgy + Ulyg
com viscosidade p > 0.

e (substitui¢ao de Cole*-Hopf %) Mostre que se v(x,t) é uma solucao da equacio de calor
Vi = Uz, €NLA0

2
u=2—Ilogv = —v,
v

Oox
é uma solugao da equagao de Burgers u; = ptig, + Uty.

3].D. Cole, On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics, Quart. Appl. Math. 9 (1951),
225-236.

4E. Hopf, The partial differential equation ut 4+ uuy = gy, Comm. Pure and Appl. Math., 3 (1950), 201-230.
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5 Ondas

1. A equagao de onda para o campo u(x,t), com x num dominio Q2 C R" e
teR, é
gy — 2 Au =0 (5.1)

onde ¢ > 0 é a velocidade de propagagao das ondas. Os fisicos também usam a notacao
Ou = 0, onde O := 9y — A é o operador de d’Alembert, em unidades em que ¢ = 1.

e Mostre que a substitui¢do 7 = ct transforma a equacao de onda (5.1) em u,, — Au = 0.

e Mostre que se u(x,t) é uma solugdo da equagdo de onda (5.1) , entdo também v(x, t) :=
u(x — a, t) é solugdo, para todo a € R™ (invaridncia por translagoes).

e Mostre que se u(x,t) é uma solugdo da equagao de onda (5.1) , entdo também v(x,t) :=
u(Ax, At) é solugdo, para todo A > 0 (invariancia por homotetias).

e Verifique que as ondas planas
ug (x,t) == AelEx=wb)

sdo solucdes da equacdo das ondas us; = c2Au no “espaco-tempo” R” xR, se a frequéncia
w e o numero de onda & = (§1,&a,...,&,) € R™ satisfazem a relacdo de disperséo

W — [P = 0.

e Escreva a equacao de onda em coordenadas esférifcas no espaco R3.

2. A equagao de onda em uma dimensao (espacial)

[N

Ut — Czurx =0 (52)

A mudanca de varidveis independentes (z,t) — (£,7), onde £ = z+ct e n = z—ct, transforma
a equagao de onda (5.2) na forma candnica

Ven = O, (53)

para a fungao v (&, n) := u(x(&,n),1(§, 1)), ou seja,

9 _9N(9 . . 9Y, ¢
ot oz ) \ot "oz )" T

A solugéo geral de (5.3) é uma sobreposicao f(€) + g(n), i.e.
u(xat) = f(l’ - Ct) + g(:L' + Ct) )

de duas “ondas viajantes” (traveling waves) com velocidades £c e perfis f e g (duas fungoes
diferencidveis arbitrérias).

Teorema 5.1 (férmula de d’Alembert®). A solu¢do da equacdo de onda na reta real com
condigoes iniciais u(x,0) = ¢(x) e us(x,0) = p(x) € dada por

x+ct
wm+dwwm—d»+i/’ (y) dy (5.4)

20 —ct

N |

u(z,t) =

O valor da solugao u no ponto (z,t) do expago-tempo depende apenas (e é soma das médias
aritméticas!) dos valores iniciais nos pontos x + ct e dos valores iniciais da derivada no
intervalo (x — ct,c+ ct).

5J.-B. le Rond D’Alembert, Recherches sur la courbe que forme une corde tendu mise en vibration, Histoire de
Uacadmie royale des sciences et belles lettres de Berlin 3 (1747), 214-219.
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e Considere a mudanga de coordenadas do plano (z,t) — (§,7n), onde & = x + ct e
n = x — ct. Verifique que
0 g 0 0 o 0
= 5t Ao —=c| ==
oxr 0¢  On ot o0& On

Deduza que (5.2) é equivalente a (5.3).

e Prove a férmula de d’Alembert, ou seja, resolva o sistema (ndo linear!)

f+g=2¢
of —g') =1
para as fungoes f e g (os perfis das ondas viajantes).

e Mostre que, se as condigbes iniciais ¢(z) e ¥(x) sdo nulas fora dum intervalo [—L, L],
entdo a solugdo u(x,t) é nula fora do intervalo [—L — ct, L + ct], e dé uma interpretacao.

e Determine uma solugao quando as condigoes iniciais sao

u(z,0) =0 e %(ag, 0) = cos(2mz),
ou 5
u(z,0) = e e 8—?(35, 0)=0.

e Mostre que, se as condigdes iniciais u(z,0) = ¢(z) e 2%(z,0) = ¢(z) sdo fungdes fmpar,
entdo a solugao de d’Alembert u(x,t) é uma funcdo impar de x para cada tempo ¢. Use
esta observagao para resolver o problema das ondas na semi-reta = > 0 com condigao
de fronteira nula u(0,t) = 0 (condi¢des de fronteira de Dirichlet).

e [St08] 2.1.

3. (energia, unicidade e estabilidade) As pequenas vibragdes de uma corda vibrante com densi-
dade linear p, tensdo k e comprimento ¢, sdo modeladas pela ‘equagdo da corda vibrante”

Pu 0%

e i
ot? Ox?

onde u(z,t) denota o deslocamento transversal, na posicdo = € [0,¢] e o tempo ¢t € R, e

¢ = v/k/p. A unicidade das solugbes é também consequéncia de um principio fisico: a

conservacao da energia. A energia de uma corda vibrante é

E(t) := ;/Oe (p (ue)? + k (Uz)2> dx

Se u(0,t) = u(¢,t) = 0 para todos os tempos t, entdo a energia é uma constante do movimento,
pois

¢
—Et) = / (purusr + kuzue,) do
0

¢
= [kutuw]g + /0 (pututt — kutui) dz

4
/ put (utt - CQUM) dr =0.
0

Teorema 5.2 (Unicidade das solugdes). FExiste no mdzimo uma solugdo de classe C* da
equacdo da corda vibrante forcada

Ut — Czuxac = f(za t)

no intervalo [0,¢], dadas umas condig¢ées iniciais u(x,0) = p(x) and u(z,0) = P(x) e
condigoes de fronteira u(0,t) = A(t), u(l,t) = p(t).
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Demonstracao. A diferénca w = u; — us entre duas solugdes, u; e ug, é uma solugao da
equacdo de onda usy — c>uyzy = 0 com condicdes iniciais e de fronteira triviais. A energia de
w é igual ao seu valor inicial, que é zero. Portanto dw/dx e dw/dt sdo identicamente nulas,
e de consequéncia w é constante e igual ao seu valor inicial, que também é nulo. O

Teorema 5.3 (Estabilidade das solugbes). Para cada € > 0 e cada tempo T > 0 existe um
d=46(e,T) >0 tal que, se uy e ug sao duas solugdes da equagdo de onda ug — Uy =0 com
condigdes iniciais que diferem por menos de |uy(x,0) — ua(x,0)| < § entao

lui(z,t) — ug(z,t)| < e

para cada posicao x € R e cada tempo 0 <t < T.

Demonstragdo. Se os valores absolutos das condigoes iniciais u(x,0) e u¢(x,0) sao limitadas
por 0, a férmula de d’Alembert (5.4) diz que a solugdo da equagao de onda na reta é limitada
por |u(z,t)] < 6 + dt. Em particular, para tempos 0 < ¢t < T, a solugdo é limitada por
5(1+T). Portanto, basta considerar §(e,T) =¢/(1+1T). O

o [St08] 2.2.
4. (equacio de Korteweg-de Vries) Considere a equagdo de Korteweg-de Vries © (KAV)
Ut + Ugpz + 6uu, = 0. (5.5)
e Mostre que u(z,t) := ¢(x — vt — ) é uma solugao da (5.5) se ¢ é uma solugao da EDO
—v¢' +¢" + 604 =0,
e portanto se existe uma constante c¢ tal que ¢ é uma solugao da equagao de Newton
¢" = =3¢ +vp+c

e Verifique que a “secante hiperbdlica”

1 2
h(x) := =
sech(z) cosh(z) e*+e®

é solucao da EDO
=2+ f
com condigoes de fronteira f(£oo) = 0.

e Deduza que
u(z,t) = %sech (?(az — vt — x0)>

é uma solugao da (5.5), que descreve uma “onda solitaria” (soliton), localizada numa
vizinhanca de xg + vt, que viaja com velocidade v.

6D.J. Korteweg and G. de Vries, On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal, and
on a New Type of Long Stationary Wave, Philosophical Magazine 39 (1894), 422-443
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6

Separacao de variaveis, harmoénicas e modos

. (corda vibrante e harmonicas) As pequenas vibragdes transversais de uma corda de compri-

mento ¢, tensao k e densidade linear p sao modeladas pela equacao de onda
U — gy =0, (6.1)
com condigdes de fronteira (condi¢des de Dirichlet)
u(0,t) = u(l,t) =0 Vt,

onde u(x,t) denota o deslocamento transversal da corda na posigdo x € [0, ] e no tempo t, e
¢ = +/k/p. Para ter férmulas simples, consideramos £ = 7 (que corresponde a uma mudanca
de varidvel © — 2’ = wx /)

O produto u(z,t) = X(x)T(t) é uma solugdo “separdvel” da equagdo de onda (6.1) se
XT" =c2X"T, e portanto se existe uma constante A € R tal que

X" =\X e T" = AT .

As tnicas solugdes nao triviais do problema de Sturm-Liouville X/ = AX no intervalo [0, 7]

com condigoes de fronteira nulas X (0) = X (7) = 0 sdo proporcionais a X, (x) = sin(nz) e
tém valores préprios A, = —n? , com n = 1,2,3,.... Para cada um destes valores de \,, T},
é solucdo da equagdo do oscilador harménico T/ = —n?c?T,, de frequéncia nc. As solucdes
separaveis do problema da corda vibrante sao portanto as ondas estaciondrias

Up(z,t) = (an cos (nct) + by, sin (nct)) sin (nx)
= A, sin (nct + 7,) sin (nx)

comn = 1,2,3,..., onde os coeficientes a,, e by, ou a amplitude A,, = y/a2 + b2, e a fase

T, = arctan(a,/by), sdo constantes arbitrdrias (que dependem das condiges iniciais). A
linearidade da equacao de ondas implica o principio de sobreposi¢do: toda sobreposicao de
solugoes ainda é uma solugao. Em particular, se as condicoes iniciais sao sobreposigoes finitas
de harmonicas

u(z,0) = Zan sin (nx) e ug(x,0) = an sin (nx) ,
entao a solugao ¢ (a unicidade vem do teorema de unicidade 5.2)

u(zx,t) = Z(an cos (nct) + % sin (nct)) sin (2wz/L,,) .

Primeiras 5 harmonicas de uma corda vibrante.

No caso geral em que o comprimento é ¢, as ondas estacionarias sao
un (z,t) = Ay, sin 2wt 4+ 7,,) sin (272 /4y,) comn=1,2,3,...
onde as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

2¢
Vn::ni € by = —,

20 n
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comn =1,23,..., respetivamente. A primeira frequéncia, 1 = ¢/{;, é dita som (ou tom,
ou modo) fundamental, e as outras, v, = nvy = ¢/,, com n =2,3,4,..., sdo ditas n-ésimas
harmdnicas (ou overtones) da corda.

Por exemplo, se a fundamental é o A4 de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
entao a segunda harmonica é o A5 de 880 Hz, a terceira estd proxima do Eg de 1318.5 Hz, a
quarta é o Ag de 1760 Hz, a quinta estd proxima do Cf; de 2217.5 Hz, a sexta estd préxima
do E7 de 2637 Hz, a sétima esta préxima do G7 de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras
harmoénicas contém a “fundamental” A, a “quinta justa” E a “terca maior” Cf, as trés notas

(“trfade maior”) do “acorde maior

») 7

o——
X
1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 Il 12

Primeiras 12 harmoénicas de uma corda cuja fundamental é C.

Mostre que a energia

0
E:zl/ (puf+kui) dx
2 Jo

é uma constante do movimento, ou seja, que %E = 0 (calcule a derivada e integre por
partes).
Mostre que a energia de uma onda estacionaria

Un(x,t) = Ay sin (2wvpt + 7,) sin (27 /L,,)

é dada por
E, =mM Aiyi ,

onde M = pf é a massa da corda.

Determine as vibragoes de uma corda de comprimento £ = 7 dadas as condicoes iniciais
u(z,0) = sin(3x) e ut(x,0) = 2sin(4x),
ou
u(z,0) = 3sin(z) — sin(2z) e ut(x,0) = sin(3z) .

A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o L45 de 880 Hz com esta corda?

[St08] 4.1.

O problema de Sturm-Liouville consiste em determinar cons-

tantes A € R e correspondentes fungdes u(x), definidas num intervalo x € [a, b], que resolvam
a equacao

L <p<x>fi’;‘) +qeu = dw(z)u

com condigbes de fronteira u(a) ou u'(a) = A e u(b) ou «/(b) = B, dadas umas fungoes p(z)
e w(z). Se definimos o operador L como

buim i (—a (b)) +atehn) = L) +

entao o problema de Sturm-Liouville consiste em resolver

Lu=M\u

ou seja, determinar os valores prdprios A\ e as correspondentes funcoes proprias u de L.

7To learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
v’ = —du

no intervalo = € [0, 7] com condigdes de fronteira u(0) = u(w) = 0.

e Determine os valores proprios e as fungoes proprias de
u’ = —du

no intervalo z € [0, 7] com condigdes de fronteira u'(0) = u/(7) = 0.

e Determine os valores proprios e as fungoes proprias de
' = -u

no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira u(0) — v’ (0) = u(w) — u/(7w) = 0.
e Mostre que as fungdes préprias u(r), com 0 < r < oo, de

2y +ru’ = nu

quando n € Z, sdo ux(r) = rt" se n # 0, e ug(r) = 1 ou up(r) = logr se n = 0.
3. O método de separagio de varidveis para determinar solugdes de
uma EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas varidveis x e t, consiste em substituir

a conjetura

(1) = X(2)T() |

na equagao, e deduzir (A, X)T = (B;T)X, onde A, e B; sao operadores diferenciais lineares
nas varidveis x e t, respetivamente. A igualdade entdo implica que existe uma constante A
tal que X e T satisfazem as equacgoes de Sturm-Liouville

A X =)\X e B, T = )\T.

As condigoes de fronteira determinam certos valores proprios A e as correspondentes funcgoes
préprias admissiveis Xy (z) e Th(t), e portanto as solugoes separdveis Xy (z)Th(t). Pelo
principio de sobreposigdo sdo também solugoes combinagdes lineares (finitas)

u(z,t) =Y exXa(x)Ta(t),
A

com cy € R.

e Determine, se possivel, solugoes separaveis das seguintes EDPs.

Uz + Uy =0 tugy +ur =0 Uy = 2Uy
Uz + Uy + Uyy = 0 Uge + Uzy + Uy =0 Uty = Ug
Ugg + Uyy +u,, = 0 YUgy + TUyy + TYu,, = 0 Uty = 0

4. (vibragoes amortecidas) Considere a equagdo da corda vibrante “amortecida”
2 —
Ut — C Uy +20(Ut =0.

em 0 < z < 7, onde « > 0 é um coeficiente de atrito, com condigoes de fronteira nulas
u(0,t) = u(m,t) = 0.

e Mostre que a conjectura u,(z,t) = ¢,(t) sin (nx) implica que ¢, (t) satisfaz a EDO
G+ wingn + 204 = 0,

com frequéncia w? = (cn)?.

e Deduza as solugoes separdveis do problema com atrito pequeno (i.e. a? < w?).
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5. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira) A conducado de calor num fio
condutor de comprimento 7 (para ter férmulas simples; se o comprimento for ¢, basta fazer a
mudanca de varidvel z — o’ = wa/¢) e difusividade térmica 5 > 0 é modelada pela equagéo
de calor

Ut — PBUge =0 (6.2)

onde u(z,t) é a temperatura na posi¢do x e no instante ¢. Colocamos o problema de resolver
o problema com condigoes de fronteira constantes, u(0,t) = a e u(m,t) = b para todos os
tempos ¢t > 0. A funcao

w(z,t) :=a+ b_ax

é uma solugado estaciondria, i.e. independente do tempo (o limite esperado do perfil de
temperatura quando ¢ — 00). Entao a solugdo da equacdo de calor (6.2) com condigoes de
fronteira constantes u(0,t) = a e u(m,t) = b é igual a

u(z,t) = w(z,t) + v(z,t),

onde v(zx,t) é a solu¢do da equagdo de calor (6.2) com condigdes de fronteira nulas (i.e. de
Dirichlet) v(0,t) = v(mw,t) = 0.

Um célculo andlogo ao da corda vibrante mostra que as solugoes separdveis da equacao de
calor (6.2) com condiges de fronteira nulas sdo (proporcionais a)os modos

Un(z,t) = e P gin (%x)

comn =1,2,3,.... Pelo principio de sobreposi¢ao, uma sobreposicao finita de modos
v(x,t) = Z bpe "t sin (nx)
n>1

é uma solugdo da equagao com condigdes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e v(¢,t) = 0 e condigdo

inicial
v(z,0) = Z by, sin (zx)

n>1

E importante observar que o limite de v(z,t) quando t — oo é a funcdo identicamente nula,
e portanto o limite de u(x,t) é a solugdo estaciondria w(x,t), como esperado.

e Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm?/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatérios mantidos a temperatura
constante de 0°C. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (%x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?
E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e
100°C, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

e Determine as solugoes da equagao de calor num condutor de comprimento 7w com
condigoes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(m,t) = 0, e condigao inicial

u(z,0) = sin(z) + 3sin(2z),

ou
u(z,0) = 7sin(7z) — sin(bzx).
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6. (condugao de calor num condutor isolado) A condugéo de calor num fio condutor termica-
mente isolado de comprimento 7 e difusividade térmica 5 > 0 é modelada pela equagao de
calor

U — Pz, =0,

em 0 <z <, com condicoes de fronteira (condigdes de Neumann)
Uz (0,t) = ug(m,t) =0 Vt>0
(o fluxo é proporcional ao gradiente de temperatura). As solugoes separdveis sao os modos
Up(z,t) = e Pt cos (nx)
com n =0,1,2,3,... Pelo principio de sobreposi¢ao, uma sobreposicao finita de modos

u(z,t) = ag + Z ane """ cos (nx)
n>1

¢ uma solugao com condigao inicial

u(z,0) = ag + Z ay, cos (nx) .

n>1

O limite de u(z,t) quando t — oo é o coeficiente ag, que é a média dos valores inicias

1 e
ap = —/ u(z,0) dz
0

T
(pois os cos(nz), com n > 1, tém média nula em [0, 7]).

e Mostre que o “calor”
¢
Q) := C’/ u(z,t) dx,
0

onde C' = mc é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor
especifico ¢) é constante, ou seja, que %Q(t) =0.
e Determine as solugoes da equacao de calor num condutor isolado de comprimento 7 com
condigao inicial
u(z,0) = cos(x) + 3cos(2z),
ou
u(x,0) = 3 — cos(5x).

o [St08] 4.2.

7. (condugao de calor num condutor circular) Também podemos considerar um condutor isolado
circular, por exemplo uma circunferéncia de comprimento 27 (a circunferéncia unitéria S =
{ei, x € R/27Z} C C). Neste caso, nio hd fronteira, e de consequéncia nao ha condicoes
de fronteira, mas condigdes de periodicidade: u(0,t) = u(2,t) para todos os tempos ¢t > 0.
Entao as solugoes separdveis da equagio de calor (6.2) sao

up(z,t) = e=Bn’t (an cos (nx) + by, sin (nx))
comn =0,1,2,3,.... Pelo principio de sobreposicao, uma sobreposicao finita de modos

u(z,t) = ag + Z et (ay, cos (nz) + by, sin (nx))
n>1

é uma solucao com condigao inicial

u(z,0) =ag + Z (an, cos (nx) 4 by, sin (nx)) .

n>1
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8.

10.

11.

(calor com dispersao) Considere a equagao de calor com dispersao
Up — BUgy = U
no intervalo 0 < z < £ com condigoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0 para todos os ¢ > 0.

e Verifique que a substituicao v(z,t) := e7* u(x, t) transforma a equagao acima na equagao
Ut — 5vxm =0.

e Determine as solugoes separdveis do problema.

(ondas e calor no intervalo infinito) Determine solugbes separdveis e limitadas das equagoes
de onda e de calor
Upy — gy =0 e U — PUgy =0

com x € R.

(equagao de Schrédinger livre) A “funcdo de onda” ¥ (x,t) de uma particula livre nédo-
relativistica satisfaz a equacdo de Schrédinger

h2
ihiy = —5—Ay,
2m

onde m é a massa da particula e i é a constante de Planck reduzida.

e Determine solugdes separdveis no intervalo z € [0,¢] C R, com condigdes de fronteira
nulas, ¥(0,t) =¥ (¢, t) = 0.

e Mostre que as solugoes separaveis e limitadas na reta real sao proporcionais a
—iEt/h ipx/h
Ye(z,t)=e /heipz/h

onde £ >0ep=+v2mkE.

e Verifique que as ondas planas
(x,t) = Ael&x)—wh)

sao solucdes separdveis da equacdo de Schrodinger em R? se a frequéncia w e o nimero
_ ; = - = _ 2
de onda § = (&1,62,£3) satisfazem a relacao de dispersao hw = 5—[|&||*.

Moral: sabemos resolver o problema da corda vibrante ou os proble-
mas da condugéo de calor quando as condigdes iniciais sdo sobreposigoes (finitas) de ondas
estaciondrias ou modos. Isto levanta o problema de decidir quais fungoes periddicas f(x)
podem ser representadas, ou pelo menos aproximadas com precisao arbitfaria, por meio de
combinagdes lineares de senos e/ou cosenos. Em termos mais concretos, o problema é decidir
quando e em que sentido uma fungao f(z), periodica de periodo 2w, pode ser representada

como uma série
E cn€127rn:v .

nez
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7 Séries de Fourier

1. (epiciclos e deferentes) A ideia de Aristételes e Platao, de que “todos os movimentos sao
combinacoes de movimentos circulares uniformes” estd na base dos calendérios calculados por
Iparco e Ptolomeu, e transmitidos pelos drabes no Almagesto. Nestas cosmologias, cada corpo
celeste, estrelas fixas ou errantes, descreve uma circunferéncia, dita epiciclo, a volta de uma
circunferéncia, que por sua vez descreve uma circunferéncia & volta de uma circunferéncia,
..., que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de uma circunferéncia inicial, dita
deferente, centrada na Terra. Até o sistema de Copérnico funciona assim: a tinica novidade,
que também nao é uma novidade porque os préprios gregos consideraram esta possibilidade,
é que o centro do deferente é colocado no Sol, ideia que pareceu simplificar muito o modelo.

2. (aproximagao de fungoes peridédicas por polinémios trigonométricos) A intuigdo subjacente é
que todo movimento peridédico planar pode ser aproximado com precisao arbitraria por uma
sobreposicdo finita de movimentos circulares uniformes.® Este é o contetido da Anélise de
Fourier. Un polindmio trigonométrico (complexo) de grau < N definido na circunferéncia
T := R/27Z (ou seja, periédico de perfodo 27) é uma sobreposicao finita

N
p(t): Z Cneint
n=—N

de (ondas planas) harménicas e, (t) := e, com coeficientes ¢, € C. Se ¢, = ¢, para todos
0s n, entao o polinémio é real, e pode ser representado como combinagao linear real de senos
e cosenos. O problema é o de determinar, fixado um grau N, o polinémio trigonométrico p(t)
que melhor aproxima uma fun¢ao periédica f(t) (de perfodo 27). A ideia de Bessel (1828) é
escolher os coeficientes ci’s usando o principio dos minimos quadrados, ou seja, procurando

minimizar a “soma dos quadrados das distancias” entre f(¢) e a sobreposigao p(t), o integral

[ i@ - ar.

3. (geometria do espaco das funcoes de quadrado integravel) O problema de minimizacdo de
Bessel admite uma interpretacao geométrica. Seja R(T) o espago vetorial complexo das
fungoes Riemann-integréveis f : R/27Z — C definidas na circunferéncia R/277Z ~ (—m, 7]
(ou, equivalentemente, definidas na reta real e periddicas de periodo 27), munido do produto
interno e da norma L?, definidos por

T e AR (CTICL S Vi PV T

8G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, Series 9, Band 12, No. 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
See also Mark Eichenlaub’s answer in Fourier transform for dummies and this video.


http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004
http://math.stackexchange.com/questions/1002/fourier-transform-for-dummies
http://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw

7 SERIES DE FOURIER 36

respetivamente. Apesar do nome, esta norma néo é estritamente positiva, pois pode acontecer
que || f]|2 = 0 para fungdes f que ndo sdo identicamente nulas. Os matemdticos dizem que este
é um espago pré-Hilbertiano. O produto interno permite definir a ortogonalidade, e portanto
enunciar o teorema de Pitagoras. O produto interno e a norma L? também satisfazem a

Teorema 7.1 (desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se f,g € R(R/27Z), entdo

(921 < [1fll2 llgll2

Demonstragdo. Se || f|ll2 = 0 ou ||g|lz2 = 0 a desigualdade é trivial. Nos outros casos, a
desigualdade elementar |2ab| < |a|? + |b|? implica que, se A > 0,

1 B
[f(@) g(2)] < SAF(@)* + A7 g(@)7),
e portanto, integrando, que
1 _
[(£9)21 < 5 (NIFIE+ A" gl3) -
A desigualdade de Cauchy-Schwarz segue ao escolher A = ||gll2/||f||2- O

A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que a norma satisfaz a desigualdade do tridngulo
IIf+gll2 < I fll2+ llgll2- Entao o quociente R(R/27Z)/ ~ pela relagio de equivaléncia f ~ g
se ||f — g|l = 0 é um espago euclidiano complexo (de dimensao infinita).

As harmonicas, ou ondas planas (ou cardcteres, na linguagem dos mateméticos),
en(t) := e
com n € Z, formam um sistema ortonormado, pois (e, €,,), =0 se n# m, e |ley]l2 = 1.

e Verifique as relagoes de ortogonalidade

I ; 1 sen=m

(€ns€m)y = */ eMTeTMT dy = {

ez on 0 sen#m

4. Fixado um inteiro N > 0, seja Ex ~ C2N+1
o subsespaco de dimenséo finita de R(R/27Z) gerado pelas harménicas e,,’s com |n| < N.
Os vetores/pontos de Ey sao chamados polindmios trigonométricos de grau N, e sdo somas

finitas
N
v(t) = Z cpe
n=—N

com coeficientes ¢, € C. Usando a identidade de Euler ¥ = cos(#) + isin(¢), é também
possivel representar os pontos de £y como combinagdes lineares de cos(nt) e sin(nt), com
0<n<N.

Dada uma fungao f € R(R/27Z), colocamos o problema de minimizar a sua distancia || f —v||
com os pontos do subespaco Ex. A intuicdo geométrica (nos espagos de dimensdo finita)
sugere que o minimo seja atingido quando v é igual a proje¢ao ortogonal de f sobre &y, 0
polinémio trigonométrico

SNf = Z cnena

In|<N

onde os coeficientes ¢, sdo os produtos internos (i.e. as componentes)

1 (7 .
cn = (f,€n), = o (t)e " dt,
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Os ¢,’s sdo chamados coeficientes de Fourier de f relativamente ao sistema ortonormado
dos e,’s. De fato, um calculo elementar mostra que a diferénca f — Sy f é ortogonal a En
(sendo ortogonal a todas as harménicas e, € Ey), e portanto, se w € Ey é qualquer outro
ponto, pelo teorema de Pitdgoras

If —wll5 = (f = Snf)+ (Snf —w)|3
= f = Snflls + ISnf —wl3 2 |If = Snfl3-
Mais um célculo elementar mostra que o quadrado da distancia entre f e Sy f é
0<|If =Snfll=I115— > lenl? (7.1)
In|<N

Em particular, a série de termos nao-negativos lcn|? ¢ limitada, logo convergente. No
limite quando N — oo obtemos a

Teorema 7.2 (desigualdade de Bessel). Se f € R(R/27Z) e ¢, = (f,en), sdo os seus
coeficientes de Fourier, entdo
doleal* <113

neZ

e Considere o espaco £y munido do produto interno (-,-),. Mostre que o operador La-
placiano A : Exy — En é auto-adjunto, e que é diagonal na base formada pelos e,’s.
Calcule a sua matriz nesta base (ou seja, os seus valores proprios).

5. Os coeficientes de Fourier de uma fungao integravel sao sucessoes
(cn)nez tais que Y, |cn|* < 00. O espago de todas estas sucessoes é chamado ¢?(Z), e pode
ser munido de um produto interno

(¢,d) :== Z Cndy

nez

que induz a norma
1/2
= V) = e

A desigualdade de Cauchy-Schwarz no espago ¢2(Z) é

1/2 1/2
> endn| < (ch2> <Z |dn2>
neZ neEL

neL
Portanto a “transformada de Fourier”, o operador F : f — (c,), que associa a cada fungdo
integrével na circunferéncia a sucessdo dos seus coeficientes de Fourier, envia R(R/27Z) em
(2(Z). A desigualdade de Bessel diz que este operador nao dilata as normas.

6. Seja f(x) é uma funcado integravel em R/27Z, ou seja, uma fungao f : R —
C periddica de periodo 27, e portanto determinada pelos seus valores no intervalo (—, 7.
A série de Fourier (complexa) de f(z) é a série formal

fla)~ Y ene™ (7.2)

n=—oo

[43 7

(o simbolo “~” é apenas uma notagdo para dizer que a série a direita, que pode nao ser
convergente!, é a série de Fourier da fungdo & esquerdal), onde os coeficientes de Fourier
(complezos) de f sdao os nlimeros complexos

cn = fn): L f(z) e ™ da (7.3)

T o r
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Em particular, o coeficiente ¢y é a média de f no intervalo [—m, 7] (ou em qualquer outro
intervalo de comprimento 27).

As “somas parciais da série de Fourier” s@ao os polinémios trigonométricos
N
Snf(x) = E cn e
n=—N

Usando a férmula de Euler ¢’ = cos(#)+i sin(6), a série de Fourier (7.2) pode ser representada
como uma série de senos e cosenos

flx) ~ % + Z (an, cos (nx) + by, sin (nx)) (7.4)

onde ag/2 =c¢g, e ap =¢p+C_p e by =i (cy, —c_yp) sS€e N > 1, ou seja,

an = — ! f(z) cos (nz) dx e by, = % ! f(z)sin (nz) dx.

—T —T

E evidente que se f tem valores reais entao também os seus coeficientes a,, e b, sao reais.

Se f(x) é par, entdo ¢, = c_y, logo b, = 0, para todos os n > 1, e a série de Fourier de f é
uma série de cosenos ag/2 + ), a, cos(nx) com coeficientes

2 s
n = — d .
a - /0 f(zx) cos (nx) dx

Se f(x) é {impar, entdo ¢, = —c_y, logo a, = 0, para todos os n > 0, e a série de Fouier de
f é uma série de senos ) a,sin(nz) com coeficientes

by, = i/oﬂ f(x)sin (nx) dx.

e Determine as séries de Fourier das seguintes fungoes periddicas de periodo 27 definidas,
no intervalo [—m, 7] por (as solugdes estdo no formulario!)

foy=0, fO)=lol,  f0)=0°,

1 se0<O<m _ 1 se0<f<m
9(9)'_{0 se —mr<0<0 ’ 26(9)_1_{—1 se —m1<0<0
T—2x se 5 <x<m
Z(x) := x se —5<wx<73

us

—T—x se —m<r<—35

e Mostre que a série de Fourier complexa da funcdo sawtooth (dente de serra) S(6),
periédica de periodo 27 e definida por

T—0 se0<O<m
5(0)'_{ —mT—60 se —w<60<0

no intervalo —m < 60 <, é

1 einG 1 )
S(H)N{Z - ZQZﬁsm(nG).
n>1

n#0
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e Mostre que a série de Fourier complexa da fungao square wave Q(6), peridédica de
periodo 27 e definida por

Qz) = { +1  selz| < w/2

-1 sewm/2<zx<m

no intervalo —m < 60 <, é

2 sin(nm/2) _, 4 1 1
Qx) ~ — ——— e "™ = — ( cos(x) — = cos(3z) + — cos(bx)— | .
™ 7;) n T ( 3 ) )

e [St08] 5.1, 5.2.

7. (séries de Fourier e séries de Laurent) Seja g(z) é uma func¢ao holomorfa numa regiao 2 C C
que contém a circunferéncia unitdria S := {z € C s.t. |z| = 1}. A sua expansao em série de

Laurent centrada em p = 0,
o0
g(z) = Z 2"
— 00

pode ser escrita, nos pontos z = e € S (i.e. com 6 € R/27Z), como

g(ew) _ Z Cneme
onde ) () -
gz 0\ —ind
211 |z|=1 zntl * 2w /_ﬂ. g(e )e

Os “coeficientes” ¢,, da série de Laurent de g(z) sdo portanto os coeficientes de Fourier da
funcio f(0) := g(e'?), periddica de periodo 27.

8. Seja f(x) é uma fungéo integrdvel

em R/2(Z, ou seja, uma fungao f : R — C periédica de periodo 2¢, e portanto determinada
pelos seus valores no intervalo [—¢, ¢]. A série de Fourier (real) de f(z) é

(an cos (LZ:E) + b, sin (%x))

onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos pelos integrais

ap, == 2/2 f(x) cos (anx) dx e by, := 2/2 f(x)sin (%x) dz .

Também é 1til, na resolugao de problemas como a corda vibrante ou a popagacao de calor,
desenvolver fungoes, definidas num intervalo [0,7), em séries de apenas senos ou apenas
COSENOs.

J@)~ G+

1)

A série de Fourier de senos da fungdo f(z), definida no intervalo 0 < a < ¢, é a série de
Fourier da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

f(z) ~ i by, sin (%x) onde by, = j/oz f(z)sin (%m) dx .
n=1

A série de Fourier de cosenos da fungao f(z), definida no intervalo 0 < z < ¢, é a série de
Fourier da extensao par 2¢-periddica de f, ou seja,

f(z) ~ % + ian cos (%nx) , onde ay, = E/Oe f(z) cos (%1:17) dx .
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e Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, da extensdo {mpar e 27-periédica)
das seguintes fungdes definidas no intervalo 0 < 6 < 7 (algumas solugdes estdao no
formulério!):

2 se0<6<m/2
1 1 — cos(26) f(9)={ T—0 se Tr/_2<0</7r

e Determine as séries de Fourier de cosenos (ou seja, da extensdao par e 2m-periddica)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < 6 < x (algumas solugoes estdao no
formuldrio!):

1 sin(26) m—0
9. Uma fungao f, definida num intervalo [a, b], é seccionalmente
continua se é continua em todos os pontos do intervalo exceto num ndmero finito de pontos
a <m < a9 < -+ < 2y < b, onde admite limites laterais f(a%) = lim, .+ f(z) finitos.

Uma fungao seccionalmente continua é integravel.

Se a fungao f é limitada entao os coeficientes de Fourier também sao limitados. De fato, se
|f(x)] < M entao

1 s
<— | Mde<M.
2w

—T

1 (7 ;
e (z) e dx

|f(n)] =

~

Se f é continua, a intuicdo sugere que os coeficientes f(n) com |n| grande sejam pequenos.

A ideia é que as harménica €™ = cos(nx) + isin(nz) com |n| > 1 oscilam rapidamente
em intervalos pequenos, onde f nao varia muito por ser continua, e portanto acontecem
cancelacoes entre termos positivos e termos negativos.

Teorema 7.3 (lema de Riemann-Lebesgue). Se f : R/277Z — C ¢ integrdvel (por exemplo,
seccionalmente continua) entao f(n) — 0 quando n — Foo.

Demonstragao. A desigualdade de Bessel 7.2 diz que se f é uma funcdo integravel entdao
a série Y |c,|? é convergente. Mas os termos de uma série convergentes decrescem para 0
quando n — Foo. O

10. A relacao entre séries de Fourier e derivadas estd no
seguinte facto.

Teorema 7.4. Se a k-ésima derivada de f existe e € integrdvel, por exemplo se f € de
classe C*, entdo os coeficientes de Fourier da k-ésima derivada de f sdo

— ~

F®(n) = (in)* f(n)

Demonstragdo. Se f’ é integravel, entao os seus coeficientes de Fourier sao

=g [ F@e i
1

—inz]™ 1 T . —inx
:E[f(m)e ]_ﬂ—% _Trf(m)(—m)e dx
=in % i f(z)e ™ dx = in f(n)

O teorema segue por indugao. O
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Esta relacao simples entre coeficientes de Fourier e derivadas é a razao principal da utilidade
das séries de Fourier na andlise das equagoes diferenciais. Diz é que a “transformada de
Fourier”, o operador F : f — f, que envia uma fungao f(z) na sucessio (¢, )nez dos seus co-
eficientes de Fourier, transforma derivadas f — f’ em produtos ¢, — in c,. De consequéncia,
no espago dos coeficientes de Fourier, uma equagao diferencial é uma equagao algébrical!

O lema de Riemann-Lebesgue 7.3 aplicado & k-ésima derivada entao implica que

Teorema 7.5. Os coeficientes de Fourier de uma funcio de classe C* decaem mais rdpido
que |n|7%, ou seja,

fn) = o|n|™*)

quando n — +oo.

De consequéncia, os coeficientes de Fourier de uma fungao de classe C* decrescem mais
rapido que o inverso de qualquer poténcia |n|*.

e Determine a série de Fourier de uma fungao periédica de perfodo 27 (i.e uma fungao
f:R/27Z — C) e de classe C! que resolva a “equacdo cohomoldgica”

f=0

ou a equacgao de Laplace

fr=0.
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Séries de Fourier em [—, 7]

42

complexa f(x) ~ Ziooo Cnemx Cn, by fjﬂ efimcf(x) dx
real f(x) ~ % +37° | (ay cos (nx) + by sin (nx)) an =1 [T f(z)cos (nz)dw
by, = %jjﬂ f(x)sin (nx) dz
Algumas séries de Fourier em [—7, 7]
x ~ 2 (sin(z) — § sin(2z) + # sin(3z) — § sin(4z) +...)
x? ~ %2 — 4 (cos(z) — § cos(2z) + § cos(3z) — 5 cos(4x) +...)
T _ 4 1 1oog 1
|| ~ % — 2 (cos(x) + g cos(3z) + 55 cos(bx) + 75 cos(Tx) +...)
. 1 se 0 § r<Tm 1 2 s 1 - 1 .- 1 .-
O(z) = { 0 se —m<z<0 ~ 5+ 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + £ sin(5z) + 1 sin(7z) +...)
1 se0<z<m 4 (. . . .
20(z) — 1:= { 1 s —m<z<0 ~ 2 (sin(x) + 3§ sin(3z) + £ sin(5z) + Lsin(7z) +...)
T—x se % <z<m
Z(x) = x se —F<zr<73 ~ 2 (sin(z) — §sin(3z) + 55 sin(5z) — 45 sin(7z) +...)
—m—x se —T<xr<—3
S)={ "% selsz<m ~ 2 (sin(z) + & sin(2z) + L sin(3z) + L sin(dz) +...)
—nm—x se —mw<x<0 2 3 4 T
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8

Convergéncia das séries de Fourier

. (sucessoes e séries de fungoes) Seja (f,,) uma sucessido de fungoes f,, : X — C (ou R), definidas

numa regido X C R? fixada (por exemplo, um intervalo [a, b] da reta real).

Uma funcdo f : X — C é o limite pontual das f,,’s, ou f,, — f pontualmente (ou seja, “as
fn's convergem pontualmente para f”), se f,(x) — f(x) para todo o x € X. Isto significa
que para cada x e cada £ > 0 existe um tempo 7 (que depende de ¢ e do ponto z) tal que
|fn(z) — f(z)| <esen>m.

Acontece que o limite pontual ndo herda necessariamente as boas propriedades das f,,’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessao de fungoes continuas pode nao ser uma funcao
continua (qual o limite pontual da sucessdo f,(z) = 2™ definida em [0,1] 7).

A norma uniforme no espago linear C,(X) das fungoes limitadas definidas em X é
[flloc == sup | f(z)].
zeX

Induzes a distancia uniforme doo(f, 9) := ||f — 9lloo-

Uma funcéo f : X — C é o limite uniforme das f,’s, ou f, — f uniformemente (ou seja,
as fp’s convergem uniformemente para f), se || fn — flloo = 0 quando n — co. Isto significa
que para cada € > 0 existe um tempo 7 (que depende de ¢ mas é independente do ponto z,
ou seja, “uniforme em z”) tal que |f,(x) — f(x)| < € para todo o z € X se n > 7.

O teste de Cauchy para a convergéncia uniforme é o seguinte: f, — f uniformemente sse
para todo o € > 0 existe um tempo 7 tal que ||fn — finlloo < € quando n,m > 7.

Teorema 8.1. O limite uniforme de uma sucessio de fungdes continuas € uma funcdo
continua.

Demonstragdo. Sejae > 0. Se n é suficientemente grande, entéo | f,,(z)— f(x)| < € para todo
o z € X. Pela continuidade de f,, existe § > 0 tal que |f,(z) — fn(2')| < € se |z — 2’| < 4.
Entao, pela desigualdade do triangulo,

[f (@) = @) < [f(@) = ful@)| + [ fulz) = ful@)] + [ fula’) = f(2)]

<e4e+e
se |z — 2’| < 0. O

Uma série de funcoes ), fn(x) converge uniformemente para uma funcéo F(z) num dominio
X C R? se a sucessdo das somas parciais S, (z) := fi(z) + fa(x) + -+ + fn(x) converge
uniformemente para F', ou seja se ||Sp, — Fllec — 0 quando n — oo.

O critério de Cauchy para a convergéncia uniforme de uma série é o seguinte: > fn(z)
converge uniformemente para F (;v) se para todo o € > 0, existe um tempo 7 tal que

[Snm (@) = Sn(@)] = [far1(2) + frpa() + -+ foim(@)| <e

para todoox € D e todososn >mnem > 1.

Se os termos f,,(x) da série sdo limitados uniformemente pelos termos de uma série numérica
>0 My, ou seja, se |f ()| < M, para todo o z € X, entao

|[frt1(2) + fr2(@) + -+ foam(@)] < [Mpg1 + Moy + -+ My
Em particular,

Teorema 8.2 (Teste M de Weierstrass). Se > M, ¢ uma série (numérica) convergente e
| falloo < M, para todo o n, entdo a série de fungoes Y, fn(x) € uniformemente convergente.
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Se as f,,’s sdo continuas, entdo também as somas parciais S,, sdo continuas, e de consequéncia,
pelo teorema 8.1, o limite uniforme da série ) f,(z) é também uma funcdo continua.

A convergéncia uniforme da série ) f,(x) de funcoes continuas f,,’s num intervalo limitado
[a, b] garante que o integral da soma é a soma dos integrais, i.e.

/ab (zn: fn(at)> do = Zn:/b Fol@) da.

A convergéncia uniforme da série n(x) (mas é suficiente a convergéncia apenas num
n

ponto!) e da série das derivadas ), f’(z) de funcoes f,’s de classe C* num intervalo [a, ]

garantem que a soma ). fn(z) é uma funcdo derivavel, e que a sua derivada pode ser

calculada somando as derivadas das f,’s, i.e.

<Z fn(ff)> =S @),

e Determine o limite pontual da sucessdo f,(z) = 2", definida no intervalo [0, 1].
e A sucessdo fn(x) = sin(nx), definida em [—, 7], converge pontualmente?

e Use o teste M de Weierstrass, o teorema 8.2, para mostrar que a série

) =Y % cos(nz)

é uniformemente convergente.

2. Uma fungao f é seccional-
mente reqular se é contina e se a sua derivada f’ é seccionalmente continua.

Teorema 8.3. A série de Fourier de uma funcgao seccionalmente reqular, por exemplo de
classe C', € uniformemente absolutamente convergente.

Demonstracao. Pelo teorema 11.7, a desigualdade de Cauchy-Schwarz 7.1, e depois pela
desigualdade de Bessel 7.2, a série dos mdédulos é limitada por

M 1Fm)l = |co|+zlf|’gr>l

nez n#0
<leol+ D _1/nf2 > 1F ()2
n#0 n#0
<leol +ClIf' ]2
onde C? =23 1/n? < c0. O

~

Se a série de Fourier de f converge uniformemente, a sua soma y__ f(n)e™* é uma funcao
continua. Esta soma tem grandes probabilidades de ser a prépria f. De fato, é possivel (mas
dificil!) provar o seguinte resultado de unicidade ([SS03], Theorem 2.1 e Corollary 2.2).

inx

Teorema 8.4. Se f(x) € uma fungdo continua na circunferéncia R/2nZ e os seus coefici-
entes de Fourier sao nulos, i.e. f(n) =0 para todo n € Z, entao f(x)=0.
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Um coroldrio é que duas fungbes continuas que tém os mesmos coeficientes de Fourier sdo
necessariamente iguais. Por outro lado, é ficil ver que se a série de Fourier de f converge
uniformemente, entdo os seu coeficientes de Fourier sao os préprios f(n) (trocando somas
e integral). De consequéncia, se a série de Fourier de uma funcdo continua f(z) converge
uniformemente, entdo converge uniformemente para a prépria f(z). Isto acontece, por exem-
plo, para uma fungao de classe C?, pois os seus coeficientes de Fourier sdo limitados por
|f(n)] < M/n? (se n # 0). De fato, usando o teorema 8.3, é suficiente a existéncia e a

continuidade da primeira derivada.

Teorema 8.5. A série de Fourier de uma funcdo f(x) de classe C1 converge absolutamente
e uniformemente para f(x).

O produto de convolugao entre as fungoes integraveis f, g € R(R/27Z)
pensadas como fungoes periddicas de periodo 27 na reta, é a fungao
1 T
(fxg)(@) = o= W) g(z—y)dy.

T o o

também periddica de periodo 2w. Um interpretacao é que o valor de f * g num ponto x é
uma “média” pesada dos valores f(y), os pesos sendo os valores g(x — y) da funcao g.

O produto de convolugdo é simétrico, i.e. f* g = g=* f, e linear nas duas varidveis, ou seja,
f+x(Ag) = A(fxg) paratodosos A€ R, e fx(g+h) = f*xg+ f+h. Etambém associativo,
ou seja, (f*xg)+*h = f=*(g=h). As demonstragoes sado elementares.

D~

Outro fenémeno importante é que o produto de convolugao de duas fungoes integraveis
uma fungdo continua! A convolugao melhora a regularidade das fungdes (mas a prova nao
elementar).

[N

Teorema 8.6. Os coeficientes de Fourier de um produto de convolugao sao iguais aos
produtos dos coeficientes de Fourier dos fatores, i.e.

— ~

(f*xg)(n) = f(n)g(n)

Demonstracao. Se f e g sao continuas

(f*g)(n) = % : (2177 /: fy)g(z—y) dy) e " dy

= %[ fly)e ¥ <2177/ glz —y)e @Y d:17> dy
- L fly)e v < ! / g(z)e ™ d:c> dy

2 J_, 27 -

~

= f(n)g(n)

O caso geral usa o seguinte teorema de aproximacao: se f é uma funcao integravel e limitada
por M, existe uma sucessao (fi) de fungdes continuas limitadas por M e tais que os integrais
das diferencas |f — fi| tendem para 0 quando k — co. Os detalhes estao em [SS03]. O

Seja f : R/27Z — C uma funcdo integravel e
¢n, 0s seus coeficientes de Fourier. As somas parciais da série de Fourier de f podem ser
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representadas como o produto de convolugao

N

N ™
Snf(z) = Z cpe® = Z <217r f(y) einydy> ina
_N _N —

1 " = in(z-y) | 4 (8.1)
- 77rf(y) ;e Y

1

= [ ) Dy - v)dy

da propria fungao com o nicleo de Dirichlet, definido por

N . .
ez(N+1)m _ e~ Nz

Dy(z):= Y &" = (8.2)

etr — 1
n=—N

Teorema 8.7. Se f(x) é uma funcgdo seccionalmente reqular, entdo as somas parciais Sy f ()
da sua série de Fourier convergem em cada ponto x para o valor médio dos limites laterais
£(%), ou seja,
fl@™) + fla~
i) LI

quando N — oco. Em particular, convergem para f(x) nos pontos onde f € continua.

Demonstracdo. O nucleo de Dirichlet pode ser representado como

N
Dy(z)=1+2 Zcos(m:)
n=1
e portanto
S OD (m)dx—i/ﬂD (ac)d;v—1 (8.3)
or ) N T ), TN T2 '

Usando (8.1) e as (8.3), e depois (8.2), podemos representar a diferenca entre as somas
parciais Sy f(z) e o valor médio (f(z) + f(z7))/2 como um integral

onde F' é a fungao definida por

faty)—f@T) o
FE) =) fetghe) ey
Ly el se0<y<m

Se f é seccionalmente regular, entdo F(z,y) admite limites laterais quando y — 0%, pela
regra de I'Hopital, e portanto é seccionalemente continua. Entao os integrais de F(z,y) vezes
e'NY convergem para zero quando N — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue 7.3. O

Em particular, pelo teorema 8.3, a série de Fourier de uma fungéo f(z) continua e seccio-
nalmente regular converge para f(x) na norma uniforme, ou seja, ||f — Sy f|loc — 0 quando
N — o0.

A hipétese no teorema 8.7 ndo é a melhor possivel. Para a convergéncia no ponto x é
suficiente que a funcao F(z,y), definida na demonstracao, seja integravel, em quanto fungao
de y, numa vizinhanca de y = 0. Esta é chamada “condicao de Dini”.

Também é possivel ler a regularidade de uma fungao no decaimento dos seus coeficientes de
Fourier.
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Teorema 8.8. Se os coeficientes de Fourier ¢, de uma fun¢do f decaem como
] < C'|n| =)
com a > 1, uma constante C > 0 e um natural k, entdo a fungdo f é de classe C*.

Demonstracao. Para cada 0 < k' < k, a série de Fourier Zn(in)k,cnei’” é absolutamente e

uniformemente convergentes, pois
Yol lenl <D Inl* < o0
n n

se a > 1. A sua soma é uma funcao continua, igual a k’-ésima derivada de f(z) = cpe'™”.

O

Verifique a férmula (8.2) para o nicleo de Dirichlet (use as somas parciais da série
geométrica), e deduza a expressao

sin (N +1/2)x)

Dy(a) = sin(z/2) (84)
e Verifique que -
% » Dn(z)dz =1
e Calcule a série de Fourier de f(z) = |z] em = 0 e deduza a identidade
RSN S U
9 25 49 81 8
e Calcule a série de Fourier de f(x) = 2? em z = 0 e deduza a identidade
RS U D SO S IR
4 9 16 25 36 12
ou em x =7 e deduza a identidade
R S B SO SO
4 9 16 25 36 6
5. A “fun¢do” delta de Dirac em R/27Z é definida

pela identidade formal
fy)o(z —y)dy = f(x),

se f(x) é uma funcdo continua e periédica de periodo 27. De facto, § ndo é uma fun¢ao, mas
uma “medida”, um funcional linear definido no espaco C°(R/27Z) das funcdes continuas na
circunferéncia, que associa a funcdo f(z) o valor (9, f) := f(0) . Pode ser definida/pensada
como sendo um limite (no sentido das distribuigdes) de uma familia de fungoes satisfazendo
as propriedades codificadas na definigao de “identidade aproximada’.

Uma identidade aprozimada (ou good kernels) na circunferéncia R/27Z é uma sucessao (K,,)
de fungoes integréveis K, (z) de massa total unitéria, i.e.

1 ™
o Ky(z)dx =1, (8.5)

uniformemente integraveis, i.e. tais que existe M > 0 tal que

/ﬂ K (2)] dz < M (8.6)

—Tr
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para todos os n € N (esta condi¢@o é uma consequéncia de (8.5) se K, (z) > 0), e tais que,
para cada ¢ > 0, os integrais

I,(6) := / o | Ky (z)|de — 0 (8.7)

quando n — oo.
Teorema 8.9. Se f € uma fungdo continua e (K,)nen € uma identidade aproximada, entao

1

(Fe K@) =5 [ F@) Kaly = 2)dy — £(2)

uniformemente quando n — oo.

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Pela continuidade uniforme de f (continua e periédica), existe
d > 0 tal que |f(z) — f(y)] <e/M se |z —y| <. Seja m =sup, |f(z)|. Usando (8.5),

s

F() = (f % Kn)(a) = / (F(2) — f(a+ ) Kn(y) dy

—T

/ U@~ @) Kay)dy + [ @)~ o) Kol dy

|| =6

O médulo do primeiro integral é limitado por ¢, pela (8.6). O médulo do segundo integral é
limitado por 2m I,,(§), definido na (8.7). Como I,(0) — 0, existe @ tal que I,,(0) < ¢/2m se
n > 7. De consequéncia, se n > 7 a distancia entre f(x) e (f * K,)(z) é limitada por 2e. O

A delta de Dirac pode entdo ser interpretada/definida como o limite § = lim,_, o, K, ou
seja, pela seguinte identidade formal: f * ¢ := lim,,_,oo f * K.

e Verifique que a familia de fungoes definidas por K, (x) =n/2 se |z| < 1/ne K,(z) =0
se |z| > 1/n, forma uma identidade aproximada.

6. As somas de Cesaro de uma série
>, Gn sdo as médias aritméticas

81+ 82+ ...8,
n

Sy =

das somas parciais s, = Y _, a,. A sucessao das S,, pode ser convergente também quando
a série Y a, é divergente.

As somas de Cesdro da série de Fourier de uma fungio integravel f sdo chamadas somas de
Fejer. Um cédlculo mostra que sao dadas pela convolugao

Fif(r) = 5z (Sof(2) + S1£(x) + Saf () + .. S -1 /()

1 [" 1 =
= on _ﬂf(y) N;DN@_IU) dy

L ) Fate -y dy

T o r

da prépria funcao com o nicleo de Fejer, definido por

1= 1 sin® (Nz/2
(o) =+ nz:% Da(@) = + Sing((x/é))

Acontece que
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Teorema 8.10. Os nicleos de Fejer formam uma identidade aprorimada.

Demonstragao. A massa total de cada Fy (que é uma fungdo nao negativa) é igual a um,
pois o mesmo acontece para os D,,, dos quais Fy é a média aritmética. Se 0 < § < |z| <
entdo sin?(z/2) > ¢ > 0, e de consequéncia

1
F < —.
n(@) < cN

Isto implica que

/ |y ()| dz = 0
5<el <

quando N — oo. O

Portanto, pelo teorema 8.9,

Teorema 8.11 (Fejer). Se f(z) é continua, entdo as somas de Fejer convergem uniforme-
mente para f.

O teorema de Fejer da uma prova construtiva do teorema de aproximacao de Weierstrass.

Teorema 8.12 (de aproximagao de Weierstrass). Os polindmios trigonométricos sao densos
no espago C°(R/2wZ) das fungées continuas f : R/27Z — C munido da norma do sup.

e Calcule o limite das somas de Cesaro da série divergente > >~ ((—=1)" =1—-1+1-1+....

e Verifique a expressao (8.8): calcule N Fy(x) usando a identidade (8.4)

N-— sin
¥t = 3

— Z 61(7L+1/2);c
sin 1:/2

. e
= S = .
sin(z/2) eiz/2 — giz/2

7. Uma fungao integrével f : R/27Z — C pode ser apro-
ximada com precisdo arbitrdria na norma do sup por fungées continuas (ou até C*°). Pelo
teorema de Weierstrass 8.12, as fungoes continuas podem ser aproximadas com precisao ar-
bitraria na norma do sup por polinémios trigonométricos. Portanto, existe uma familia (7,)
de polinémios trigonométricos tais que || f — Ty|lc — 0. A convergéncia na norma do sup
implica, sendo o comprimento da circunferéncia finito, a convergéncia na norma L?. Pela
(prova da) desigualdade de Bessel 7.2, ||f — Sn|l2 < ||f — Tn|l2 se N é superior ou igual ao
grau de T;,. Portanto,

Teorema 8.13 (convergéncia em média quadritica). A série de Fourier de uma fung¢do
integravel f : R/2w7Z — C converge para a prépria fungcdo em média quadrdtica, ou seja,

If = Snfll2 =0

quando N — oo.

A férmula (7.1) entao implica que a desigualdade de Bessel é, na verdade, uma igualdade.
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Teorema 8.14 (identidade de Parseval). Se f:R/27Z — C € uma funcdo integrdvel entdo

SR = 11113

neEZ

Sendo os produtos internos determinados pelas normas, usando as identidades de polarizacao

(frg)a == (1F+ gl = If — gl® +ill f +igll®> — il £ — igl?) ,

A~

a identidade de Parseval 8.14 implica e é equivalente ao seguinte resultado.

Teorema 8.15 (teorema de Parseval). Se f e g sdo fungdes integrdveis na circunferéncia
R/277Z, entdo

> ) g(n) = (£.9),

nez

A identidade de Parseval é uma versao do teorema de Pitdgoras em dimensao infinita. Do
ponto de vista fisico, é um teorema de conservagao, chamado teorema da energia de Rayleigh
(Rayleigh energy theorem). O teorema de Parseval diz que a “transformada de Fourier”, o
operador F : f +— f que envia uma funcao integravel na sucessao dos seus coeficientes de
Fourier, ¢ um operador unitdrio de L?(R/27Z) em ¢*(Z).

e Mostre que as séries de Fourier de f(z) = z, definida no intervalo [—m, 7], é

(=1)" inx
S e,

n#0

Calcule || f||3 e use a identidade de Parseval para deduzir

1 1 1 1 1 2
Ni=14+-"4-4+—4 — 4+ — 4= —
<@ +4+9+16+25+36+ 6
e [St08] 5.4, 5.5.
8. Uma série de Fourier ) cne™® nao pode ser convergente nos pontos de

descontinuidade de f(x). Se f tem um salto de amplitude ¢ := |f(z") — f(x )| no ponto z,
entao os graficos das somas parciais da série de Fourier convergem para um segmento vertical
que excede o salto de aproximadamente

* si 2
—é/ sin(z) dr ~ Bé ~0.09-6

™ €T s

em cada lado.

Soma parcial de grau 17 (verde) da série de Fourier da funcdo 20(z) — 1 (vermelho),
numa vizinhanca da origem.
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9

Aplicacoes das séries de Fourier as EDPs

. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira) A solugao formal do problema

da conducao de calor
ou 0%u

ot Tox?

no intervalo [0, 7] com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0 para todo t > 0, e

com condigao inicial
oo
0) ~ Z by, sin (nx)
n=1

é dada pela série

Zb e P tsin (na) .

e Determine a solucdo formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condicao
inicial

e Determine a solucao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condic¢ao

inicial
u(z,0) =1 sed<z<m.
e Determine a solucao formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condicao
inicial
u(z,0) =z se0<z<m.
e Determine a solugdo formal do problema com condigbes de fronteira u(0,t) = 0 e

u(m,t) = 200, e condicao inicial
u(x,0) = 100 sed <z <.

e Determine a solucao formal do problema com condicoes de fronteira nulas e condicao
inicial concentrada num ponto a € (0,7), ou seja,

u(z,0) ~p-0(z —a).

e Determine a solucao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condi¢ao
inicial concentrada numa vizinhanga dum ponto a € (0, 7), ou seja,

A selx—a|<e
“(‘”’0)_{0 selx—a|l>e ’

com ¢ > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando ¢ — 0 mantendo constante
o produto 2e\ = u, e compare com o exercicio anterior.

. (conducao de calor num condutor isolado) A solugdo formal do problema da condugao de

calor
ou 0%u

ot 0x2
no intervalo [0, 7] com fluxo nulo na fronteira (i.e. condutor isolado) %(O,t) = %(6, t)=0
para todo t > 0, e com condicao inicial

=0, x €10,4],

o0
u(x,0) ~ % + Z an, cos (nx)

n=1

¢é dada pela série

(oo}
u(w,t) ~ % + Z ane " cos (nx)
n=1
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Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

u(z,0) = 22

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

u(z,0) = sin(x) .

Determine a solucao formal do problema com condicao inicial

10 se0<z<m/2
(,0) {20 ser/2<x<m

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

1 selz—p|<e
u(x,O)_{O selx—p|>e 7

onde 0 < 8 < 7 e e > 0 é suficientemente pequeno.

3. (corda vibrante) A soluc@o formal do problema da corda vibrante

0?u 2 0?u

ot? o2

de comprimento 7, i.e. u(0,t) = u(m,t) = 0 para todo ¢t > 0, com condigdes iniciais (desloca-
mento/perfil e velocidade)

0) ~ Z an sin (nx) e %(m, 0) ~ Z by, sin (na)
n=1 n=1

é dada pela série

~ Z (an cos (cnt) + — sin (cnt)) sin (nx)
en

n=1

e Determinar a solugdao formal do problema com condicgoes iniciais

1 1 0
u(z,0) = sin(x) + 3 sin(2x) + 3 sin(3x) e a—q:(x, 0) = sin(4x) — sin(5z) .
e Determinar a solugoao formal do problema com condiges iniciais (deslocamento inicial
“triangular”)

_ T se0<x<m/2 ou
(xo)_{ﬂ':l} sem/2<xz < ¢ 8t(m0) 0.

e Determinar a solugdao formal do problema com condic¢ées iniciais

u(z,0) =0 e 21; (z,0) =

e Determinar a solugbao formal do problema com condigoes iniciais (impulso inicial con-
centrado no ponto médio)

ou
u(z,0) =0 e a(m,O)wé(w—wﬂ).
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4. (timbres: caviquinho e piano) Considere uma corda de um instrumento musical, de com-
primento ¢ = m, densidade linear p e afinada com tensao k. As pequenas vibragbes sao
modeladas pela equacao da corda vibrante

Pu 0%

ﬁ—c@=0 x € 10,7, u(0,t) = u(mw,t) =0 Vt,

onde ¢ = +/k/p .
Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

w(z,0) ~ T sel0<r<a
Tl L (r—x) sea<z<T

T—CQ

h
«

o

onde 0 < a < 7 é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é 0 maximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximagao,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite a corda
apenas um impulso instantaneo p = 2epv localizado num intervalo de comprimento pequeno
2e < m a volta de um ponto 0 < f < w da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

ou _Jv selz—p|<e
m(x,O)_{ 0 selzr—pf]>¢

e Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do cavaquinho sao

2h  sin(na)
alr —a) n2

A, =

e Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do piano sao

A, = 2v sin(ne) sin(nj)

c n?
_ b sin(np)
S

no limite quando € — 0 mantendo constante o impulso transferido p = 2epv (o que faz
sentido desde que ne < 1, ou seja, para as primeiras harmoénicas).

e De consequéncia, as energias E, ~ A2v2 das (primeiras) harménicas decaem como
E,, ~ 1/n? no caso do cavaquinho e como E,, ~ 1 no caso do piano. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

5. (fungbes harménicas num retangulo)
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10 Funcoes harmonicas

1. A equacdo de Poisson para o campo escalar u, definido num
dominio 2 C R™ do espago euclidiano, é

Au=p, (10.1)

onde p é uma fungao dada. Uma fungao u € C?(2), real ou complexa, é dita harmdnica se
satisfaz a equacao de Laplace (a equagao de Poisson homogénea)

Au=0 (10.2)

nos pontos de €.

O problema de Dirichlet consiste em determinar uma solucio u € C*(Q) N C%(Q) de (10.1)
ou (10.2) em © com condicao de fronteira u|,, = f.

Na reta real, as solugoes da equagiao de Laplace u” = 0 sao os polinémio de primeiro grau
u(z) = a + Bz. Em particular, satisfazem o “férmula do valor médio”: para todo z e todo
r > 0 suficientemente pequeno (i.e. tal que os pontos z + r estejam no dominio de u)

(u(x —r)+ulz+r1)) (10.3)

N |

u(zx) =

Determine a unica fun¢do harménica no intervalo [a, b] tal que u(a) = A e u(b) = B,

Mostre que uma fungdo continua f : [a,b] — R que satisfaz a férmula do valor médio
(10.3) é uma funcao harmoénica (e, de consequéncia, uma funcao C*°).

Verifique que u(r) = log ||r|| é uma fun¢do harménica em R?\{0}.

Verifique que u(r) = 1/||r|| ¢ uma funcdo harménica em R3\{0}.

2. Na identificacio R? ~ C definida por (z,y) ~
x + iy, o Laplaciano é o operador A = 409. Portanto, se f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y)
é uma funcao holomorfa num dominio 2 C C, entao u e v sao fungoes harmonicas reais,
ditas funcoes “harmonicas conjugadas”. As curvas de nivel de u e v formam duas familias
de curvas ortogonais (se u = ¢ s@o as curvas “equipotenciais”, entdo v = ¢ sao as “linhas de
forga”).
Viceversa, seja u(z,y) uma fungdo harménica real. Um cdlculo mostra que

9(2) = up — tuy

¢ uma funcao holomorfa (se u é a parte real de f = w + iv, entdo g = f’). A forma
9(z)dz = g(z) (dx + idy) pode entdo ser representada como soma

9(2)dz = (uy dz + uy dy) + i (—uy dz + uy dy)
=du+1i"du,

do diferencial du e i vezes a forma *du, onde o operador “estrela” de Hodge é definido

por *dr = dy e *dy = —dx. A forma *du = —uydx + u,dy é fechada. Numa regido
Q) C R? ~ C simplesmente conexa (por exemplo, um disco ou um retangulo), 3517 *du =0
para todo contorno v C 2. Entao é possivel definir uma funcao harménica v, conjugada de
u e definida a menos de uma constante aditiva, por meio do integral de linha

v(x,y):/fuyderuxdy
v

onde v é um caminho arbitrario entre um ponto fixado p € §2 e o ponto varidvel z = x+iy. A
fungao f(z +iy) = u(z,y) + iv(x,y) é holomorfa em (2, e a sua derivada é f' = g. Portanto,

Teorema 10.1. Uma fungdo harmdnica u € localmente (em cada regigo simplesmente co-
nexa) a parte real de uma fun¢ao holomorfa f = u + iv.
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Uma primeira consequéncia é que uma fun¢do harménica é infinitamente diferencidavel. Outra
consequéncia é que se u é harménica, logo localmente a parte real de uma fungao holomorfa
f=wu+iv, e se ¢ é uma fungéo holomorfa (por exemplo, uma aplicagido conforme), entdo a
composigao u o1 (numa regiao onde faz sentido) é harménica, sendo localmente a parte real
da funcao holomorfa f o).

e Verifique que a parte real u e a parte imaginaria v de uma funcao holomorfa f = u+iv
sao fungoes harménicas, usando as condicoes de Cauchy-Riemann.

Verifique que, se f = u + iv é holomorfa, entao Vu e Vv sao ortogonais.

Verifique que 2™ e " sdo fungdes harmonicas (complexas).

Esboce as curvas de nivel das fungées harmoénicas conjugadas definidas pelas partes real
e imagindria das seguintes fungoes holomorfas

f)=2"  fle)=1/z f(z)=2+1/z
e Determine, em dominios apropriados, umas fungoes harmoénicas conjugadas de
wz,y) =a® —y*  u(zy) =z -y
Y
u(z,y) = PN u(z,y) = log a2 + y?

3. O Laplaciano em coordenadas polares
(r,0), definidas por re? =z + iy, é

9?2 10 1 67

A= —+4+-——+—5—. 10.4
8r2+r8r+r2892 (10.4)

De consequéncia, a equacao de Laplace no plano R? ~ C assume a forma
Uy + TUp + gy =0 (10.5)

Colocamos o problema de determinar uma fungao harménica no disco unitdrio D := {z € C :
|z| < 1}. Solugoes separaveis u(r,8) = R(r) ©(0) da equagao de Laplace (10.5) sdo produtos
de duas funcgoes que resolvem as EDOs

0"=-)\6 e r’R"+rR= AR

com A € R. As solugoes nao trivias de ©” = A\O, que devem ser fungoes periédicas de
periodo 27, sao _ _
o(0) = cne™ 4 c_, e

2 2

se A = n?. Em correspondéncia de cada A\ = n?, as solucdes de r’R" 4+ rR' = n?R sio

R(r) =1oulogrsen =0, e R(r) = r" se n # 0. As solugdes logr e r~", com n > 1,
sao ilimitadas numa vizinhanga da origem. Portanto, as solugoes separdveis e limitadas da
(10.5) no disco unitério sao

U (1, 0) = rI"lem?

com n € Z. Pelo principio de sobreposigao, a série
n| inb
u(r,8) = E cnrlmlend
neZ

se convergente uniformemente com as suas duas primeiras derivadas, define uma fungao
harmoénica no disco unitario. Se a convergéncia é uniforme também na fronteira do disco,
entdo u(r, ) resolve o problema de Dirichlet com condi¢ao de fronteira

inf
ulpp = E :Cnem

nez
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Verifique a expressao (10.4) para o Laplaciano em coordenadas polares.

Mostre que as fung¢ées harménicas no plano que apenas dependem de r, solugoes de
(ru,), = 0, sdo do género alog(r) + b.
in6

Verifique que cada = r1"le? com n € Z, é uma funcio harménica no disco unitério .

[St08] 6.2.

5. O valor de uma fungdo harmoénica num ponto do seu dominio
é igual a média aritmética dos seus valores numa circunferéncia suficientemente pequena a
volta deste ponto.

Teorema 10.2 (principio do valor médio). Se u € harmdnica numa regiago Q C C que contém
o disco D,(p), entdo

1

u(p) = g/o 7Tu (p+ rew) de . (10.6)

Demonstracao. Pelo teorema 10.1, u é a parte real de uma fungao holomorfa f = u + v
num disco D,(p) com r < p. Entao pela férmula de Cauchy

1 f(z) Lo 0
= — dz = — +re’)db.
/) 20 J s p|=r 2 — D T o 0 fp+re)
A parte real ¢ a férmula (10.6). O

Em dimensao arbitraria, a férmula do valor médio é consequéncia do teorema da divergéncia.

Teorema 10.3. Se u é harmdnica numa regiao  C R™ que contém o disco B,(x), entdo

1 1
u(x udS = 7/ udx
(=)= 10B,(2)] Jop, () |Br(z)| /B, (a)

Demonstragao. Pelo teorema da divergéncia
Ou ou
Audm:/ —dS=r / —(x+ry)dS
/BM s o e @) dS(0)
= ([ e dsty)
or 8B (0)

_ 0 1
— 1|8B1(0)| <|8B( T s o )udS)

Ao dividir pelo volume da bola B,.(x) (se este volume é ~,,r™, entdo a “superficie” da esfera
OB,(z) é a derivada n~,r" 1) temos portanto

1 n 0 1
Audr = — — udS
B Jo,0 r6r<|aB<>| oo )

Se u é harmoénica o valor médio de u nas esferas B,.(z) ¢ portanto independente do raio
r. Por continidade, este valor médio é o préprio u(z). A segunda igualdade é equivalente a
primeira. O

Uma consequéncia é o

Teorema 10.4 (principio do méximo). Se u € C%*(Q) N C(Q) é harmdnica numa regiio
limitada 2 C R™, entdo

maxu = maxu
Q oQ
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Demonstrag¢do. Se maxgu > maxpq u, entdo existe um ponto = € Q onde u(z) = maxqu e
tal que u nao é constante numa vizinhanca de u. Isto contradiz o principio do valor médio. [J

Uma consequéncia do principio do méximo é que uma fungdo harmoénica num dominio fechado
e limitado ) é determinada apenas pelos seus valores na fronteira 02. De fato, a diferenga
u = uj — ug entre duas funcoées harmoénicas, u; e us, que coincidem em 92 é uma funcao
harmoénica igual a zero em 912, logo identicamente nula pelo principio do méximo.

Teorema 10.5 (unicidade). O problema de Dirichlet numa regidgo limitada tem, no mdximo,
uma solugao.

e [St08] 6.1.

6. (Dirichlet principle) The Dirichlet energy of a differentiable real valued function u : @ — R
defined in a domain 2 C C (which we may assume connected) is

1
Elu] = 5/52 Vull? dedy

You may think that the graph of u describes a surface in R? ~ C x R. The energy is zero iff
u is constant, hence if the surface is flat. More interesting is trying to minimize the Dirichlet
energy for fixed “boundary value” wul,, = g, given some well behaved function g : 9Q — R.
Consider a one-parameter perturbation of u of the form u+t¢ with t € R and ¢|,, = 0. If u
minimizes the Dirichlet energy, then the function of a real variable t — E[u 4 t¢] must have
a minimum at ¢ = 0. The derivative of the Dirichlet energy w.r.t. ¢ is

d
ag[u +tp] = /Q (Vu Vo + t||V¢||2) dxdy

and therefore its value at t = 0 is

d
ag[u + tg] /Q (Vu - Vo) dady

t=0

—/Q(Au)tbdxdy

where the last line follows integrating by parts and using the vanishing of ¢ on the boundary
09). Thus, the derivative is zero for all variations ¢ iff Au = 0, i.e. the function u is harmonic
on (.

What is not obvious, and indeed not true (as Weierstrass discovered) for a generic region €,
is that such a minimum of the Dirichlet energy exists.

7. Seja f(e*?) uma funcdo continua definida na
circunferéncia unitdria 0D ~ R/27Z, e seja ., c,e™ a sua série de Fourier. Uma extensio
harménica de e no disco unitério é r™le”. Portanto, um candidato para a extensao

harménica de f no interior do disco unitério, i.e. nos pontos z = re? com 0 < r < 1, é a
série
o0
(Pf) (=) = Z cnrl™lem? (10.7)
n=—oo

se convergente. Usando a definicao dos coeficientes de Fourier,

PN = 3 (3 [ e ds) e

1 " i = n| jin(0—
=5 _ﬂf(e¢)< Z rlnl gin(0 ¢>)> do

n=—oo
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é possivel representar P f como um produto de convolugao (férmula integral de Poisson)

P =5 [ 1) R0 - 9)ds (108

dos valores de f na circunferéncia unitaria com o nicleo de Poisson no disco unitario, definido
por

P.(0) := Z rlnlen?

n=-—oo

O ntcleo de Poisson admite as seguintes expressoes,

Pf) = 14> 2"+> 7"
n=1 n=1

1 z z
I i i
_ 1P
T
onde z = re*, e portanto
1—r?

P(0) =

1—2rcos(f) +r2"

A série de Fourier da fungdo continua f(e’®) pode ndo ser convergente na circunferéncia
unitaria, mas a série Zcm""‘eme é absolutamente convergente se r < 1 (pois os ¢,’s sao
limitados). A convergéncia da série, assim como de todas as suas derivadas, é uniforme em
cada disco D,(0) com p < 1, e portanto a (10.7) define uma fungédo harménica u = Pf no
disco unitario. Acontece que

Teorema 10.6. A familia dos nicleos de Poisson (P,),, € uma identidade aprozvimada
quando r — 1.

Demonstracio. E imediato ver que P,(f) > 0 e que o seu integral ¢ ST _P.(0)df = 2n. Seja
0 < § < 7. O denominador do ntcleo de Poisson é

1—2rcos(f) +7% = (1 —7)% 4+ 2r(1 — cos(h))
Se 1/2<r <1led <0 <7 entdo existe uma constante ¢ = ¢(J) tal que
(1 —7)% +2r(1 — cos(6)) > c.

De consequéncia, existe uma constante C = C(§) tal que

/ PL(6)dd < C (1 —12)
6<|0|<m

e portanto este integral — 0 quando r — 1. O

De consequéncia, pelo teorema 8.9,

Teorema 10.7. Se f(e') € uma fungdo continua em 0D, entdo u = Pf é uma extensio
harménica de f no disco unitdrio D, continua em D.

Esta extensao é unica pelo principio do maximo, e resolve portanto o problema de Dirichlet
Au =0 em D com condicao de fronteira |y, = f.
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e Verifique que

1+ re®
1 —ret

P(6) = %(

o [St03] 6.3.

e Considere o problema de Dirichlet que consiste em determinar uma func¢ao harménica
umnaregiao Q={z+iyeC:0<z<m,y>0}CC com condigoes de fronteira

u(ovy) =0, u(w,y) =0, U(SL’,O) :f(x)a

onde f(x) é uma funcdo continua que se anula nos pontos 0 e 7, e cuja série de Fouirier

é f(z) ~ > cpsin(nz). Determine as solugbes separdveis u(z,y) = Y(y)sin(nz) da
equagdo de Laplace Au = 0 na regido Q tais que u(0,y) = u(m,y) = 0, e deduza uma
férmula andloga a férmula de Poisson.
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Transformada de Fourier

A transformada de Fourier da funcao ab-
solutamente integravel f : R — C (por exemplo, uma fungio seccionalmente continua que
decai como |f(z)] < C/(1+|z|'T¢) com € > 0) é a fungao Ff : R* — C definida pelo integral
impréprio

Fne = [ " f@) e da (1L1)

O espago onde vive a “varidvel conjugada” £ é R* ~ R (o dual de Pontryagin do corpo dos
reais, isomorfo ao préprio R). Uma notagao tradicional é F f = f Se a variavel independente
da fungao f(¢) é um “tempo” ¢, entdo a varidvel conjugada £ representa uma “frequéncia”
(pois o produto deve ser adimensional). Uma defini¢do alternativa usa a “frequéncia angular”
w=2m& eé

F(w) = /_Oo f(t)e “tat (11.2)

na notacao dos engenheiros. Se a varidvel independente da fungao f(x) é uma “posicao”

x, entdo a varidvel conjugada & representa um “momento” p sobre uma “agdo” (como, por
exemplo, a constante de Planck h ~ 6.63 x 1073* J - s no contexto da mecanica quantica,
assim que e27%¢* = /" onde h = h/27)

A transformada e Fourier é linear, ou seja,
F(f+9)=Ff+Fg and  F(Af)=AF/f)

se A e C.

A transformada de Fourier entrelaca translacoes com modulagoes. A transformada de Fourier
de uma translagao (T, f)(t) := f(t — a) no espago dos tempos é uma modulagao

(Tuf)(€) = e 2 [ (€) (11.3)
no espago das frequéncias, ou seja, FoT, = M_, o F. Vice-versa, a transformada de Fourier
de uma modulacio (Myf)(t) := e*™ f(t) no espaco dos tempos é uma translacio

(Myf)(§) = f(€—b) (11.4)
no espago das frequéncias, ou seja, F o M = T o F.

A transformada de Fourier de uma homotetia (H) f)(t) := f(At) no espago dos tempos, com
A>0,¢é

(HAS)(€) = A (/) (11.5)

ou seja, Fo Hy = A"V H,-1 o F. A transformada de Fourier da funcio complexa conjugada

f(t):=[f(t) ¢

7(6) = f(—¢) (11.6)

e Mostre que se f : R — C é uma funcio continua tal que |f(z)| < C/(1 + |2|**¢), com
e > 0, entao

N
In = / (@) da

-N

é uma sucessao de Cauchy, e de consequéncia existe o integral impréprio

N—o00

/_O;f(x)dx:: lim /_]jvf(x)dx

e Verifique as propriedades (11.3), (11.4), (11.5) e (11.6).
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e Use as propriedades (11.3) (11.4) e a férmula de Euler para mostrar que a transformada
de Fourier de f(z)cos(ax) é

o~ o~

5 (Flo—0) + Fla + )

e que a transformada de Fourier de f(z)sin(ax) é

1/~ ~

5 (Fla—a) = flo+a))

e Calcule a transformada de Fourier da funcao caracteristica do intervalo [—¢, ].
e Calcule a transformada de Fourier de

o p—

__—2mb|x
Fra f(a) = e,

com b > 0.

2. (pulso e sinc) O pulso, ou fungao retangular, é a fungéo carateristica do intervalo de compri-
mento um a volta da origem, ou seja,

1 selt|<1/2
rect(t) := { 0 caso contrério

A transformada de Fourier do pulso é a fungao sinc (“sinus cardinalis”) normalizada

1/2
re/Ft(ﬁ) _ /1/2 e 2mikT ..
_osin(n§)
= . sinc(§)

/\v/\ /\\/\
VARV

3. O espago das fungoes absolutamente in-
tegraveis é muito grande, e ndo é facil compreender as propriedades das transformadas de
Fourier dos seus elementos. Mais facil é restringir a transformada a um espago muito menor,
feito de fungoes muito regulares.

O espago de Schwartz (da reta real) é o espaco S(R) das fungdes infinitamente diferencidveis
na reta real que decrescem, com todas as suas derivadas, mais rapido que o inverso de qualquer
polinémio. Ou seja, o espago das fungoes f : R — C de classe C* tais que || f||5,m < oo para
todos os n,m € N, onde as semi-normas || - ||, sao definidas por

11

n,m ‘= SUp x"f(m)(m)‘

z€R
Se f € S(R), entdao pertencem ao espago de Schwartz, e em particular sdo absolutamente
integraveis, também todas as derivadas f*)(z) e os produtos p(x)f*) (z), onde p € C[t] é
um polinémio arbitrério. O operador derivagao é definido por (D f)(z) := f'(z), e o operador
multiplicag¢do é definido por (X f)(z) := = f(x). Entdo D e X sdo operadores lineares do
espago de Schwartz no préprio espago de Schwartz.

A transformada de Fourier entrelaga derivadas com multiplicagoes, e esta é a causa da im-
portancia da transformada no estudo das equagoes diferenciais.
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Teorema 11.1. Se f € S(R), entdo a transformada de Fourier da deriada [’ e a derivada
da transformada de Fourier de f sdo

o~ ~ —

e =2micfle) e F&)=(-2mizf)(), (11.7)
respetivamente, ou seja, F oD =2mi X oF e —2niFoX = Do F.

~

Por indugdo, a transformada de Fourier da k-ésima derivada de f é igual a (27i€)* f(€), e a k-
ésima derivada da transformada de Fourier de f é a transformada de Fourier de (—2miz)* f(x).
Em particular, a transformada de Fourier envia o expago de Schwartz en si préprio, ou seja
pode ser pensado como um operador linear F : S(R) — S(R*).

O produto de convolugdo das fungdes de Schwartz f e g é a fungdo f * g definida por

(Feoa) = [ T fw)gle —y) dy

Se f,g,€ S(R), entdo também f x g € S(R). O produto de convolugio é simétrico e associa-
tivo.

Teorema 11.2. A transformada de Fourier de um produto de convolug¢do € o produto pontual
das transformadas de Fourier dos fatores, ou seja,

\F(f *9) = (Ff) (Fg)] (11.8)

e Mostre que uma fungdo de Schwartz é uniformemente continua (é arbitrariamente pe-
quena numa vizinhanga de oo e uniformemente continua na regiao compacta comple-
mentar).

e Mostre que o produto de convolugao (rect * rect)(t) é a funcao triangular
tri(t) := max{1 — [¢],0},

e calcule a transformada de Fourier de tri(z).

e Mostre que uma fungdo de Schwartz f(x) com valores reais é par sse f(£) é real, e é

~

fmpar sse f(§) é imaginério puro.

4. As gaussianas sao as fungoes de Schwartz C’e‘"””z7
onde C' e 7 > 0 sao parametros reais. O célculo

o 2
(/ eIz/zdx> :// e*(w2+y2)/2dxdy
— 00 R2
27 [e%} 5
:/ / e "2 rdrdo = 2r
0 0

/ e~ /2 gy = V2m, ou seja, / e dr =1,

— 00 — 00

mostra que

2
—TT

Teorema 11.3. A gaussiana g(x) := e € “auto-dual”, ou seja € igual a sua transfor-

mada de Fourier:
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Demonstragao. A funcao f(z) = e~ & inteira (holomorfa em C). Portanto, o seu integral
fv e~ dz ao longo do retangulo v de vértices =R e R + i€ (com & real) é nulo. Este
integral é

R 2 5 - 2 R - 2 5 . 2
/ e ™" da:—l—i/ e~ m(F+iy) dy—/ e~ m(@+ig) dsr:—i/ e~ (—Ftiy) dy
-R 0 -R 0

No limite quando R — oo, os dois integrais que formam2a pzarte imagindria tendem para 0,
pois o valor absoluto do integrando é limitado por e~ ™% =¢7) O resultado é que

& 2 . 2
/ e~ 67271'259: dr = 6771'{

O
Consideramos a familia de gaussianas
1
G, (z) = \7@—”% (11.9)

parametrizadas por 7 > 0

A

j

Gaussianas G, com 7 =1, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, 0.001.

Um célculo (usando o teorema 11.3 e a propriedade (11.5)) mostra que
Gofe) = o

Uma identidade aprorimada na reta real é uma familia de fungoes integréveis (K,) nao-
negativas, ou uniformemente absolutamente integraveis, i.e. tais que

/ K,y (2)] de < M,

de massa total unitaria, i.e. tais que

/ K,(z)dx =1,

e “assimptoticamente concentradas na origem”, i.e. tais que para todo § > 0

I.(9) := K, (x)der — 0
|| =8

quando n — oo.

Acontece que a famflia das G,’s forma uma “identidade aproximada” quando 7 — 0 (ou
seja, por exemplo, com 7 = 1/n e n — o0). Essencialmente a mesma prova do teorema 8.9
(usando a observagao que as fungdes de Schwartz sdo uniformemente continua) mostra que
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Teorema 11.4. Se f € S(R) entdo

(G = [ =) Gy = 1)

uniformemente em x quando T — 0.

—71'1)2

e Mostre que a Gaussiana g(x) = e é solucao da equacao diferencial

g+ (2rx)g=0.

Observe que a sua transformada de Fourier g(£) := (Fg)(£) também satisfaz a equagao
diferencial

g'+(@2r)g=0.
Deduza que a gaussiana g(x) é um ponto fixo da transformada de Fourier.

. . - ? —a)?
e Calcule a transformada de Fourier da gaussiana genérica Ce™7* e de Ce?(*=%)" (use a
. p? .
transformada da gaussiana g(xz) = e~ ™ e as propriedades elementares da transformada
de Fourier).

e Verifique que G, x G = Gr4pv.

e Mostre que a famfia das K, (x) := n - rect(nz) é uma identidade aproximada. Mostre
que a familia de gaussianas G (x) é uma identidade aproximada quando 7 — 0 (ou seja,
por exemplo, com 7 = 1/n).

O teorema de Fubini implica a “férmula de multiplicagdo” seguinte.

Teorema 11.5 (férmula de multiplicagdo). Se f,g € S(R) entdo

[ @i an= [ fu)sway (11.10)

Uma consequéncia é a formula de inversao de Fourier.

Teorema 11.6 (férmula de inversdo). Se f € S(R) e f = Ff € a sua transformada de
Fourier, entao

fla) = /_ T fe) @i ae (11.11)

Demonstragdo. O niicleo do calor G (z), definido em (11.9), é a transformada de Fourier da

gaussiana e~ ¢ Pela férmula de multiplicacao 11.10,

/_ Z (@) Gr(z) dz = /_ Z Fl&) e de

Quando T — 0, o primeiro integral tende para f(0) pelo teorema 11.4, e o segundo integral
tende para fR f(&) d¢. Isto prova a férmula (11.11) no ponto « = 0. Para provar a férmula
de inversao para x arbitrdrio, basta considerar a funcao g(y) = f(z + y) e observar que

oo

f@ =90 = [ a@ds= [ T e emier ae

—0o0

pelas (11.3). O
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Portanto, a transformada de Fourier é uma bijegao linear F : S(R) — S(R*) do espago de
Schwartz, cuja inversa é a transformada de Fourier inversa F~1 : S(R*) — S(R), definida
pelo integral impréprio

u?wxnguwz/mg@w%@ﬂs

—00

Na notagao (11.2), e férmula de inversao é escrita

0= [ e

oo 2w

6. O produto interno e a norma L? no espago de Schwartz S(R) sdo
definidos por

(o= [ 1@a@dn e =i
respetivamente.
Teorema 11.7 (Plancherel). Se f € S(R), entao || f|2 = ||ﬂ|2, ou seja,

| r@pas= [ 1fepae

— 00 — 00

Demonstragao. Se g(x) := f(—x), entdo g = }A, pela (11.6). Seja h = f * g. Entdo h(0) =
II£112, e, pela (11.8), k(&) = | f(€)|?. Entao, pelo teorema de inversao 11.11,

|w&w@:[ﬁ@@:[|mwM:ma

. _ 2
e Calcule a norma L? da gaussiana e=% /2,

e [1005] 5.5
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(inversao/transformada)

(espaco do tempo t)

Ft) = [ et f(g) de

(espago da frequéncia &)

F&) = [T e f(t)dt

(linearidade (A, p € C))
(conjugagao)
(homotetia (A > 00))
(translagao/modulacio)
(modulagao/translacao)
(derivagao/multiplicagao)
(multiplicacao/derivagao)
(convolugao/produto)

(energia/Plancherel)

Af(t) + pg(t)

—2mit f(t)

(Fxg)t):= [ ft—7)g(r)dr

E=|f1?= 2 [f@)*dt

(pulso/sinc)

(gaussiana)

(exponencial, a > 0)

1 seft]<1/2
rect(t) := { 0 selt|>1/2

6—7rt2

e—27‘ra\t|

Mais transfomadas em http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
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1.

Aplicacoes da transformada de Fourier as EDPs

Consideramos o problema de Dirichlet que consiste em
resolver a equacao de calor
Up — Ugpy = 0 (12.1)

na reta real (ou seja, com z € R e t > 0) com condicdo inicial u(x,0) = f(x). Se u(z,t) é
suficientemente regular, a sua transformada de Fourier (apenas na varidvel x)

o0
u(g,t) = / u(z,t) e 2™ gy
— 00
satisfaz a equacdo diferencial (consequéncia de (12.1))
ﬂt = *47’(’252 u

com condigao inicial
6,0 = [ ule,0)e > do = g
A solucao é

U, t) = e f(g)

A funcdo e~47° €t ¢ a transformada de Fourier do niicleo do calor (heat kernel)
1 2
Hy(x) := e /A
() art

~

definido por ¢ > 0, e portanto u(x,t) = fft(g) (€). De consequéncia, um candidato para a
solugao é o produto de convolugao

u(z,t) = (Hyxf)(x)

1 [
oy L

da condigao inicial com o ntcleo do calor.

—~

Teorema 12.1. Se f € S(R), entdo u(x,t) = (H; x f)(z) € uma solugcdo de classe C* da
equagdo de calor (12.1) na regigo x € R e t > 0, que converge uniformemente e na norma
L? para f(x), i.e.

u(t) = f e lu(st) = fll2 =0,

quando t \, 0.

Demonstrag¢do. A funcao u(x,t) estd no espago de Schwartz para todo tempo ¢ > 0, pois é
um produto de convolugao de duas funcoes do espago de Schwartz, e resolve a equacao de
calor se t > 0, porque o préprio Hy(z) é uma solucdo da equagao de calor.

O nucleo do calor Hy(z) é uma identidade aproximada para ¢ — 0, logo, pelo teorema 11.4,
(H¢ % f)(x) — f(z) uniformemente em = quando ¢ N\ 0.

Pela férmula de Plancherel 11.7, o quadrado da norma L? da diferenca entre u(z,t) e f(z) é

/ " (e t) — f(@) de = / e ) - Fo)Pde

— 00 — 00

- / FOP € 112 e
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Este ltimo integral tende para 0 quando t \, 0. De facto, seja € > 0. Sendo |e*4”2€2t —1?

limitado e fe S(R), é possivel arranjar R > 0 tal que
/ FQP [ —1)Pdg <&
[§|>R

Por outro lado, sendo |f(§)\2 limitado e sabendo que |e*47“252t — 1] = 0 quando t \, 0
uniformement para —R < & < R, é possivel arranjar um tempo 7' tempos suficientemente

pequeno tal que [f(€)]2 |e47 ¢t — 1|2 < £/2R se t < T, assim que também o integral

/5<R IFO e —12de <.

Isto prova a convergéncia na norma L? 0

e Verifique que o niicleo do calor Hy(z) é uma identidade aproximada quando ¢\, 0.

e Calcule a solucao u(z,t) = (H; * f)(x) quando a condigdo inicial é a fungdo pulso
f(z) = rect(z) ou a gaussiana f(z) = Hy(x).

e Mostre que se u(x,t) é uma solucdo da equagao de calor (4.2) que estd no espago de
Schwartz para todos os tempos ¢t > 0, entao a “energia”

o0

&) = lu(0l3 = [ Ju(e. o do

— 00
é ndo-crescente, i.e. satisfaz d€/dt < 0.

e Use a transformada de Fourier para determinar a solugao formal da equagao de calor
com dissipagao
Up — Ugy = —QU
com condigao inicial u(x,0) = f(x) no espago de Schwartz.

e Use a transformada de Fourier para determinar a solugao formal da equagao de calor
com conveccao
Ut — Ugy = QUyg

com condigao inicial u(z,0) = f(x) no espago de Schwartz.
2. (equagao de ondas) Use a transformada de Fourier para determinar a solugdo formal da

equacao de onda
Upp — Ugg = 0

com condigdes iniciais u(z,0) = f(z) e ut(x,0) = g(z) no espago de Schwartz.

3. Consideramos o problema de determinar uma
extensdo harménica e limitada u(z,y) no semi-plano superior H = {z +iy € C : y > 0} de
uma funcao f(z) definida na fronteira OH =~ R. Se u(z,y) é suficientemente regular, a sua
transformada de Fourier (apenas na varidvel x),

e = [ e y) e da

— 00

satisfaz a equacao diferencial
—4m?2 U+ Ty =0

(consequéncia de Au = 0) com condicdo inicial
w60 = —= [ e i = fig
u(€,0) = x)e r = .
21 J o
A solugao limitada em y > 0 é

(e, y) = e 2 f(g).
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A funcéo e 27€lY ¢ a transformada de Fourier do nicleo de Poisson em H, defiinido por

Ly

Entao u(§,y) = 1/3; (€) f(€). Portanto, um candidato para a extensio harménica e limitada
de f(x) no semi-plano superior H é o produto de convolugao

u(a,y) = (Pyx[f)(2)
= l/ S — f(z)d=

T ) (= 2)? +y?

de f com o ntcleo de Poisson. O nicleo de Poisson nao esta no espago de Schwartz, mas
decresce (apenas) como < C/(1 + |z|?) quando |x| — oo. E possivel mostrar que é uma
identidade aproximada quando y — O.

Teorema 12.2. Se f € S(R), entdo u(x,y) = (P, * f)(z) € uma fungdo harmdnica e
limitada no semi-plano superior H, que converge uniformemente e na norma L? para f(x),
i.e.

u('7y) = f e Hu(7y)_f||2 —0,
quando y \ 0.

o Verifique que o nicleo de Poisson P,(z) em H é uma identidade aproximada quando
y N\ 0.

e Prove o teorema 12.2.
e Verifique que u(x,y) = y e v(z,u) = 0 sdo fungdes harménicas em H que assume os

mesmos valores (triviais) na fronteira OH ~ R. Isto mostra que o problema de Dirichlet
na regiao ilimitada H, sem mais condigoes, nao admite solugoes tinicas.

e [I005] 5.5

4. (oscilador harménico quantico e fungoes de Hermite) A equagao de Schrodinger para a fungao
de onda t(x,t) de uma particula de massa m = 1 num potencial V(z) = x2?/2 (oscilador
harmoénico), em unidades tais que a constante de Planck reduzida é h =1, é

oy 10%

1,
“or T T 20x2 §$¢~

As solugdes separaveis sdo 1, (x,t) = e~ iFnlf, (x), onde as f,(r) sdo fungdes préprias do
operador de Hermite H : S(R) — S(R), definido por

2H := —D* - X?,

com valores préprios F, (umas energias), i.e. Hf, = E,f,. Os operadores de destrui¢cdo
(annihilation) e de criagdo (creation) sao os operadores

Z=X+D e Z'=X-D,

respetivamente, definidos, por exemplo, no espago de Schwartz S(R). E imediato verificar
que [D, X] = I (o operador identidade), e que 2H = Z*Z + I. O operador de criagao é o
“adjunto” do operador de destruigéo, no sentido em que se f,g € S(R) entéo

<va g>2 = <f7 Z*g>2

Isto implica que (Z*Zf, f), = || Zf||3 > 0 para todo f € S(R), ou seja, que 2H

>1I1. 0
produto N := Z*Z é chamado operador nimero, e satisfaz a relacao de comutagéo [N, Z*] =
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27*. Se f é um vetor préprio de N com valor préprio A, entdo Z*f é um vetor préprio de
N com valor préprio A 4+ 2. De fato, se Nf = \f,

NZ*f)=(Z*N+ [N, Z*))f =(Z*N+ Z*)f =Z*(N+2)f = (A+2)Z"f
A gaussiana g(z) = e~"/2 estd no nicleo do operador de destruicao, ou seja, satisfaz a
equagao diferencial Zg = 0, e portanto ¢g := g/|g||2 é um vetor préprio unitario do operador
N com valor proprio N¢y = 0. Entao as fungoes de Hermite, definidas por

1
On = T (7)o
" Z ) oll2
sen = 0,1,2,3,..., formam uma familia ortonormada de vetores préprios do operador

nimero N com valores préprios 2n (os ¢,, com n’s diferentes sdo ortogonais porque N* = N),
e de consequéncia do operador de Hermite H com valores préprios (n + 1/2), i.e.

Hop,=(n+1/2)¢,.

5. Acontece que uma fungio e a sua transformada
de Fourier nao podem ser, contemporaneamente, muito concentradas.

Se fixamos a energia |[¢[|3 = [; [¢(x)* dz = 1, e portanto também [, 1%(€)2d¢ = 1 pelo

teorema de Plancherel, podemos interpretar |)(z)]? e |{b\(§)|2 como sendo umas densidades
de probabilidades. Este é o caso da funcdo de onda ¥ (x) de uma particula quantica na

representacao de Schrodinger, onde f; |9(x)|? dx é a probabilidade de observar a posicio da
particula no intervalo [a,b]. Uma medida natural da “concentragido” é a “variancia”

Var(z) = /00 (x —7)2 [¢(z)|? de

— 00

3

onde o “valor médio” é definido por

f:/oo x [1p(x)]? da .

(em mecénica quantica, o valor médio do observédvel “posigdo” no estado v). Analogamente
definimos a variancia Var(§) da transformada de Fourier e o valor médio £ da varidvel con-
jugada £ (em mecanica quantica, o valor médio do observavel “momento linear”).

Teorema 12.3 (principio de indeterminagao de Heisenberg). Se v € S(R) tem norma
[¥]]e =1, e ¥(§) € a sua transformada de Fourier, entdo

([ @-orwera) ([~ -0 iore) > 14 (122)

— 00

Demonstracao. Para A € R, consideramos os operadores de destruicao e criagao deformados
Zx:=AX + D e Z,* = A\X — D, respetivamente. Fixado ¥ € S(R), o polinémio quadrético

é nao-negativo, pois é igual a (Z\, Z ) = ||Zxv||3 > 0. Se ||v|| = 1, isto implica que
(X1p, X1p) - (Dtp, Dip) > 1/4. O primeiro fator é [, #*|¢)(z)|* dz. Pelas (11.7) e pelo teorema
de Plancherel, o segundo fator é [, [¢/(z)|* dz = [, & 9(€)|2 d€. Portanto,

</O; xQW(x)'Qd‘r) (/Z & W(&)Fdﬁ) >1/4.

A desigualdade (12.2) é obtida substituindo % (z) por e 277€y)(z — 7). O

e Mostre que valor médio minimiza o desvio quadratico a — [¢(z — a)? [¢(x)|? da.

e Verifique que o minimo em (12.2) é atingido quando ¥ (x) é uma gaussiana.



REFERENCIAS 71

Referéncias

[Ar04]
[BDPY2]

[Big0]
[ChOO]

[CHS9)]

[Fo92]
[GFS7]

[HW59]

[KF83]

[1005]
[Jo82]
[MF05]

[0'N99]
[Pe05]

[Pi91]

[PRO5]

[RHBOG]

[Sa08]

[SG04]
[SS03)]

[St08]

V.I. Arnold, Lectures on Partial Differential Equations, Springer - PHASIS, 2004.

W.E. Boyce and R.C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems, John Wiley, 1992.

A.V. Bitsadze, Equations of Mathematical Physics, MIR, 1980.

T.L. Chow, Mathematical Methods for Physicists: A concise introduction, Cambridge
University Press, 2000.

R. Courant and D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik, Verlag 1924 [Methods
of mathematical physics, Wiley-VCH, 1989].

G.B. Folland, Fourier analysis and its applications, American Mathematica Society, 1992.

D. Guedes de Figueiredo, Andlise de Fourier e equagdes diferenciais parciais, Projeto
Euclides, IMPA, 1987.

G.H. Hardy and E.M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers (fourth edition),
Oxford University Press, 1959.

A.N. Kolmogorov e S.V. Fomin, Elementos de Teoria das Fung¢des e de Andlise Funcional,
MIR, 1983.

V. Iério, EDP, um Curso de Graduag¢ao, Colegdo Matematica Universitaria, IMPA, 2005.
F. John, Partial Differential FEquations, Springer, 1982.

P.M. Morse and H. Feshbach, Methods of Theoretical Physics, McGraw-Hill, 1953 [Fesh-
bach Publishing, 2005].

P.V. O’Neil, Beginning Partial Differential Equations, John Wiley & Sons, 1999.

R. Penrose, The Road to Reality: A Complete Guide to the Laws of the Universe, Knopf,
2005.

M.A. Pinsky, Partial Differential Equations and Boundary-Value Problems with Appli-
cations, McGraw-Hill, 1991.

Y. Pinchover and J. Rubinstein, An Introduction to Partial Differential Equations, Cam-
bridge University Press, 2005.

K.F. Riley, M.P. Hobson and S.J. Bence, Mathematical Methods for Physics and Engi-
neering, Cambridge University Press, 2006.

S. Salsa, Partial Differential Equations in Action, From Modelling to Theory, Springer,
2008.

M. Stone and P. Goldbart, Mathematics for Physics, Cambridge University Press, 2004.

E.M. Stein and R. Shakarchi, Fourier Analysis: An Introduction, Princeton University
Press, 2003.

W. Strauss, Partial Differential Equations: An Introduction, 2nd ed, Wiley, 2008.



	As EDPs da física-matemática
	EDPs de primeira ordem
	Operadores diferenciais lineares
	Difusão/calor
	Ondas
	Separação de variáveis, harmónicas e modos
	Séries de Fourier
	Convergência das séries de Fourier
	Aplicações das séries de Fourier às EDPs
	Funções harmónicas
	Transformada de Fourier
	Aplicações da transformada de Fourier às EDPs

