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1 EDOs de primeira ordem: auténomas, separaveis e lineares

1. (Integracao de EDOs simples) O teorema fundamental do cdlculo (Newton e Leibniz) implica que
a solugdo de uma EDO simples
z =v(t)

com condigao inicial z(tg) = xo é determinada por meio de uma integragio, ou seja,

x=v(t), z(to) = zo = x(t) = xo + ftz v(s)ds

e Integre as seguintes EDOs, definidas em oportunos dominios.

1
& =2sin(t) d=e ' i=cos(3t) i= -

2. A queda livre de uma particula préoxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mir = —mg

onde 7 é a altura, m é a massa da particula, g ~ 9.8 ms~2 é a aceleracio da gravidade préximo da

superficie terrestre, e # denota a segunda derivada de r em ordem ao tempo t.

e Escreva a solugao geral desta equacao.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,
com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o tempo
necessario para a pedra atingir o chao.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a altura
de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de novo
ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. (EDOs auténomas) Queremos determinar solugoes da EDO auténoma
= v(x)

com condicao inicial z(tg) = . Se zp é um ponto singular de v(x), i.e. se v(xg) = 0, entdo
z(t) = xg é uma solugdo estaciondria (ou de equilibrio) da equacdo. Se xg nao é um ponto singular,
entao uma solugao local é determinanda separando as varidveis, U‘f—ﬁ) = dt, e integrando os dois

membros, [ -4% = [dt. Ou seja,

v(z)

z=wv(x), z(tg) = zo =

{ x(t) = xo se v(zg) =0
[Edu— g se w(xzg) #0

zo v(y)

e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem
= -3z t=x—1 =" =z
z=(r—1)(z—2) z=e" t=(x—1)(z—2)(x—3)

Encontre, caso existam, as solugoes estacionarias.
Desenhe os respectivos campos de direcgoes e conjecture sobre o comportamento das solugoes.
Integre, quando possivel, as equacoes e calcule solugoes.

Determine umas férmulas para a solu¢ao do problema de Cauchy com condigao inicial z(tg) =
xo e esboce a representagao grafica de algumas das solugoes encontradas.



4.

A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional & quantidade

de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N(t) de matéria radioactiva existente no
instante t satisfaz a EDO de primeira ordem

N =-gN

para alguma constante de decaimento positiva (.

Encontre a solucao geral da equagao.
Encontre uma férmula para a solugdo do problema de Cauchy com condi¢ao inicial N(0) = b.

O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necessario até a quantidade de
matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, isto é, é o tempo T tal que N(T')/N(0) =
1/2. Encontre a relagdo entre o tempo de meia-vida T e a constante de decaimento 3, e mostre
que o tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0).

O carbono 14, Cy4, tem constante de decaimento 3 ~ 1.238 x 10~* ano~!. Sabendo que
a quantidade de Cp4 presente actualmente num féssil é 40 por cento da quantidade inicial,
determine a idade do féssil.

O crescimento de uma populagao num meio ilimitado segue a EDO de

primeira ordem

N =aN

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante t, e « > 0 é uma constante de
reproducao.

Escreva a solugdo geral da equagdo como funcao da condicao inicial N(0) = b > 0.
O que acontece a solugao para grandes intervalos de tempo?

Se a populagdo de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

Um modelo mais realista da dinamica populacional é dado pela equacao logistica

N = aN(1 = N/Npaa)

onde a constante positiva N,.. € a populagao maxima permitida num dado meio limitado. Note

que,

tal como antes, N ~ a/N para N muito menor que Ny, € que a taxa de crescimento decai

para zero quando N se aproxima do maximo valor permitido Ny,qz.-

Seja x(t) = N(t)/Nmaz a populagao relativa. Mostre que a fungao z(t) satisfaz a EDO de
primeira ordem
&= Ax(l —x)
para alguma constante positiva A.
Determine as solugoes de equilibrio da equacao logistica.

Verifique que
()=
€T =
14 ce=M

onde ¢ é uma constante, é uma solucao da equagao logistica.

)

Encontre uma férmula para a solu¢do do problema de Cauchy com condi¢ao inicial z(0) = b.

Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.

Um outro modelo de dinamica populacional em meio ilimitado é
N = aN?.

Determine solugoes da equacao.



e Note que as solugoes que determinou nao estao definidas para toda a recta real: este modelo
prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apés um intervalo de tempo finito!

8. (EDOs separaveis) A solu¢do de uma EDO separavel

com condigdo inicial z(ty) = xo, se f(xo) # 0 e g(to) # 0, é dada em forma implicita por

P=f@)/gt), alt) =z = [0 = [t ds

e Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

z = ta? te' 4+t =12 o =3 /22 pu = ety
t—1 r—1 x — 22 dy x
= z’ + =0 =
.TQ t t2 dx Y
(*+1) 2’ =2t ¥ =t(2*—x) o =T

9. (EDOs homogéneas) Uma EDO homogénea
& =v(t,x) com v(At,Az) =v(x,t) VA>O0,

¢ transformada numa EDO separavel com a mudanga de varidvel y(t) = z(t)/t, i.e.

’x’:v(l,x/t) N y+ty:v(1,y)\

e Seja
¥ =v(t,x)
uma EDO homogénea, ou seja tal que v(t,z) = v(\t, Ax) para todo o A > 0.
Mostre que se ¢(t) é uma solugao entdo também ¢(t) = A (t/A) é uma solugao.
Seja (t) uma solucao tal que ¢(1) = 5 e ¢(2) = 7. Se ¢(t) é uma outra solugao tal que
¢(3) = 15, quanto vale ¢(6)?

e Resolva as seguintes EDOs homogéneas

—t
¥ =—t/z I/:z—i—t ¥ =1+z/t
t d
¥ =x/t x = 2;6’”” + % ﬁ =y/z + sin(y/x),

definidas em oportunos dominios, e esboce a representacao grafica de algumas das solucoes.

10. Escreva equacoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes. O
que pode dizer sobre as solucoes?

e A taxa de variagao da temperatura de uma chavena de cha no instante ¢ é proporcional a
diferenca entre a temperatura do ar e a temperatura do cha no instante ¢.

e A taxa de variacao do numero de elementos de uma populacao de cogumelos no instante t é
proporcional a raiz quadrada do nimero de elementos da populagao no instante t.

e A velocidade de um foguetdo no instante ¢ é inversamente proporcional & altura atingida no
instante t.

e A taxa de crescimento da massa de um cristal ciibico é proporcional & sua superficie.



11. (EDOs lineares de primeira ordem) A solugdo de uma EDO linear
&+ p(t)e = q(t),

com condicdo inicial z(tp) = xg, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: resolver a
equacdo homogénea associada ¢ + p(t)y = 0, substituir a conjectura x(t) = A(t)y(t) na equagao
nao-homogénea e resolver para A(t). O resultado é

Pptr=q(t), wlte) =z = a(t)=e TP (my 4 [ el g(s)as)

e Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem
20 —6r=e* 2 +22=t 2 +x/P=1/27 2 ttr=1>

definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

22" =3z =e t € (—o0,00) com z(0) =1

3t t € (—o0,00) com z(l) =2

¥ +r=e
te' —x =1 t e (0,00) com z(1)=3
' +tr =t te€(—o0,00) com z(0)=0

dr/df + rtan 6 = cos 6 0e(—n/2,7/2) comr(0)=1

12. Um modelo mais realista da queda livre de uma particula préxima da
superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia é modelada como sendo
uma forca —k7 proporcional e contraria a velocidade, assim a equagao de Newton escreve-se mi =
—kr — mg, onde k é uma constante positiva. Chamando v = 7 a velocidade da particula, somos
levados a EDO

mv = —kv —mg

e Resolva o problema de Cauchy com condigao inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v tende para um valor assimptético quando t — oo, independente-
mente do seu valor inicial, e determine este valor.

o Utilize a soluc@o encontrada para determinar a trajectéria r(t) com condigéo inicial r(0) = s.

13. A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada pela
EDO .
LI+ RI=V

onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

e Escreva a solugao geral como fungéo da corrente inicial 1(0) = b.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com tensdo constante V(t) = E. Esboce a
representacao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes intervalos
de tempo.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com uma tensao alternada V (t) = Esin(wt).
Se nao conseguir!, mostre que a soluciao com I(0) = 0 tem a forma

E . FEwlL _Ry
T op W)+ e

onde « é uma constante que depende de w, L e R.

I(t) =

lajuda: [ €% sin(bx)dz = % (asin(bz) — beos(bz)) e [ e*® cos(bx)dz = % (acos(bz) + bsin(bz))



14. A temperatura T'(t) no instante ¢ de um corpo num meio ambiente
cuja temperatura no instante t é M (t) segue a lei do arrefecimento de Newton

T =—k(T — M(t))
onde k é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

e Escreva a solugdo geral como fungdo da temperatura inicial 7(0) = b.

e Resolva a equagdo quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) = M.
Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.

e Uma chavena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja tempera-
tura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10 minutos, determine
a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.

15. (equagoes de Bernoulli) Uma EDO da forma
¥ + P(t)x = Q(t)z",

onde P e @ sdo fungdes continuas num intervalo I e com n # 0 ou 1 (caso contrario trata-se de
uma normal equagcdo linear da primeira ordem), é dita equacao de Bernoulli.

e Mostre que z(t) = 0 é uma solucao da equagao de Bernoulli.

e Seja k = 1—n. Mostre que z(t) é uma solugdo positiva da equacdo de Bernoulli com condigao
inicial 2(a)* = b sse a fungdo y(t) = z(t)* é uma solugao da EDO linear

Y +EP(t)y = kQ(t)

com condigao inicial y(a) = b.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equagdes de Bernoulli:
2’ 4+ = x? (cost — sint) t € (—o0,00) com z(l) =2

ta' + ez = a? logt t € (0,00) com x(3) =0
¥ —z/t=tyx  te(0,00) comz(l)=1



2 EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes constantes

1. (EDOs de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes) Solugoes da EDO homogénea
I+ 2ai+Pxr=0

podem ser determinadas usando a conjectura z(t) = e**. Em particular, se z4+ = —a + /a2 — 3
sdo as raizes do polindmio caractéristico 2 + 2az + 3, entdo duas solucdes independentes sdo

e~ateht  gmatg—kt raizes reais e distintas z4 = —a + k
e~ cos(wt) , e **sin(wt) raizes complexas conjugadas z4 = —a + iw
e~ | temot raiz dupla zg = —a

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
2 —2x =0 2+l =0 3" +2' =0 2 —2'=0
2 +22 —x=0 2 +22 +x=0 2 +42' +5x=0 2 —42' +2=0.
e Resolva os seguintes problemas de Cauchy:

2" +2x=0 comxz(0)=0ez'(0) =

2 +2'=0 comxz(0)=1ea2'(0)=0
2"+ 42" +52=0 com z(0) =2e 2'(0) = -1
2 =172 +13x =0 comz(3)=0ea'(3)=0

2" —2r'—22=0 comz(0)=0e2'(0)=9
2 —42' —x=0 comz(l)=2ea'(1)=1.

e Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solugoes os se-
guintes pares de funcgoes:

et e e, e tsin(2rt) e e 'cos(27t), sinh(t) e cosh(t),
et e te sin(2t+1) e cos(2t+2), 3 e bt.
2. Considere a equagao do oscilador harmdnico
j=—wq.

e Determine a solu¢do com condigao inicial ¢(0) = qo e ¢(0) = vy, mostre que é periddica e
determine o periodo das oscilagoes.

e Mostre que a solugao pode ser escrita nas formas
q(t) = Asin (wt + @) ou Acos (wt + ¢)

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢y e vg.
e Mostre que a energia
1 1
E N — 42 2.2
(@:4) = 54"+ 5w°q

é uma constante do movimento, ou seja que se ¢(t) é uma solugdo do oscilador harménico
entdo £ E (q(t),q(t)) = 0 para todo o tempo .

e Determine a energia em quanto funcao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

e Esboce as curvas de fases no plano ¢-q.



3. Considere a equagao de Newton
mi = k*q,
que descreve uma particula de massa m num potencial U(q) = —%k2q2.

e Determine a solugao geral.

e Existem solugoes de equilibrio? Existem outras 6rbitas periddicas ou limitadas?

4. Considere a equagao das oscilacoes amortecidas
. . 2
= —20q—-uwq,
onde « é uma constante positiva.

e Resolva a equagao, esboce algumas solugoes e discuta os casos
a? < w? (amortecimento sub-critico),
a? = w? (amortecimento critico),

e a? > w? (amortecimento super-critico).

o Mostre que a energia

1,1
E(q,q) = =¢* + -w’¢’

2 2
nao é uma constante do movimento.
e O que acontece quando « é negativo?
5. Considere a equacgdo de Schrodinger estaciondria
h? d?w
=FEV
C2m da?

para a fungdo de onda ¥(z) de uma particula livre, onde m é a massa da particula e i é a constante
de Planck reduzida. Determine para quais valores E da energia existem solugoes nao triviais da
equagao no intervalo x € [0,¢] com condigdes de fronteira ¥(0) = 0 e ¥(¢) = 0 (particula numa
caixa).

6. (equagoes equidimensionais) Uma equagao diferencial da forma

2

dy
d - + bx— +cy=0
é dita equidimensional.

e Mostre que a substituigao z = e’ transforma a equagdo equidimensional para y(z) numa
equagao com coeficientes constantes para z(t) = y(x(¢)).

e Resolva a equagao

na semirecta x > 0.

7. (variacao dos parametros) Uma solugao particular da EDO
4 2ax + Bz = r(t)

é dada por
2(t) = A () o+ (t) + A-(t)o—(t)

onde

=—Jo-(t W¢+ ¢ mats A-(t) = [ o+(1) Wd»:i), @t

¢4 (t) and ¢_(t) sao duas solugdes independentes da equacgao homogénea y” + 20y’ + By = 0, e
Wo, o (t) = o4 (t)¢"_(t) — ¢, (t)p—(t) é o Wronskiano.




e Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos dominios,
utilizando o método de variagao dos parametros:

" +rx=1/sin(t) 2" +2'+zx=e" 2 +42’ +4z=eHlogt.

" Sln(t> 1 1 / eZt
= = tan(t —4 8r =
'+ co2(1) 2" 4+ x = tan(t) x x' + 8z cos(20)

8. (coeficientes indeterminados) Determine a solucdo geral das seguintes EDOs lineares utilizando o

método dos coeficientes indeterminados.
2 +r=t = =2 24 + 3z =t2-1 2 — 4y =e

2" 422 rx==e Tttt 2 +a=sin(t) 2 +4dx = 2tcos(t)
2 + 9z = sin(nt) 2’ + 4z = cos(2t) o —dx =te o + 4z = te " cos(2t).

9. Mostre que uma solugao particular da equagao x” + w?x = r(t) é

p(t) = 1 /0 r(s)sin (w(t — s)) ds,

w

e que uma solucao particular da equagao ' — k%x = r(t) é

o(t) = p /0 r(s)sinh (k(t — s))ds.

10. Considere a equagao de Newton
mG = —2aq + F(t)

de uma particula de massa m sujeita a uma forga F(t), onde o > 0 é um coeficiente de atrito.
Sabendo que ¢(0) = go e ¢(0) = vy, determine a trajectéria quando a forga é

e F'(t) = g, ou seja, constante,
o F(t) =312

e F(t) = Fycos(vt),

o F(t) = Y, Ficos(qit).

11. Considere a equagao das oscilacdes forgadas
j=—wq+F(t).
onde a forga é F(t) = F cos(7t).

e Determine a solucao geral da equacao quando 72 # w?.

e Mostre que a solugao quando 72 = w? (frequéncia ressonante) é
. Fo, .
q(t) = Asin (wt + ) + Q—tsm (wt) .
w

onde a amplitude A e a fase ¢ dependem dos dados iniciais.

12. Considere a equagao das oscilacdes for¢adas amortecidas
j=—2a§—wq+ F(t),

onde o > 0 e a forga é F(t) = F cos(7t).



e Mostre que, se a? < w? (ou seja, se o sistema nao forcado é sub-critico), a solucio geral é

q(t) = Ae™*'sin (\/w2 — %t + ga) + Fo sin (vt + ¢) ,
\/(w2 —42)? 4 4a2y2

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais. A primeira parcela da solucao
representa um regime transitério (transiente), desprezdvel para grandes valores do tempo. A
segunda é dita solucao estaciondria, e representa a resposta sincronizada, mas desfasada, do
sistema a forga periddica. A fungao

1
\/(WQ _ 72)2 + 4022

é dita curva de ressonancia do sistema, pois representa o factor de proporcionalidade entre a
amplitude da forga e a amplitude da resposta.

R(v) =

e Esboce o grafico da curva de ressonancia. Mostre que a curva de ressonincia R(7) atinge um

maximo para o valor
Yr = Vw2 — 202

da frequéncia, chamada frequéncia de ressondncia.

e Determine a soluc@o estaciondria quando a forca é uma sobreposicao

F(t) = Z F; cos(v;t) .

e Discuta também os casos o2 = w? e a? > w2

13. A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutincia L e capacidade C,
é determinada pela EDO

; | .
LI+Ri+=1=V,
C
onde V (t) é a tensdo que alimenta o circuito.
e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensao constante V' (t) = Vo, e
esboce as solugoes.

e Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensao alternada V (t) = Vj sin(~yt)
(compare com a equacao das oscilagdes forgadas amortecidas).

e Determine a frequéncia de ressonancia do circuito.

10



Ondas e difusao: método de separacao de variaveis

Considere as pequenas vibracgoes transversais de uma corda de comprimento ¢,
tensdo k e densidade linear p. O deslocamento transversal u(z,t) da corda verifica a equagdo das
ondas

Pu  20%u _ 0
ot? ox2 T

onde ¢ = y/k/p, com condigoes de fronteira u(0,t) =0 e u(¢,t) = 0 para todo o tempo ¢ > 0.

g [ (o (%) +r (3) )

é uma constante do movimento, ou seja, que %E =0.

e Mostre que a energia

e Verifique que umas solugoes da equacao com os extremos fixos sao as ondas estaciondrias
up(z,t) = (an cos (2mv,t) + by, sin (27r1/nt)> sin (2w /\y,)
= A, sin (2rv,t 4+ 7,) sin (272 /\y,) comn=1,23,..

onde a, e b, sdo constantes arbitrarias, A, = \/a2 + b2 e 7, = arctan(a, /by), as frequéncias
proprias da corda sao

c
VH:Q—En, comn=123,..,
e 0os comprimentos de onda sao
20
Ap = —, comn =123, ...
n
A primeira frequéncia, v; = 53, é dita som (ou tom, ou modo) fundamental, e as outras,

cn
207

e Determine a energia da uma sobreposicao de ondas estacionarias

v, = sao ditas n-ésimas harmdnicas da corda.

u(z,t) = Z Ay sin (2nvpt + 1) sin 2wz /Ay)
n>1
suposta convergente, em funcao das amplitudes das harmonicas.

e A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325mm e costuma ser afinada com
uma tensao de 70N (ou seja, ~ 7.1Kg), vibra com frequéncias 660Hz, 1320Hz, 1980Hz, ...
Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um violinista para obter o
L4a5 de 880Hz com esta corda?

e Determine umas solugoes da equagao das ondas

Pu _ 0%
ot2 Ox?

=0, com(O0<z< T,

com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(m,t) = 0, e condigdes iniciais

u(z,0) = sin(3x) e %(m, 0) = 2sin(4z) ,
ou
. . Ou
u(z,0) = 3sin(z) — sin(2z) e a(x,(}) =0.

11



Considere a condugao de calor num fio condutor de comprimento ¢ e difusivi-
dade térmica 3. A temperatura u(z,t) na posigdo = e no tempo t verifica a equagao do calor

%y _
- ﬁ@wz

e Verifique que a fungao

—a

L

é uma solugao estacionéria da equagao do calor com condigoes de fronteira constantes u(0,t) =
a e u(l,t) = b. Deduza que a solugdo da equagdo com condigbes de fronteira constantes
u(0,t) =a e u(l,t) =b é igual a

b
a+

b—a

a+€

x4 u(x,t),

onde u(zx,t) é a solu¢do da equagdo com condicoes de fronteira nulas u(0,¢) =0 e u(¢,t) = 0.
e Verifique que umas solugoes da equagao do calor com condigoes de fronteira nulas u(0,t) = 0
e u(l,t) = 0 sao os modos

up(z,t) = bne*ﬁ(”"/@% sin (%x) comn=1,2.3,...,

onde b,, sdo constantes arbitrarias.

e Mostre que uma sobreposigao finita de modos

Zb e=Bn /0%t giny (%z)

também é solucdo da equagdo com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = 0 e u(¢,t) = 0, e
determine o limite de u(x,t) quando t — oo.

e Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm? /s é posto em contacto
térmico, nos dois extremos, com dois reservatérios mantidos a temperatura constante de 0°C.
Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (%x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha temperatura
superior a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e 100°C,
respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo grande?

e Determine as solucgoes da equagao do calor

0 o?

%—48—;:0, com(O0<zx<m,

com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(w,t) = 0, e condigdo inicial
u(z,0) = sin(x) + 3sin(2z),

ou
u(z,0) = 7sin(7z) — sin(bzx).

Considere a equagao do calor

ou_ ot
ot or2

em 0 < x < ¢, com condigbes de fronteira g—;(O,t) =0e %(6, t) = 0, que descreve o perfil de
temperatura de um fio condutor termicamente isolado.

12



e Verifique que umas solugoes sao os modos
™
up(z,t) = ane_ﬁ(m/z)% cos (7:13) comn=0,1,2,3, ...

onde a,, sao constantes arbitrarias.

e Mostre que uma sobreposicao finita de modos

N
- —B(rn/0)°t (L”
u(z,t) Z ane cos (= x)

n=0

também é uma solugao, e determine o limite de u(z,t) quando ¢t — oo.

13



4 Séries de Fourier e aplicagoes as EDPs

1. (séries de Fourier) A série de Fourier da fungdo f(x), periddica de periodo 2¢, é

f(@) ~ % + 3> (ancos (ZEx) + by sin (Zrz))

onde os coeficientes de Fourier de f sao

=7 f f(x)cos (%) dw e by, = %ffe f(x)sin (%) dx

e Determine as séries de Fourier das seguintes fungdes periddicas (as solugdes estdo no for-
muldrio!):
f(z) = cos(mz) — 2sin(3wx) |
flx)=2 se—m<ax<m, eperiddica de periodo 27 ,
f(x)=lx|] se—-wm<z<mw, eperiédica de periodo 27 .

e Mostre que a série de Fourier da fun¢ao ©(x), periddica de periodo 27 e definida por

@(m)—{l se0<zx<m

0 se —m<z<0

no intervalo —7 < x <, é

1 2 1 1 1
O(z) ~ 3 + . <sin(:c) + 3 sin(3x) + 3 sin(5x) + - sin(7x) + )

Deduza que a série de Fourier da fungéo 20(z) — 1, periédica de perfodo 27 e definida por

1 se0<zxr<m
26(:8)1{ -1 se —7m<z<0

no intervalo —m < x <, é

4 1 1 1
20(z) — 1~ = (sin(x) + 3 sin(3z) + = sin(bzx) + = sin(7zx) + > .
7r

e Mostre que a série de Fourier da fungao f(x), periddica de periodo 27 e definida por

fla) =a?
no intervalo —7 < x <, é
2 1 1 1
f(xz) ~ % —4 (cos( ) — I cos(2z) + 9 cos(3x) — 6 cos(4x) + ) .

Deduza que o valor da fun¢do zeta de Riemann ((s) = > -, 1/n® no ponto s = 2 é

tprrr 1 1,
17479716 25 36 6

2. (séries de Fourier de senos) A série de Fourier de senos da fungado f(z), definida no intervalo
0 <x < /{, é a série de Fourier da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

f(@) ~ >0 by sin (T a) onde =2 fo )sin (%) da

e Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, das extensoes impares e 27-periddicas) das
seguintes fun¢oes definidas no intervalo 0 < z < 7 (algumas solugoes estao no formuldrio!):

T se0<z<m/2
T—x sem/2<ax<T

1 1 — cos(2x) fla) = {

14



3. (séries de Fourier de co-senos)A série de Fourier de co-senos da fungao f(z), definida no intervalo
0 <z </, é a série de Fourier da extensao par 2¢-periddica de f, ou seja

onde =2 fo ) cos (

x) dx

ao oo ™
flz) ~ G + 305, ancos () ,
e Determine as séries de Fourier de co-senos (ou seja, das extensoes pares e 2m-periddicas) das
seguintes fungoes definidas no intervalo 0 < z < 7 (algumas solugdes estdo no formulario!):

1 sin(2x) T—T

A solugao formal do problema da corda vibrante

4.
‘g‘;fj —c? g?«j =0 x €[0,4], com u(0,t) = u(l,t) =
com condigoes iniciais
u(z,0) ~ 30 | apsin () e G (2,0) ~ 307 by sin (Ta)
é
(z,t) ~ > 07, (an cos (T€2t) + b, - sin (”Z"t)) sin (%)

e Use as séries de Fourier para determinar solucoes formais do problema da corda vibrante

0? o?
AL em0<z<m, com u(0,t) = u(m,t) =0

M2 92
com condigoes iniciais
1 1 0
(2,0) = sin(z) + = sin(2z) + = sin(3z) e  —(z,0)=0,
2 3 ot
e com condigdes iniciais (deslocamento inicial “triangular”)
< 0
x se0<x<m/2 o 81;(350) 0.

u(x,O):{ T—x sem/2<x<T

A solucgao formal do problema da condugao de calor com condigoes

de fronteira nulas
- 33 2—0 x €[0,4], com u(0,t) =u(f,t) =0
e com condigao inicial
u(z,0) ~ 307 by sin (Za) é u(w,t) ~ 307, beBEn/0% gin (T2)
A solucao formal do problema da conducao de calor com fluxo nulo nas extremidades
—p%u = 0,6,  com 2%(0,t) = 2u(4,t) =0
com condigao inicial
é u(x,t) ~ L+ ane” ”"/Z)tcos(%x)

u(a,0) ~ G+ 3700 lancos(éx)
e Determine a solugao formal do problema da conducgao de calor

1o} 0?
Y Y 0 em(0<z<mT,

ot 022
com condigao inicial
o0
w0~
n=1

e condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(,

15



e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor

ou  9%u
5—@20 em0§x§7r,

com condigao inicial
u(x,0) = 100 se0<z<m,
e condigoes de fronteira constantes u(0,t) = 0 e u(m,t) = 200.
e Determine a solucao formal do problema da conducao de calor
Ju 0%u
5—3@20 em(0<z<m,

com condigao inicial
[ 10 se0<z<m/2
u(x,O)—{QO sem/2<zxz<m ~’

e fluxo de calor nulo nas extremidades, %(0, t) = %(7‘(, t) =0.

Considere uma corda de um instrumento musical, de comprimento ¢, densidade linear p
e afinada com tensao k.

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

(2,0) ~ h% se0 <z <«
U0 = A (l—x) sea<z</

l—a
onde 0 < o < £ é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é o maximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximacao podemos
imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite a corda apenas um
impulso instantaneo localizado num ponto (ou num intervalo de comprimento pequeno 2¢ & volta
de um ponto) 0 < 8 < £ da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

ou Jv selx—p|<e
at(x’O)_{O selr—p0]>¢

e Determine as vibragoes, ou seja, as amplitudes das harmdnicas excitadas, da corda do cava-
quinho e da corda do piano.

e Determine as energias F,, das n-ésimas harmdnicas nos dois casos. Explique porque o som do
piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

16



Algumas séries de Fourier das extensoes peridédicas de periodo 27

de funcoes definidas no intervalo —7m <z <7

x o~ 2 (sin(x) - %sin(?z) + %Sin(&r) - isin(élx) + )

2

2 T~ ! 1 1
x 3 4 <COS(:U) 1 cos(2x) + 9 cos(3x) 16 cos(4x) +
T 4 1 1 1
x| ~ 5 (cos(x) + 9 cos(3x) + % cos(bx) + o cos(7x) +
1 se0<z<m _ 1 2 /. 1 . 1 . 1 .
0 se —m<z<0 } =0(z) ~ 5t (sm(x) + 3 sin(3z) + 3 sin(bz) + = sin(7z) + )
1 selsa<m =20(z)—1 ~ 4 sin(x) + }sin(?):v) + 1sim(5:1:) + 1sim(?gc) +
-1 se —wm<z<0 [ T 3 5 7
T—x sem/2<ax<T 4 1 1 1
x se —m/2<x<w/2 p=Z(x) ~ = |sin(z)— =sin(3z)+ - sin(bz) — — sin(7z) + ...
. m 9 25 49
—T—x se —w<z<-—7/2
2 oo
fdz—a)—d(z+a) ~ — Z sin(na) sin(nx)
T n=1
1
d(z—a)+dé(z+a) ~ —+— cos(na) cos(nzx)
7r
n=1
x z? |z] O(x) 20(z) — 1 Z(x)
Integrais uteis
/ (cos(nz))? do = / (sin(nz))’de = sen=1,2,3 ..
/cos cos(ma)dx = sin((n+m)z) | sin((n = m)z) se n? #m?
2(n+m) 2(n —m)
/sm nx) sin(ma)dx = _sin((ntm)z) _ sinl(n —m)) se n? # m?
2(n+m) 2(n —m)
/sm nx) cos(ma)dr = _coslntmjz) _ cos((n=m)e) se n? # m?
2(n+m) 2(n —m)
/xcos(m:)dx = COS(;M) + zsin(nz) sen#0
n n
/xsin(nx)da: = sm(;w) _ zeos(nz) sen #0
n n
k .
/xk cos(nx) %(nx) — S/xk_l sin(nx)dx sen#0ek=234,..
k
/a:k sin(na)dz = —M + E /xk_l cos(nx)dx sen#0ek=223,4,..
n n

17
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Modelos discretos e iteragao

1. O crescimento ou decaimento exponencial de uma populagao
num meio ambiente ilimitado é modelado com a equagao recursiva

Pn—i—l - >\Pn
onde P, representa a populagao no tempo n, dada uma certa populagao inicial Fy.

e Interprete o parametro A imaginando que em cada unidade de tempo o incremento P, — P,
da populagao é a soma de uma parcela aP,,, onde a > 0 é um coeficiénte de fertilidade, e uma
parcela —(P,, onde 8 > 0 é um coeficiénte de mortalidade.

e Discuta o comportamento das solugoes da equagao recursiva ao variar o parametro A.

2. Considere o seguinte problema, posto por Leonardo Pisano (mais conhecido

como Fibonacci, ou seja, “filius Bonacci”)?:

Quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um SO par, se em
cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do sequndo més?

A resposta de Leonardo Pisano consiste no seguinte modelo. Se F,, o nimero de pares de coelhos
no n-ésimo meés, entao
Fn+1 =F,+F 1.

Esta é uma ”lei” que prescreve recursivamente os valores dos F;,, dados uns valores iniciais Fy e Fj.

e Responda ao problema de Fibonacci, ou seja, determine Fjs, sabendo que Fy =1e F} = 2.

e Seja @, = F,,+1/F, o quociente entre sucessivos nimeros de Fibonacci. Mostre que os quoci-
entes satisfazem a equagao recursiva

1
Quir =1+ -
Qn
e Escreva um programa para calcular recursivamente os “ntimeros de Fibonacci” F), e os quoci-

entes Q.

e Assuma que, para grande valores de n, os quocientes sdo praticamente constantes, ou seja,
Q. — ® se n — oo. Utilize a a equagao recursiva para mostrar que

_1+V5
=1

P ~ 1.61803398874989...

3. A uma populacao que cresce segundo o modelo ex-
ponencial, é adicionada ou retirada uma certa quantidade  em cada unidade de tempo. O modelo
é portanto

Pn+1:)\Pn+ﬁ

onde (8 é um parametro positivo ou negativo.

e Determine solugoes estaciondrias, ou seja, que nao dependem do tempo n.
e Determine a solugao com condigao inicial Py arbitréria.
(Observe que, se z, = P, — P, onde P é a solucdo estacionéria, entdo Tpt1 = ATp)

e Para quais valores dos parametros A e 3 as solugoes P,, convergem para a solugao estacionaria
quando o tempo n — oco?

2Leonardo Pisano, Liber Abaci, 1202.
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4. (modelos discretos e andlise grafica) Um sistema dindmico com tempo discreto é definido por uma
equacao/lei recursiva

Tpy1 = f(mn) ,
onde x,, denota o estado (posi¢ao, populagdo, concentragdo, temperatura, ...) do sistema no tempo
n (segundos, horas, meses, anos, ...). As trajectdrias do sistema dindmico sao as sucessoes (2, ),

xg— x1 = f(ag) — xo = f(z1) = oo g1 = fln) — ..

definidas a partir de uma condi¢do inicial xo usando a recursao x,4+1 = f(zn).

As solugoes estaciondrias, ou de equilibrio, sao as trajectérias constantes x,, = T, onde o estado
estaciondrio, ou de equilibrio, T é um “ponto fixo” da transformagao f, ou seja, um ponto tal que
f@)=1.

As solugdes periddicas sdo as trajectérias (z,,) tais que 2,4, = 2, para todos os n e algum tempo

p > 1, dito periddo.

Se o espaco dos estados é um intervalo da recta real, as trajectérias podem ser observadas no plano
2-y esbogando o caminho poligonal (cobweb plot)

(an:EO) = (wa'El) = (3717:31) = <$1,$2) = <$2,$2) = <$2,$3) = ...

entre o gréifico da transformacao, y = f(z), e a diagonal, y = x.

e Mostre que, se uma trajectéria (x,) do sistema dindmico z,+1 = f(z,) é convergente e se
a transformagao f é continua, entao o limite xo, = lim,, . =, é um estado estacionério, ou
seja, f(Toc) = Too-

e Estude as trajectérias (ou seja, determine os estados de equilibrio, as trajectérias periédicas,

e 0 comportamento assimptdtico de algumas das outras trajectdrias) dos sistemas dindmicos
definidos pelas seguintes transformacgoes

fa)=3e  J@)=7r  f@)=-
f(z)=3x+1 flz) =207 f(x)—%x—i—f)
f@=l-a  f@=a-]  f@)=a-2
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5. Um modelo mais realista da dinamica de uma populagao num meio am-
biente limitado é
P,y1=AP,(1-P,/M)

onde a contante M > 0 é a maior populagio suportada pelo meio ambiente (observe que P11 <0
quando P, > M, o que pode ser interpretado como “extin¢ao” no tempo n + 1). A substituigdo
Zpn = P, /M transforma a lei acima na forma adimensional

Tnyl1 = )\xn(l - (En)a
chamada transformacéao logistica?.

e Mostre que os ponto estacionarios sao o estado trivial 0 e

_A-1
T=—07

A

e Esboce o grifico da transformacao logistica para diferentes valores do parametro A. Discuta e
interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro

0<A<1 1<A<3 3<A<4 A>4

Graficos da transformagao logistica quando A = 0.5, A =2, A=3e A =4.

e Implemente um programa para fazer simulagoes do sistema.
e Esboce o diagrama de Feigenbaum, as trajectérias assimptoticas versus o parametro .
6. O problema de construir um quadrado dada a sua drea A consiste em deter-
minar o lado ¢ tal que ¢2 = A, ou seja, o nimero que hoje chamamos ¢ = v/A.

Um método, utilizado provavelmente pelos babilénios e descrito por Heron*, consiste em construir
recursivamente rectangulos de drea A com lados cada vez mais préximos. Se xg e yo sdo a base e a
altura do primeiro rectangulo, e portanto zgyy = A, entao as bases dos rectangulos sucessivos sao

definidas pela equagao recursiva
1 A
Tnit1 = 5 T+ —
i

Mostre que bases e alturas dos rectangulos sao dadas por

Tn + Yn 1/xn+1/yn

Calcule a diferenca ;11 — yn+1 € mostre que
Y1 < Y2 < Y3 < oo. < Yp < Ynt1 < 0. < g1 < Ty < ... <3< T2 <1

e que
— Yn

Tn
Tn+1 — Yn+1 < Y

Estime v/2 com um erro < 0.01 e <0.001.

Estime quantas iteracoes é preciso fazer para obter os primeiros n digitos decimais de v/2
usando o método dos babilénios.

3Robert M. May, Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261 (1976), 459-467.
4Carl B. Boyer, A history of mathematics, John Wiley & Sons, 1968. O. Neugebauer, The ezact sciences in antiquity,
Dover, 1969.
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7. (Estabilidade dos estados estaciondrios) Seja T um estado estacionario da equagao recursiva

Tny1=f (xn)
ou seja, um ponto tal que f(T) = T. Se a transformacdo f(z) é diferencidvel, o principio das
contraccdes® permite decidir sobre a estabilidade do estado estaciondrio.

Se |f'(Z)| < 1, entao o ponto fixo é atractivo: as trajectérias de todo o ponto xg suficientemente
préximo de T convergem para T, ou seja T, — .

Se |f'(T)] > 1, entdo o ponto fixo é repulsivo: as trajectérias de todo o ponto zp # T numa
vizinhanga suficientemente pequena de T saem da vizinhanga em tempo finito.

Se f/(Z) = 0, entao o ponto fixo T é dito super-atractivo: se xg estd numa vizinhanca suficientemente
b
pequena de T, entao a trajectoria de xy converge para o ponto fixo e a velocidade de convergéncia é

|Tns1 —Z| < B+ |z _§|2
onde 3 é uma constante.
e Estude a natureza dos pontos fixos das seguintes transformagoes
f(z) =ax f(z) = ax? f(z) = ax + Ba?
ao variar os parametros.
e Estude a natureza do ponto fixo nao trivial do modelo logistico
Tpt1 = A (1 — x4)
ao variar o parametro A.

8. O “método de Newton” para aproximar as raizes de um polinémio P(z) (ou
de outra fungao), ou seja, resolver a equacao

Zn+l = Zn —

e Mostre que se a sucessdo (z,) converge, i.e. z, — 2o, € S¢ P'(25) # 0, entdo o limite zo, é
uma raiz do polinémio.

e Verifique que o método de Newton aplicado ao polinémio quadrético 22

método de Heron.

—a corresponde ao

e Escreva a receita do método de Newton para resolver z” —a = 0, com n > 2.

e Mostre que, se a conjectura inicial 2z estd suficientemente préxima de uma raiz z e P’(Z) # 0,
entao a sucessao dos z, converge para esta raiz.

e Utilize o método de Newton para estimar raizes de

24142 P 224+ z241 22 -92,-5

5Se f: I — I é uma fungao difrencidvel definida num intervalo fechado I C R, e se |f/(x)] < A < 1 para todo o = € T,
entdo f é dita contrac¢do, pois, pelo teorema do valor médio,

[f(@) = fWI < A-le—yl
O principio das contracgées afirma que entdo f tem um e um dnico ponto fizo, i.e. um ponto p tal que f(p) = p, e que a
sucessao definida por
Tnt1 = f(on)
a partir de uma condigdo inicial arbitraria o € I, converge para este ponto fixo, ou seja z, — p quando n — co. A
convergéncia é “exponencial”’, pois
|zn —p| <A™ - |zo —p|.

21



Simulacoes
1. (método de Euler) Considere o problema de simular as solugées da EDO
& =v(t,x).
O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear
x(t+dt) — x(t) ~v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solu¢ao x(tg+n-dt), com condicao inicial
x(to) = g, é estimada pela sucessdo x,, definida recursivamente por

’:cnﬂ = Xy + V(tn, Ty) - dt ‘

onde t,, =ty + n - dt. Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximagcao de
x(t), dado z(tp) = x, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

3

e Considere a equagao diferencial
T =ux
com condigao inicial 2(0) = 1. Mostre que, se o passo é €, entdao o método de Euler fornece a
aproximagao
z(t)~(1+¢e)"

onde n ~ t/e é o nimero de passos. Deduza que, no limite quando o passo ¢ — 0, as
aproximagoes convergem para a solucao verdadeira, pois

n
lim (1+¢)" = lim (1 + t)
e—0 n— 00 n

e Simule a solugao da equagao diferencial separavel & = (1 — 2t)  com condigéo inicial z(0) = 1.

2 .
Compare o resultado com o valor exacto z(t) = e!~*", usando passos diferentes, por exemplo

0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

e Aproxime, usando o método de Euler, a solu¢do do oscilador harménico

g =p
p =—-q
com condicdo inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto

q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...
2. (método de Runge-Kutta 4) O método de Runge Kutta 4 para simular a solugdo da EDO
& =v(t,x) com condigdo inicial z(tg) = xg

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar z(tg + n - dt) com a sucessao z,, definida recursi-
vamente por

Tni1 = Tn + L (ky + 2ko + 2k3 + ka)

onde os coeficientes k; sao definidos recursivamente por

(b= (b, 20) k=0 ()2, kadt)2) iy = (b /2,30 + hodl/2)  ky = 0(ty + db @, + dth) |

et, =ty +n-dt.

e Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK4.
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Sistemas de EDOs

. (sistemas lineares) As trajectérias de um sistema linear
T = Az

com z € R" e A € Mat,(R), sdo dadas por z(t) = e*2(0), onde o “operador exponencial” e*4 é
definido pela série de poténcias

eth = 3% 1 gn

n=0 n!

O campo linear v(z) = Az é dito hiperbdlico se o espectro de A, o conjunto
Sp(A) ={ g =pr +iwx, € C t.q. det(A— X I) =0}

dos valores préprios de A, é disjunto do eixo imaginério (ou seja, pg # 0 Vk).

_ (P, O a_ [ et 0
A—(O pz) = e —( 0 eret
_(p 1 tA_ ptf 1t
A_<O p) = et =e (0 1

A= ( 0w > L A < cos(wt)  sin(wt) )

—sin(wt) cos(wt)

A— ( P w ) N oA _ ept< cos(wt) sin((wt) )

—w p —sin(wt) cos(wt)

e Verifique que

. (estabilidade local) Seja T € R™ uma solugdo de equilibrio do sistema auténomo
& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(ZT) = 0. O equilibrio é (localmente) estdvel se Ve > 0
34 > 0 tal que
lx(0) —Z| < ¢ = lz(t) —Z|| <e, Vt>0.

O equilibrio é (localmente) assimptoticamente estdvel se é estével e se 3§ > 0 tal que
|z(0) — || < ¢ = z(t) - T, quando t— co.
e Verifique que a solugao de equilibrio z(t) = 0 do campo linear v(xz) = Ax é estdvel se todos os
valores préprios de A tém parte real pr, = R(Ag) < 0.
e Verifique que a solugdo de equilibrio z(t) = 0 do campo linear v(x) = Ax é assimptoticamente

estdvel se todos os valores préprios de A tém parte real pp, = R(\g) < 0.

. (fungoes de Lyapunov) Seja T € R™ uma solucdo de equilibrio do sistema auténomo
& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. Uma funcdo de Lyapunov é uma fungao
diferencidvel H(z) que assume um minimo local em T (i.e. H(Z) < H(z) para todo = # Z numa
vizinnhanga de T) e que ndo cresce ao longo das trajectérias do sistema, ou seja,

d

—H(z(t)) <0

SH(a(r) <

Se o sistema @ = v(z) admite uma fungdo de Lyapunov H(x) numa vizinhanga do equilibrio Z,
entao

4 H(z(t) <0 = T é localmente estavel

SH(z(t) <0 Va(t)#7T = T ¢é localmente assimptoticamente estével
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e Considere o sistema conservativo mq = —VV(q), ou seja,

—

1
m

~VV(Q)

ESTRESTR

com ¢, p € R™. Verifique que a energia

@5 = 551+ V(@

é uma constante do movimento. Deduza que os pontos de equilibrio (g, 0), onde g é um minimo
local do potencial V(q), sdo localmente estdveis.

4. Considere a equacio das oscilacoes amortecidas ¢ + 2aq + w?q = 0, ou seja, o sistema
q= P
p= —2ap-w’q

e Esboce as curvas de fase do sistema para diferentes valores dos parametros a > 0 e w.
o Mostre que a energia
1 1
H(q,p) = ~p* + ~w¢?
(4,p) = 5p° + 5w
é conservada quando « = 0. Deduza que (0,0) é um equilibrio estével.

e Mostre que (0,0) é um equilibrio assimptdticamente estével se a > 0.
5. (linearizagao) Seja T € R™ uma solugdo de equilibrio do sistema auténomo
& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. A linearizagdo do sistema em torno de T é
o sistema linear

Y= Ay
para a diferenca y(t) = z(t) — T, onde A = Dv(T) é a matriz Jacobiana do campo v no ponto T.

O teorema de Hartman-Grobman afirma que, se o campo linearizado A é hiperbdlico, entao o campo
v(z) é “localmente equivalente” & sua parte linear A.

Em particular, se os valores préprios {\;} de A tém parte real R();) < 0 entdo

’ R(A;) <0, Vi = T ¢ localmente assimptoticamente estdvel

e Linearize o sistema
i= —2?+x+sin(y)
j= cos(y) —a® — by
en torno do seu ponto de equifbrio (1,0) e discuta a estabilidade.

e Considere o sistema

t= x4y
y= —z-y
Determine os pontos de equiibrio e discuta a estabilidade. Simule o sistema e esboce as curvas
de fase.
e Discuta a estabilidade dos equilfbrios do péndulo § = —w?sin(q) — ag.
6. Considere o péndulo matemdtico,
0 =—w?sind

e Simule o sistema.
e Mostre que a energia
) 1.
E0,0) = 592 + w?(1 — cos(#))

é uma constante do movimento.
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e Discute a estabilidade das dérbitas periddicas.

e Discuta as oscilacoes do péndulo com atrito e com momento de rotagao constante,

0 +w?sin(d) +af = M

7. Considere o sistema, _
h =w(t)
v=-g+ 7%
m = —u(t)

que descreve a altura h(t) atingida por um foguetéo no tempo ¢, dada uma taxa de combustao wu(t).
Linearize o sistema ao longo da solugao com u(t) = ug constante.

8. Considere o sistema,

i= y+al-a?+y?
j= —z+yl-a+y?)

Simule o sistema.

Mostre que, em coordenadas polares, o sistema é

= r(1 —17?)
0= 1

Deduza que a circunferéncia unitaria é uma érbita periédica.

Estude a estabilidade da érbita periddica.

9. Considere o oscilador de Van der Pol
G—p(l=q*)g+q=0

Simule o sistema e discuta o comportamento das solugdes ao variar o parametro p.

10. Considere o sistema de Lotka-Volterra

T = ax — bry
Yy = —cy+dzy

Foi proposto por Vito Volterra® para modelar a competicdo de x presas e y predadores, e por Alfred
J. Lotka” para modelar o comportamento ciclico de certas reaccdes quimicas, como o esquema

abstracto
A+ X —2X X+Y —-2Y Y - B

e Simule o sistema.
e Determine as solucoes estacionarias.

e Mostre que a fungao
H(z,y) =dx+by — clogz — alogy

é uma constante do movimento, i.e. que 4% H(z(t),y(t)) = 0. Deduza que as curvas de fase
sao as curvas de nivel de H(z,y).

11. Considere o sistema de Prigogine-Lefever

= k1A — (ko + ka)x + k3z?y
Y = kox — k3x’y

para as concentracoes dos elementos X e Y na reacgao quimica

A— X X =Y 2X+Y —3X X — ...

6Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad. Lincei, 2
(1926), 31-113. Vito Volterra, Lecons sur la Théorie Mathémaique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

7Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595-... Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams &
Wilkins Co. 1925.
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12.

e Simule o sistema.

Considere o sistema de Lorenz

i = aly— )
y=xz(p—2)—y
Z=xy— Pz

e Analize o comportamento assimptético das trajectérias ao variar os parametros o, p e 3.
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