oo Introducao aos sistemas dinamicos LEI

recurso

O teste tem a duragao de 2h. Escolha um conjunto de exercicios cuja soma dos valores seja < 20 e
responda. Nao é permitido o uso de maquinas de calcular programaveis ou graficas. E permitido o uso
das folhas praticas da disciplina.

1. (4 wvalores) O decaimento do radiocarbono é modelado pela equagao diferencial
N = 7ﬂN7
onde N(t) é a quantidade de niicleos presentes no instante ¢, e 1/5 ~ 8033 anos.

e Determine o tempo de meia-vida, ou seja, o tempo T tal que N(T)/N(0) = 1/2.

e A radiagdo césmica produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma certa taxa o > 0.
Portanto, o nimero de nicleos de radiocarbono na atmosfera segue a EDO

N=-0N+a

Mostre que N(t) converge para o valor estacionario N = o/ quando ¢t — oo, independen-
temente da condigao inicial N(0).

2. (4 wvalores) A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutadncia L, alimentado com
tensao V(t), é determinada pela equagao diferencial

LI+RI=V

e Determine a solugao estacionédria quando a tensao V = V{ é constante..

e Determine a solugdo com condigéo inicial I(0) = 0 quando V(t) = Vjt, e esboce o seu gréfico.

3. (4 wvalores) Cousidere a equagao diferencial
z=(zx—1)(z—2)

e Determine as solugoes estacionarias.

e Determine a solu¢do com condi¢ao inicial z(0) = 1.

4. (4 valores) Considere a equagao do oscilador harménico

§=—w’q.
cuja solucao geral é ¢(t) = Asin (wt + ).
e Mostre que a energia
E(q,q) = %QQ + %quQ

é uma constante do movimento.

e Esboce as curvas de fase no plano g-q.

5. (4 wvalores) Considere a equagdo das oscilagoes amortecidas
j=—2ag —w?q, onde a > 0.

e Determine e esboce a solucdo geral quando o? < w?.

e Determine e esboce a solucdo geral quando e a? > w?.



10.

11.

(4 valores) Determine uma solugéo particular da equagao diferencial
T+ 92 = sin 3t.

e esboce o seu gréafico.

(4 wvalores) Determine a solucao formal do problema da corda vibrante

0%u 0%u

w— @:0 emOSxSw,

com condigbes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(7w,t) = 0, e condigbes iniciais

u(xz,0) =0 e 8“(:570):{ x se0 <z <m/2

ot T—x serw/2<z<m

(4 wvalores) Determine uma solugéo formal do problema da condugao de calor

ou 9%u

E—@:O em 0<z <,

com condigao inicial
u(z,0) =10 se 0<z<m,

e condigoes de fronteira constantes u(0,t) = u(m,t) = 0.

(4 wvalores) Considere a equagio recursiva

Al T A T i)
n
onde P(z) é um polindmio.

e Mostre que se a sucessao (z,) converge, i.e. z, — 2o, € se P'(25) # 0, entdo o limite zo, é
uma raiz do polinémio.

e Mostre que, se a conjectura inicial zg estd suficientemente préxima de uma raiz z e P'(Z) # 0,
entdo a sucessao (z,) converge para esta raiz.

(4 wvalores) Considere a equagao do péndulo matemético
f=—w?sinf
e Mostre que a energia
E(9,0) = %92 + w?(1 — cos(8))
é uma constante do movimento.

e Discuta a estabilidade dos equilibrios.

(4 valores) Considere o sistema de Lotka-Volterra
T = azr — bry
y = —cy+dzy
e Determine as solugoes estacionarias.

e Mostre que a funcao
H(z,y) =dz+ by — clogx — alogy

é uma constante do movimento, e esboce o retrato de fase do sistema.
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época especial

O teste tem a duragao de 2h. Escolha um conjunto de exercicios cuja soma dos valores seja < 20 e
responda. Nao é permitido o uso de maquinas de calcular programaveis ou graficas. E permitido o uso
das folhas praticas da disciplina.

(4 valores) A temperatura T'(t) de um corpo num meio ambiente cuja temperatura M é mantida
constante segue a lei do arrefecimento de Newton

T=—k(T-M), onde k > 0.

Uma chévena de café, com temperatura inicial 7'(0) = 100°C, é colocada numa sala mantida a
temperatura constante de M = 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos,

e determine o valor da constante k do café e

e determine o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.

(4 wvalores) A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e induténcia L, alimentado com
tensdo V(t), é determinada pela equagao diferencial

LI+RI=V

e Determine a solugao estacionaria quando a tensao V = Vj é constante..

e Determine a solugdo com condicdo inicial 7(0) = 0 quando V' (t) = Vpsin(¢), e esboce o seu
grafico.

(4 wvalores) Considere a equagao diferencial
t=z(l—x).

e Determine as solugoes estacionarias.

e Determine a solugdo com condicdo inicial z(0) = 1.

(4 wvalores) Determine uma solugéo particular da equacio diferencial
T+ =sint.

e esboce o seu gréfico.

(4 walores) A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutancia L e capacidade C, é
determinada pela EDO

. .1 )
LI I+ —=1=
+ R +C Vv,

onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

e Determine a corrente I(¢t) num circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
Vo sin(vt).

e Determine a frequéncia de ressonancia do circuito.



10.

(4 valores) Determine umas solugoes da equagdo das ondas

ot? Oz

=0, com(0<x <,

com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) =0 e u(w,t) = 0, e condi¢des iniciais

u(x,0) = sin(3x) e %(x, 0) = 2sin(4x) .

(4 valores) Determine a solucdo formal do problema da condugao de calor

ou 0%u
5_2@:0 emogxéﬂ‘,
com condicao inicial
= 1
u(z,0) ~ g Esm(nw),

n

1
e condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0.

(4 valores) Determine a solucdo formal do problema da condugao de calor

ou 0%u

5% W:o em(0<z<m,
T

com condigao inicial
10 se0<z<m7/2
u(x,O){2O sen/2<ax<m ’

e fluxo de calor nulo nas extremidades, g—Z(O, t) = %(w, t) =0.

(4 wvalores) Considere o sistema dindmico definido por
Pn+1 = AP, + 5

onde 0 < A<lef>0.

e Determine as trajectorias estacionérias.

e Determine o comportamento assimptético das outras trajectérias.

(4 wvalores) Considere a equagao do oscilador harménico

Gg=p
p=—q
e Mostre que a energia
1
E@m=§W+f)

¢ uma constante do movimento.

e Esboce as curvas de fase no plano g-p.



