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1% teste S703N1 - Equacoes Diferenciais e Calculo Integral — 2041/12

1. (4 valores) Considere a equagao diferencial
i =22,

Determine as solugoes estaciondrias e a solugdo com condigao inicial 2:(0) = 7.

A tnica solugdo estaciondria de & = 22 é z(t) = 0. A solugdo de & = 2% com condigao inicial z(0) = 7 é
1
a(t) = ,
1/7—t

definida para tempos t < 1/7.

2. (4 wvalores) Determine a solugdo de
T=t/x

com condi¢do inicial z(1) = 1.

A solugao de & = t/x com condigao inicial z(1) = 1 pode ser determinada separando as varidveis

T t
xdr =tdt S / ydy = / sds o (z2 —1%)/2= (> -1)/2.
J1 J1

O resultado é z(t) = t.

3. (4 valores) Determine a solugao de

i+ =e

com condigao inicial z(0) = 0.
Uma solugdo néo trivial da homogénea ¢ +y = 0 é y(t) = e~t. O produto x(t) = A(t)y(t) é solucio de & +x = e3! se

A . : ) L 1,
et =e3t ou seja, se A = et donde  A(t) = A\(0) + / esds = \(0) + 1 (e** —1) .
Jo '

Portanto, a solugdo con condigao inicial (0) = A\(0) =0 é

4. (4 valores) Determine a solugao de
T4+2r+2x=0

com condigbes iniciais z(0) =1 e £(0) = —1.

A fungdo z(t) = e?! é solugdo de & + 2% + 2z = 0 se
(2242242t =0 ou seja, se z=—-1+1.
Portanto, a solucao geral de & + 22 + 2z =0 é
x(t) = ae "t cos(t) + be ' sin(t) .

As condicoes iniciais z(0) = 1 e ©(0) = —1 implicam que

a = 1 a =
{—a+l) - _q > donde {h _

Portanto, a solugao é z(t) = et cos(t) .

|
O =

5. (4 valores) Determine uma solucao da equagéo diferencial

i+ 4x = sin(2t) .

Uma solucao é
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2° teste

1. (4 wvalores) Calcule o seguinte integral duplo, recorrendo, se necesséario, a uma inversao da ordem

de integracao:
1 1
// sin(z®) ddy .
0 Jvy

-1 1 1 o
/ / sin(z3) dady = / / sin(z®) dydx
AN Jo Jo
1

/. x? sin(;p:;) dz
0
% (1 —cos(1))

2. (4 walores) Calcule o volume da regido R C R? limitada pelos planos z = 0, y = 0, z = 0 e
r+y+z=1.

O volume ¢é dado pelo integral duplo

1 pl—z 1 Y2 1—x
/ / (1—-—z—y)dyde = / {(I —z)y — —} dx
o Jo Jo 2 1o

3. (4 valores) Determine solugoes separaveis da EDP

u ou_
dr Ot
comzx €RetelR.

Se u(z,t) = X (x)T(t), entdo tX'T + XT" = 0. Isto acontece se existe uma constante A tal que
X' = AX e T =—M\T,

donde X
X(z) = ce™® e T(t) = de /2.

Portanto, solugoes separaveis da equacao sao
2
Ue,p(x,t) = ker@—t7/2)

com k,\ € R.



4. (4 valores) Determinar a solugao formal do problema da corda vibrante

02 ok
a—tg— a—;;:() em0<z<m, com u(0,t) = u(m,t) =0
com condigoes iniciais
1 1
u(z,0) = sin(x) + 3 sin(2z) + 3 sin(3z) e %(m, 0)=1

A série de Fourier de senos do deslocamento inicial é
1 1
u(z,0) = sin(x) + 5 sin(2zx) + 5 sin(3x) .

A série de Fourier de senos da velocidade inicial inicial é a série de Fourier da sua extensao impar, ou seja, da fungao
denotada por 20(z) — 1 no formuldrio:

0 4 1 1 1

—u(l 0) ~ — (sin(z) + —sin(3z) + = sin(5x) + — sin(7z) + .. >
ot T 3 5 7

Portanto, a solugao é

1 1
u(z,t) ~ cos(2t) sin(z) + 5 cos(4t) sin(2z) + 5 cos(6t) sin(3z) +

2 1 1 1
+— <sin(2t) sin(z) + 5 sin(6¢) sin(3z) + _ sin(10¢) sin(5z) + - sin(14¢) sin(7z) + .. ) .
™ : 5

5. (4 valores) Determine a solugdo formal do problema da condugéo de calor

o Pu_

E 922 0 em(0<z<m,

com fluxo de calor nulo na fronteira, ou seja, com condigdes de fronteira %(O,t) = %(ﬂ,t) =0
para cada tempo ¢ > 0, e condicao inicial

u(z,0) == se 0<z <.

A série de Fourier de cosenos da temperatura inicial é a série de Fourier da sua extensao par, ou seja, da fungao
definida por |z| em [—7, 7]. Portanto

4 1 1 1
u(z,0) ~ g - (Cos(:r:) + 5 cos(3x) + 0 cos(5x) + o cos(7x) + )
e a solucao formal é
4 1 1 25 1 c
u(zx,t) ~ g - (c tcos(z) + ¢ 9t cos(3x) + 55° 25t cos(5x) + 5° 49t cos(7x) + >



