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1. (2 valores) Determine as soluções estacionárias (ou seja, de equiĺıbrio) da equação loǵıstica

ẋ = 3x(x− 1) .

As soluções estacionárias são x(t) = 0 e x(t) = 1.

2. (2 valores) Determine a solução da EDO
ẋ = x2

com condição inicial x(0) = 1.
A solução de ẋ = x2 com condição inicial x(0) = 1 é

x(t) =
1

1− t
,

definida para tempos t < 1.

3. (2 valores) Considere a lei do arrefecimento de Newton

Ṫ + T = M(t) .

Determine a solução quando M(t) = sin(t), dada uma temperatura inicial T (0) = 0.
Uma solução não trivial da equação homogénea ẏ + y = 0 é y(t) = e−t. O produto T (t) = λ(t)y(t) é solução de
Ṫ + T = M(t) se

λ̇e−t = M(t) ou seja, se λ̇ = Met sin(t) , donde λ(t) = λ(0) +

Z t

0
es sin(s) ds .

Portanto, a solução con condição inicial T (0) = λ(0) = 0 é

T (t) = e−t
Z t

0
es sin(s) ds =

1

2

`
e−t + sin(t)− cos(t)

´
.

4. (2 valores) Determine a solução geral da equação do oscilador amortecido

ẍ+ ẋ+ x = 0

A função x(t) = ezt é solução de ẍ+ ẋ+ x = 0 se

(z2 + z + 1)ezt = 0 ou seja, se z =
1

2
±
√

3

2
i .

Portanto, a solução geral de ẍ+ ẋ+ x = 0 é

x(t) = ae−t/2 cos
“

(
√

3/2)t
”

+ be−t/2 sin
“

(
√

3/2)t
”

com a, b ∈ R .

5. (2 valores) Determine uma solução da equação do oscilador forçado

ẍ+ x = sin(2t) .

Uma solução é

x(t) = −
1

3
sin(2t) .
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6. (2 valores) Calcule o integral duplo ∫ 1

0

∫ 1

x

e−y2
dydx .

Z 1

0

Z 1

x
e−y

2
dydx =

Z 1

0

Z y

0
e−y

2
dxdy =

Z 1

0
ye−y

2
dy =

1− 1/e

2
.

7. (2 valores) Use coordenadas esféricas para calcular o integral triplo∫∫∫
B

(x2 + y2 + z2) dxdydz , onde B = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 1} .

ZZZ
B

(x2 + y2 + z2) dxdydz =

Z π/2

−π/2

Z 2π

0

Z 1

0
ρ4 cos(ϕ) dρdθdϕ =

4π
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8. (2 valores) Determine soluções separáveis da EDP

∂u

∂t
=
∂u

∂x
com x ∈ R e t ∈ R .

Se u(x, t) = X(x)T (t), então X′T = XT ′. Isto acontece se existe uma constante λ tal que X′ = λX e T ′ = λT ,
donde

X(x) = ceλx e T (t) = deλt .

Portanto, soluções separáveis da equação são

uc,λ(x, t) = ceλ(x+t) com c, λ ∈ R .

9. (2 valores) Determine a solução da equação de onda

∂2u

∂t2
− 9

∂2u

∂x2
= 0 com x ∈ R , t ∈ R ,

com condições iniciais

u(x, 0) = e−3x2
e

∂u

∂t
(x, 0) = sin(2x) .

A soluç ao pode ser obtida usando a fórmula de d’Alembert:

u(x, t) =
1

2

“
e−3(x−3t)2 + e−3(x+3t)2 )

”
+

1

6

Z x+3t

x−3t
sin(2y) dy .

10. (2 valores) Considere o problema da condução de calor

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0

no intervalo 0 ≤ x ≤ π, com condições de fronteira u(0, t) = u(π, t) = 0 para cada tempo t > 0.
Use as séries de Fourier para determinar a solução formal do problema com condição inicial

u(x, 0) = 1 se 0 < x < π .

A série de Fourier de senos da temperatura inicial é a série de Fourier da sua extensão ı́mpar, ou seja, da função
2Θ(x)− 1 do formulário. Portanto

u(x, 0) ∼
4

π

„
sin(x) +

1

3
sin(3x) +

1

5
sin(5x) +

1

7
sin(7x) + . . .

«
e a solução formal é

u(x, t) ∼
4

π

„
e−t sin(x) +

1

3
e−9t sin(3x) +

1

5
e−25t sin(5x) +

1

7
e−49t sin(7x) + . . .

«
.
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