14/4/2021 Complementos de Calculo e de Geometria Analitica 3 ENGFIS
Nome e n°:

Instrugoes: responda e justifique brevemente as suas respostas nos espagos apropriados.

1. (2 valores) Determine a solucdo geral (ou seja, todas as solugoes) da equagao diferencial linear
homogénea
2462+ 10x=0.

x(t) = e 3 (acost + bsint) com a,beR.

2. (2 valores) Determine a solugdo da equagao diferencial linear homogénea
Z+62+10x =0
com condigdes iniciais (0) =1 e £(0) = 1.

z(t) = e (cost + 4sint)

3. (2 wvalores) Determine uma (ou seja, apenas uma) solucao da equagdo diferencial linear nao
homogénea
%+ 6& + 10z = cos(t) .

1
x(t) = — (3cost + 2sint
() =55 ( )

4. (2 valores) Seja T : R? — R? a transformagao linear definida por
T(z,y) = (z,22 +y).

Determine valores e vetores proprios de T

O tnico valor préprio é A = 1, e o espago préprio é a reta gerada pelo vetor (0, 1).

5. (2 valores) Seja P : R? — R? a projegao ortogonal sobre a reta y = —2x do plano euclidiano.
Determine a matriz que representa P na base canodnica.

(25 3%)

6. (2 valores) Diagonalize a matriz complexa

ou seja, determine uma matriz diagonal A e uma matriz invertivel U tais que A = U~1CU.

(50) e ()



10.

11.

12.

13.

(2 valores) Seja A : C* — C™ um operador linear, definido no espago euclidiano complexo
C™. Mostre que os valores préprios do operador hermitico P = A* A, que sdo reais, sdo nao
negativos (se v é um vetor préprio de P, com valor préprio A, calcule (v, Pv) ...).

Se Pv = Av, com v nao nulo, entao
(v, Pv) = (v,\v) = A|v]%,

mas também

(v,Pv) = (v,A*Av) = (Av, Av) = |Av|?,

assim que A = ||Av||?/|v]|? > 0.

. (1 valor) As funcoes e*' sin(t) e €' cos(t) sdo solucdes da equacio diferencial

OQzE+4e+52=0 Qzi+2t+2x=0 Qir—4r+bxr=0 Qi&-2t+2=0

. (1 valor) A matriz A= (f Ei) representa, na base canénica do plano euclidiano complexo

C2, um operador

(O hermitico (O anti-hermitico () unitario

(1 valor) Se A é uma matriz complexa n x n arbitrdria, entdo A — A* é hermitica.

O Verdadeiro () Falso

(1 valor) Se A e B sdo duas matrizes hermiticas n X n, entdo também AB é hermitica.

(O Verdadeiro () Falso

(1 valor) Se A e B sao duas matrizes unitdrias n x n, entdo também AB é unitéria.

(O Verdadeiro () Falso

(1 valor) Se todos os valores préoprios de uma matriz real n X n sdo iguais a 1 ou —1, entéao a
matriz é ortogonal.

(O Verdadeiro () Falso



2/6/2021 Complementos de Calculo e de Geometria Analitica 3 ENGFIS
Nome e n°:

Instrugoes: responda e justifique brevemente as suas respostas nos espagos apropriados.

1. (2 valores) Identifique a matriz simétrica que define a forma quadrética
Q(I7y) = 2352 - 41”y - y2 )

determine os seus valores proprios e uma matriz ortogonal diagonalizadora.

A matriz simétrica que define a forma quadratica é

2 -2
(%)

Os seus valores préprios sao 3 e —2, e uma matriz ortogonal diagonalizadora, tal que
3 0 T
=U
A=L < 0 —2 > U

(2 1)

2. (2 valores) Identifique e esboce a cénica definida pela equacdo cartesiana

2% —day —y? — 4z + 10y — 13 = 0.

- IR is nas variaveis X — L —y— =1 (z4+2y—4)2 agao é
E uma hipérbole, pois nas varidveis X \/3(2.7? y—3)eY \/g(r + 2y — 4) a equagao é

X2 y?
=1

4 6

3. (2 valores) Calcule os comprimentos dos semi-eixos e esboce o elipsdide definido pela equacao

5% — 8xy + 5y° < 1

Os semi-eixos séo 1 e 1/3.
4. (2 valores) Calcule o grupo a um parametro et4 gerado pela matriz
-1 -1
(0 )

‘A ¢ cost —sint
e =e .
sint cost

5. (2 valores) Determine a solugdo do sistema

q= —q+p
p= -Dp

()= (2 (1) )



10.

11.

12.

13.

(2 valores) Considere o sistema nao homogéneo

q= —q+p

p= -pte’

Determine a solugdo com condigdes iniciais nulas (g(0), p(0)) = (0, 0).

(20~ (b T2 e ()

(2 valores) Dé um exemplo de um grupo de matrizes comutativo e um exemplo de um grupo
de matrizes ndo comutativo. Justifique.

O grupo SO(2) das rotagoes do plano é comutativo, o grupo SO(3) das rotagdes do espago nao é comutativo

(1 valor) Se A é uma matriz quadrada auto-adjunta entdo e é unitaria.

(O Verdadeiro () Falso

. (1 valor) Se trA = 0 entdo dete? = 1.

(O Verdadeiro (O Falso

(1 valor) Existe uma matriz quadrada real tal que A% = —1.
(O Verdadeiro (O Falso

(1 valor) Existe uma matriz quadrada real tal que AT A = —1I.
(O Verdadeiro (O Falso

(1 valor) A élgebra de Lie (o espago tangente na identidade) do grupo ortogonal O(n) é
(O o espaco linear das matrizes n x n simétricas.
(O o espaco linear das matrizes n X n com trago nulo.

(O o espaco linear das matrizes n x n anti-simétricas.

(1 valor) Considere o sistema linear definido por

= Tx—8y
y= 4x—by

A origem é

(O um nodo instédvel. () um ponto de sela. (O um foco estével.



