1/4/2019 Complementos de Calculo e de Geometria Analitica ENGFIS

1° teste
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Instrugbdes: responda e justifique brevemente as suas respostas nesta folha;
se necessario, utilize uma folha de exame para apresentar mais calculos.

1. (2 valores) Determine a solucao geral (ou seja, todas as soluges) da equagao diferencial linear
homogénea & + 2& + 2z = 0.

x(t) = ae"? cos(t) + be 'sin(t), com a,beR.

2. (2 wvalores) Determine a solucdo da equagao diferencial linear homogénea & + 24 + 2z = 0
com condigdes iniciais £(0) = —1 e #(0) = 1.

x(t) = —e tcos(t).

3. (2 valores) Determine uma (ou seja, apenas uma) solu¢ao da equacao diferencial linear nao
homogénea & + 9z = cos(3t) .

z(t) = =t sin(3t) .

=

4. (2 wvalores) Seja E o espago linear real das fungdes f : [0,7] — [0,n] infinitamente dife-
rencigveis e tais que f(0) = f(7) = 0, e seja D : E — E o operador linear definido por
(Df)(t) := f'(t). Determine valores e vetores préprios de A = D2

An=-n? e fo(t)=sin(nt), com n=1,2,3,....

5. (2 valores) Seja R : R? — R? a reflexdo na reta y = v/3z. Determine valores e vetores
préprios de R.

A =41 e vy =(1,V3), v_=(V3-1).

6. (2 valores) Seja R : R? — R? a reflexdo na reta y = v/3z. Determine a matriz que representa
R na base canénica.

(v W)

7. (2 valores) Seja L : C™ — C™ um operador linear hermitiano (auto-adjunto). Prove que os
valores préprios de L sao reais.
Se L* =L e Lv = Av com v # 0, entao

Mw||2 = (v, v) = (Lv,v) = (v, Lv) = (v, Av) = X|]v]|?,

e portanto A = \.

8. (2 walores) Sejam A e B duas matrizes n X n complexas. Prove a seguinte afirmacdo ou
apresente um contra exemplo: se A e AB sao unitarias entao também B é unitaria.

Se A* = A=l e (AB)* = (AB)~!, entéo
I = (AB)*(AB) = B*A*AB = B*B



9. (2 valores) Diagonalize (ou seja, determine uma matriz diagonal A e uma matriz invertivel
U tais que A = U~1CU) a matriz complexa

10. (2 valores) Dé exemplos nao triviais (ou seja, diferentes da identidade) de uma transformagao
linear ortogonal O : R? — R? e de uma transformacao linear unitaria U : C% — C2.

O(z,y) = (z,—y) e U(z,w) = (iz,iw)
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2° teste

Instrugdes: responda e justifique brevemente as suas respostas nesta folha;
se necessario, utilize uma folha de exame para apresentar mais calculos.

1. (2 valores) Identifique a matriz simétrica da forma quadrética
Q(x,y) = 22 + 5y* + day,

determine os seus valores proprios e uma matriz ortogonal diagonalizadora.

2 2 - 1 0 T o1 2 1
(2 5>7U(0 G)L onde (J—\/5<7l 2)

2. (2 valores) Identifique e esboce a cénica definida pela equagdo cartesiana

2% +5y% +4day —1=0.

—

)

3. (2 valores) Determine, se existirem, umas matrizes reais A e B tais que

2_ (10 g_(1 0
A = (01) e e—<0_1>.

Por exemplo

e B nio pode existir, porque det(e?) = "B > 0
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4. (2 valores) Determine a matriz de uma rotagao de um angulo 7/4 em torno do eixo = do

espaco euclidiano R3.

1 0 0
( 0 1/v/2 —1/V2 )
0 1/v/2 1/v2

5. (2 walores) Mostre que se A é uma matriz real anti-simétrica (ou seja, tal que AT =
entdo e é ortogonal.

6. (2 valores) Calcule o grupo a um parametro das matrizes G(t) = e*4, com t € R, gerad

matriz
-1 1
(L),

A _ —t [ 1t
e (31,

—4),

o pela



7. (2 valores) Esboce o retrato de fase (ou seja, algumas érbitas) do sistema de EDOs

T= —2r+45y
y= —x+3y

s=/(

) T

8. (2 walores) Determine a solugdo com condigdes iniciais (2(0),y(0)) = (2,1) do sistema de

EDOs

T
Y
(3 )= (o 20) (3)

9. (2 valores) Determine a solucdo (ou, pelo menos, uma férmula integral para a solugdo) com
condigbes iniciais (¢(0),p(0)) = (0,0) do sistema ndo homogéneo

qg= —q +p
p= —p+t

10. (2 wvalores) Determine a solugdo geral da equacao diferencial homogénea

T+x=0

z(t) =ae "+ bet’? cos <\/gf/2) + cet/? sin (\/31‘/2)



