T 2025 Complementos de Célculo e de Geometria Analitica L1«

1° teste

Instrugdes: responda e justifique brevemente as suas respostas nesta folha.

1. (2 valores) Determine a solugdo da equagao diferencial
&=3x—2.

com condigao inicial z(0) = 3.

2. (2 valores) Determine a solugdo da equagao diferencial linear homogénea
2+6x+10x=0

com condigbes iniciais z(0) =2 e £(0) = —2

3. (2 valores) Determine uma solucao da equagao diferencial linear ndo homogénea

%492 = cos(3t).

4. (2 valores) Determine uma base ortonormada do plano P C R? gerado pelos vetores (1,1,1) e
(0,1,2).

5. (2 valores) Calcule a matriz 3 x 3 que define, relativamente a base canénica de R3, a projecio
ortogonal sobre o plano P definido no exercicio 4.



6. (2 walores) Calcule a fatorizacdo QR (ou seja, determine uma matriz ortogonal @ e uma matriz
triangular superior R tais que A = QR) da matriz

(3 1)

7. (2 valores) Considere, no espaco euclidiano complexo C? munido do produto escalar usual, os
operadores T(x,y) = (iz +y, —iy) e S(x,y) = (x — iy, ix + y). Determine os operadores T*T
e (ST)*.

8. (2 walores) Sejam A e B dois operadores auto-adjuntos do espago euclidiano complexo C™.
Diga se os operadores A + B e AB sao auto-adjuntos, e justifique a sua resposta.

9. (2 valores) Calcule valores e vetores préprios da matriz

=(400)

10. (1 valor) Determine quais das seguintes matrizes sdo hermiticas e/ou hemi-hermiticas.

(30 ([ 14i 0 (12—
a= (% 5) m=( k) =Ll )

11. (1 walor) Determine quais das seguintes matrizes sdo unitérias e/ou ortogonais.

a=(o &) m=(% ) e=(11)
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Instrugdes: responda e justifique brevemente as suas respostas nesta folha.

1. (1 valor) Identifique a matriz simétrica A que define a forma quadrética
Q(z,y) = 5% — dwy + 2y°

e determine os seus valores préprios.

2. (1 valor) Determine uma matriz ortogonal U que diagonaliza a matriz simétrica A do exercicio
1, ou seja, tal que U T AU seja diagonal.

3. (1 wvalor) Calcule os comprimentos dos semi-eixos principais do elipsoide definido pela equagao
cartesiana
5z —day + 2% < 1

4. (1 walor) Determine os valores méximo e minimo da fungdo f(z,y) = 522 — 4xy + 2y na
circunferéncia unitéria S = {(z,y) € R? : 22 + ¢y = 1}.

5. (1 valor) Determine, se existir, uma matriz simétrica B tal que B2 = A, onde A é a matriz
definida no exercicio 1.

6. (1 valor) Calcule os valores singulares da matriz

(¥ )

7. (1 valor) Dé uma definigdo do grupo SO(2), e determine a forma da sua matriz genérica.




8. (1 walor) Calcule o grupo a um parametro ‘" gerado pela matriz

p-( 7 %)

9. (1 walor) Determine a solugao do sistema

{ = —2q+p
p= —q—2p

com condigdes iniciais (¢(0),p(0)) = (1,1).

10. (1 walor) Esboce o retrato de fases do sistema definido no exercicio 9.

11. (1 valor) Se A é uma matriz quadrada real entdo AT A é

(O anti-simétrica. (O ortogonal

12. (1 walor) Toda isometria linear do espago euclidiano R™ é definida, numa base ortonormada,
por uma matriz

(O simétrica. (O anti-simétrica.

13. (1 walor) Se H é uma matriz quadrada hermitica, entdo e'! ¢

O hermitica. (O ortogonal.

14. (1 valor) A forma quadratica xy é linearmente equivalente! & forma
O 2% +y? O —a? -y

15. (1 valor) Os semi-eixos principais do elipsoide 322 + 2y% < 1 sdo

O 3e2 O\/ge\/ﬁ

1As formas quadréticas Q(z,y) e P(z,y) sdo linearmente equivalentes se existe uma transformacio linear in-
vertivel (z,y) — (2/,y’') = (az + by, cx + dy) tal que P(z',y’) = Q(z,y)



16.

17.

18.

19.

20.

(1 valor) Se A é uma matriz quadrada com TrA = 0 entao
O Det (e?) =0 O ePet4 =1

(1 valor) A &lgebra de Lie (o espago tangente na identidade) do grupo ortogonal SO(3) é o
espaco linear das matrizes reais 3 x 3

(O simétricas. (O com trago nulo.

(1 valor) Seja B = (}1). Entao e'? ¢ igual a

oa(41) ool )

(1 wvalor) O sistema linear

é equivalente & equagao de Newton
O d=-q Odg=q+p

(1 valor) Considere o sistema linear definido por

= 6x-+5y
y= v-2

A origem é

(O um nodo instavel. O um foco estavel.



