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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures
on “Complementos de Célculo e de Geometria Analitica” for students of FIS and ENGFIS
during the a.y.’s 2013/14, 2014/15, 2017/18, 2018/19, 2019/20, 2020/21, 2021/22, 2022/23
and now 2023/24. They are rather informal and certainly contain mistakes (indeed, they are
constantly actualised). I tried to be as synthetic as I could, without missing the observations
that I consider important.

Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all I plan to lecture. So, I
included sketched paragraphs or whole chapters, about material that I think should/could be
lectured within the same course, given enough time. Some chapters, on first order differential
equations and on basic linear algebra, are included for completeness, being lectured in Calculus
or in Linear Algebra during the previous semester.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material
can be found in [Ap69]. My favourite textbook on ordinary differential equations is [Si91], and
I suggest to start with the nice video by 3bluelbrown. A nice view os all (and much more)
the topics is in the notes for Math 21b by Oliver Knill.

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:
e.g. means EXEMPLI GRATTA, that is, “for example”.
means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Black paragraphs form the main text.

Blue paragraphs deal with examples, applications and (often non rigorous) ideas relevant
in physics, engineering or other sciences. They are the real reason why all this maths is worth
studying.

Red paragraphs (mostly written in english) are more advanced or non trivial facts and
results which may be skipped in a first (and also second) reading.

O indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher, SketchBook or Paintbrush on my MacBook, or taken
from Wikipedia, or produced with Python and Matlab .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported License.
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Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B ¢ a intersecao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reunido dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Nuameros. N:={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais. 7 := {0,+1,+2,+3,...}
denota o anel dos niimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros
racionais. R e C sao os corpos dos nimeros reais e complexos, respetivamente.

Fungoes. Uma funcdo f:X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X x Y tal que para cada x € X existe um tnico y := f(z) € Y, dito
imagem de z, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio sao claros, uma funcao pode
ser denotada apenas por x — f(z), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de z. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) :={f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da fungéo f : X — Y é o conjunto f(X) := {f(x) com x €
X} CY dos valores da fungao. O grdfico da funcdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :=={(z,y) e X XY t.q. y=f(z)} CX xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcao identidade Ix : X — X é
definida por Ix () = z, e o seu gréfico é a diagonal {(r,z) com z € X} C X x X.

A restricgo da funcdio f : X — Y ao subconjunto A C X é a funcéo f|, : A — Y definida
por f|, (a) = f(a).

A composicao das fungoes f: X Y eg: f(X)CY — Z éafuncdo go f : X — Z definida
por (g0 f)(x) = g(f(x)), ou seja,

iy =fx) =z =g(y) =g9(f(z))

Uma fungao f : X — Y é injetiva se x # 2’ implica f(x) # f(2'), e portato a imagem f(X)
é uma “cépia” de X. Uma fungdo f: X — Y é sobrejetiva se todo y € Y é imagem y = f(z)
de algum z € X, ou seja, se Y = f(X). Uma funcao f: X — Y é bijetiva/invertivel se é injetiva
e sobrejetiva, e portanto admite uma funcao inversa f=':Y — X, que verifica f~1(f(z)) =z e
f(f~Y(y)) =y paratodososr € X ey €Y.

Espaco euclidiano. R" denota o espago euclidiano de dimensao n. Fixada a base canodnica

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...), ..., e, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
X = (21,Z2,...,%y) = 21€] + To€2 + -+ + Tpey
de coordenadas ' € R, com i =1,2,...,n.

O produto interno Euclidiano/candnico é definido por

Xy :=Tiy1 +TayY2 + -+ TpYn = Z 8ijTiTy -
ij

(onde (d;;) é a matriz/simbolo de Kronecker igual a d;; = 1 na diagonal e d;; = 0 se i # 1).
O produto interno Euclidiano realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* :=
Homg(R™,R) e o préprio R": o valor da forma linear (ou co-vetor) & € (R™)* =~ R"™ no vetor
xeR" é&(x) =€ -x.

A norma Euclidiana do vetor x € R" é ||x|| := v/x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
X,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

A y) = Ix =yl = V(@ —y1)? + -+ (20— ya)?.

A bola aberta de centro a € R™ e raio € > 0 é o conjunto B.(a) := { x € R” s.t. ||x—al <e}. Um
subconjunto A C R™ é aberto em R™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com ¢ > (0 suficientemente pequeno.
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Os pontos e as relativas coordenadas no plano Euclidiano R? ou no espaco Euclidiano 3-
dimensional R? (ou seja, as posicoes dos pontos materiais da fisica) sdo também denotados, con-
forme a tradigdo, pelas letras r = (z,y) € R®> our = (z,y,2) € R3. Entdo r := ||r| denota o
comprimento do vetor r, ou seja, a distancia do ponto r da origem do referencial.

Caminhos. Se ¢t — x(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) € R™ é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferencidvel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco Euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

. dx .. d?x L d3x
X = — Xi=— X = —
dt’ dt?’ dt3’
Em particular, a primeira derivada v(t) := x(¢) é dita velocidade, e a sua norma v(t) := ||[v(¢)| é

dita velocidade escalar (speed, em inglés). A segunda derivada a(t) := X(t) é dita aceleragao.

Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R® — R definida num dominio X C R".
Um campo vetorial é uma funcio F : X C R® — R* F(x) = (F1(x), Fa(x),..., Fx(x)), cujas
coordenadas F*(x) sao k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X € R® — R* no ponto x € X é a aplicacio linear
dF(x) : R® — R* tal que
F(x +v) = F(x) + dF(x) v + of|[v]})

para todos os vetores v € R™ de norma ||v| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F'/027(x)) € Matgxn(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X C R™ — R no ponto x € X ¢ a forma linear du(x) : R" — R,

_ Ou

0
du(x) := a—xl(x) dzq + a—;;(x) dog + -+ +

ou
Ooxy,

(x) dzy,

(onde dxg, o diferencial da fungdo coordenada x +— xp, é a forma linear que envia o vetor v =
(v1,v2,...,0,) € R™ na sua k-ésima coordenada dzp(v) := vx). A derivada do campo escalar
diferencidvel u : X C R® — R na diregdo do vetor v € R™ (aplicado) no ponto x € X C R", é
igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x +tv) B =du(x)v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel u : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R” — R"
tal que
du(x) v = Vu(x) - v

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Equacgoes diferenciais ordinarias
ref: [Ap69] Vol. 1, 8.1-7
As equagoes diferenciais ordindrias (ODEs) sdo a linguagem da fisica newtoniana. Formalizam

a nossa ideia de “determinsimo”: o presente de um sistema fisico determina, por meio de algumas
“leis da natureza”, o seu futuro. Estas leis tém a forma de equacoes diferenciais.

1.1 Equacgoes de Newton

O arquétipo de uma equagao diferencial é a equacao de Newton.

Equacao de Newton. A trajetéria t — r(t) de uma particula de massa prépria m num referen-
cial inercial ¢ modelada pela “equacio/segunda lei de Newton” '

onde p é o momento linear, definido por

B mv
P V1=’

sendo v = 1 a velocidade, v = ||v| a velocidade escalar (em inglés, speed), e ¢ ~ 299 792458 m/s
a velocidade da luz, e onde F é o campo de for¢as que age sobre a particula. Em geral, a forca
F(r,v,t) depende da posi¢ao r da particula, da sua velocidade v, e possivelmente (em sistemas
que nao sao isolados) também explicitamente do tempo .

No regime nao relativistico, quando v < ¢, o momento linear é p >~ mv, e portanto, se a massa
m é constante (isto ndo acontece com um foguetdo que queima combustivel ou um corredor que
transpiral), a equacdo de Newton assume a forma mais conhecida

ma=F

onde a = v =t denota a aceleracdo da particula.
Este é o arquétipo de uma “equacgao diferencial”, que fisicos e engenheiros querem aprender
a resolver, analiticamente ou numericamente, para calcular trajetdrias e fazer previsdes. Uma
sua “solu¢do” é uma trajetéria ¢ — r(t), também chamada “lei hordria”, que substituida na
equagdo produz uma identidade, ou seja, tal que mi(t) = F(r(t),(¢),t) para todo tempo ¢ num
certo intervalo. Tipicamente, estamos interessados em solugoes com certas “condigoes iniciais”,
valores da posigao r(tg) e do momento linear mr(ty) num instante inicial, por exemplo to = 0. A
arbitrariedade das condigoes iniciais reflete a invarancia galileiana. Por outro lado, a unicidade das
solugoes dadas as condigdes iniciais é uma expetativa (realizada se o campo de forgas é razodvel)

que define o “determinismo” das leis da mecénica.

Particula livre. A trajetéria t — r(t) de uma particula livre (néo relativistica) de massa m num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

p=0 ou seja, ma=20, (1.1)

Em particular, o momento linear p := mv é uma constante do movimento, de acordo com o
“principio de inércia de Galileo” ? ou a “primeira lei de Newton” *. As solucoes da equacdo de

1“Lex segunda: Mutationem motis proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam
qua vis illa imprimitur.” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.]

2« .. il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale
spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, ciod perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623.]

3“Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
1687.]
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Newton (1.1) da particula livre, ou seja, as trajetérias com acelera¢do nula, sdo as retas afins
r(t) =s+vt,

onde s = r(0) € R3 ¢ a posicao inicial e v = (0) € R? ¢ a velocidade (inicial).

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ty, = 0, pela posigao
r(0) = (3,2,1) com velocidade #(0) = (1,2, 3).

Determine a velocidade inicial da trajetoria de uma particula livre que passa pela posicao
r(0) = (0,1,2) no instante t; = 0 e pela posi¢ao r(2) = (3,4,5) no instante t; = 2.

Queda livre. A queda livre de uma particula proxima da superficie terrestre é modelada pela
equagao de Newton
mG = —mg (1.2)

onde ¢(t) € R denota a altura da particula no instante ¢, m é a massa da particula, e g ~ 980
cm/s? é a aceleragao da gravidade préximo da superficie terrestre. E um facto experimental que
a “massa inercial” (o factor de ¢ na (1.2)) e a “massa gravitacional” (o factor de g na (1.2)) sao
iguais. Consequentemente, a equagao de Newton reduz-se a § = —g, ou seja, a lei horaria da queda
livre ndo depende da massa da particula! As solugoes da equagido de Newton (1.2) da queda livre,
ou seja, as trajetérias com aceleragao constante, sao as parabolas

q(t) = s+ vot — %th ,

onde s = ¢(0) € R ¢ a altura inicial e vg = ¢(0) € R é a velocidade inicial. Neste caso a velocidade
v(t) = ¢(t) = vo + gt ndo é constante, mas cresce linearmente no tempo.
A energia da particula é a soma

1
E = imv2 + mgq

da energia cinética e da energia potencial. O céalculo

U — mu(ii+g) =0

mostra que é uma constante do movimento, ou seja, que é constante ao longo das solucoes da
equagao de Newton (1.2). Esta observagio permite tirar conclusoes tteis sobre o movimento sem
calcular explicitamente a lei horéria.

Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura, com
velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o tempo necessario
para a pedra atingir o chao.

Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a altura
de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de novo
ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

Determine solugoes da equagao de Newton ¢ = 1.
Considere a equagao de Newton
md = Fy cos(wt)

de uma particula de massa m > 0 num campo de forgas periédico. Calcule as trajetérias,
dependendo das condigoes iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vo.
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Movimento uniformemente acelerado relativistico. Podem querer saber como aparece o
movimento uniformemente acelerado na relatividade especial.? A equacdo de Newton relativistica
(por exemplo ao longo do eixo x de um referencial inercial) com aceleragdo prépria constante a é

d v

- i 1.3
dt \/1 —v2/c? ¢ (13)

A solucao com velocidade inicial nula é

at
V14 a?t?/c?

como podem verificar ao substituir esta expressao na (1.3). Ao integrar,

x(t)z%(\/m—o

se também consideramos uma posigao inicial nula. Observem que para tempos pequenos (logo
velocidades pequenas) x(t) ~ at?/2, como esperado, pois estamos no caso newtoniano. Este é
chamado “movimento hiperbdlico”, pois as trajetérias vivem num ramo da hipérbole

2
ax 2 at
(% +1) - (> —1
c c
no espaco-tempo, cujas assimptotas sio as retas x + ¢?/a = +ct, com velocidades +c (os raios de
luz). Uma parametrizagdo mais natural da hipérbole é

u(t) =

x(s) = 0—2 (cosh (gs) - 1) t(s) = ¢ sinh (gs)

a C a C

onde o parametro s é o “tempo préprio” da particula em movimento, pois (ds)? = (dt)?—(dz?)/c?.
Verifique, a posteriori, as férmulas acima.

Estime, como sugerido por David Mumford no seu post Ruminations on cosmology and time,
0 tempo (préprio) necessdrio a uma astronave, munida de um hipotético propulsor que fornece
uma aceleracao constante igual a 1G, para percorrer a distancia entre a Terra e o buraco negro no
centro da nossa Galaxia ...

1.2 Exponencial

Equagoes diferenciais também definem fungoes.

O exponencial. O ezponencial, de acordo com Rudin [Ru87] “the most important function in
mathematics”, é a fungao definida pela série de poténcias

> tn
exp(t) == E
n=0 " (1.4)
2 3 4
=l+t+—=+=+—=+...
tit gttt

Como lim,, o |1/n!|1/" = 0, o raio de convergéncia é R = oo, portanto a série converge uniforme-
mente em cada intervalo limitado da reta real.

4C.W. Misner, K.S. Thorne and J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973.


https://www.dam.brown.edu/people/mumford/blog/2021/Cosmos.html
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Grafico do exponencial.

E imediato verificar que exp(0) = 1. A derivada do exponencial é o préprio exponencial, como se
pode ver derivando a série de poténcias

L P o1ttty
dt 2 6 24 ) 2 6

(e usando resultados sobre a derivacdo de séries convergentes). Em outras palavras, a fungao
exponencial z(t) = exp(t) satisfaz a equagao diferencial

T=2x (1.5)

com condigao inicial z(0) = 1.
Vice-versa o exponencial pode ser definido como “a inica solugao analitica da equacao diferen-
cial (1.5) com condigdo inicial (0) = 1”. De facto, a série de poténcias

o0
x(t) = Z ant™ = ag + art + aot® + ast® + agt* + ...

n=0
(que assumimos convergente num intervalo em torno da origem) satisfaz (1.5) se
0+ ay + 2ast + 3ast> +... = ag+art + ast® + ast® + ...

Duas séries de poténcias definem a mesma funcao, dentro do disco de convergéncia suposto nao
vazio, sse tém todos os coeficientes iguais (pois os coeficientes sdo proporcionais as derivadas na
origem). Igualando os coeficientes, temos entéao

a1 = ap 2&2 = ax 3&3 = a

e em geral na, = a,—1 se n > 1. A condigdo inicial 2(0) = 1 fixa a9 = 1. A equagdo
diferencial (que agora é uma equagao recursiva para os coeficientes a,,’s) entao implica que a; = 1,
depois que as = 1/2, logo que az = 1/6, ...e finalmente que o coeficiente genérico é a,, = 1/n!.
Consequentemente, a tnica série de poténcias que resolve a equagao diferencial com condicao inicial
unitéria é a (1.4).

Esta ideia, procurar uma solucdo que seja uma série de poténcias e depois deduzir os coe-
ficientes, é um dos métodos mais importantes para resolver equagoes diferenciais “nao lineares”
(e que portanto definem fungdes desconhecidas, importantes se a prépria equacao diferencial é
importante!).

Propriedades do exponencial. O exponencial “transforma somas em produtos” (ou seja,
define um homomorfismo do grupo aditivo R no grupo multiplicativo R} dos niimeros reais posi-
tivos). De facto, a derivada da func¢éo f(t) = exp(t) exp(a — t) é nula, e portanto, pelo teorema do
valor médio, a fungao f(t) é constante, logo igual ao seu valor em ¢t = 0, que é exp(a). Chamando
s = a —t, temos portanto a identidade/equagao funcional

exp(t + s) = exp(t) exp(s) (1.6)

para todos os t,s € R. Vice-versa, a equacido diferencial (1.5) é uma consequéncia da equacido
funcional (1.6), assumindo a derivabilidade e o valor unitdrio da derivada quando ¢ = 0. De facto,

L op(t) = tim SPLEE Z RO oy gy SPE) L

= t
dt e—0 € e—0 € exp( )
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se exp’(0) = 1.
Em particular, como exp(0) = 1,
exp(—t) = exp(t) ™!

e portanto exp(t) # 0 para todos os t € R. Também, exp(nt) = exp(t)™, para todo n inteiro, ou
também racional. Isto justifica a notacao tradicional exp(t) =: ¢!, onde

1 1 1 1
e::exp(l):1+I+§+6+ﬂ+~-22.71828...

é o numero de Fuler.

Exponenciais. Mais em geral, seja D o operador linear

f(t) = (DF)(E) == f'(t)

definido, por exemplo, no espago linear real C*°(R) das fungdes reais f : R — R infinitamente
diferencidveis definidas na reta real. Entdo o exponencial f(t) = e, com A real, é um vetor
préprio do operador D com valor préprio A, pois satisfaz

Df =M\f
de acordo com a regra da cadeia. Para cada A, o espago préprio tem dimensao um. Na linguagem

das equacoes diferenciais, esta afirmacgao é o teorema de existéncia e unicidade seguinte.

At

Teorema 1.1. A func¢do x(t) = xoe™, com xg constante, € a inica solugdo da equagdo diferencial

i=A\r (1.7)

(ou seja, a unica fungdo diferencidvel cuja derivada € igual a N vezes a prdpria fun¢do) com
condigdo inicial x(0) = xo (ou seja, tal que o seu valor quando t =0 € igual a ).

Demonstragio. Se y(t) é uma (outra?) solucao de (1.7) com condigao inicial y(0) = zo, entéo
o quociente ¢(t) = y(t)/e* tem derivada ¢ = (§ — Ay)e ™ = 0. Pelo teorema do valor médio,
q(t) é constante e, em particular, igual ao seu valor em ¢t = 0, que é zy. Consequentemente,
y(t) = zoe. O

Na linguagem da &lgebra linear, este teorema também diz que o ntcleo do operador D — A
é a reta gerada por e*. No caso particular quando A = 0, diz que o nicleo do operador D é a
reta formada pelas fungoes constantes, consequéncia do teorema do valor médio (uma fungao com
derivada nula num intervalo é constante).

Determine as solugoes de
T =3z ou T=—"Tz

com condigao inicial (0) = 1/e ou x(2) = e.

Mostre que a imagem do operador D é o préprio espaco C*°(R) (e portanto o teorema
nulidade-ordem nao faz sentido quando a dimensao nao é finita).
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Decaimento radioativo. A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional a quanti-
dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer que a
quantidade N (t) de matéria radioativa existente no instante ¢ satisfaz a lei

N = -jN, (1.8)

onde o pardmetro 1/3 > 0 é a “vida média” dos niicleos”. A solugao de (1.8) com condicao inicial
N(0)=Ny>0¢
N(t) = Nge Pt

e “decai” para o equilibrio N = 0 quando ¢ — 0.

A T Y VT | W N W U W O O O U N W S N Y

////////////////////////////

Se a radiagdo solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante a > 0,
entdo a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei (decaimento com reposigao)

N =-8N +a. (1.9)

A solucio de equilibrio de (1.9), ou seja, a solugdo que nio dependen do tempo, é N = a/B. A
diferenca x(t) := N(t) — N satisfaz a equacao diferencial # = —Bx (ou seja, a (1.8)), e portanto a
solucdo de (1.9) é

N(t) = (N(0) - N)e P + N .

Observe que N (t) — N quando t — oo, independentemente da condicao inicial N (0) (por exemplo
no instante da criagdo do Universol!).

O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo 7 necessario até a quantidade

de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial (ou seja, N(7) = $N(0)). Mostre que o
tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0), e determine a relagdo entre o tempo

de meia-vida 7 e o parametro (3.

O radiocarbono *C tem vida média 1/3 ~ 8033 anos. Mostre como datar um féssil, assu-
mindo que a proporcio de radiocarbono num ser vivente é conhecida®.

Crescimento exponencial. Um modelo do crescimento de uma populacao num meio ambiente
ilimitado é ]

N = AN, (1.10)
onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se a é a taxa de

natalidade e 8 é a taxa de mortalidade, entdo A = a«— 3). A solugao estaciondria é a solucao trivial
N(t) = 0 (populagao ausente). A solucao com condigao inicial N(0) = Ny > 0 é

N(t) = NO BM

e diverge quanto t — oo (explosdo demografical).

50 tempo de vida de cada nticleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei Prob(X <
t)=1—e P set>0,e0set <0, emédia EX := Jo o tdProb(X < t) = 1/8. A equagao diferencial, quando a
quantidade N de nucleos é grande, é uma consequéncia da lei dos grandes ntmeros.

6J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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Se a populacdo de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

Se de uma populagao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa constante
v > 0, entao a populacao segue a lei .
N =AN —~.

Determine o estado estacionério, e discuta o comportamento assimptdtico das outras solugoes (veja
a solugao do problema do decaimento com reposigao).

1.3 Equacoes diferenciais ordinarias

Equagoes diferenciais ordinarias. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) de ordem n para
uma fungéo incdgnita y(x) de uma varidvel independente 2 é uma equagéo do género

2 n
F(x dy Ty dy):o

J%@,wa '7dxn

onde F é uma funcdo de n + 1 varidveis. As suas solugdes sdo fungdes x — y(x), definidas
explicitamente ou implicitamente, que substituidas na equagao juntamente com as suas primeiras
n derivadas produzem uma identidade.

Campos de diregcoes e EDOs de primeira ordem. Uma classe mais compreensivel e
suficientemente abrangente de EDOs é construida usando os seguintes ingredientes. Um intervalo
T C R, possivelmente a propria reta real, onde vive o tempo t € T. Um espago de fases, que pode
ser um aberto X C R"™, possivelmente o préprio espago R™ (ou mais em geral uma “variedade
diferencidvel”). Um campo de direcoes, ou seja, uma fungdo v : T x X — R™ suficientemente
regular, que associa a cada ponto (¢,x) do espago de fases ampliado T x X um vetor v(¢,x) de R™.
Uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem definida pelo campo de diregoes v é uma lei

x =v(t,x) (1.11)

para a trajetéria t — x(¢) de um sistema com espago de fases X. O ponto x(t) € X denota o
estado do sistema no instante t € T'.

Uma solugdo (local) da EDO (1.11) é um caminho diferencidvel ¢ — x(t), definido num
intervalo aberto e nao trivial I C T, cuja velocidade satisfaz x(t) = v(t,x(t)) para cada tempo
tel. O gréafico I := {(t,x(t)) € I x X com t € I} de uma solugdo é dito curva integral.

Duas solugdes definidas em intervalos I,J C T e que coincidem na intersecao I N J, suposta
nao vazia, definem uma solugao no intervalo de tempos I U J. Uma solugao x : I — X é dita
mazximal se nao pode ser extendida a um intervalo maior J O I. Quando T = R, uma solugao
definida para todos os tempos ¢t € R é dita solugao global.

De acordo com uma ideia de Euler, quando o espago de fases tem dimensao um, é possivel
desenhar o campo de dire¢oes como (pequenos) segmentos de retas passando pelos pontos (¢,z) €
T x X com diregdo (1,v(¢t,z)). Uma solugao local é entdo uma funcdo cujo grafico é tangente ao
campo de diregoes em cada seu ponto.

X

o

("ﬂu(’_
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Um desenho com as dire¢oes em muitos pontos do espaco de fases ampliado pode sugerir o
aspeto e até a ssimptdtica das solugbes de uma equacao diferencial.

N TIIII I
\
| \
| VN
VNN
I
| /////\\\\\\////
!/ s = s
4 NN
////\\\\\\////
/S e (e s

Campo de diregdes e uma solugao de & = sin(z)(1 — t2).

Dados um tempo to € T e um ponto x¢ € X, uma solugdo da EDO (1.11) com condi¢do inicial
x(tg) = xo (ou solugdo do “Problema de Valores Iniciais”, P.V.I., ou solu¢do do “problema de
Cauchy”) ¢é uma solugéo definida numa vizinhanca de ¢y cujo gréfico contém o ponto (o, Xg).

O teorema de Peano " ® afirma que, se o campo v(t,x) é continuo, entdo existem sempre
solugoes locais, definidas em vizinhangas suficientemente pequenas do tempo inicial, do problema
de Cauchy. Por outro lado, a continuidade do campo de diregoes nao é suficiente para garantir a
unicidade das solucdes (um exemplo é o campo v(z) = 2%/3, como podem ver nos exercicios). O
teorema de Picard-Lindeléf ° afirma que, se o campo v(t,x) é continuo e localmente Lipschitziano
10" (por exemplo, diferenciavel e com derivada continua) na varidvel x, entdo para cada ponto
(to,x0) € T x X passa uma unica solu¢ao com condigao inicial x(¢p) = xg. Uma prova do teorema
de Picard-Lindel6f estd na préxima sub-secao 1.4.

Também vale a pena mencionar que a forma mais geral de uma EDO de primeira ordem é

F(t,x,x)=0.

onde F' é uma funcao real arbitraria definida em R x X x R™. Entao também existem EDOs que
nao tém solugdo por razdes triviais, como por exemplo a equacio (4)?+1 = 0 no espaco das fungoes
com valores reais. Por outro lado, uma equacao diferencial deste género pode sempre ser escrita
na forma (1.11) em regides onde é possivel aplicar o teorema da funcao implicita e resolver para a
derivada.

Finalmente, existem equacgoes diferenciais interessantes que modelam fenémenos em que a
variavel independente nao é um tempo, mas outro observavel fisico. Exemplos famosos sdo proble-
mas geométricos que tratam de curvas no plano. E entdo tradicao, em particular nos manuais de
matemdtica, usar a letra x para a varidvel independente e o simbolo y(z) para a fungdo incégnita,
assim que uma EDO pode ser escrita y' = v(x,y) ...

Esboce o campo de direcoes das EDOs
z=t T=-x+t & = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

Verifique que funcao x(t) = t* e a fungdo constante x(t) = 0 sdo duas solugdes da equagio
diferencial & = 32%/3 com condigio inicial 2(0) = 0. Isto mostra que o campo de vetores v(z) =
223, que néao é derivével na origem (esboce o seu gréfico), ndo satisfaz o teorema de unicidade de
Picard-Lindelof.

7G. Peano, Sull’integrabilita delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. Sci. Torino 21 (1886),
677-685.

8@. Peano, Demonstration de I'intégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen 37
(1890) 182-228.

9M. E. Lindel6f, Sur I'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.

10A funcdo f : U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R™ se existe uma constante L tal que

1f@) = fI<L-llz—yl Va,yeU.
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Verifique que a equacao diferencial ()% + 22 = 0 admite, no universo da funcoes reais, apenas
a solucao trivial z(t) = 0.

Determine umas EDOs de primeira ordem e de segunda ordem que admitam como solugao a
Gaussiana p(t) = et /2,

Campos de vetores e EDOs auténomas. Um campo de vetores v : X — R™ no espago de
fases X C R™ define uma equacao diferencial ordindria autdnoma (que ndo depende explicitamente
do tempo, como todas as leis fundamentais da fisica)

x =v(x). (1.12)

As imagens x(I) = {x(t) com t € I} C X das solugbes/trajetérias x : I — X (com I C R
intervalos) no espago de fases sdo ditas drbitas, ou curvas de fases, do sistema auténomo.

Se X € X é um ponto singular do campo de vetores, ou seja, um ponto onde v(X) = 0, entdo o
caminho constante x(t) = X para todos os tempos ¢ € R é uma solu¢ao da EDO auténoma (1.12).
As solugbes constantes sdo chamadas solugoes de equilibrio, ou estaciondrias.

Solugbes periddicas  sao solugdes globais tais que x(¢t + T') = x(¢) para todo ¢ e algum tempo
T > 0 minimal, dito periddo. As 6rbitas correspondentes sdo curvas fechadas.

72

Se a EDO (1.12) satisfaz um teorema de existéncia e unicidade (pelo teorema de Picard-Lindelof
1.17, é suficiente que o campo seja Lipschitziano, por exemplo diferencidvel com continuidade),
entdo para cada ponto do espago de fases passa uma e uma unica 6rbita (que pode ser o préprio
ponto no caso de uma solugao estaciondria). Em particular, 6rbitas diferentes nao tém intersegdes,
e portanto as érbitas definem uma “particao” do espaco de fases.

Esboce o campo de diregbes e o campo de vetores das EDOs auténomas

T =—x t=x—1 &t =uz(l —x)
t=(—-1)(z-2)(z-3) i=(x—-1)>*z-2)?
{q—p {Q—Qq {d—q—p

p=—q p=-p/2 p=pr—q

determine as solugoes de equilibrio, e conjeture sobre o comportamento qualitativo das (outras)
solugoes (eventualmente, ao longo desta UC, estudaremos métodos para calcular solugoes de quase
todas estas equagoes diferenciais).
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Campos completos e fluxos de fases. Seja v: X C R" — R™ um campo de vetores definido
num dominio X C R™ (ou numa variedade diferencidvel). Se por cada ponto do espago de fases
passa uma e uma Unica solugdo global (i.e. definida para todos os tempos), entdo o campo de
vetores é dito completo. Seja Py(xg) := (t) é o estado no tempo ¢ da solugdo que passa por
X no instante 0. Um campo completo define/gera portanto um fluzo de fases, uma familia de
transformacoes ®; : X — X, com t € R, tais que

(btoq)s:q)t+s e q’():ldX Vt7S7ER.
Vice-versa, um fluxo de fases diferencidavel define um campo de vetores

v(x) = lim w
—

b

dito “gerador infinitesimal” do fluxo. As curvas t — ®;(x() s@o as solugdes de x = v(x) com
condigéo inicial x(0) = xg.

Determine os campos de vetores que geram os seguintes fluxos no plano R?
Oy(x,y) = (M, ey)
D, (x,y) = (cos(t) x — sin(t) y, sin(t) x + cos(t) y)
Po(z,y) = (z+ty, y)

Reparametrizagoes. Consideramos a lei

C(li—); =v(t,x) (1.13)
que determina a dindmica de uma varidvel x(t), que assume valores num espago de fases X C R™.
A unidade de medida do tempo é, naturalmente, arbitrdria. Pode ser por exemplo conveniente
passar do tempo ¢ a um tempo 7 = kt, onde k é um factor de conversao positivo (assim que nao
muda a orientagao do tempo). Mais em geral, pode ser oportuno considerar uma reparametriza¢ao
do tempo definida por

7= f(t) (1.14)

onde f é uma funcao diferenciavel e estritamente crescente, ou seja, com derivada estritamente
positiva dr/dt > 0. Pelo teorema da fungao inversa, esta fungao admite uma inversa diferencidvel
t = f~(7), com derivada dt/dr = 1/(d7/dt). Entdao a dindmica da varidvel x(¢(7)), dependente
do tempo 7 (uma notagao pedante pode usar uma nova variavel definida por y(7) := x(¢(7)), mas
parece-me desnecessdria), é determinada pela EDO

dx  dt (f_l (T>7X)

dar dr "
obtida da (1.13) usando a regra da cadeia.

e.g. Por exemplo, consideramos a EDO

dzx
- = 1.1
r x/t (1.15)

definida para tempos positivos ¢t > 0. A reparametrizacio t = €7 transforma a (1.15) em

d—x—ﬂx/eT =z
dr  dr B

cujas solugbes sdo os exponenciais z(7) = ce”. Consequentemente, as solugdes de (1.15) séo
xz(t) = ct

onde ¢ = z(1).
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Quase todas as EDOs tém ordem um. A forma tradicional de escrever a equagao de Newton
de uma particula nao relativistica é

md =F(q,q,t)

onde q € R? é a posicao. No entanto, é conveniente e 1til ler a definicio do momento linear
P = mq ao contrario, de direita para a esquerda, como uma equagao diferencial para q. Desta
forma, a equacao de Newton resulta equivalente ao par de equagoes de ordem um

q=p/m
p=F(q,p/m1)
ou seja, uma equagao de ordem um para uma varidvel x = (q,p) que vive no espago de fases
R3 x R3.
Mais em geral, uma EDO de ordem n > 2 resolivel para a n-ésima derivada é uma lei do género

Y = F (495,509 )

para o observével y(t) € R, onde F ¢é ua funcdo (suficientemente regular) de n varidveis. E
equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem

x = v (t,x)
para o observdvel x = (x1, xa, ..., x,) € R™ definido por
T1:=y To =7 T3 =74 Ty 1= y(”*l) ,
se o campo de diregoes é definido por v(t,X) := (22, ..., Tp—1, F (t, 21, T2, oy Tp)).
Determine os sistemas de ODEs de ordem 1 que traduzem as seguintes ODEs de ordem > 1
i=-x T+x=0 T+z+x=0
T=t—=x T+ +x=0 T =z
Determine uma EDO de segunda ordem que admita como solugao a Gaussiana ¢(t) = et/

Mostre que solucdes da EDO z(™) = 0 s&o os polinémios de grau < n — 1.

Solugoes de Chandrasekhar da equacao de Lane-Emden. Um modelo do perfil de equilibrio
hidrostatico de uma estrela é a equacao de Lane-Emden

1 d do
e (€)= )

onde £ é uma “distancia adimensional” do centro da estrela, 8(£) é proporcional & densidade, e p
é um parametro que depende da equacéo de estado P = Kp't1/? do gés que forma a estrela. O
problema fisico é determinare a solugdo com condigoes iniciais #(0) = 1 e df/d&(0) = 0, e o menor
zero de 0(€) com £ > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.

Verifique que

1 sin & 1

(&) =1-2¢, 0= e ()= —n

sao solugbes da equacdo de Lane-Emden (1.16) quando p = 0, 1 e 5, respetivamente.

11

118, Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, 1958.
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1.4 Existéncia e unicidade

E natural colocar a questao de decidir se as equagoes diferenciais, que usamos como modelos de
fenémenos fisicos, realizam as nossas espectativas sobre o determinismo. Ou seja, se realmente as
condigoes iniciais determinam, e univocamente, o futuro de um sistema (e eventualmente também
o passado, sendo muitas leis fundamentais indiferentes a diregdo do tempo). Do ponto de vista
matematico, isto significa provar teoremas de existéncia e unicidade para as solugoes.

Iteragoes de Picard. Uma fungao diferencidvel ¢ — o(t), definida num intervalo I C R e com
valores num dominio X C R”™, é solugao da equagdo diferencial & = v(¢,x) com condicao inicial
p(to) = xo se e sb se
t
o) =a+ [ o(s.els)ds,

to
ou seja, se ¢(t) é um ponto fixo do mapa de Picard P :C(I,X) — C(I,X), que envia uma fungao
¢(t) na funcao

(Po) (1) = x0—|—/ v (s, 6(s)) ds (1.17)

to

Se a sucessdo de fungoes ¢, Pop, P?¢ := P (Po) , ..., P"¢ :== P (P"’Hi)), ..., obtidas iterando
o mapa de Picard a partir de uma funcfo inicial ¢, é convergente (numa topologia apropriada
definida num subespaco C C C(I,X) :={ ¢ : I — X continua} tal que P : C — C seja continua),
entdo o limite z(t) = lim, oo (P™¢) (t) é um ponto fixo do mapa de Picard, e portanto uma solugao
da equacao diferencial & = v(t,z) com a condigao inicial dada x(tg) = zo.

e.g. EDOs simples. Se o campo de velocidades apenas depende do tempo, ou seja o problema
é a EDO simples & = v(t), entdo o mapa de Picard envia toda funcao inicial ¢(t) na solugao

(Po) (t) = xo + / v (s)ds

to

com z(tg) = xo.

e.g. O exponencial. Queremos resolver & = x com condicao inicial z(0) = 1. Comegamos pela
conjetura ¢(t) = 1, e depois calculamos
t2 23
(Po) (t) =1+t (7>2¢)(t):1+t+5 (7?3¢)(t):1+t+5+§
Entao a sucessdo converge (uniformemente em intervalos limitados) para a série de Taylor da fungao

exponencial
2 n

t t
n =1 T t
(P"o) (t) +t+2+ +n! — e,

que é a solucao que ja conhecemos.

Contragoes e teorema de ponto fixo de Banach. Seja (X, dist) um espago métrico. Uma
transformagao f : X — X é dita contracao se é Lipschitz e tem constante de Lipschitz inferior a
um, ou seja, se existe 0 < A < 1 tal que para todos z,z’ € X

dist(f(z), f(z")) < X -dist(z,2").

As trajetérias da transformacdo f : X — X slo as sucessoes (x,) definidas recursivamente por
Znt1 = f(zn), se n > 0, a partir de uma condicdo inicial g € X. Os pontos fizos de f sdo os
pontos p € X tais que f(p) = p.

Um espago métrico é completo se toda sucessao fundamental é convergente.
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Teorema 1.2 (principio das contragoes, teorema de ponto fixo de Banach).  As trajetdrias de
uma contragcao f : X — X sao sucesssoes de Cauchy, e a distancia entre cada duas trajetdrias
decai exponencialmente no tempo. Se X € completo, entdo f admite um dnico ponto fizo p, e a
trajetoria de todo ponto converge exponencialmente para o ponto fixo.

Demonstracdo. Seja f : X — X uma A-contragao. Seja xg € X um ponto arbitrario, e seja
(rn) a sua trajetéria, a sucessdo definida recursivamente por z,+1 = f(z,). Usando k-vezes a
contratividade ve-se que dist (7541, %) < Adist(z1,20)*, e portanto que

k-1 k—1
dist(zptk, Tn) < Zdist(xn+j+1,xn+j) < dist(x1, zq) - Z At
Jj=0 =0

n

S diSt(l‘l,Io) AT Z A S 1

: Y . diSt(fEl,Io) .
7=0

Em particular, (z,) é uma sucessdo de Cauchy, pois para todo € > 0 existe 7 tao grande que se
n>mentdo A"/(1—A) <e.
Se (yn) é a trajetéria de um outro ponto yo € Y, a contratividade também implica que

dist(xp, yn) < A" - dist(zo, yo) ,

ou seja que que a distancia entre duas trajetorias decai exponencialmente.
O limite p = lim,,_, o, x,,, que existe se X é completo, é um ponto fixo de f, porque f é continua,

) = £ (lim @) = lm fe,) = lm @0 =p.

n—oo

Se p e p’ sdo pontos fixos, entdo d(p,p’) = d(f(p), f(P’)) < Ad(p,p’) com A < 1 implica que
d(p,p’) = 0, o que mostra que o ponto fixo é inico. Comparando a trajetéria de z e do ponto fixo
p (que é a sucessao constante), ve-se que

dist(xy,,p) < A" - dist(xo, p) ,

ou seja, que a convergéncia z,, — p é exponencial. O

Utilize o teorema do valor médio para mostrar que uma funcao f : R® — R™ de classe C! é
uma contragdo sse existe A < 1 tal que |f’'(z)| < A para todo = € R".

Mostre que uma transformacao f : X — X tal que
d(f(x), f(2) < d(z,2’)

para todos x, ' € X distintos pode nao ter pontos fixos, mesmo se o espaco métrico X for completo.

Teorema de Picard-Lindelsf. '? O teorema de existéncia e unicidade bésico para equacoes
diferenciais ordinarias é o seguinte.

Teorema 1.3 (Picard-Lindelof).  Seja v(t,z) um campo de velocidades continuo definido num
dominio D do espago de fases extendido R x X. Se v € localmente Lipschitziana (por exemplo,
diferencidvel com continuidade) com respeito a sequnda varidvel x € X C R™, entdo existe uma e
uma dnica solugdo local da equagio diferencial & = v(t,x) que passa por cada ponto (to,zo) € D.

12M. E. Lindel6f, Sur 'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.
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Demonstrag¢do. Seja I x B = [ty — &,to + €] x Bs (79) uma vizinhanga sufiientemente pequena de
(to, o), onde B = Bs (z0) denota o disco fechado de centro x( e raio § in X. Pela continuidsde
do campo de velocidades v(t.x) existe K > 0 tal que |v(t,z)| < K se (t,z) € I x B. Pela condicao
de Lipschitz, existe M > 0 tal que |v(t,z) —v(t,y)| < M|z —y| set € I e x,y € B. Podemos
reduzir, se necessdrio, o raio ¢ de I de maneira tal que Ke < § e Me < 1. Seja C = C°(I, B)
o espago das fungoes continuas t — ¢(t) que enviam I em B. Munido da norma do supremo,
|6 — @lloo = supser|P(t) — @(t)| este é um espaco métrico completo (de facto, um espago de
Banach). O mapa de Picard (1.17) envia C em C, pois

| (P) () — ol < [ |v(s,¢(s)) |ds < Ke < 6.

to

Finalmente, dadas duas fungoes ¢, ¢ € C, acontece que

[ (Po) (1) = (Pe) (1)) S/t v (s,0(5)) = v (s, 0(s)) | ds

< Me -sup |p(t) — o(t)],
tel

e portanto
IPé = Polloc < Me - [|¢p — ¢l -

Sendo Me < 1, o mapa de Picard é uma contracao. O teorema segue do principio das contragoes
1.2. O

1.5 Simulagoes

Ainda mais importante, para fisicos e engenheiros, é a possibilidade de simular, ou seja aproxi-
mar, solucoes, na impossibilidade praticamente certa de encontrar as solugoes exatas das equagoes
diferenciais que descrevem os fendmenos interessantes do mundo real.

Solucgoes exatas e simulagoes. Exceto poucos casos importantes, resolvidos por matematicos
e fisicos famosos (como a queda livre, a lei de Hooke/oscillador harménico, o problema de Ke-
pler, ...), ndo hd nenhuma esperanca de resolver “analiticamente” as equagoes diferenciais que
descrevem fenémenos interessantes do mundo real (leis da fisica, problemas de engenharia, ... ). E
necessario fazer “simulacGes”, ou seja, calcular valores aproximados das solu¢oes. Naturalmente,
as simulagoes sao crediveis se conseguimos controlar os erros introduzidos.

Por otro lado, sabemos hoje, depois dos trabalhos de Poincaré, que em muitos casos fisicamente
interessantes (famoso é o problema dos 3 corpos) é ilusério pensar que solucoes exatas sejam de
alguma ajuda para fazer previsdes. A moderna teoria dos sistemas dinamicos consiste entdo em
substitir a procura das solugoes com uma andlise qualitativa ou estatistica das possiveis solugoes.

Método de Euler/diferéngas finitas. Consideramos o problema de simular as solugdes da
EDO
z=v(t,x) (1.18)

O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximagao linear
x(t+dt) ~ z(t) + v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt = 7 suficientemente pequeno. A solugéo z(t,), nos tempos t, = to + nr, com
condigao inicial z(tg) = xo é estimada pela sucessdo (2, )nen, definida recursivamente por

’.’I;n+1 =2p + 0(tn, Tn) -T.‘

Por exemplo, em Python


https://www.python.org
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# scientific libraries
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# parameters and initial conditions

g8 = 1 # initial position

t@ , T=0 , 1 # initial and final times
dt 0.001 # time step for integration

# vector field

def vectorfield(x, t):
dgdt = x
return dqdt

np.arange(t@, T, dt) # times
np.zeros(len(t)) # positions

qle] = q@

for 1 in range(@,len(t)-1):
q[i+1] = q[i] + vectorfield(q[i],t[i]) * dt

Euler integration

# picture

plt.figure()

plt.plot(t, q , label='trajectory')
plt.title("Euler method")
plt.xlabel( ‘time"')

plt.ylabel( ‘position’)

plt.legend()

Se a solugao verdadeira admite segunda derivada, é natural esperar, pela férmula de Taylor
com resto, que o erro
en = x(ty) — Tp

introduzido em cada passo seja da ordem de 72. Num intervalo de tempo fixado [to,to + T7,

dividido em N subintervalos de comprimento 7 (assim que T'= NT), o erro acumulado deve ser
entdo da ordem de N 72 ~ T'T, que converge para zero quando 7 — 0.

Estimacgao dos erros no método de Euler. Este argumento pode ser feito rigoroso, com
algumas hipoteses a priori sobre a solugao.

Usa o seguinte lema, de interesse independente, que descreve um crescimento quase-exponencial
em tempos discretos. Observe que a equagdo recursiva y,+1 = Ay, + 3, com A positivo mas # 1,
descreve um crescimento/decaimento (dependendo se A é superior ou inferior a 1) exponencial com
reposigao/recolha (dependendo se /3 é positivo ou negativo), e a sua solugdo é y, = A" (yo —7) + 7,
sendo 7 = /(1 — \) o equilibrio.

Teorema 1.4. Seja (y,) uma sucessao de nimeros ndo negativos que verifica

Ynt1 < Ayn + B

com N\, >0 e \#1. Entdo
A —1

< A"
Yn S ATYo + Y1

3.

A demostracao é simples, por inducao.

Assumimos entao que exista e seja tinica a solugdo de & = v (¢, z) no intervalo I = [tg, to+7], com
condicao inicial z(tg) = xo. Assumimos também que a sua segunda derivada seja uniformemente
limitada, i.e.

()] < M (1.19)
e que o campo de velocidades seja Lipschitziano na segunda variavel, i.e.
v(t, @) —o(t,y)| < K|z —yl, (1.20)

também uniformemente em ¢ € I.
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Teorema 1.5.  Seja x(t) a unica solu¢io de & = v(t,x) no intervalo [to,to + T'] com condi¢do
inicial x(tg) = xg. Se o campo satisfaz (1.20) e a solugdo satisfaz (1.19), entdo a diferenga entre
08 x(ty), comt, =tg+nt e0<n <N, e os termos da sucessio xg,T1,x2,...,TN, obtida usando

o método de Euler com passo T =T/N, é limitada por

14+ Ko
fo(ta) — 2] < 2 LEED

Demonstracao. Usando a férmula de Taylor com resto de Lagrange e a propria equagao diferencial
Z(ty) = v(tn, z(tn)), podemos escrever

|z(tn ) = Zp, — V(tn, Tn) T
= |x(t )T+ 28t +6) T2 — 2y — 0(tn, T) 7"
| ) — xn + ( (tn,x(tn)) — v(tn,zn)) T+ ix(tn—l—é) 72|

|(ths1) — Tnya] =

onde 0 < § < 7. Pela desigualdade do triangulo e as hipé6teses (1.19) sobre a segunda derivada
da solugéo e (1.20) sobre o campo vetorial,

[2(tnt1) = Tnt| < [2(tn) — 2n| + [0(tn, 2(tn)) — v(tn, z0)| T+ |%x(tn +9) 7—2|
<a(tn) — x| + K7 |2(tn) — 20| + MT2/2.

Portanto, a sucessao dos erros €, = z(t,) — =, satisfaz

M2

lEnt1| < (14 K7) [en] +

Pelo teorema 1.4, com g9 = 0, A = (1 + K7) e 8 = M72/2, temos

I+ Kn)" -1
Kt

e portanto o resultado. O

|5n|§ MT2/2

Convergéncia do método de Euler. Como natural esperar, a cota superior aos erros no
teorema 1.5 é mdxima quando n = N, o ndmero total de passos no intervalo [t,tg + T]. Quando
o passo 7 — 0, o nimero de passos N = T/7 tende para o co. Mas

KT\N
(1+5) KT

1—|—K7’)N_M Y

2K o 2K 2K

quando N — oo. Consequentemente, nas hipdteses do teorema 1.5, os erros sao uniformemente
limitados por

ar

KT
len| < MZ—KT

logo convergem para zero uniformemente quando 7 — 0.

e.g. Exponencial. Consideramos a equagao diferencial
T=x

com condigao inicial (0) = 1, que define a funcdo exponencial. Se o passo é 7 > 0 e o tempo final
ét=n7 comn € N, entdao o método de Euler fornece a aproximacao

r(t) ~x, = (1+7)"

onde n = t/7 é o nmero de passos. No limite quando o passo 7 — 0, as aproximagodes convergem
para a solugao z(t) = e, pois

t n
lim(l—|—7‘)t/T: lim <1—|—) =e.
T7—0 n—oo n



1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 28

Simule a solugdo da EDO & = (1 — 2t) x com condigao inicial (0) = 1. Compare o resultado

com o valor exacto x(t) = et_tz, usando passos diferentes, por exemplo 0.01, 0.001, 0.0001 ...

Aproxime, usando o método de Euler, a solugdo do oscilador harménico

{(Jp
p=—q

com condigao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto ¢(1) = cos(1),
usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

Método RK-4. O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solucao de
z=w(t,x) com condigdo inicial  x(tg) = xo

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(ty + n - dt) com a sucessdo (z,) definida
recursivamente por

Tpt1 = Ty + % (k?l + 2ko + 2k3 + k‘4)

onde t,, = tg + n - dt, e os coeficientes k1, ko, k3 e k4 sao definidos recursivamente por

k1 = v(tn, xn) kQZU(tn+%,xn+%'kl)

kgzv(tn—‘y-%,xn—f—%'k‘g) k)4=’l}(tn+dt,l‘n+dt~k3)

Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.

Software. Existem software livres e proprietarios que permitem resolver analiticamente, quando
possivel, ou fazer simulagoes numéricas de equacgoes diferenciais ordinarias e parciais.
Por exemplo, a livraria SciPy de Python contém a fungad odeint

# scientific libraries

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

# parameters and initial conditions
ql = 0.3 # initial position
pd = 0.3 # initial momentum
beta = 0.1 # friction coefficient
omega = 1 # proper frequency
i
0.

=0 , 10 # initial and final times
001 # time step
# vector field
def oscillator(y, t, beta, omega):
q, p=Y
dgdt = p
dpdt = — (omega **x 2) % q — beta x p
return dgdt, dpdt

# integration

t = np.arange(t®, T, dt) # times

yd = q@, p@ # set initial conditions

trajectory = odeint(oscillator, y@, t, args=(beta, omega))
q, p = trajectory.T

plt.figure()

plt.plot(q, p , label='orbit"')
plt.title("0ODE integration")
plt.xlabel( ‘position’)
plt.ylabel( ‘momentum')
plt.legend()



https://scipy.org
https://www.python.org
https://scipy.github.io/devdocs/tutorial/integrate.html
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2 Meétodos elementares de integracao

2.1 EDOs simples

Integracao de EDOs simples. A equagao diferencial mais simples é do género
z=w(t) (2.1)

onde o campo de diregdes v(t) depende apenas do tempo ¢, e ndo da prépria fungido incégnita
x. Se x(t) é solugao de (2.1) entdo também xz(t) + ¢ é solucdo, para todas as constantes ¢ € R.
Consequentemente, as solugoes diferem por uma constante aditiva, determinada pela condigao
inicial.

Trés solugdes da EDO simples & = ¢3 sin(t) que diferem por uma constante aditiva.

O teorema (fundamental do cdlculo) de Newton e Leibniz'? afirma que a derivada do integral
indefinido F(t) := f; f(s)ds de uma funcao continua f(t) existe e é igual a F’(t) = f(t). Portanto,

Teorema 2.1. Se v(t) é um campo de dire¢oes continuo definido num intervalo de tempos, entdo
a solugao da EDO simples (2.1) com condi¢do inicial x(tg) = xo € determinada por meio de uma
integracao, ou seja, € dada por

z(t) = xo —|—/ v(s)ds (2.2)

to

Demonstragao. Pelo teorema fundamental do cédlculo, a derivada da (2.2) é &(t) = v(t), e o seu
valor no instante tq é 2:(ty) = xo, pois o integral LZO v(s)ds é nulo. A unicidade é um exercicio. O

Por causa deste teorema, as equagoes diferencias simples sao ditas integrdveis, e “integrar”
(uma equacao diferencial) é usado como sinénimo de “resolver”.

Integre (ou seja, determine a solugdo geral) as seguintes EDOs, definidas em oportunos
intervalos de tempo

P=2—t+3t2+5t° d=e' i=cos(3t) i=1/t

Determine z(t) sabendo que

13 A solugdo do anagrama,
6accdael3eff7i319n4o04qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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Mostre que a solugao do teorema 2.2 ¢ tinica (considere duas solugoes, calcule a derivada da
diferenga, e utilize o teorema do valor médio . ..)

Foguetao. Se um foguetdao de massa m(t) no espago vazio (ou seja, sem forgas gravitacionais!)
expulsa combustivel a uma velocidade relativa constante —V e a uma taxa constante m = —a,
(com a > 0) entdo a sua trajetéria num referencial inercial é modelada pela equacdo de Newton

d
at (mv) =m(v—-V), e portanto mio = —aV .

onde v(t) := ¢(t) é a velocidade e ¢(t) a posigao.
Resolva a EDO 1 = —« para a massa do foguetao, com massa inicial m(0) = my, e substitua
o resultado na equacao de Newton, obtendo

aV

’L.) = ——
mo — at

(desde que 0 <t < m./a, onde m, < my é a massa inicial do carburante). Calcule a trajetéria do
foguetao com velocidade inicial v(0) = 0 e posigao inicial ¢(0) = 0, vélida para tempos ¢ inferiores
ao tempo necessario para acabar o combustivel.

Se ¢(t) representa a altura e o foguetao estd sujeito a for¢ao gravitacional préximo da su-
perficia da Terra, entao a equacao de movimento fica

mu = —aV —mg

Calcule a trajetéria do foguetdo com velocidade inicial v(0) = 0 e posigao inicial ¢(0) = 0, e
determine a altura atingida no instante ¢ = m./a em que o combustivel acaba.

Elementos R, C' ou L num circuito alimentado com tensao alternada. Consideramos
um circuito alimentado por uma fonte de tensao alternada (AC), com uma forga electromotriz

V(t) = Eg cos(wt)

de frequéncia angular w e amplitude Fy. Se o circuito é composto apenas de uma resisténcia R,
entdo a corrente I(t) satisfaz a equacdo V = RI, e portanto é uma oscilacao

() = % cos(wt)

em fase com a tensao. Se o circuito é composto por apenas um condensador de capacidade C' e
tem resisténcia (praticamente) nula, entdo a carga @ = f I no condensador, suposta inicialmente
nula, satisfaz V' = @/C. Consequentemente, a corrente satisfaz a equagao %I (t) = V. Isto diz
que a corrente é uma oscilagao

I(t) = —wCEgsin(wt) = wC Eqy cos(wt + 7/2)

avancada 7/2 em relagdo & tensdo. Finalmente, se o circuito é composto por apenas uma bobina
de induténcia L e tem resisténcia (praticamente) nula, entao a corrente I(¢) satisfaz a EDO

Li=V
A solucao com condigao inicial nula é uma oscilacao

_ Eo _ B
I(t) = I sin(wt) = L cos(wt — w/2)

atrasada de um angulo 7/2 relativamente & tensao.



2 METODOS ELEMENTARES DE INTEGRA CAO 31

Braquistécrona. A braquistécrona € a curva ao longo da qual uma particula inicialmente em
repouso desliza, sem atrito e sujeita a gravidade, entre dois pontos de um plano vertical em um
tempo menor possivel (Bernoulli, Newton, Leibniz). De acordo com a solucao genial de Johann
Bernoulli (que podem ler em [Si91] ou também ver e ouvir em 3BluelBrown explicada por Steven
Strogatz), a velocidade escalar v da particula e o dngulo ¢ que a curva forma com a vertical
satisfazem

sinp 1
v«
para alguma constante « (a velocidade escalar méxima atingida no ponto de altura minima da
curva, quando ¢ = 7/2), por analogia com o “principio de Fermat” da dptica geométrica, logo a
“lei de Snell” sobre os dngulos de refracao. Por outro lado, pela conservagao da energia a velocidade
escalar é proporcional a
v = /29T

se x denota a queda da particlula e g a aceleragao gravitacional. Consequentemente, a bra-
quistécrona é a curva que satisfaz a identidade

sing = +/z/6

onde § = a?/2g denota a queda maxima, atingida quando a velocidade escalar ¢ maxima. Se
y(z) denota a distancia horizontal percorrida enquanto funcdo da queda z, entdo siny = dy/ds
com ds = \/dx? + dy?. Finalmente, depois de alguma ginastica, a braquistécrona é definida pela
EDO

dy T
- = 2.
dx o—=x (2:3)

Use a substituigao trigonométrica x = p(1 — cosd) com p = §/2 (observe que z varia entre
0 e §) e a identidade 1 — cos@ = 2sin?(#/2) para calcular uma primitiva do segundo membro da
(2.3). Deduza que a braquistécrona é a curva paramétrica

x(0) = p(1 — cos®) y(0) = p(0 — sin H)

ou seja, uma cicloide gerada por uma roda de raio p.

A lei horéria pode ser calculada integrando dt = ds/v. Verifige que a particula, inicialmente
em z = 0, atinge a posi¢do z = §, o minimo da curva, no tempo

5
t= \/%/0 \/%ZW plg

(para calcular o integral, é util usar a substituigao trigonométrica anterior).

Calcule a lei horaria de uma particula que se desloca ao longo de uma braquistocrona, a partir
de um ponto arbitrario com velocidade inicial nula. Verifique que a particula atinge o minimo da
curva no tempo m4/p/g, independentemente da posicao inicial (e portanto a cicloide é uma curva
tautocronica).


https://en.wikipedia.org/wiki/Brachistochrone_curve
https://www.youtube.com/watch?v=Cld0p3a43fU
https://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid
https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve
https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve
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2.2 EDOs autonomas

Campos de vetores e EDOs auténomas na reta. Um campo de vetores v : X — R, definido
num intervalo X C R, define uma EDO auténoma

t=v(z). (2.4)

A palavra “auténoma” indica que o campo v(z) nao depende explicitamente do tempo. Se z(t) é
solugdo de (2.4), entdo também z(t — ¢) é solugdo, para todos os tempos ¢ € R. Consequentemente,
a fisica modelada por uma EDO auténoma é invariante para translagées no tempo. Em particular,
podemos sempre considerar, sem perda de generalidade, as condigoes iniciais dadas no tempo
to = 0.

Duas solugdes da EDO auténoma & = 2 que diferem por uma translagio no tempo.

Se xg é um ponto singular do campo de vetores, ou seja, um ponto onde v(zp) = 0, entdo a
trajetéria constante
x(t) = xo

para todos os tempos t € R é uma solugdo estaciondria, ou de equilibrio, da equagao diferencial
auténoma (2.4).

AR TR VA VAV VR ) \ N N U N N U W U W N U U N A S NI

ISR INSNNNNNNNN

Equilibrio e outras duas solu¢ées da EDO auténoma & = —x.

Se xg é um ponto regular do campo continuo v(z), ou seja, se v(zg) # 0 (e portanto, pela
continuidade, v(z) continua diferente de zero numa vizinhanga de x(), entdo uma solugéo local de
(2.4) com condigao inicial x(tg) = zp pode ser determinanda “separando as varidveis”, ou seja,
fazendo formalmente

dx dx
U(.T) m

e _
J =]

entre limites de integracao apropriados. Ou seja,

=dt

e integrando os dois membros,
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Teorema 2.2. Se xy € um ponto regular do campo continuo v(x), entdo uma solug¢do local da
EDO auténoma (2.4) com condi¢ao inicial x(ty) = xo € dada implicitamente por

/ ﬂ:t—to (2.5)

o V(1Y)

num intervalo de tempos suficientemente pequeno em torno de tg. Se o campo v(x) € diferencidvel,
esta solugao € unica.

Demonstrag¢ao. Assumimos que o campo de velocidades v é continuo, e seja J = (z_,x4) o in-
tervalo maximal contendo xg onde v é diferente de zero. Definimos a funcao H : R x J — R
como

H(t,x):t—to—/ivcgz).

Se t — ¢(t) é uma solugao do problema de Cauchy, entdo um calculo mostra que 4 H (t,(t)) =0
para todo tempo t. Consequentemente H é constante ao longo das solugoes do problema de Cauchy.
Sendo H (tp,x9) = 0, concluimos que o grafico de toda solugdo pertence ao conjunto de nivel
Y={(z) e Rx Jst. H(t,x) =0} Afuncido H éderivavel, e o seu diferencial dH = dt+dz/v(x)
nao é nulo. De facto, as duas derivadas parciais 0H /0t e OH/Jxz sao sempre diferentes de zero.
Pelo teorema da fungao implicita o conjunto de nivel ¥ é, numa vizinhanga I x J do ponto (to, zo),
o grifico de uma fungao diferencidvel x — ¢(x), assim como o gréfico de uma funcdo diferencidvel
t — xz(t), a fungao iversa de t(z), que é uma solucao do problema de Cauchy. De facto, a sua
derivada é, pelo teorema da funcao inversa,

i) =1/ (1 (el0)) = vlo)

e a condigao inicial é z(tp) = xo. O

Observe que a fungao t(x) — ¢y tem a interpretacdo do “tempo necessério para ir de xg até z”.

e.g. Exponencial. Consideramos a equagao diferencial auténoma

T =Mz
com A # 0 (que j& sabemos resolver). A solucao de equilibrio é z(t) = 0. A solucao com condi¢ao
inicial z(tg) = xo # 0 é obtida separando as varidveis,

d—x:/\dt
x

e integrando, de acordo com

x d t
/ gy z)\/ ds = log |z/xo| = A(t — to)
x0 to

Se z¢ # 0, entao por continuidade o sinal de z(t) é igual ao sinal de z( para tempos suficientemente
pequenos (e também para tempos grande, pois pelo teorema de unicidade (1.3) a tnica solugao
que assume o valor nulo em algum tempo é a solugdo de equilibrio). Podemos entao tirar o valor
absoluto, calcular o exponencial, e obter finalmente

z(t) = zoetto)

Por acaso, esta formula também inclui a solucao de equilibrio quando zy = 0.
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Considere as seguintes EDOs auténomas

t=-3z d=z-1 d=22 di=2>4+1 i=+z

T =e" t=(x—-1)(z—-2) t=(x—1)(z—2)(x—3)

definidas em intervalos convenientes. Encontre, caso existam, as solucoes estacionarias. Desenhe
o0s respectivos campos de vetores e conjeture sobre o comportamento das solugoes. Integre, quando
possivel, as equagoes e calcule solugoes. Determine, quando possivel, umas férmulas para a solucao
do problema de Cauchy comcondicéo inicial 2(0) = x( e esboce a representacio gréfica de algumas
das solugoes encontradas.

Atrito e tempo de relaxamento. O atrito pode ser modelado, em primeira aproximagao (ou
seja, para velocidades pequenas), como sendo uma forga proporcional e contriria a velocidade.
Portanto, a equagdo de Newton (em dimensdo 1) de uma particula livre de massa m em presenga
de atrito é

mg = —vq
onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”. A velocidade v := ¢ satisfaz
) 1
v =——v
T

onde 7 = m/y > 0. A solugdo é v(t) = e ~*/7v(0), assim que 7 é um “tempo de relaxamento”, o
tempo necessario para reduzir a velocidade de um factor 1/e. A energia cinética T := %va da
particula satisfaz

. 2
T=-—-T,
T
e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2.
Calcule a solugao de m§ = —vq com posicao inicial ¢(0) = ¢ e velocidade inicial ¢(0) = vg.
A tensdo V(t) sobre o capacitor num filtro/circuito RC é modelada pela lei de Kirchoff

L1
o+ Lv—o
TR

Verifique que a solugao com tenséo inicial V' (0) =V é
V(t)=Vye H
Ou seja, a corrente decai exponencialmente com um tempo carateristico 7 = 1/(RC).

Queda livre com atrito. A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre em
presenca de atrito pode ser entao modelada pela equagcao de Newton

mg = —yq —mg

onde ¢(t) é a altura no instante ¢, m > 0 é a massa, g ~ 9.80 m/s? é a aceleracao da gravidade
préximo da superficie terrestre, e v > 0 é um coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢
satisfaz a EDO linear de primeira ordem

mu = —yv —mg.
A solugao de equilibrio é v = —v4,, onde v := mg/vy. As outras solucgoes com v(0) = vg podem
ser encontradas separando as varidveis,
dv  di
V 4+ Voo o7

e integrando, tendo definido 7 = m/~. O resultado é
v(t) = —Veo + (V0 + Vo) e T

Ou seja, a velocidade inicial é “esquecida” e é atingida exponencialmente a velocidade assimptotica
— Voo UM tempo tipico da ordem de 7.
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Utilize a solugdo encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigao inicial ¢(0) =
qo > 0.

Considere um eletrao de massa m e carga —e num sélido, sujeito a um campo eletrico cons-
tante F. A sua velocidade v(t) é entdo modelada pela equacao de Newton

my = —yv — el

se v é um coeficiente de atrito que depende da estrutura do sélido e das impurezas (no cobre, a
temperaturas baixas T ~ 4K, o tempo de relaxamento é 7 = m/y ~ 1079 s.). Calcule a velocidade
assimptotica v, do eletrao. Mostre que a “condutividade”, a razao entre a “densidade de corrente”

j = (densidade de niimero) x (carga elétrica) x (velocidade) =n - e - vy

e o campo elétrico F, é dada pela férmula o = nre?/m .

Atrito a grandes velocidades. Quando a velocidade nao é pequena, o atrito que um fluido
exerce sobre um corpo macroscopico é melhor modelado como sendo uma forca contraria a velo-
cidade e proporcional ao seu quadrado (efeito de colisoes eldsticas de uma grande quantidade de
moléculas microscépicas do fluido sobre um objeto macroscépico). A equagao de Newton da queda
livre com atrito (por exemplo a queda de um paraquedista) fica portanto

mo = —aw|v| —myg,

onde a > 0 é um coeficiente de atrito (que um modelo microscépico simples estima ser da ordem
a ~ Sp, sendo S a superficie do objeto em movimento e p a densidade do fluido). A solugao
estaciondria é v = —ve, onde vo, = v/mg/a. As outras solugdes com velocidade v(t) < 0 (é claro
que uma velocidade inicial positiva é um fenémeno transiente) podem ser obtidas separando as
variaveis,
dv g
5o = o dt
v —vZ v

dv 1 1 1 J 1 1 U — Vs
02— 02 2000 \ U=V U+ Vs Qoo & V 4+ Voo
Finalmente, a solu¢ao com condi¢ao inicial v(0) = 0 é implicitamente dada por
1 v(t) — Voo g
1 ==t
2o ©8 (U(t) + voo) v
ou, com algum trabalho, explicitamente por

v(t) = —vs tanh(gt/vso)

Também neste caso, a velocidade atinge o valor assimptotico —vs, quando t — oo.

Logistica. Um modelo mais realista da dindmica de uma populagdo N(¢) num meio ambiente
limitado ¢ dado pela equacdo logistica'*

N=AN(1-N/M)

onde a constante positiva M ¢é a populacao maxima permitida e A > 0. Observe que N ~ AN
se N« M, eque N — 0 quando N — M. A “populacio relativa” z(t) := N(t)/M satisfaz a
equagao logistica “adimensional”

t=Az(1—x). (2.6)
As solucdes de equilibrio sio Z = 0 (populagdo ausente) e Z = 1 (ou seja, N = M, populagdo
méxima). A solugao de (2.6) com condigao inicial x(0) = z¢ # 0, 1 pode ser determinada separando
as variaveis e integrando, e é dada em forma implicita por

xT dy /t
— = | \ds
/zo y(1—vy) Jo

14Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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Use a identidade
1 1 1

S
yd-y) v 1-y
e deduza que a solucéo de (2.6) com condicdo inicial z(0) = zp € (0,1) (fora deste intervalo o
modelo nao faz sentido fisico) é
1

1+<%—1>e*/\t.

a(t)

Discuta o comportamento assimptoético das solugoes da equacgao logistica.

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

S~

Epidemias. Num surto epidémico, a taxa de crescimento do nimero I(¢) de individuos infetados,
dentro de uma populagao total constante N, é proporcional ao produto do nimero de individuos
infetados e o nimero S(t) = N — I(t) de individuos sauddveis (e portanto susceptiveis de serem
infetados), ou seja,

I=XI(N-1)

com A\ > 0.

Determine a lei de crescimento da populacao infetada relativa x(t) := I(t)/N, e discuta o
comportamento assimptético de x(t).

Crescimento super-exponencial /explosao. Um outro modelo de dindmica de uma populagéo
em meio ilimitado é )

N =)\NZ2,
ou seja, a taxa de crescimento é proporcional aos pares de individuos contidos na populagao. A
solugao estaciondria é a solugao trivial N(¢) = 0.

Mostre que a solu¢ao com condicao inicial N(0) = Ng > 0 é

1

N(t)= ———,
Q Nyt =Xt

definida para tempos ¢t < 1/ANp. Este modelo prevé uma catéstrofe (populagdo infinita, explosao)
ap6s um intervalo de tempo finito!
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Catenaria. A catendria, é a curva descrita, num plano vertical, por uma corrente flexivel fixada
pelas extremidades e sujeita apenas & gravidade (Leonardo da Vinci, Galileo, ... Huygens, Leibniz
e os Bernoulli). A equagéo diferencial para a altura y(x) é

d?y dy\?
A—= =14/1 —
dx? * <dm>

onde A = apg/t é uma constante que depende da sec¢ao « e da densidade p da corda, da aceleracao
gravitacional g e da tensdo t. O declive z = dy/dx satisfaz entdo a EDO de primeira ordem

)\@ =1+ 22

dxr

Ay |

Separe as varidveis e mostre que
10g(z+ 1+22> -
A
é a solugao implicita com condigdo inicial z(0) = y'(0) = 0, assim que z = 0 é o ponto onde a
altura atinge o minimo. Deduza que z = sinh(x/)\) e portanto, ao integrar, que a catendria é um
coseno hiperbdlico
y(z) = Acosh(z/N\) + ¢

Tractrix. A tractrix é a curva descrita, num plano horizontal, por um objeto, sujeito ao atrito,
fixado a uma extremidade de um segmento cuja outra extremidade desliza ao longo de uma reta
(Perrault, Newton, Huygens e Leibniz). Num referencial conveniente, é o grafico de uma fungéo

y(x) determinada pela EDO
@ 2 B 02— 2
de ) o2

com condigao inicial y(¢) = 0, onde £ > 0 denota o comprimento do segmento.

Resolva para a derivada de acordo com

dy _ VC-y

dx Y

separe as varidveis e mostre que a curva é descrita por

P2 2
y(z) =+ (Z 1og£+ix—\/€2—x2>

tl.)

/\\



https://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
https://en.wikipedia.org/wiki/Tractrix
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Fazer modelos. Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

A taxa de variacdo da temperatura de uma chavena de chd é proporcional a diferenca entre
a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

A velocidade vertical de um foguetao é inversamente proporcional a altura atingida.
A taxa de crescimento da massa de um cristal cibico é proporcional & sua superficie.
Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional a sua superficie.

A taxa de crescimento de uma populacdo de marcianos é proporcional ao numero de trios
que é possivel formar com a dada populacao.

2.3 EDOs separaveis

Produto direto de EDOs. O produto direto das EDOs auténomas & = v(z) e y = w(y) é o

sistema auténomo )
{ &= () (2.7)
y=w(y)
definido no plano. As solugoes do sistema sao os caminhos t — (z(t), y(t)), onde x(¢t) e y(t) sdo
as solugbes das EDOs auténomas & = v(x) e y = w(y), respetivamente.

Se (z0,y0) é um ponto singular para o sistema (2.7), ou seja, um ponto onde v(zg) = 0 e
w(yo) = 0, entdo (x(t),y(t)) = (xo,y0) é uma solugdo estaciondria do sistema. Se g é um ponto
singular para v e yp é um ponto regular para w, entao € claro que as curvas de fases do sistema que
passam por (g, yp) sdo segmentos verticais no plano. Vice-versa, se xo é um ponto regular para v
e Yo ¢ um ponto singular para w, entao é claro que as curvas de fases do sistema que passam por
(20, yo) sdo segmentos horizontais no plano.

Consideramos finalmente o caso genérico de um ponto regular (zg, o) para os dois campos,
onde v(xgp) # 0 e w(yp) # 0. A solucao de (2.7) que passa no instante ty pelo ponto (xg,yo) é
determinada implicitamente por

Todg ydnii
/zov(é_)tto e /yo'u]('r])t tO

A curva de fases é obtida eliminando o tempo t —ty, e é portanto definida pela equacdo cartesiana

L= e

Pelo teorema da fungdo implicita (valido desde que os campos v e w sejam suficientemente
regulares), esta curva é localmente o grafico de uma fungao x — y(x) ou de uma funcdo y — x(y)
que satisfaz a EDO

dy  w(y) dr _ v(y)

dr  v(z) ou dy - w(zx)
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Determine as solucdes e as curvas de fases do sistema
{ T=1a
Y=y
quando A =0,£1,2,... e quando A =1/2,1/3,....

EDOs separaveis. Uma equacao diferencial do género

dy _ w(y)
dr  v(x)

39

(2.8)

onde o campo de diregoes é um produto de uma fungao da variavel independente e uma fungao
da varidvel dependente (a fungao incégnita) é dita separdvel. Casos particulares sao EDOs simples

e autonomas.

De acordo com a discussao anterior, estas equagoes diferenciais podem ser consideradas equacoes
diferenciais que definem as curvas de fases de um produto direto de duas EDOs auténomas. A
solucdo de (2.8) com condigao inicial y(xg) = yo tal que v(zp) # 0 e w(yo) # 0, é dada em forma

implicita por

[ =Lt

Assim, a integracao de uma EDO separavel consiste em calcular primitivas.

e.g. Por exemplo, consideramos a EDO separavel

dr r

o 62
no primeiro quadrante, ou seja, com r > 0 e 6§ > 0. As solugdes sdo obtidas integrando
d do
/TT: = = logr =c—1/6

0

e sdo do género r = Ce~'/? para algumas constantes positiva C' = e°.

Resolva as seguintes EDOs separdveis definidas em oportunos dominios.

dy dy dy dy sinzx
= — = = k @ 6 _ =
dx z/y dx z/y dx vy dr  siny
i=ta? ti+t=t2 i = t3/22 zi = "3 i=e"
t—1 —1 —z?
i=— it T =0 (2 +1) & =2t d=t(a®—n

(2.9)

Allometric laws. If two organs/tissues/components of a living body/organism/community grow

with different (but both constant!) relative growth rates o and 3, say

T =ar and v =Py

(the independent variable ¢ may be time, or a linear dimension, or something else), then they

satisfy the relation
1 dy 1 do

By dt  ax dt
Eliminating “dt”, we get the linear/separable/homogeneous ODE

dy

)
R CIOES
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Its solution is the allometric law *° 1°

y=c-x7 or, equivalently, logy =~ -logz + logc,

with “scaling exponent” v = 8/«, and some constant ¢ = xz(/yo related to the initial conditions
z(to) = xo and y(to) = yo.
A famous example is Kleiber’s law '” (mouse-to-elephant curve)

BMR = c- M3/4

which relates the basal metabolic rate BMR to the mass M of an animal.
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Fig. 1. Log. metabol. rate/log body weight

Original graph of body size versus metabolic rate hand-drawn by Max Kleiber
(source Wikipedia)

The heart rate T and the mass M of an animal are related by the allometric law

T=c-MY*

Sistemas auténomos no plano e EDOs exatas. Parece natural, devido a simetria da solucao
(2.9), escrever uma equagao diferencial separdel como (2.8) na forma simétrica
dr  dy
v(z)  w(y)
seja qual for o significado das expressoes dx e dy. Esta notacao sugere que as solu¢oes sao curvas
de fases do um sistema auténomo 2.7. Mais em geral, é tradigao considerar expressoes do género
dx dy

fay) gy (2.10)

como se fossem equagoes diferenciais. Uma interpretagéo possivel é considerar a (2.10) como uma
maneira de caraterizar as curvas de fases do sistema auténomo

I5W. D’Arcy Thompson, On Growth and Form, 1917, 2nd ed. 1942 [Cambridge University Press, 1992].
16 Julian S. Huxley, Problems of Relative Growth (2nd ed.), Dover, 1972.
7M. Kleiber, Body size and metabolism, Hilgardia 6 (1932), 315-351. M. Kleiber, Body size and metabolic rate,

Physiological Reviews 27 (1947), 511-541.


http://en.wi kipedia.org/wiki/File:Kleiber1947.jpg
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numas vizinhancas dos pontos regulares do campo de vetores. E claro que multiplicar por um
mesmo factor ¢(x,y) as duas componentes do campo de vetores v(z,y) = (f(z,y),9(x,y)) muda
a lei horaria mas ndo muda as curvas de fases do sistema (pois apenas afeta a velocidade com que
estas curvas sao percorridas). Pode acontecer entdo que uma escolha particularmente feliz da uma
funcao ¢(z,y) transforme a expressao duvidosa (2.10) num “diferencial exato”
i = (@Y d@y)
f(z,y) 9(z,y)

de alguma func¢ao H(x,y), no sentido em que

OH  q(x,y) 0H  q(x,y)

R e — =
o f(z,y) dy 9(z,y)
As curvas de fases do sistema (2.11) s@o entdo, localmente, as curvas de nivel da funcéo H(zx,y),
pois
an oM dr | OH dy
dt — Ox dt 0Oy dt
q(z, y) q(z, y)
= f xz, -
f(z,y) 9= Sy

ao longo das solugoes de (2.11). A funcédo ¢(z,y), quando existe, é chamada factor itegrante. A
equagdo diferencial sugerida pela expressao (2.11), ou seja,

g(w,y) =0

dr — f(z,y) YAy gy

cujas solugbes sdo as curvas de nivel de H(z,y), é chamada entdo ezata.

dy  g(z,y) o dz _ f(z,y)

Disclaimer. Nao conheco nenhuma equacao diferencial interessante da fisica-matematica que
apenas pode ser integrada usando um factor integrante (mas posso estar enganado). Por esta
razao, nao me parece 1itil propor exercicios sobre o assunto.

O tnico “factor integrante” fundamental que conheco é a “temperatura absoluta” T de um
sistema termodinémico, que faz do quociente d@Q/T um diferencial exato, o da entropia

s- [ F

2.4 EDOs lineares de primeira ordem

[Ap69] Vol. 1, 8.1-7

Mas esta é outra histéria.

EDOs lineares de primeira ordem. Uma EDO linear de primeira ordem é uma lei
i+ pt)e = alt) (2.12)

para o observavel x(t), onde os “coeficientes” p(t) e ¢(t) sao fungdes continuas definidas num
intervalo de tempos (por exemplo, em toda a reta real). E claro que o caso interessante é quando
pelo menos um dos coeficientes p(t) e g(t) ndo é constante, pois caso contrdrio esta é uma EDO
auténoma, facilmente integravel.

Se z1(t) e x2(t) sdo duas solugoes da EDO linear de primeira ordem (2.4), entdo a diferenca
y(t) = x1(t) — x2(t) é uma solucdo da equagdo homogénea associada

J+p(t)y=0 (2.13)

que é uma EDO separdvel. O espaco das solugbes da equac¢io homogénea (2.13) é um espago
vetorial de dimensao 1, uma reta H ~ R gerada, por exemplo, pela solucao

y(t) = o P (2.14)
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que vale y1 () = 1 no instante inicial ¢y. Portanto, o espago das solugdes da equagao linear (2.4)
é uma reta afim z + H, onde z(t) é uma solugdo particular de (2.4).
A solugao da EDO linear (2.4) com condigao inicial z(tg) = xg pode ser determinada usando
o método da “variacdo das constantes/dos parametros”. O primeiro passo consiste em determinar
uma solugao nao-trivial y(t) da equacdo homogénea (2.13) (por exemplo, a solugao (2.14), que tem
valor 1 no instante inicial). O segundo passo consiste em substituir a “conjetura”

x(t) = At) y(t)
(o factor A é o pardmetro que varia!) na equacdo ndo-homogénea (2.4), deduzir a EDO simples
MM+ =9 = dy=gq
(porque Ay + pAy = 0, sendo y uma solu¢do da homogénea) para o pardmetro A(t), e integrar

A(t) = Alto) +/tt ngs,

usando a condigao inicial g = A(tg) y(to). Observe que se y(ty) = 1, como sugerido, entao
2o = A(to). O resultado é a seguinte receita (mas é mais facil lembrar o método!).

Teorema 2.3. A solugdo da (2.4) com condi¢do inicial x(ty) = x¢ €

t t s
x(t) :e*ftop(u)du <x0+/ eftﬂp(u)duq(s)ds) ) (2.15)
to

Inversao de operadores diferenciais de primeira ordem. O caso mais importante é quando
a funcdo p(t) é uma constante, por exemplo —A. A equagdo diferencial é portanto do género

T —x = f(t)
Isto significa que o “vetor” x é uma solugao do problema linear
(D-=XNz=f (2.16)

Esta é uma versao, em dimensao infinita, de uma equagao linear do género Ax = b, onde A é uma
matriz m xn ex € R” e b € R™ sao vetores, que estudamos em Algebra Linear. Agora os vetores
z(t) e f(t) vivem, por exemplo, no espaco C*°(R) das fungoes infinitamente derivaveis definidas
na reta real, e D — XA é um operador (diferencial) definido neste espaco. O que procuramos, ao
resolver (2.16), é um “operador inverso” (D — \)~!, de maneira tal que formalmente

r=(D—-\"'f

E natural conjeturar que o inverso de um operador diferencial seja um operador “integral”,
definido por meio de uma integragdo. Como no caso das matrizes, sabemos que a solu¢ao de
(2.16), se existe, ndo é tinica, pois é sempre possivel somar vetores do nicleo de D — A. O teorema
1.1 diz que o niicleo de D — X é a reta formada pelas funcées do género zpet, com x constante.
A férmula (2.15) diz entao que as solugoes de (2.16) séo

¢
x(t) = zg e +/ M=) f(s)ds (2.17)
0

soma de uma solucdo particular, definida pelo integral, e da solugdo geral da homogénea. Esta
férmula define o operador (D — A)~1. Naturalmente, o caso A = 0 é o teorema fundamental
do cdlculo. A parte interessante da férmula (2.17) é evidentemente o integral, que representa a
“resposta” do sistema, inicialmente em repouso, a uma “entrada” f(¢). Esta resposta é linear em
f, e é obtida integrando o produto de f(s) vezes um nicleo e** deslocado no tempo. O factor
eMt=3) “pesa” a contribuicdo da entrada f(s) ao valor da resposta no tempo t.
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Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem

2t

2% — 6 = e P2 =t dtax/P=1/t2 d+tr=1t>

definidas em oportunos intervalos da recta real.

Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

26 -3z =e t € (—o0,00) com z(0) =1

3t t € (—o00,00) com z(l) =2

T+zr=e
th —x =13 t € (0,00) com z(1) =3
T+tr=t t € (—o0,00) com z(0) =0

dr/df 4+ rtand = cos 6 te (—m/2,7/2) com r(0)=1

Circuito RL. A corrente I(¢) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO ]
LI+ RI=V(t)

onde V() é a tensao que alimenta o circuito.
As solugoes da equagdo homogénea, ou seja, com V' (t) = 0 (circuito desligado), sao

I(t) = Iye (R/B)

se I(0) = Ip denota a corrente inicial, e portanto decrescem exponencialmente com tempo de
relaxamento 7 = L/R.

Se o circuito é alimentado com tensao constante V(¢) = E, entdo a solucdo estaciondria é a
I = E/R (lei de Ohm). A diferenca z(t) = I(t) — I é solugdo de & = —(R/L)z, e portanto a
solugdo com corrente inicial 1(0) = Iy é

I()=T+e Lt (Io—1),

assimptotica a lei de Ohm.
Quando a tensdo que alimenta o circuito é varidvel, entdo, de acordo com a (2.17), a solucao
com corrente inicial I(0) = Iy é

—Et 1 ! ET
It)y=e1L Io—t—f/eL V(r)dr) .
0

Resolva a equacao para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V (t) = F sin(wt).
Verifique que a solugdo com corrente inicial I(0) =0 é

FwL Ry

It = YRt

sin (wt — @)

E
VRZ + o212
onde ¢ = arcsin (wL/vR? + w?L?) é uma fase que depende de w, L e R.

Lei do arrefecimento de Newton. Numa primeira aproximagao, a temperatura T'(t) no
instante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢ é M (t) pode ser
modelada pela lei do arrefecimento de Newton

T =—k(T —M(t))

onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo). A soluc¢do com condigéo
inicial T'(0) = Tp é, de acordo com a (2.17),

T(t) = ekt (T0+k /O Y dr) .
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Se a temperatura do meio ambiente é mantida constante M(t) = M, entdo a diferenga
x(t) :==T(t) — M satisfaz a EDO
T =—kx.

Determine T'(t) e diga o que acontece quando ¢ — 0o

Determine a solucao assimptética (ou seja, quando ¢ é grande) quando a temperatura do
meio ambiente é a funcdo periédica M (t) = My sin(wt).

Uma chévena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja tempe-
ratura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10 minutos, determine
a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.

2.5 Substituigoes

Substituigoes. Assim como pode ajudar a calcular primitivas, uma mudanca de variaveis pode
ajudar a transformar uma equagao diferencial aparentemente complicada numa mais simples. Con-
sideramos a EDO

z =wv(x,t)

para uma varigvel escalar :(t). Se definimos uma nova varigvel
y = [flx,t)
entao, pela regra da cadeia, a sua derivada em ordem ao tempo é

_of . of
V=as T

Consequentemente, a varidvel y(t) satisfaz a EDO
y=wlyt)
onde o campo de diregoes é

w(y, 1) = ol 1) 92 (2,1 + )

Esta substituicao ajuda se o novo campo de diregoes corresponde a uma EDO integravel, por
exemplo separdvel ou linear. Acertar a substituicdo que resolve uma equacao diferencial pode ser
muito dificil. As vezes a substituicdo é sugerida pela prépria equacao diferencial, como ja vimos
no caso do decaimento com reposi¢ao, e como ilustrado no seguinte exemplo.
e.g. Por exemplo, consideramos o problema

i = (x+1)?

com condi¢ao inicial x(tg) = 2. A substituigdo ébvia é y(t) = = + ¢, que transforma a equagédo
diferencial para x na equacao diferencial separavel

g=y"+1

para y. Entao

d
/ 1 +yy2 = /dt = arctan(y) — arctan(yg) =t — o

Finalmente, obtemos a solugao implicita
arctan(x + t) = arctan(zo + to) +t — to

ou seja,
x(t) =tan(t +cp) — t

para alguma constante cg = arctan(xg + tg) — to.
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Determine solugoes das seguintes ODEs
&= (t—x)? % =sin(x + t) T=Vr+t
Equacgoes de Bernoulli. Uma EDO da forma
T+ p(t)x = q(t) 2, (2.18)

onde p e ¢ sdo fungdes continuas num intervalo I C R e n # 0, 1 (caso contrério trata-se de uma
normal equagao linear da primeira ordem), é dita equacao (diferencial) de Bernoulli. E claro
que z(t) = 0 é uma solucao de equilibrio. As outras solugdes (positivas) podem ser determinadas

usando a substituicao

y=a*

com k =1 — n, que transforma a (2.18) na EDO linear
y+kpt)y =Fkq(t)
Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equagoes de Bernoulli:
&+ 2 = 2 (cost — sint) t € (—o0,00) com z(l) =2

ti+e z=a2 logt t € (0,00) com z(3) =0
t—z/t=tyr  t€(0,00) comx(l)=1
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3 EDOs lineares homogéneas

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.8-14 ; [MW85] Vol. 2, 12.6-7

3.1 Exponencial complexo e oscilagoes

Exponencial e fungoes trigonométricas. A fungdo exponencial, definida pela série de
poténcias (1.4), é a (dnica) solugdo da equagao diferencial £ = = com condigdo inicial z(0) = 1.
As funcoes e®?, obtidas com uma reparametrizacao do tempo, descrevem um decaimento ou um
crescimentos exponencial, dependendo do sinal do parametro real a.

As séries de poténcias das fungoes trigonométricas,

1 1 1. 1
cost=1—=t24+ —t*— ... e sint =t — ~t3 +

=5
2 24 6 120

parecem ser formadas pelas partes par e impar do exponencial, respetivamente, mas tém sinais
alternados. Uma maneira, aparentemente artificial, de obter os sinais alternados consiste em
considerar uma reparametrizacao do tempo do género t — t, onde ¢ é um “nimero imaginario”
que satisfaz i> = —1 (este truque é chamado “rotagido de Wick” pelso fisicos teéricos modernos).
Se definimos z(t) := €% e calculamos a sua derivada de acordo com as regras algébricas usuais,
observamos que esta fungio é solugdo da equagao diferencial Z = iz (que nao tem significado fisico,
pois contém o nimero imagindrio ). No entanto, ao derivar uma segunda vez, chegamos a

Z=—z,

que é a equagao diferencial do oscilador harmonico, cuja solugoes sao as fungoes trigonométricas!
De facto, a substituicdo do tempo real ¢t pelo tempo imaginario it na série de poténcias que define
)
o exponencial, mostra que formalmente

) 1 1 1 1
it _ L, Lo 1.3 4 .5
et =141t 2t 6115 +—24t —4——120% + ...

1 1 1 1
=(1—2t24+ —t*— ... b — St —t° — .
( 2" T >“( 6" T 120 ’

Esta é a famosa férmula de Euler, '®

’ e’ :cost+isint‘ (3.1)

Exponencial complexo. A férmula de Euler (3.1) permite definir o exponencial de um niimero
complexo arbitrario z = x + ¢y como

z

e = e” e = e (cosy + isiny) (3.2)

Assim, o médulo de e* é igual ao nimero real e®, que é estritamente positivo, e um argumento
de e” é igual a y, a parte imaginaria de z. Em particular, e* # 0. E imediato entao verificar que o
exonencial complexo satisfaz a regra do produto

Em particular, o exponencial de um nimero complexo nao é nulo, e o inverso multiplicativo de
iy
e* é
1

67 =
18Leonhard Euler, Introductio in analysin infinitorum, 1748.

—Zz
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Oscilagoes. Uma curva t — (x(t),y(t)) no plano R? ~ C pode ser pensada, usando a notacao
complexa, como a fungdo complexa de uma varidvel real ¢ — z(t) = z(¢)+iy(¢). A sua velocidade,
o campo vetorial v(t) = (2(t),y(t)) (pensado aplicado no ponto z(t)), é entdo 2(t) := &(t) +iy(t),
e a sua aceleragao 2(t) = &(¢) + ig(t).
Dado w real e positivo, a fungao ‘
2(t) = e*
descreve um ponto que percorre a circunferéncia unitaria do plano complexo no sentido anti-horério
com “frequéncia angular” w, ou seja, uma rotacao cada perfodo T' = 27 /w, e portanto frequéncia
v =w/(27) (medida em Hertz, rotagbes por segundo).
Mais em geral, se @ = pe’? é um parametro complexo, a funcao
2(t) = ae™! (3.3)
descreve um ponto que percorre a circunferéncia de raio |a| = p no sentido anti-hordrio, com
posicao inicial z(0) = pe'®. Um célculo elementar mostra que a velocidade desta curva (3.3) é
2(t) = iwae™?, ou seja, z(t) satisfaz a equacao diferencial linear
Z = 1wz
que contém o ndmero imagindrio 4, e portanto nao tem sentido fisico (mas diz que a velocidade

% é ortogonal a z, pois a multiplicagdo por i corresponde a uma rotacao de um angulo 7/2). Mais
interessante é derivar uma segunda vez, e observar que a curva z(t) também satisfaz

5= —w?z (3.4)
com condigdes iniciais z(0) = a e £(0) = iwa. Consequentemente, a parte real e a parte imagindria
de z(t),
at) = R[] = peoswt+¢) e plt) = S[(1)] = psinwt +¢)
s@o solugdo reais da equagao diferencial do (3.4), chamada “oscilador harmédnico”. De facto, as
duas curvas et? sio solucoes de 3 = —w?z, e as solucdes trigonométricas podem ser obtidas ao
fazer combinacoes lineares complexas

1, ., , 1, . _
cos(wt) = 3 (et +e™") e sin(wt) = % (et — ™)
i

A NVANVANYA
\VERVERV/

Oscilagdo ¢(t) = pcos(wt + ¢).

Identifique as condigoes iniciais ¢(0) e ¢(0) enquanto fungoes de z(0) = pe®®.

Determine as constantes complexas a e 3 tais que a curva z(t) = ae “* + Be~“! seja solugao
de ? = —w?z com condigdes iniciais z(0) = a e £(0) = b (por exemplo reais).

Considere uma sobreposigao

x(t) = acos(wt) + bsin(wt)

com coeficientes reais a e b. Defina p = va? + b2. Observe que (a/p,b/p) é um ponto da circun-
feréncia unitdria do plano, portanto do género (cos ¢,sin @) ou (sin ¢, cos ) para alguns angulos ¢
e ¢ (definidos a menos de multiplos de 27). Deduza que

a cos(wt) + bsin(wt) = p cos(wt — @)

ou também
acos(wt) + bsin(wt) = p sin(wt + @)
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Sobreposigoes. Consideramos uma sobreposicao de duas oscilagoes com frequéncias angulares
diferentes wi > wo > 0, assim que

W =w-+e¢€ e Wo =W — €

com w > 0 ee > 0. A sobreposigao das duas oscilagdes 21 (t) = €™t e 29(t) = €™2! pode ser
representada como

Z(t) — eiwlt + eiwzt
— eiwt (eist + e—ist) — Qeiwt COS(€t)
O seu valor absoluto |z(t)| é méximo quando wit = wat (mdédulo 27), e minimo quando wyt—wst = 7
(médulo 27).

Em particular, se ¢ < w, entdo a sobreposi¢ao consiste numa modulagéo lenta (com perfodo
27 /e > 27 /w) da frequéncia fundamental w ~ wy ~ ws.

Sobreposigao q(t) = sin(0.95 - t) + sin(1.05 - ¢).

Oscilagoes amortecidas. A curva definida no plano complexo pela funcao
2(t) = el — e (cos(wt) + i sin(wt))

com « e w reais e w positivo, descreve um ponto no plano complexo que percorre uma espiral
centrada na origem com velocidade angular w. Se « é negativo, entao sua parte real e a sua parte
imaginaria,

q(t) = e cos(wt) e p(t) = e sin(wt)

descrevem umas oscilacoes amortecidas.

\ /S

Grafico de e~ sin(6t).
Velocidade e aceleragio da curva z(t) sao
5= (o + iw)el@ it e 2= (a + iw)Zelativ)t

respetivamente. E possivel obter uma relacao linear “real” entre aceleracao, velocidade e posigao
observando que

i —2az = (o’ —w’ + 20w — 2a(a + iw)) elatio)t — _ (2 4 ?) elotiw)t
Consequentemente, esta curva z(t) é uma solugdo da EDO se segunda ordem
F—202+ 02 =0

onde = Vw? + @2, chamada “oscilador amortecido” (no caso fisico) quando « < 0.
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Vice-versa, uma primitiva de z(t) é

/e(a+iw)t dt = 1 : e(aJriw)t
o+ w

Ao separar parte real e parte imaginaria obtemos

/ et cos(wt) dt + i / e sin(wt) dt = % et (cos(wt) + isin(wt))
eat ) ] eat )
= . (acos(wt) + wsin(wt)) + P (asin(wt) — w cos(wt))

Desta forma, conseguimos calcular as primitivas

/ e cos(wt) dt = ﬁ“lﬂ (a cos(wt) + wsin(wt)) (3.5)
/eo‘t sin(wt) dt = ﬁquﬂ (asin(wt) — wcos(wt)) (3.6)

sem necessidade de usar duas integracoes por partes.

Forga de Coriolis. Consideramos um referencial inercial z-y no plano, R? ~ C, e usamos
a notacao complexa z = x + iy para descrever os seus pontos. Consideramos agora um segundo
referéncial X-Y em movimento circular uniforme relativamente ao primeiro com velocidade angular
w, assim que se Z = X +iY é um ponto no segundo referencial, z = ¢“'Z. Seja t — 2(t) a
trajetoria de uma particula de massa unitdria no referencial inercial, sujeita a uma forca F = Z.
Entao a trajetéria no referencial em rotacio é Z(t) = e *!z(t). Derivando temos que 2 =

et (iwZ 4 et Z) e 5= et (—w2Z + 2iwZ + Z) , e portanto
Z ="' 4wz — 2wz

Isto significa que, além da forca e™F, a particula no referencial ndo inercial também sente uma
“forca certrifuga” w?Z e uma “forca de Coriolis” —2iwZ, ortogonal & velocidade.

Quaternioes. Numa tentativa de estender o corpo dos niimeros complexos e assim representar
os pontos do espaco de dimensdo 3, Hamilton descobriu ' que era necessério prescindir da comu-
tatividade do produto e acrescentar mais uma dimensao. O resultado é um espago vetorial real
de dimensao 4, denotado por H em sua homenagem, munido de um produto associativo, mas nao
comutativo, que admite um inverso de cada vetor nao nulo (os matemadticos dizem uma “dlgebra
associativa com divisdo”). Uma base deste espago é formada por objetos que denotamos 1,1, j, k.
Os quaternioes sao entao expressoes formais

’ $:x01+$1i+$2j+$3k‘

com coeficientes x € R. A soma e o produto por um escalar sdo definidos da maneira natural,
(xol+z1i+ x2j+ x3k) + (20 + 211+ 22+ 23K) := (2o +y0)L + (21 +y1)i+ (22 +y2)j + (3 + y3)k

e
Aol 4+ 211+ 2oj + x3k) := (Axp)1 + (Az1)i+ (Az2)j + (Ax3)k

se A € R. O conjugado do quaterniao z = x¢l + x1i + x2j + z3k é o quaterniao
T =20l — (211 + 22j + 23k)

A conjugacdo r — T é uma involucdo, ou seja, £ = z. Os espacos préprios da conjugacao
dividem o espago vetorial dos quaternioes na soma direta H = H, & H_ do subespaco H; ~ R dos

19W .R. Hamilton, On Quaternions; or on a new System of Imaginaries in Algebra. Letter to John T. Graves
(17 October 1843).
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quaternides “escalares”, que satisfazem Z = x, e do subespaco H_ ~ R? dos quaternides “vetoriais”,
que satisfazem T = —z (também chamados quaternides “reais” e “puros”, respetivamente, em
analogia com os nimeros reais e imaginérios puros do plano complexo). E dtil (e isto é o espirito
das intengoes da Hamilton e da notacao) identificar os quaternides i, j, k com os vetores homénimos
da base canénica de R2, e o quaternido 1 com o escalar 1. Desta forma, um quaternido é uma
soma formal

r=x9+X

de um escalar o € R, chamado “parte real”, e um vetor x = xoi + x2j + 3k € R3, chamado
“parte vetorial”. A conjugacao é entao o operador

To+X =29—X
Soma e produto por um escalar sao simplesmente
(o +%x)+ (vo+y) = (2o +y0) + (x+y) AMzo +x) = (Azo) + Ax
O produto entre dois quaternioes é definido declarando que 1 é a identidade, logo satisfaz

1z = 21 = z para todo = € H, que os quaternioes escalares comutam com todos os outros, que os
produtos entre os outros elementos da base sao

’ij:—ji:k jk=-kj=i ki=-ik=]j ii:jj:kk:ijk:—l‘ (3.7)

(algumas derivam das precedentes), e finalmente estendido usando a propriedade distributiva. O
produto que assim resulta é associativo mas ndo comutativo. A férmula final para o produto entre
dois quaternides é simplificada se observamos que as primeiras trés destas relagoes (3.7) corres-
pondem aos produtos vetoriais entre os vetores da base canénica de R?. Na notacdo vetorial, o
produto entre dois quaternies é portanto definido por

(zo+%)(yo +¥) = (woyo — X - y) + (zoy + yox + X X y) (3.8)

(os fisicos podem reconhecer na parte real do produto a métrica de Minkowski do espago-tempo
da relatividade restrita). Os quaternioes escalares formam um corpo isomorfo a R. Também é
facil verificar que os quaternioces “complexos”, do género tyl + t1i com tg,t; € R, formam um
corpo isomorfo a C. Por outro lado, o produto entre dois quaternioes com parte escalar nula, logo
essencialmente dois vetores de R3, é um quaternido

0+x)0+y)=x-y+xXy

cuja parte escalar é o produto escalar entre os vetores, e cuja parte vetorial é o produto vetorial
entre os dois vetores (e esta é a origem dos nomes destes dois produtos).
Acontece que a conjugacdo nao respeita exatamente os produtos, mas satisfaz

Ty =yT (3.9)

como consequéncia da (3.8) e da anti-simetria do produto vetorial. No entanto, o produto
rx = Tx de um quaterniao com o seu conjugado, em qualquer ordem, é um escalar, logo um
nimero real e nao negativo
T = xg +x-x

A sua raiz quadrada é chamada norma de z, e denotada por ||z|| = V&Z. A norma é multipicativa,
ou seja,
eyl = Nl ly
pois, pela (3.9), ||zyll> = zyzy = 2yy T = x|yl’T = [lyl*27 = |y[*|lz|* (porque os

quaternioes escalares comutam com todos os quaternides). E claro que um quaternido é néo nulo
sse a sua norma é diferente de zero, logo positiva. Isto permite calcular o inverso multiplicativo de
todo quaterniao nao nulo z pela mesma férmula que define o inverso de um nimero complexo nao
nulo: _
o T
]|
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Naturalmente, o “quociente” entre dois quaternides x e y, com x # 0, é qualquer uma das duas
expressdes 'y ou yx !, em geral distintas.

Hoje sabemos 2’ que as tnicas algebra associativas com divisio de dimensdo finita sobre os
reais sao R, C e HL.

Os quaternides de norma ||¢|| = 1 sdo chamados unitarios. Pela multiplicatividade da norma, o
produto de dois quaternides unitarios é também unitario. Um quaterniao unitario ¢ = g9 + q pode
ser representado como

q=c+sv

com coeficientes ¢ = qg e ¢ reais tais que ¢? + s* = 1, e se definimos o vetor unitério v = q/||q||.
Um quaternido vetorial v de norma ||v|| = 1 satisfaz v = —1, assim como a unidade imagindria.
Podemos entao definir o exponencial de um miltiplo v usando a série de poténcias usual e calcular
que

1 1 1
ov 2,2 34,3 4.4
=1406v+ ve+ v+ vi+.L
e 0 20 69 240

1 1 1
:1—|—9V—792—693V—|——04—|—...

2 24
1 1 1
=(1—26+—6*—... 0——-0%+...
( 5 + 21 ) +v ( 6 +
e portanto que
’ e®v = cos @ + vsinh ‘ (3.10)
E claro que este é um quaternido unitério, ou seja, [|e? || = 1, e que, de acordo com a observacao

anterior, todo quaterniao unitario pode ser obtido desta maneira. Esta formula generaliza a formula
de Euler (3.1).

3.2 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes

Equacao de Newton num potencial quadratico. A equacdo de Newton

4= —Pq (3.11)

determina a trajetéria de uma particula (de massa unitdria) no campo de forgas gerado por um

potencial quadratico U(q) = % Bq¢?. Uma solugdo de equilibrio é a solucdo trivial ¢(t) = 0 para

todo tempo t, e é a unica se § # 0.
Se 8 =0, é evidente que as solugoes da equacao de Newton

que neste caso é a equagao da particula livre, sao
q(t) = a+bt

com a,b € R constantes arbitrarias, que descrevem movimentos retilineos uniformes.
Se B = w? > 0, um calculo elementar mostra que duas solucoes da equacdo de Newton

j=—wq

chamada oscilador harmdnico, sdo ¢4 (t) = cos(wt) e p_(t) = sin(wt). Por linearidade, uma
solugao é também uma sobreposicao

q(t) = acos(wt) + bsin(wt)

20F.G. Frobenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare Forme, Journal fur die reine und angewandte Mathe-
matik 84 (1878), 1-63.
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com a,b € R constantes arbitrarias, que descrevem oscilagdes de frequéncia angular w, logo periodo
T = 27 /w, em torno da posicao de equilibrio.
Se 8 = —k? < 0, um célculo elementar mostra que duas solucdes da equacio de Newton

chamada oscilador invertido, sdo q+(t) = e***, ou também, ao fazer uma mudanza de base,
01 (t) = cosh(kt) = (e’ + e *)/2 e p_(t) = sinh(kt) = (e — e7*)/2. Por linearidade, uma
solucao é também uma sobreposicao

q(t) = ae®" + be™** = ccosh(kt) + dsinh(kt)

com a, b, c,d € R constantes arbitrarias. As solugoes genéricas se afastam do equilibrio, e de facto
divergem, quando t — +o0.

Particula num potencial quadratico com atrito. O atrito é modelado como sendo uma
forca proporcional e contréria a velocidade. A equacao de Newton de uma particula num potencial
quadréatico com atrito é portanto da forma

4=—v4—Bq, (3.12)

onde v = 2« é um coeficiente de atrito (positivo ou nulo no mundo real, também negativo nos
manuais de matematica). Um cdlculo elementar mostra que a funcao q(t) = e~**y(¢) é uma solucao
da equacao de Newton (3.12) sse y(t) é uma solugdo da equacao de Newton sem atrito

j=—0y
com § = 3 — a?, que j4 sabemos resolver. Consequentemente, solugoes de (3.12) sdo

a(t) = e~ (a+ bt)

se a? = B (um caso muito particular), ou

q(t) = e (aer 4 be™*)
se 0 < a? — 8 = k? (atrito grande), ou

q(t) = e~ (acos(wt) + bsin(wt))

se 0 < B — a? = w? (atrito pequeno).

Problema com valores iniciais. A intuigao fisica, ou melhor, a nossa ideia de “determinismo”
implicita na fisica newtoniana, diz que uma equagao de Newton m{§ = F' determina univocamente o
futuro e o passado se sdo dadas a posigao ¢(0) = qo e a velocidade ¢(0) = vy iniciais da particula. No
caso da particula num potencial quadratico com atrito, ou seja, das equacoes lineares homdgeneas
(3.12), encontramos espagos de solugdes dependendo de dois pardmetros, gerados por pares de
solugbes. Duas solugoes, ¢4 (t) e q—(t), sdo suficientes se conseguimos representar toda solugéo
como combinagao linear ¢(t) = a qy(t) + bg_(t). Mas isto significa que o sistema linear

aq(0) +bq-(0) = qo

aq+(0) +bg-(0) = vo

admite uma tnica solugdo para todo vetor (qo, vo) de condigdes iniciais, e portanto que o determi-
nante ¢4 (0) ¢_(0) — ¢4 (0) g (0) é diferente de zero. E imediato verificar que este é o caso dos pares
de solugoes encontradas no paragrafo anterior. E claro também que o tempo inicial {5 = 0 pode
ser substituido por qualquer outro tempo, sendo a equacao de Newton invariante por translagoes
no tempo.
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Independéncia linear e Wronskiano. Fixado um intervalo I C R, consideramos o espago
linear C!(I) das fungoes reais f : I — R com derivada f’(t) continua. O (determinante) Wronskiano
entre duas fungoes f(¢) and g(¢) deste espago é a funcao

(1B g0
Wiq(t) = Det ( ORI )

Se f(t) e g(t) sao linearmente dependentes ou seja, se existem constantes (a, 3) # (0,0) tais que
af(t) + By (t) = 0 para todos os tempos t € I, e, derivando, também «af(t) + Sg(t) = 0, entao
Wf ¢(t) = 0 para todos os tempos, pois o sistema homogéneo

(fo 30) (5)-(3)
f&) g e 0
admite uma solugao nao trivial. Consequentemente,

Teorema 3.1. Se Wy (to) # 0 em algum ponto ty € I entao f(t) e g(t) sao linearmente inde-
pendentes.

Num intervalo onde g(t) # 0, o determinante Wronskiano é o “numerador” da derivada do
quociente f(t)/g(t), sendo o “denominador” g(t)? # 0. Consequentemente, ¢ nulo sse o quociente
é constante, logo se f(t) é proporcional a g(t).

No entanto, duas fungoes podem ser independentes e ter determinante Wronskiano nulo em
algum ponto, ou até em todos os pontos!, como mostra o exemplo de Peano”! das funcoes f(t) = t>
e g(t) = t|t|]. O problema é que duas fungdes podem ser independentes num intervalo I mas
linearmente dependentes se pensadas apenas em sub-intervalos J C I (é o caso do exemplo). Isto
pode acontecer quando pelo menos uma das fungoes nao é analitica, assim que a informacao local,
os valores num subintervalo (arbitrariamente pequeno), ndo determina o comportamento global,
os valores em intervalos grandes.

No caso das solucoes de uma equacao diferencial linear as de segunda ordem coisas sao mais
simples. Sejam ¢, e ¢_ sdao duas funcoes de classe C2 no intervalo I, solucoes da mesma EDO
linear

Z+pt)t+qt)z=0

(com coeficientes nao necessariamente constantes!). Um cédlculo elementar mostra que o Wrons-
kiano satisfaz a equagao diferencial

d
P (t) = —pt) Wy, o (1),

Ao integrar, obtemos a identidade de Abel

— [t s)ds
Wopo (1) = TP, 0 (1),

onde tg € I é um tempo inicial arbitrdrio. Em particular, o determinante Wronskiano é ou
identicamente nulo ou sempre diferente de zero.

Calcule os determinantes Wronskianos
Wefoct’tefat s We—atekt,e—ate—kt e Wefaz sin(wt),e=t cos(wt)

quando k # 0 e w # 0, e verifique que as soluc¢oes encontradas no pardgrafo anterior sdo pares
de solugoes independentes da equacao linear homogénea com coeficientes constantes genérica & +
2a + Bz = 0.

Verifique que as funcdes f(t) = t? e g(t) = t |t| ndo sdo linearmente independentes enquanto
fungoes definidas na reta real (mas sdo idénticas na semi-reta positiva, e proporcionais, logo line-
armente dependentes, na semi-reta negativa). No entanto, o Wronskiano é Wy ,(t) = 0 para todos
os tempos t .

21G. Peano, Sur le déterminant Wronskien, Mathesis 9 (1889), 75-76.
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Unicidade das solucgoes. Uma equagdo diferencial ordindria linear homogénea de segunda
ordem com coeficientes constantes genérica é uma equacao

a+bx+cx=0

onde os coeficientes a, b e ¢ sdo nimeros reais (e, nos casos fisicos, positivos!). Sendo a # 0 (caso
contririo trata-se de uma equagao de ordem um), é claro que a equagao é equivalente a

i4+20i+PBx=0 (3.13)

com 2a = b/a e § = ¢/a, que depende de apenas dois parametros. Os exemplos anteriores mostram
que admite sempre um par de solugoes independentes, e portanto uma solugao para cada condicoes
iniciais 2(0) = xg e ©(0) = vg. Esta soluc¢do é unica, como segue do teorema de Picard.

No entanto, é interessante provar a unicidade usando uma ideia no mesmo tempo mais elementar
e mais profunda. J4 vimos que z(t) = e~ **y(t) é solugao de (3.13) sse y(t) é solugao de 4j = Ay,
com )\ = o2 — . Portanto, é suficiente provar o teorema de unicidade para esta equacio.

O operador laplaciano em dimensdo um é o operador A := D?, onde D = d/dt denota o
operador derivacao, que envia f(t) em (Df)(t) := f'(t). A equagdo f” = Af pode portanto ser
escrita

Af=\Tf, (3.14)

e diz que f(t) é um vetor préprio do laplaciano, com valor préprio A. O teorema de unicidade é
uma consequéncia imediata do seguinte resultado, caso particular de um teorema profundo sobre
os operadores diferenciais “elipticos”.

Uma fungao f(t) é dita analitica se a sua série de Taylor Y.~ c¢,(t — t9)", centrada em
um ponto arbitrério ¢y do seu dominio e definida pelos coeficientes ¢, = f(™)(to)/n!, tem raio de
convergéncia positivo, e converge para a prépria fungao dentro do disco de convergéncia.

O ingrediente essencial da prova é a seguinte observacao, caso particular de um fenémeno
chamado “bootstrap”. A identidade (3.14) implica que f(t) admite derivadas de todas as ordens,
e que podemos calcular enquanto fungoes apenas das primeiras duas. De facto, a terceira derivada
é f" = (f") = A\f', a quarta derivada é f"”" = (f"") = (\f') = Mf" = \2f, .. .e, por inducdo, as
derivadas de ordens par ou impar sao

f(Qn) = \" f e f(2n+1) = \" f/’ (315)
respetivamente.

Teorema 3.2. As funcoes préprias do laplaciano na reta real sao fungdes analiticas.

Demonstragcao. Seja f(t) uma fungao prépria do operador laplaciano com valor préprio A, ou seja,
uma funcdo duas vezes derivdvel, definida na reta real, que satisfaz a equagdo diferencial (3.14).

(n)
As identidades (3.15) implicam que os coeficientes ¢, = fT(O) da série de Taylor de f centrada
na origem sao limitados por
n
|Cn| S Ci
n!
se C denota o méximo entre |f(0)| e |f'(0)|. Pela férmula de Hadamard, o raio de convergéncia
da série de Taylor 07 ¢, t" é oo, pois limsup,,_,. |c,|'/™ = 0. Consequentemente, a série de
Taylor converge em toda a reta real. Falta entao provar que converge para a prépria funcao f.
Fixado um intervalo limitado [— R, R], seja K o mdximo de |f(t)| e |f'(t)| quando [¢| < R (que
existe porque f e f’ sdo continuas). Entao, pelas (3.15), as derivadas de f sdo limitadas por

£ 0] < KA

quando [t| < R. Seja P,_1(t) = ZZ;& i t* o polinémio de Taylor de grau n — 1. Pela férmula
de Taylor com resto
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onde ¢ é um ponto entre 0 e t. Consequentemente, quando [t| < R, o erro é limitado por

1) = Paca (0] < K 2

|
que tende para 0 quando n — oco. Isto prova que a série de Taylor > ¢,t™ converge para f(t)
para todo t, e uniformemente em cada intervalo compacto. O

Teorema 3.3. O espaco das solucoes de uma equagao linear homogénea de ordem 2 com coefi-
cientes constantes (3.13) é um espago linear de dimensdo 2.

Demonstracdo. Como visto, é suficiente provar o resultado para a equagdao & = Az. Usando a
linearidade, é suficiente provar que a tnica solugdo com condigoes iniciais 2(0) = 0 e £(0) = 0 é
a solucgao trivial z(t) = 0. As férmulas (3.15) implicam entdo que todas as derivadas de z(t) em
t = 0 sa@o nulas. Isto quer dizer que todos os coeficientes da série de Taylor de z(t) centrada em 0
sao nulos. Pela analiticidade, o teorema 3.2, a funcdo z(t) é identicamente nula. O

3.3 Solucgoes exponenciais e polindmio carateristico

EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes, polinémio carateristico. O
uso dos exponenciais complexos permite uma leitura unificada e conceptualmente mais elegante
dos trés casos tratados acima, que estende de forma natural as equacoes homogéneas de ordem
superior.

Consideramos uma equagao linear homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes

Z+2ai+Pr=0 (3.16)

onde « e [ sdo coeficientes reais (mas também é possivel considerar coeficientes complexos). A
ideia, de Euler %2, é que

as suas solugoes sdo (sobreposicoes de) exponenciais complexos z(t) = e*!

pelo menos no caso genérico. Isto acontece porque as derivadas de um exponencial sao proporcionais
ao proprio exponencial, e consequentemente uma equagao homogénea com coeficientes constantes
para um exponencial e*’ é uma equacio algébrica para a sua “frequéncia” z. De facto, ao substituir
a conjetura z(t) = e** mna (3.16) temos que

22 4 20z e + Bt = (22 +2az+ B) e = 0.

Observando que os exponenciais sao diferentes de zero, temos que z(t) = e** é uma solugao (com-

plexa) de (3.16) se z é uma raiz do polindmio caratéristico
P(z):= 2>+ 20z + f

A equagao P(z) = 0, que determina as rafzes, é também chamada equagdo carateristica. As suas

raizes sao
A =—atVa?-p

e sdo reais ou complexas conjugadas dependendo do sinal do discriminante § = a? — 8. Como
estamos interessados em solugoes reais, temos que analizar separadamente os dois casos, assim
como o caso singular de uma raiz dupla.

22L. Euler, De integratione aequationum differentialium altiorum gradurn, Miscellanea Berolinensia 7 (1743).
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Se 6 > 0, logo a? — B = k? para algum k > 0, entdo as duas raizes sdo reais: Ay = o + k.
Duas solugoes independentes sdo os exponenciais reais x4 (t) = e*+? = e~ (@Rt A solucio geral
é portanto uma combinagao linear

z(t) =e ™ (ae +be M)
= e " (¢ cosh(kt) + d sinh(kt))

sec=a+bed=a—0.

Se § < 0, logo a® — 8 = —w? para algum w > 0, entdo as duas raizes nio sdo reais e sio
complexas conjugadas: Ay = —a+iw. Duas solugoes independentes sao os exponenciais complexos
ri(t) = Mt = e~ (aFiw)t  Neste caso, duas solucdes reais, logo a solucio geral com significado

fisico, podem ser obtidas usando a férmula de Euler e a paridade das fungoes trigonométricas, pois

2(t) = e (a et 4 befm)
= e (a cos(wt) + ia sin(wt) + b cos(wt) — ib sin(wt))
=e (¢ cos(wt) + d sin(wt))

sec=a+bed=1i(a—0b). Estas solugdes sao reais se ¢ e d sdo coeficientes reais.
Se § = 0, ou seja, a? = f3, entdo o polindmio carateristico tem uma raiz dupla A = —a, que é real.
O método fornece apenas a solugao z(t) = e~*t. Para encontrar uma segunda solugao independente
temos que compreender o limite de um plano gerado por z)(t) = eMexye = e et quando
e — 0. Se e # 0, o plano contém a sobreposicao (e 1)t — M) /e, No limite quando € — 0, esta
sobreposigao converge para a derivada em ordem a A da nossa primeira solucao, pois

e(>\+a)t — et d

eAt At

lim =te

e—=0 IS - ﬁ

A posteriori, podemos verificar que te®* também é solucio da equacio diferencial, que neste caso
pode ser escrita i + 2a4 + oz = 0. Assim, o espaco das solucdes é um plano gerado pelas duas
solucoes independentes e~ %t e t e~ e a solucao geral é uma sobreposicao

z(t)=e " (a+bt) .

Resumindo, temos portanto a seguinte receita: o espaco das solugoes de (3.16) é um espago
linear real ‘H de dimensao 2 gerado por

elmatht o elma—h)t se Ay = —a=*k, com k>0 (raizes reais e distintas)
e cos(wt) e e “sin(wt) ser=-atiw, com w >0 (raizes complexas conjugadas)
e e te o se A+ = —a (raiz dupla)

Se ¢4 (t) e ¢_(t) formam uma base de H, entdo a “solucao geral” é

T(t) = cr o4 (t) + - (1)

onde c4+ € R s@o constantes arbitrarias. Sendo as ¢+ independentes, estas constantes sdo univoca-
mente determinadas pelas condigGes iniciais 2(0) = z¢ e ©(0) = vy, ao resolver um sistema linear
determinado. E claro que o tempo inicial ¢ = 0 pode ser substituido por qualquer outro tempo tg.

factorizacdo de operadores. Do ponto de vista abstrato, a equagdo homogénea (3.16) pode
ser escrita como
(D*+2aD +B)z=0

onde D = d/dt denota o operador derivacao, que envia f(t) — (Df)(t) = f'(t). As suas
solucdes formam o ntcleo do operador diferencial L = D? +2aD + 3. A factorizacdo do polinémio
caraterfstico 22 + 2az + 8 = (z — A4 )(2 — A_) corresponde entdo & factorizagao do operdor

L=(D-2)(D-A)
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Os factores comutam, portanto o nticleo do operador L contém os niicleos de D — AL. Pelo teorema
1.1 , o ntcleo do operador D — X\ é uma reta gerada pelo exponencial e. Se as rafzes Ay sdo
distintas, os nicleos de D — Ay e D — A_ geram um espago de dimensao dois, o espaco das solugoes
da equagao homogénea (quando as raizes sdo complexas conjugadas, é preciso considerar oportunas
combinagoes lineares para obter um plano de solugoes reais). No caso de uma tnica raiz, o operador
factoriza como L = (D — \)2. E um exercicio verificar que o seu nucleo é formado por funcoes do
género f(t)e, onde f(t) é um polinémio de grau < 1.

e.g. Por exemplo, consideramos o problema de resolver a EDO linear homogénea

Z+4x+5x =0

com codigdes iniciais z(0) = 5 e #(0) = —7. A conjetura z(t) = e**

diferencial se

é uma solugao da equagao

22e* +4ze*t 4571 =0
e portanto se a “frequéncia” z satisfaz a equacio algébrica z? + 4z +5 = 0. As duas raizes sao

Ay = —2+ 4. Como

o(—2E0)t

— 672t(

cost £isint)
a solugao geral é uma combinagao linear

z(t) = e " (acost + bsint)
com certos coeficientes a e b. As condicOes iniciais dizem que

2(0) =€’ (acos0+bsin0) =a =5

#(0) = —2¢° (acos0+ bsin0) + e (—asin0 + bcos0) = —2a +b= —7

Este é um sistema linear para os coeficientes a e b, cuja solucao unica é a = 5 e b = 3. Finalmente,
a solugao do problema é
x(t) = e " (5cost + 3sint)

e.g. Por exemplo, consideramos a EDO linear homogénea
Z+4r 43z =0

Pode ser escrita como (D? +4D +3) x = 0. O polinémio 22 +4z + 3 factoriza como (z+1)(z +3),
e consequentemente

(D?* 44D +3) = (D +1)(D + 3)

O nicleo de D + 1 é a reta gerada por e~ ?, e o nicleo de D + 3 é a reta gerada por e 3¢

Finalmente, as solucbes formam o plano
z(t) = ae™t +be 3!
com a, b constantes arbitrarias.
Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
Z—2x=0 T+9z=0 3t+x=0 T—2=0

T+2r—z=0 T+22+x=0 T4+4z+5x=0 T—4r+2=0.
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Resolva os seguintes problemas com condigoes iniciais (ou problemas de Cauchy).
Z4+2x=0 comx(0)=0ex(0)=2
ZF4+x=0 coma(0)=1ex(0)=0
Z4+4¢+5x=0 comx(0)=2e¢x(0)=-1
F—17t+13z=0 comz(3)=0ex(3)=0
#—2t—2x=0 comx(0)=0ex(0)=9
F—4t—x=0 comz(l)=2ex(l)=1.

Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solucoes os
seguintes pares de funcoes:

et e e e 'sin(2t) e e fcos(2t), sinh(t) e cosh(?),
et e te 3, sin(2t+1) e cos(2t+2), 3 e bt.

Verifique que se z(t) = p(t)e* entdo (D — \)xz)(t) = p'(t)e*. Deduza que o niicleo de
(D —\)™ é o espaco dos quase-polindmios p(t) e*, onde p(t) é um polinémio de grau degp < n— 1.

EDOs equidimensionais. Uma equacao diferencial da forma

dy . dy

2

ax®—5 +bx—+cy=20 3.17
dx? dr Y (3.17)
é dita equidimensional, pois é invariante por homotetias x — Az, com A > 0. A reparametrizacdo
x = et transforma a equagio equidimensional para y(z) numa equagao com coeficientes constantes

para z(t) := y(z(t)). De facto,

-_dﬁ-_@ . dy . dy,_d2y2
& x e T =

+ 4@ 2Ly
Z = = z X - i r =X —= z
dx dx dx?

_ ¥y “Y
T dz?” dx dx? dx
e portanto a (3.17) é equivalente a

aZ+(a+b)i+cz=0

Resolva a equacao

d’y | dy

2

— = —4y=0

T da? + T~ ’

na semireta x > 0.

3.4 Oscilador harménico

Oscilador harménico. As pequenas oscilacbes de um péndulo 6 = —w? sin(f) em torno da

posicdo de equilibrio estdvel = 0 sdo descritas pela equagdo de Newton do oscilador harmdnico
j=—w?q (3.18)

onde w > 0 é a “frequéncia (angular) caracteristica”. Esta é uma equagao universal, pois descreve
as pequenas oscilacoes de qualquer sistema Newtoniano unidimensional numa vizinhanca de um
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equilibrio estdvel genérico.?? No espaco de fases R?, de coordenadas ¢ e p := ¢, a equacdo assume
a forma do sistema _
{ a=r (3.19)

p=—wyq
A solugéo com condigdes iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vy é
Vo .
q(t) = qo cos(wt) + — sin(wt) .
w
As trajectérias q(t) = acos(wt) 4 bsin(wt) podem ser escritas como

q(t) = Asin (wt + ) ou Acos (wt + @) ,

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos coeficientes a e b, ou seja, dos dados iniciais
q(0) = qo e ¢(0) = vp (usando as férmulas cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) e sin(a £ b) =
sin(a) cos(b) % cos(a)sin(b)). Mais simples é usar exponenciais complexos, e observar que, por
exemplo, A cos(wt + ¢) é a parte real de Ae?(“W!*9),
A energia
1 1
E = 224 1 22
(@:p) = 5p" + 5w
é uma constante do movimento. Ou seja, se (¢(t),p(t)) é uma solugdo do oscilador harmdnico,
entao
d OF

OE . OE . .,
%E(q(t),p(t)) = quJrafpp—perw qq

=p(H+w’p) =0

para todo o tempo t. Consequentemente, as érbitas do oscilador harménico estdo contidas (de
facto, sao iguais!) nas curvas de nivel da energia E, que sdo elipses.

Phase paortrait Trajectory
0.35
06
04 0.50
[~} L ]
g 02 & 025
2 forward orbit ] —— frajectory
E Lo s initial state = 000 s initial position
g 02 2 g5
-0.4 —0.50
-0.6
-0.75
-1.0 —0.5 0o 05 10 o 5 10 15 20
position g time ¢

Determine a energia enquanto fungao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

23 “The harmonic oscillator, which we are about to study, has close analogs in many other fields; although we start
with a mechanical example of a weight on a spring, or a pendulum with a small swing, or certain other mechanical
devices, we are really studying a certain differential equation. This equation appears again and again in physics and
other sciences, and in fact is a part of so many phenomena that its close study is well worth our while. Some of the
phenomena involving this equation are the oscillations of a mass on a spring; the oscillations of charge flowing back
and forth in an electrical circuit; the vibrations of a tuning fork which is generating sound waves; the analogous
vibrations of the electrons in an atom, which generate light waves; the equations for the operation of a servosystem,
such as a thermostat trying to adjust a temperature; complicated interactions in chemical reactions; the growth of
a colony of bacteria in interaction with the food supply and the poison the bacteria produce; foxes eating rabbits

eating grass, and so on; ...”
Richard P. Feynman [Fe63]
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Oscilagoes amortecidas. Consideramos a equagao das oscilagoes amortecidas

j=—Bi—wq (3.20)
| |

onde w é a frequéncia prépria do oscilador (em auséncia de atrito) e 8 > 0 é um coeficiente de
atrito (com as dimensoes do inverso de um tempo).

Por exemplo, a corrente I(t) que circula num circuito RLC satisfaz a equacao LI+RI+1/C = 0.
Assim, a frequéncia prépria do circuito é w = 1/v/LC e o coeficiente de atrito é § = R/L.

Outro exemplo sao as oscilagbes de um objeto de massa m sujeito a uma forca de Hooke de
constante eldstica k e a uma forca de atrito proporcional e contraria a velocidade por um factor ~.
A equagdo de Newton que determina o deslocamento x da posicao de equilibrio é mi# = —v& — kx.
Neste caso, a frequéncia prépria é w = \/k/m e o coeficiente de atrito é 5 = ~/m.

No espago de fases, de coordenadas ¢ e p := ¢, a equagao (3.20) assume a forma do sistema

Gg=p
p=—wq—Pp

A energia
1 1
E(gp) = 5p* + 50*¢’

nao é uma constante do movimento, mas decresce, ou seja, é “dissipada”’, a uma taxa proporcional
a energia cinética, pois

d oE oE

—F=—q¢g+ —p= '+w2 — _ 2<0.
pr 21t o, p(p+wiq)=—Bp° <
E conveniente definir o = B/2, chamado coeficiente de amortecimento. A equagio carateristica
da (3.20) é (z + a)? = —(w? — a?), e portanto a natureza das suas raizes dependem do sinal de
2 2
w? —a?.

O sistema ¢é dito sub-critico se a® < w?, ou seja, se o atrito é pequeno (quando comparado com
a frequéncia prépria). Neste caso, as solugdes sdo

q(t) = Ae *sin (Qt + @) (3.21)

oscilagoes de frequéncia 2 = vw? — a? cuja amplitude decai com tempo carateristico 7 = 1/a.
Sendo 2 < w, o perfodo 27 /Q das oscilagoes é superior ao perfodo préprio 27 /w. Se o atrito é muito
pequeno, ou seja, @ < w, entdo em primeira aproximacgao a frequéncia é Q ~ w — a?/2w? + .. ..
Por outro lado, a frequéncia ) tende para zero (e, consequentemente, o periodo das oscilagoes
tende para o o) quando a@ — w™.

Phase portrait Trajectory
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10  -0s5 00 05 10 0 5 10 ht 0
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Quando o < w, e portanto  ~ w, é Util quantificar a perda de energia AF = E(t) — E(t+T)
ao longo de um perfodo T ~ 27 /w. Um célculo mostra que a energia total é aproximadamente
E(t) ~ %Azwze*ﬁt (se desprezamos termos com média nula ao longo de um periodo e termos de
ordem a? comparados com termos da ordem w?). Entdo a perda relativa de energia ao longo de

um periodo é
AE 27

E  Q
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onde o Q-factor é definido por @ := w/f.
O sistema ¢ dito super-critico se a® > w?, ou seja, se o atrito é grande. Neste caso, as solucoes
sao
q(t) = Ae *sinh (kt + @)
onde k = va? —w?. Observe que k < a, e portanto ¢(t) — 0 exponencialmente, e sem oscilar,
quando t — oo.

Phase paortrait Trajectory
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O caso intermédio é o caso critico, quando o = w? (uma condi¢ao muito dificil de observar!).
A equacgao carateristica admite uma unica raiz, —c, e as solugoes sao

q(t) = (a + bt)e .
Também neste caso, as trajetérias decaem sem oscilar.

Equacao de Schrodinger estacionaria. Considere a equacdo de Schrodinger estaciondria

n? d?
AW gy
2m dx?
para a funcao de onda ¢ (z) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, i = h/27 é a

constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 10734 J.s.

Determine para quais valores F da energia existem solugoes nao triviais da equagao no inter-
valo x € [0,¢] com condigbes de fronteira (0) =0 e 1(¢) = 0 (particula numa caixa).
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4 EDOs lineares nao homogéneas

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.15-19 ; [MW85] Vol. 2, 12.6-7

4.1 EDOs lineares nao homogéneas

EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes constantes. Uma EDO de sequnda
ordem linear com coeficientes constantes é uma lei

’ jé—|—2a5c—|—6x:f(t)‘ (4.1)

para a trajetéria x(t), onde «, 8 € R sdo coeficientes constantes, e f(t) é uma fungdo dada, uma
forca externa dependente do tempo, definida num intervalo de tempos I C R.

Se x1(t) e z2(t) sdo duas solugoes de (4.1), entdo a diferenga y(t) = xo(t) — z1(t) é uma solucao
da EDO homogénea associada

i+ 209 + By = 0] (4.2)

obtida de (4.1) ao fazer f(¢t) = 0 (i.e. forca nula). Portanto, a solugdo geral de (4.1) pode ser
representada como uma soma

z(t) = z(t) + y(t),

onde z(t) é uma (apenas umal) “solucdo particular” de (4.1) e y(t) = ¢4 ¢4 (t)+c—@_(t) é a solugao
geral da EDO homogénea associada (4.2), combinagcao linear de duas solugoes independentes ¢ ()
com coeficientes arbitrdrios ¢+ € R. Em particular,

Teorema 4.1. O espaco das solugdes de uma equagdo diferencial linera de sequnda ordem com
coeficientes constantes é um plano afim z+H, modelado sobre o espaco linear H ~ R? das solucdes
da equacdo homogénea associada.

Portanto, o problema de resolver uma equagao diferencial linear com coeficientes constantes é
reduzido ao problema de determinar apenas uma solucao, por exemplo, a solucao com condigoes
iniciais triviais, dita “resposta do sistema” a forga f(t).

Adivnhar. O método mais simples e mais utilizado é “adivinhar” soluc¢ées, ou melhor, conjeturar
solugoes particulares, seguindo o instinto, a experiéncia, ou exemplos importantes e recorrentes (os
ingleses dizem “educated guess”).

Particula num campo de forcas dependente do tempo. Consideramos a equacao de New-
ton

i = (1)

de uma particula de massa unitéria sujeita a uma forga dependendo do tempo f(t). Esta equacao
diz que z(t) é uma primitiva de uma primitiva de f(¢), ou seja,

2(t) = /at (/b f(T)dT> ds

onde a e b sao constantes arbitrarias. Quando a forga é particularmente simples, é possivel
adivinhar logo as solugoes. De facto, é suficiente encontrar apenas uma solugao, e depois somar
uma genérica solugao da equacao homogénea & = 0.

A equagao da particula livre & = 0 tem solugdes z(t) = a + bt, que descrevem um movimento
inercial, ou seja, retilineo uniforme. Como esperado, formam um espaco linear de dimensao dois,
gerado pelas solugoes 1 e t.

Se a forga é constante, por exemplo f(t) = g (a aceleragdo gravitacional préximo da superficie
da terra, ou um campo elétrico constante), as solugoes séo as pardbolas

1
x(t) = igt2 +a+bt,
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obtidas somando ao movimento inercial a solucao particular gt?/2.

Outro caso interessante é uma forca periddica como f(t) = F cos(wt), com amplitude F e
frequéncia w. E claro que uma solucao particular é também periédica, do mesmo perfodo (pois
a segunda derivada de um coseno ou de um seno é proporcional & prépria fungdo), e de facto é
imediato verificar que uma solugao é

F
x(t) = 3 cos(wt) + a + bt .

Também simples, embora pouco interessante na pratica, é resolver o caso de uma forca polino-
mial, ou exponencial, ou produto de polinémios e exponenciais . ..

Carga num campo elétrico alternado. A equacdo de Newton
mi = qF sin(wt)

descreve o movimento de uma particula de massa m e carga g (que pode ser positiva ou negativa)
num campo elétrico alternado Fsin(wt) [KKR62]. A solugdo com posigdo e velocidades inicias
nulas z(0) = #(0) =0 é

qF
= — t 3
mw mw

x(t)

ou seja, a trajetoria da particula é a soma de uma oscilacdo e de um movimento retilineo uniforme!
Em particular, a velocidade ndo muda nunca de sinal e oscila entre 0 e 2¢E/mw.

sin(wt)

Considere a equagao de Newton

i=—yi+ f(t)
onde v := 1/7 > 0 é um coeficiente de atrito. Sabendo que z(0) = x¢ e ©(0) = vy, determine a

trajetéria quando a forga é constante f(t) = g, linear f(¢) = ct, ou periddica f(t) = F cos(wt).

Principio de sobreposigao. A procura de uma solugéo particular de (4.1) pode ser simplificada
usando o principio de sobreposi¢do, consequéncia da linearidade do problema. Se 1 (t), z2(t), ...,
2n(t) sdo solugoes das EDOs lineares

g + 202y + Bag = fi(¢) com k=12 ...,n,
(observe que « e 3 sdo sempre os mesmos!) entao a “sobreposi¢ao”
x(t) = 1 (t) + w2 (t) + - - + 20 (t)
é solugao da EDO linear
&+ 20 + Br = fi(t) + fo(t) + -+ fult).

A ideia ¢ utilizar a estratégia dor romanos (ou dos maceddnios?), DIVIDE ET IMPERA. Ao
dividir a forga f(t) em parcelas simples fj(t), podemos esperar resolver o problema aparentemente
diffcil juntando as solugodes xy(t) dos problemas mais simples.

Determine a solucao geral de
& = sin(t) I+z=t Ft+x=e"
Determine uma solucao particular de
F=14+t+1" d4+i=e -
Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares.

Ft+ax=t e F4di43r=t>—-1 F—dr=e %
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4.2 Quase-polinédmios e método dos coeficientes indeterminados

Quase-polinémios e coeficientes indeterminados. Um quase-polindmio é um produto

de um polinémio p(t) = po + pit + - - - + prt* vezes um exponencial e (real ou complexo, ou
seja, um produto de um exponencial real e’ e fungoes trigonométricas, cos(wt) e/ou sin(wt), se
A = p+iw). O grau do quase-polinémio é o grau de p(t), e o seu exponente é A. Os polindmios
sa0 quase-polinémios com expoente nulo.
Ao aplicar o operador diferencial D = d/dt a um quase-polinémio ¢(t) = p(t)e* de grau g o
resultado é
(Dg)(t) = (0/(8) + Ap())e™

que é também um quase-polinémio com o mesmo expoente A e grau < g. Mais em geral, um
operador diferencial linear com coeficientes constantes L = > _ arD* envia um quase-polinémio
o(t) = P(t)eM, com expoente A e grau g, num quase-polinémio

(Lo)(t) = p(t) e

com o mesmo expoente A e grau < g (mas pode produzir senos e cosenos a partir de apenas um
SENO Ou UM Coseno).
Consideramos uma equagao diferencial ordinaria linear com coeficientes constantes, por exemplo
de segunda ordem,
at 4+ bi + cx = f(t) (4.3)

(mas as mesmas consideragoes permitem tratar o caso de ordem n arbitréria), que pode ser escrita
(Lz)(t) = f(t), se definimos o operador diferencial L = aD? +bD + cI. Se o segundo membro, que
representa uma forca externa, é um quase-polinémio

f(t) = et (p(t) cos(wt) + q(t) sin(wt)) ,

com expoente A = p + iw e onde p(t) e ¢(t) sdo polinémios de grau < k (usando o principio de
sobreposicao, ¢ suficiente considerar os casos dos monémios t*, naturalmente), entdo é claro que a
equagdo (4.3) admite uma solugdo particular da forma

2(t) = e (P(t) cos(wt) + Q(t) sin(wt)) ,

onde Q(t) e P(t) sdo polinémios de grau < k + 2.
De facto, é possivel provar que, se A é uma raiz do polinémio caracteristico az?+bz+c da equagao

homogénea com multiplicidade n < 2, é suficiente considerar polinémios da forma Q(t) = t" Q(t)
e P(t) = t" P(t), onde Q(t) e P(t) sdo polinémios de grau < k. Em particular, no caso genérico
(ndo ressonante) em que A nao é uma raiz do polinémio carateristico, basta considerar polinémios
Q(t) e P(t) de grau < k.

Os “coeficientes indeterminados” dos polinémios P(t) e Q(t) sdo obtidos ao igualar os termos
de mesmo grau na (4.3), e portanto ao resolver um sistema linear de 2(k + 1) equagoes em 2(k+1)
incégnitas (no caso geral em que w # 0, ou a metade se w = 0). Por esta razdo, este método é
chamado método dos coeficientes indeterminados. .

Usando o principio de sobreposi¢ao, é possivel determinar solugoes particulares quando o se-
gundo membro f(¢) é uma combinagao linear de quase-polinémios.

e.g. Por exemplo, uma solucao particular da equagao

& — 3+ 22 = Fye™*

pode ser determinada da forma z(t) = ae™!. De facto, ao substituir esta conjetura obtemos

(a+3a+2a)e”" = Fye™', e portanto a = Fyy/6. Uma solugao particular é portanto z(t) = £ Foe™" .
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Por outro lado, se consideramos a equagao diferencial
& — 3%+ 2z = Fye'

e experimentamos a conjetura x(t) = be!, obtemos (b — 3b + 2b)e™! = e7t, 0 que é impossivel.
Isto acontece porque A = 1 é uma raiz do polinémio carateristico 22 — 3z + 2, e portanto e’ é
uma soluc¢ao da equacao homogénea associada (e, como tal, anula o primeiro membro da equagao).
Uma segunda tentativa pode ser x(t) = ctet. Ao substituir esta conjetura, e com alguma paciéncia,
obtemos (c(2 4+ t) — 3c(1 + t) + 2ct)e! = Fye', ou seja, —ce! = Fye!, e portanto ¢ = —Fy. Uma
solugao particular é portanto z(t) = —Fpe® .

O caso pior é quando o expoente da forga corresponde a uma raiz dupla do polinémio cara-
teristico. Um exemplo é a equacao diferencial

& — 2% +x = Fye!

A tnica raiz do polinémio carateristico é A = 1, e a solugao geral da equagdo homogénea é
portanto (a + bt)et. Neste caso, as tentativas 2(t) = aet e x(t) = bte! falham (justamente porque
resolvem a equacao homogénea!). No entanto, se substituimos a conjetura x(t) = ct?e! obtemos
finalmente 2ce’ = Fye!, e portanto ¢ = Fy/2. Uma solugdo particular é portanto z(t) = 3 Fot%e’ .

Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coe-
ficientes indeterminados.

P2 +x==t3 4 ¢ &+ x = sin(t) & + 4 = 2t cos(t)

& + 92 = sin(wt) &+ 4x = cos(2t) i —dx =te” &+ 4x = te” ' cos(2t)

#4234+ 5x = 10sint & +2&+ 5z =cos(2t) F—2r+br=e " i—i=e

EDOs lineares de ordem superior. Pode existir um universo paralelo ao nosso, onde a
equacdo de Newton (se calhar um senhor com 3 cabegas) assume a forma

mi =F,

sendo a forca uma funcdo F(z,%,%, ,t) da posigdo z, da velocidade &, da aceleragdo & e da
“arrancada” (em inglés, jerk) @ da particula, e, possivelmente, do tempo ¢. O espagco de fases tem,
neste universo, dimensao 4. Engenheiros, fisicos e matematicos deste universo teriam, justamente,
interesse em resolver equagoes diferenciais lineares de ordem 4, do género

F 4+ F 4 BE 4 yd+ oz = f(t).

A boa noticia é que engenheiros, fisicos e matematicos do nosso planeta ja conhecem as técnicas
para resolver este tipo de equagoes, pois sdo as mesmas que usamos no planeta Terra: conjetura e*!
para resolver a equagdo homogénea (e agora o polinémio carateristico terd grau 4), e método dos
coeficientes indeterminados para determinar uma solugao particular quando a forga é um quase-
polinémio.

Isto vale, naturalmente, para equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes de ordem
arbitrdrio. Apenas para satisfazer a nossa curiosidade matemaética, consideramos uma EDO linear
homogénea de grau n, do género

2™ 4 ap 12D 4o agd + ayd 4 agz = 0
onde os ay, sao coeficientes reais. Pode ser escrita simbolicamente como
P(D)z =0

se P denota o polinémio ménico P(z) = 2™ + a,_ 12" ' +---+ a1z +ag e D = d/dt o operador
derivacdo. Pelo teorema fundamental da dlgebra, o polinémio factoriza num produto

Pz)=(z-A)(z—A2)...(z—=\n)



4 EDOS LINEARES NAO HOMOGENEAS 66

sendo os \;’s as n raizes, em geral complexas e ndo necessariamente distintas. Como os coeficientes
de P sao reais, as raizes nao reais ocorrem em pares de niimeros complexos conjugados. Juntando
as raizes repetidas, temos finalmente que o polinémio factoriza num produto de factores

(z— k)"
onde os k’s sao as diferentes raizes reais e os m’s as suas multiplicidades algébricas, e factores
(2= A" (2= A)" = (2% — 202 + (o +w?))"

onde 0s Ay = «a £ iw sao os diferentes pares de raizes nao reais, logo complexas conjugadas, e os
d’s as suas multiplicidades algébricas. A soma Y m+2>_d é igual ao grau n. Consequentemente,
também o operador diferencial P(D) factoriza num produto de operadores do género

(D— k)™ (4.4)

(D? = 2aD + (a® +w?))* (4.5)
Estes factores comutam, e portanto o nicleo do operador P(D), ou seja, o espago das solugdes da
equacao homogénea, contém os nicleos de todos estes factores. E um exercicio verificar que o nicleo
do operador (4.4) ¢é o espago dos quase-polinémios p(t)e¥* de expoente k e grau degp < m — 1,
cuja dimensao é m. Também é um exercicio verificar que o nicleo de (4.5) é o espago dos quase-
polinédmios (p(t) cos(wt) + q(t) sin(w)t) e** de expoente «, frequéncia w e grau degp,degq < d — 1,
cuja dimensao é 2d. Finalmente, é possivel verificar (por exemplo, generalizando a definigdo de
determinante wronskiano) que as solugoes assim encontradas geram um espago vetorial real de
dimensao n, e portanto todo o espago das solugoes da equagao homogénea.
Consideramos agora o problema de determinar uma solugao da EDO linear nao homogénea

™ a2 4 a4 ard + agr = f(t)

logo o problema nao homogéneo
PD)xz=f
Se f(t)é um quase-polinémio, é claro que o método dos coeficientes indeterminados pode funcionar.
Outra possibilidade é considerar a factorizagao

P(D) = (D= M)(D = Xg)...(D = An)

e aplicar repetidamente a férmula (2.17) para calcular o inverso (D — \;)~! de cada factor.
Simbolicamente, uma solucao particular é

r=D-M\)"P(D=X) . (D=X\) S

Existem receitas mais praticas e tteis, como a transformada de Laplace ou teoria as funcoes de
Green. Ainda melhor é transformar a equagao diferencial de ordem n num sistema de ordem um,
logo num fluxo num espago de fases, e usar as técnicas explicadas na tultima segao 11.

Oscilador harménico tralfamadoriano. Por exemplo, o oscilador harménico no planeta Tral-
famador®? deste universo paralelo pode ser do género (o factor 4 apenas simplifica as férmulas
sucessivas)

F = 4wt

com w > 0. A conjetura z(t) = €*' é uma solugao se z é uma raiz do polinémio carateristico

2 + 4w*. As quatro rafzes sdo + (w 4 iw). A solugdo geral é portanto uma sobreposicio
z(t) = Ay e cos(wt+ ¢y ) + A_e “eos(wt + o),

onde os parametros A4 e ¢4 dependem das condigbes iniciais. A origem é um “equilibrio
hiperbdlico”: as solugdes genéricas (com A, # 0) divergem exponencialmente quando ¢ — oo, e
as solugbes com A, = 0 decaem exponcialmente quando ¢ — co. Nao hd como fazer relégios de
péndulo no planeta Tralfamador.
So it goes.

24Kurt Vonnegut, Slaughterhouse-Five, or The Children’s Crusade, Delacorte, 1969.
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Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares homogéneas:
T =0 T =0 T —xz=0 T +x=0 T +i=0 T4+2i+x=0
Determine umas solugbes particulares das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos
coeficientes indeterminados:

W -2 4342 +ax=t—1 EF+a=sinlt) T H+4i=ec '

4.3 Oscilagoes forgadas

Oscilagoes forgadas, batimentos e ressonancia. Consideramos a equacao das oscilacdes
forcadas

§ + w?q = Fycos(vt) ‘ (4.6)

onde w é a frequéncia propria do oscilador e  é a frequéncia de uma forga periddica.

O sistema homogéneo é um oscilador harménico, e portanto as suas solucoes sao oscilacoes
Acos(wt + ¢), onde A e ¢ sdo constantes arbitrarias. A intuicao sugere que o efeito da forga seja
uma oscilagao adicional de frequéncia .

2 2 s : : _

Quando y* # w*, uma solugdo pode ser determinada usando a conjetura x(t) = a cos(7t), e

um célculo elementar mostra que a solugao geral é

F
q(t) = Acos(wt + ¢) + oﬁi—orﬂ cos(~yt)

Em particular, a solugao com condigoes iniciais triviais pode ser escrita

q(t) = ML—OW/Q (cos(yt) — cos(wt))

Fo :
=5qe Sn (et) sin ()

onde Q = (w++)/2 é a média das frequéncias, e € = (w—-y)/2 a semi-diferenca (usando as férmulas
de adigao trigonométricas). Quando |e| < |w|, e portanto 2 ~ w, podemos estimar

Fo
t) ~ sin(et) sin(wt) .
alt) = 52 sin(zt) sin(wt)
Portanto, a resposta do oscilador a forga externa de frequéncia v préxima (mas diferente) da
frequéncia prépria w é uma “modulagio” lenta (de perfodo 27 /e > 27 /w) de uma oscilagdo com
frequéncia prépria w. Este fendmeno é chamado batimentos (em inglés, beats), e pode ser ouvido ao
tocar contempraneamente duas cordas de um instrumento de cordas afinadas com duas frequéncias

muito préximas mas diferentes.

Para tempos t que satisfazem et < 1, podemos aproximar a modulagao sin(et) com o seu
polinémio de Taylor de ordem 3, e escrever a solugao como

Fi 1
q(t) ~ ﬁ sin(wt) (t ~ 3 2t + .. )
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No limite quando € — 0 temos finalmente

q(t) ~ 2]% t sin(wt) (4.7

Ou seja, quando v — w, a frequéncia dos batimento decresce para zero, o que significa que o
periodo dos batimentos tende para o infinito, e apenas vemos a “parte inicial” do seno sin(et)/e,
que é essencialmente uma reta t. Este fenémeno, uma resposta cuja amplitude cresce linearmente
no tempo, é chamado ressondncia.

Deduza a férmula (4.7) da ressonancia usando a conjetura z(t) = bt sin(wt) e o método dos
coeficientes indeterminados.

Oscilagoes forcadas em notagao complexa. A equagao das oscilagdes forcadas
i+wiqg=[(t).

admite uma solucdo particularmente simples e elegante em notagdo complexa. A varidvel complexa
z := p+iwgq, onde p := ¢ é o momento linear, satisfaz a EDO linear de primeira ordem

Z—iwz = f(t).

Wt Por outro lado,
—iwt

Uma solugdo néo trivial da EDO homogénea associada § — iwy = 0 é y(t) = e :
o produto z(t) = A(t) ™! é uma solugio de #z — iwz = f(t) se A é solucio de A = f(t)e
Consequentemente, uma solugdo com condigao inicial z(0) = zg é

2(t) = et (zo + /0 t Flr)e dT) .

Em particular, a solu¢do com condigdes iniciais triviais ¢(0) = 0 e p(0) = 0, ou seja, a “resposta
do oscilador” inicialmente em equilibrio a uma forga que comeca a agir no tempo ¢t = 0 pode ser
representada pelo integral

z(t) = /Otf(T) ewt=7) dr

O deslocamento ¢(t) pode ser obtido ao calcular a parte imaginaria deste integral, e resulta (sendo
a forga real)

q(t) = %/0 f(r) sin(w(t — 7)) dr

A fungéo sin(wt)/w, que neste integral multiplica a forga, é chamada “resposta impulsiva”’, ou
também “funcao de Green”, do oscilador, e pode ser obtida de forma mais sistematica usando a
teoria da transformada de Laplace.

A energia do oscilador,

1 1
E=o (0" +w?) = 5|2,
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é conservada se a forga é nula. Uma forca f(¢), atuando do tempo ¢ = a até ao tempo ¢t = b,
fornece ao oscilador (inicialmente em repouso) uma energia

/ f(t)e @tdt

No limite quando @ — —o0 e b — 00, este valor é [LL78]

AE = E(b) — E(a) =

1
2

b

B(o0) - ] [ s af

proporcional ao quadrado do valor absoluto da “transformada de Fourier” de f(t) calculada na
frequéncia w.

Calcule a resposta de um oscilador a uma for¢a constante f; que age apenas no intervalo
[0,7] (ou seja, nula fora deste intervalo). O que acontece no limite quando T — 0 e fy — oo
mantendo constante o produto h = foT 7

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga inicialmente nula, que cresce linearmente de
0 até fp no intervalo [0,7], e é mantida constante e igual a f(t) = foset > T.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga igual a f(t) = sin(t) no intervalo [0, 27/7)
e nula fora deste intervalo.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forca inicialmente nula e igual a f(t) = sin(yt) se
t > 0. Analise o limite da resposta quando v — w.

Oscilagoes forgadas amortecidas. Consideramos a equagao das oscilagoes forcadas amorteci-
das

i+ B+ w?q = Fycos(t) (4.8)

onde w é a frequéncia prépria do oscilador, 8 = 2a > 0 é um coeficiente de atrito, e a forga
também oscila, com frequéncia y. Um exemplo é um circuito RLC sujeito a uma forga eletromotriz
periddica.

A solugao geral da homogénea é chamada solucdo transiente, porque decai exponencialmente
e portanto é desprezdvel para grandes valores do tempo. Por exemplo, se a? < w? (ou seja,
se o sistema nao forgado ¢ sub-critico), entao a solugao transiente é zo(t) = Ae™“'sin (Ut + ).
Representa uma oscilagdo com frequéncia © = vw? — a? que decai exponencialmente com tempo
carateristico 7 = 1/a (logo é desprezavel quando ¢ > 7).

Sendo a for¢a um quase-polinémio, uma solugao particular da (4.8) pode ser determinada
usando o método dos coeficientes indeterminados, e é claro que é da forma acos(yt) + bsin(vt)
(pois iy ndo sdo raizes do polindmio carateristico da equagdo homogénea). Um cédlculo mostra
que os coeficientes a e b sao solugoes do sistema linear determinado

(W’ =7 a+pyb="Fp
—Bya+ (W —9*)b=0

Consequentemente, uma solucao particular é

Fy
V0w =72+ (3y)°

ZToo(t) = cos(yt — ¢)

onde a fase ¢ satisfaz tan¢ = (B7v)/(w? — ~?). E chamada solucio estaciondria, e representa a
resposta sincronizada, mas desfasada, do sistema a forca periddica. A funcao

1

R(y) =
V(@ =422 + (872
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o factor de proporcionalidade entre a amplitude da forga e da resposta, é dita curva de ressondancia
do sistema, e o seu grafico é do género

N

ao variar w e 8. A curva de ressonancia atinge um méximo para o valor v, = y/w? — $2/2 da
frequéncia, chamada frequéncia de ressonancia. Se o atrito é pequeno, ou seja, se @ < w, entao
a frequéncia de ressonancia é 7, ~ w — (a/w)? + ..., muito préxima da frequéncia prépria do
oscilador.

Discuta também o caso critico o? = w? e super-critico o > w?.
[LL78] V.26

Circuito RLC. Os elementos de um circuito elétrico sao definidos pelas leis empiricas Vi = IR,
a lei de Ohm que define a resisténcia de um resistor, Vo = Q/C, que define a capacitincia de um
condensador, e Vi, = LI , que define a indutincia de um indutor/bobina. Nas férmulas, as V's
representam as diferencas de potencial aplicadas aos elementos, @) é a carga elétrica, e I = Q a
corrente. De acordo com a lei de Kirkhoff, a forga eletromotriz, ou voltagem, V (¢) aplicada a um
circuito com os trés elementos em série é igual a soma dos Vi + Vi + Vo, o que produz a equagao
diferencial

LQ + RQ + %Q =V(t)

para a carga elétrica. Derivando, deduzimos a equagao

.. .1 .
Li+RI+ 1=V
+RI+ 5

para a corrente que circula no circuito.
{. 7
. AMM
(7 ' l _C
) -

— 00 i\
[

Verifique que a frequéncia prépria de um circuito ideal com resisténcia nula é w = 1/v/LC.
Estime a frequéncia prépria quando a resisténcia é pequena.

Verifique que o tempo carateristico de decaimento da corrente transiente (a solucao geral da
equacao homogénea, ou seja, a corrente do circuito alimentado com voltagem nula) num circuito

RLC é 7 = 2L/R.
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Determine a corrente estacionaria num circuito RLC alimentado com uma voltagem constante
V(t) = Vo (compare com a equagio das oscilagoes amortecidas).

Determine a corrente estacionara num circuito RLC alimentado com uma voltagem alternada
V(t) = Vpcos(yt) (compare com a equagao das oscilagoes forcadas amortecidas, mas observe que
a intensidade Fy da for¢a também depende da frequéncia 7).

Determine a frequéncia de ressonancia do circuito RLC'.

Impedancia complexa. A anélise dos circuitos elétricos é imensamente simplificada se idea-
lizamos correntes e voltagens usando exponenciais complexos. Consideramos um circuito elétrico
alimentado por uma forga eletromotriz (voltagem) “harménica” com intensidade V; e frequéncia
w, por exemplo Vjcos(wt). A ideia é substituir esta expressdo por um exponencial complexo
V(t) = Vpet, assim que a voltagem fisica é a sua parte real. E claro (por exemplo, de acordo com
o método dos coeficientes indeterminados) que a resposta estaciondria (ou seja, assimptética) do
circuito é uma corrente também harmonica e do mesmo periodo, mas possivelmente desfasada, ou
seja, da forma I(t) = Ine!“*=%). O quociente

_Vi) _ W%

I I

ip

que nao depende do tempo mas pode depender da frequéncia w, é chamado impeddncia (com-
plexa) do circuito. Assim, a resposta estaciondria do circuito, por quanto “complexo” mas linear!,
é descrita por uma “lei de Ohm”

(V) =2-1()|

e ¢ determinada apenas por um nimero complexo Z = |Z|e, ou seja, por um valor absoluto
|Z| = Vb /Iy, chamado reatdncia, e uma fase .
Se o circuito é formado por apenas uma resisténcia R, entao a lei de Ohm V' = RI diz que a
sua impedancia é real e igual a
Zr=R

Se o circuito é formado por apenas uma bobina de indutéancia L, entao a lei V = LI implica que
Vet = jwLlye “*, e portanto a sua impedancia é

ZL =iwlL

um nimero imaginario puro com fase ¢, = m/2. Finalmente, se o circuito é formado por apenas
um condensador de capacitancia C, entao a carga acumulada Q = [ Id¢ satisfaz alei @ = CV. Ao
derivar em ordem ao tempo, temos I = CV, e portanto Ipe™?! = iwCVye'™?. Assim, a impedancia

de um condensador é 1

iwC
um ndmero imagindrio puro com fase pc = —7/2. Pela lei de Kirkhoff, a impedéincia de um
circuito em série RLC' é uma soma

Zo =

Z_ZR+ZL+ZC_R+’i<wL1>
wC

Em particular, a reatancia é minima, logo a resposta é méaxima, quando a parte imaginaria da
impedéncia é nula, ou seja, quando w =1/ VLC, a frequéncia de ressonancia do circuito.
Mais em geral, se uns circuitos de impedancia Zy, Zs, Z3, ... estao em séries, entao a tensao
total é uma soma V =V, + Vo + V3 + .- = Z11 + ZsI + Z3I + ..., pois a corrente I é a mesma.
Assim, o circuito resultante tem impedancia

Zserie = 41+ Zo+ 23+ . ..
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Por outro lado, se uns circuitos de impedancia Z1, Z,, Z3, ... estao em paralelo, entao a
corrente ¢ uma soma I = I; + b +Is+ ... eatensao V = Z11y = Zoly = Z313 = ...¢é a mesma.
Consequentemente, a impedéancia total do circuito Zparalelo = V/I é a média harmdnica entre as
impedancias dos elementos, ou seja,

’1/Zparale10 = 1/Zl + 1/Z2 + 1/23 —+ ... ‘

Também interessante é a poténcia P = VI dissipada pelo circuito, ou, melhor, a sua média (P)
calculada ao longo de um perfodo T' = 27 /w. Neste cédlculo é necessdrio usar as quantidades fisicas,
ou seja, as partes reais dos exponenciais complexos, os cosenos. Entao a poténcia instantdnea é
P(t) = (VE/]Z|) cos(wt) cos(wt — ), e a sua média ao longo de um perfodo T é

inversamente proporcional a reatancia do circuito e proporcional ao coseno da fase. Em particular,
a poténcia dissipada é maxima quando ¢ = 0 (por exemplo, apenas uma resisténcia), e é nula
quando ¢ = £7/2 (por exemplo, apenas uma bobina ou una capacidade).

Calcule a impedancia complexa de um circuito RLC e a sua frequéncia de ressonancia.

4.4 Variacao das constantes e fungoes de Green

Disclaimer. E tradigao, em praticamente todos os manuais sobre equagoes diferenciais, contar
aos aluns também a seguint receita que produz férmulas integrais que resolvem EDOs lineares de se-
gunda ordem nao homogéneas. O programa oficial desta UC menciona explicitamente o método, e
por esta razao decidi deixar escrita esta segao. No entanto, como podem observar nos exercicios se-
guintes, é dificil arranjar exemplos de equagoes diferenciais “interessantes/realisticas” cuja solugéo
possa, ser obtida por este método de forma razodvel. Nas palavras de Gian-Carlo Rota, 2° ‘the
much-trumpeted method of variation of parameters is pathetically useless’. Por ou-
tro lado, é verdade que o contexto natural onde este método pode ser considerado um caso elemen-
tar é a teoria das “funcoes de Green”, bem mais geral e 1til na fisica-matematica quando aplicada
a equacoes diferenciais parciais. No contexto das EDOs, as fungbes de Green sao chamadas “res-
postas impulsivas”, e tratadas mais propriamente dentro da teoria da transformada de Laplace
(que jd nao faz parte dos programas das UCs de matemdtica das licenciaturas em Fisica e em
Engenharia Fisica).

Variacao das constantes. Um método aparentemente elegante para resolver EDOs lineares ¢
o seguinte. Consideramos uma EDO linear ndo homogénea

&+ at+ fr = f(¢) (4.9)

com coeficientes constantes. Uma solugao da homogénea i + ay + Sy = 0 é uma combinagao
linear y(t) = Ay ¢4 (t) + A_¢p_(t), onde ¢ (t) sdo duas solugoes independentes e Ay sdo constantes
arbitrdrias. A ideia é procurar uma solucao particular de (4.9) ao fazer “variar as constantes”, ou
seja, ao fazer a conjetura

2(8) = Ay (8) 6 (6) + A (8) 6 (1) (4.10)

onde agora AL (t) sdo “coeficientes/parametros/constantes” varigveis. Um cédlculo (e muita paciéncia)
mostra que

54205 + Bz = % (A;m + A;gb,) +a (x+¢+ + X,¢,) + (Xm; + x,¢;)

25G.-C. Rota, Ten lessons I wish I had learned before I started teaching differential equations, MAA meeting at
Simons College, april 24, 1997. https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/Rota.pdf
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Em particular, (4.10) é solucdo de (4.9) se (mas ndo s6 se!) as derivadas Ay dos coeficientes
satisfazem o sistema linear . .
{ Apdr+Ao- = 0

Ny +Ao- = f
O determinante da matriz 2 x 2 que define o sistema é o Wronskiano
Wi o () = o4 (t) 9—(t) — ¢4 (t) o-(1)
que ¢é diferente de zero porque as ¢ sao independentes. A tnica solugao do sistema é

o-f o _ ouf

Ay =———2 s
Wo o Wo, o

e portanto os coeficientes podem ser umas primitivas

ft) f(t)
== [o- i a0 = [onng Y,
Ws 6 (1) Ws 6 (1)
definidas a menos de constantes aditivas arbitrdrias (que correspondem, em (4.10), a somar solugoes
da equagdo linear homogénea). E interessante observar que a férmula final para uma solucao
particular é um integral

2(t) = / o(t,)f(s) ds

da forca f(s) vezes uma “funcdo de Green”

$+(5) - (t) — o—(s) (1)
Wo,o- (s)

g(t,s) = : (4.11)

Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em intervalos de
tempo convenientes, utilizando o método de variacao dos parametros.

¢ &4 4d + 4z = e 2 logt .

Z+4x=1/sin(t) I+2t+z=e"
) 2t

cos(2t)

. sin(¢
T+r=—F5—~

o2 (1) I+ x = tan(t) & — 4%+ 8x =

Heuristica das funcoes de Green. Consideramos uma equacao diferencial ordinéria linear
nao homogénea do género

(Lx)(t) = f(t) (4.12)

onde L é um operador diferencial, que age num espaco de fungoes suficientemente regulares, e

f(t) é uma forca. Um exemplo é L = D? + 2aD + f3, que corresponde ao problema das oscilacdes

forcadas e amortecidas quando 3 = w? > 0 é o quadrado da frequéncia prépria e a > 0 é um
coeficiente de atrito. Uma resposta formal é

a(t) = (L' f) (t)

onde L~! ¢ alguma inversa de L. O niicleo de L nao é nulo, pois é feito das solucdes do problema
homogéneo Lz = 0, assim que L nao é invertivel. No entanto, pode admitir uma inversa direita, tal
que Lo L7 seja a identidade. Também natural é esperar que uma inversa direita de um operador
diferencial seja um operador integral, logo que seja do género

o0

C DO [ ot fe)ds (1.13)

— 00

A fungao g(t,s) que aparece neste integral é chamada “nicleo” do operador L', ou também
“fungao de Green” do operador L. E claro que, se existir, ndo é unica, assim que a sua escolha
dependera do tipo de problema, de condigoes iniciais ou de contorno, assim como de outras con-
sideracoes fisicas. Se o operador L tem coeficientes constantes, logo é invariante por translacoes
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no tempo, entdo o nicleo deve depender apenas da diferénca t — s, ou seja, deve ser da forma
g(t,s) = g(t — s). Neste caso o operador inverso é um integral do género

oo
C N O=axH) = [ glt—s)1s)ds
— 00
chamado produto de convolug¢do do nicleo g(t) com a forca f(t), e denotado por (g * f)(t).
Também, g(t) ndo deve necessariamente ter valores para todos os tempos ¢, mas apenas inte-
grais. Ou seja, ¢g(t) nao é uma fungao, mas define o que os matemédticos chamam uma “densidade”,
um objeto que associa a cada fungéo f(t) suficientemente regular (por exemplo continua) e a cada
tempo ¢, um valor denotado simbolicamente por [ g(t — s) f(s)ds. Como o simbolo de integral
sugere, esta correspondéncia deve ser linear em f. Também é conveniente considerar fungoes de
prova f(t) com suporte compacto (uma forga aplicada apenas durante um tempo finito) ou pelo
menos que decaem para zero quando ¢ — 0o mais rdpido do inverso de qualquer poténcia. A
condiciio L o L™! = I diz entdo que, se o operador comuta com o integral,

/w@m@—@ﬂ$%=f®

— 00

ou seja, que Lg é igual a densidade (t) definida pela identidade formal

/ o(t—s) f(s)ds = f(t) (4.14)
e chamada delta de Dirac Finalmente, a funcao de Green é uma solugdo da equagao diferencial
Lg=9¢ (4.15)

seja qual for o seu significado.

Naturalmente, ndo existe nenhuma fungdo §(t), no sentido usual, que satisfaz a idendidade
paradoxal (4.14) para toda f(¢). Uma tal funcio deve necessariamente ser nula quando t # 0,
logo ser localizada na origem, e no mesmo tempo deve ter um integral diferente de zero, coisa
claramente impossivel. Seja como for, a identidade (4.14) diz que uma fungéo continua f(t) pode
ser representadas como uma sobreposigao de deltas de Dirac §(t — s) pesadas com os valores f(s)
da prépria fungao. A (4.15) diz que a funcdo de Green g(t — s) é a resposta do sistema a uma forga
0(t — s) localizada no ponto s. Consequentemente, a férmula

o0
z(t) = / g(t—s) f(s)ds (4.16)
— 00
para a resposta do sistema, ou seja, uma solucao da equacao diferencial ordinaria nao homogénea
(4.12), é uma manifestacdo do principio de sobreposi¢do: a resposta a uma sobreposigao de forcas
é uma sobreposicao das respostas as singulas forcas.
Pode ser til ter uma ideia menos abstrata/algébrica da delta de Dirac ...

Delta de Dirac discreta. Para um engenheiro, um sinal continuo f(¢) pode ser substituido,
sem grande perda de informagao, por um sinal discreto f[n], com n € Z (por exemplo, observando
o sinal original em tempos ¢ = n7 multiplos de um passo 7 suficientemente pequeno). O pulso
unitdrio é o sinal unitario localizado no tempo n = 0, ou seja,

1 sen=0
Ju '_{ 0 sen#0

Entao é tautolégico que todo sinal f[n] pode ser representado como

=) Oln— K] f[K]

keZ

ou seja, como sobreposigdo de pulsos unitérios é[n — k] pesados com os valores f[k]. Esta é
claramente uma versdo discreta da (4.14) que faz todo o sentido matemdtico (pois a soma é de
facto finita, sendo diferente de zero apenas um termo). Moral: num mundo discreto, a delta de
Dirac é um objeto muito simples e compreensivel. Esta ideia é importante na teoria do tratamento
dos sinais digitais ...
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Densidades, identidades aproximadas e delta de Dirac. De volta ao continuo, o contexto
natural para introduzir a delta de Dirac é o das “densidades”. Uma fungéo real integrdvel p(z)
descreve uma “distribui¢ao” de massas ou de cargas na reta real. O que é observavel nao sao os
valores p(x) da densidade em particulares pontos x, mas apenas a massa/carga total contida num
intervalo néo trivial [a, b], definida pelo integral

/ab p(z) dx

b
. 1) = / p() f(z) da

ou, mais em geral, os valores médios

de funcgoes integraveis f(x), por exemplo continuas, pensadas como observiveis. E claro que a
correspondéncia f — (p, f) é linear. Se p(z) > 0 e o integral impréprio ffooo p(z) dz é finito e igual
a 1, entao a densidade descreve uma distribuigao de probabilidade na reta. Os integrais

Prob(¢ € [a, b]) :/ p(x) dz

4

podem ser entao interpretados como probabilidades de uma “varidvel aleatéria” & ser observada
no intervalo [a,b]. O integral impréprio P(z) = ffoo p(y) dy é entdo chamado “funga distribuicao
acumulada” . A sua derivada, se existir, é a densidade F'(z) = p(x).
Uma identidade aprozimada ¢é uma familia de densidades 0. (t), dependendo de um pardmetro
positivo €, que satisfaz as seguintes condigoes (que podem ser enfraquecidas, mas nao é importante):

IA1 sdo nao-negativas, ou seja, d.(t) > 0 para todo t;
TIA2 o suporte de 6. (t) é contido no intervalo [—¢, €], ou seja, d.(t) = 0 se [t]| > «;

IA3 as fungoes d.(t) sdo integraveis, e tém todas integral unitério, ou seja, para todo € > 0

/_O;dg(t)dtzl

Fisicamente, uma identidade aproximada com € muito pequeno pode ser pensada como uma massa
unitaria concentrada num intervalo pequeno em torno da origem.

Uma “massa unitaria concentrada na origem”, a famosa delta de Dirac (), é entdo um limite
da densidade d.(x) quando ¢ — 0T. Isto significa que o valor médio/integral de uma funcao de
prova continua f(x) é, por defini¢ao,

6.0 = [ s@ @i tim [ b fe)ds

Se € é suficientemente pequeno, entdo os valores de f(s) no suporte de d.(s) nao diferem muito
de f(0), pela continuidade da fungao. Consequentemente,

Teorema 4.2. Seja 0.(x) uma identidade aprozimada. Se f(x) € uma fungdo continua, entdo

o0

lim 0:(s) f(s)ds = f(0)

e—=0t J_

Demonstragio. Seja €” > 0. Pela continuidade de f(x) na origem, existe um ¢’ > 0 tal que se
|z] < ¢’ entdo |f(z) — f(0)] <e&”. Entao se e < &', sendo d.(z) > 0,

‘f(O) - [ s sy = [ 60 1700) - ) d

<’ / Sc(z)dox ="

A arbitrariedade de £’ > 0 implica o resultado. O
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Umas mudancas de varidveis nos integrais que definem os valores médios permitem verificar as
seguintes covariancias por translagoes e homotetias. A primeira observagao é que

/Oo d(s—a) f(s)ds = lim h de(s —a) f(s)ds

— 0 e—=0t J_
= lim de(u) f(u+a)du = f(a)
e=0t J_

assim que a densidade J,(t) := §(t — a) representa uma massa unitdria concentrada no ponto a.
Por outro lado,

/00 0(—s) f(s)ds = lim b d:(—s) f(s)ds

—00 e—=0t J_

— 00

= lim de (u) f(—u) d(—u) = £(0)
e—=0t Joo
assim que 0(t) deve ser considerada uma “fungao” par. Também interessante é observar que, se
A > 0, entao

/OO SO) f(s)ds = Tim [ 6.(8) F(t/N) dt/A = A= (0)

—co e—=0t ) _ o

e portanto que §(t) deve ser considerada uma “funcao” homogénea de grau —1, pois satisfaz
S(As) = A7 §(s).

Distribuigoes. As fungdes de Green satisfazem a equagao diferencial Lg = 4, logo devem poder
ser derivadas em algum sentido. Como é possivel? Se g(t) é uma densidade derivdvel, e f(¢) uma
fungao de prova com suporte compacto e também derivavel, entao uma integracao por partes diz
que
o0 o0
[ dwswi=- [ gorod
—0o0 —0o0
pois f(t) se anula em +o0. Isto sugere “definir” a derivada da densidade g como sendo a densidade
Dy tal que o seu valor sobre uma funcao de prova f(¢) é

<Dg7f> ::_<97Df>

Ao fim de poder definir derivadas de ordem arbitrario, logo operadores diferenciais de ordem
arbitraramente grande, temos que considerar fungdes de prova que sejam infinitamente derivéveis
e com suporte compacto. O espago de tais fungdes é denotado por C°(R) ou também por D(R).
As distribui¢des, ou fungdes generalizadas —sao entdo funcionais lineares T : D(R) — R (e Laurent
Schwartz escolheu este nome para lembrar que representam, pelo menos nas ideias originais de
Green, “distribuigoes de cargas ou dipolos elétricos”). A notagao (T, f) diz entdo que este nimero
é o valor do funcional T sobre a fungao de prova f.

A verdade é que o dual algébrico de D(R) é demasiado grande. Os mateméticos entao definem
uma “topologia” em D(R), ou seja, uma nogao de convergéncia, e finalmente definem o espago das
distribui¢oes como sendo o espago D’'(R) dos funcionais lineares continuos em D(R).

Nesta introducao informal, podemos prescindir de qualquer definicao rigorosa de distribuigao.
A final, o que procuramos séo férmulas integrais do género (4.16) que resolvam algumas EDOs
interessantes. Uma vez descobertas, de uma forma ou de outra, podem sempre ser verificada por
meios elementares.

A ideia de Green comeca a ser nao trivial e importante quando aplicada a equagoes diferenciais
parciais como a equacao de Poisson (o caso tratado pelo préprio Green), das ondas, de Klein-
Gordon, ...Podem também queres saber que sao fungoes de Green os propagadores da teoria dos
campos relativistica ... No entanto, tem piada calcular as fun¢bes de Green dos operadores que
correspondem as EDOs elementares tratadas nestas notas.
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e.g. Funcao salto unitario e fungao de Green da derivada. O operador diferencial mais
simples é o operador derivacao D. Uma funcao de Green de D resolve entao Dg = §. A funcao

salto unitario é definida por
1 set>0

9(”::{ 0 set<0

- /: O(t) f(t)dt = /OOo f(t)dt

Uma integragao por parte mostra que a sua derivada é

(DO, f) =—(0,Df) / ot / f(t f(0)

e define a distribuigao

E portanto, Df = §. Consequentemente, uma solugao da equagao diferencial z(t) = f(t) é, como

esperado, . ,
o) = [ ot=s) fyds= [ fes)s

Verifique que uma fungao de Green do operador D + (3 é
g(t) = e O(1)

Consequentemente, uma solugdo particular da equagao diferencial £ = —fz + f(t) (que descreve,
por exemplo se § > 0, um decaimento radioativo com taxa de reposi¢ao varidvel) é

x(t):/ e P9 f(s)ds

— 00

e.g. Funcao de Green do laplaciano na reta. O laplaciano em dimensao um é o operador
diferencial D?. A funcgao g(t) = t6(t) define uma distribuigao que satisfaz

(D%, f) ={9.D*f) =/_OO tO(t) £ (t) dt =

:A Uﬂwﬁ:—A f(t)dt = £(0)

ou seja, D?g = 6. A equagdo diferencial #(¢) = f(t) descreve a trajetéria de uma particula num
referencial inercial sujeita a uma forca varidvel f(¢). Uma sua solugado é portanto

x(t)z/oo (t—s)@(t—s)f(s)ds:/ (t— s) f(s)ds (4.17)

— 00 — 00

e.g. Resposta de um oscilador harménico. Consideramos um oscilador forcado & + w?z =
f(t). Uma funcdo de Green do operador L = D? + w? é

g(t) = % sin(wt) O(t)

onde O(t) é a funcao salto unitario. De facto, se f(t) é uma funcdo de prova,

o

(D + g ) = 9. (D +)) = [ sin(wn) (1) (£7(6) + w2 F(0) de

—00

Tl " 2 =— OOcosw ! C>Owsinw
= [ 5 sinten) (70 +w20) dt = = [ eostot) '+ [ wsino) f(0)at

0

— [ = cos(wt) f(£)] — /O " sin(wt) F(t)dt + /0 " sin(wt) £(8) dt
= f(0)
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Consequentemente, a resposta de um oscilador harménico de frequéncia w a uma forga f(t)
pode ser representada pela férmula integral

() = / L Gt — 5)) f(s) ds (4.18)

o W

uma “convolugdo” da fungéo sin(wt) com a forca f(t). Esta férmula pode ser verificada a posteriori
com um célculo elementar (cuidado, o tempo ¢ aparece nos limite de integracdo mas também na
fungao dentro do integrall).

Considere um oscilador amortecido e forcado # + 2a4 + w?x = f(t) com atrito pequeno, ou
seja, a? < w?. Verifique que uma funcdo de Green do operador L = D? + 2aD + w? é

g(t) = % e " sin(Qt) O(t)

onde 2 = vVw? — a2. Consequentemente, a resposta do sistema é

() = / ée—a(t—s> Sin(Qt — s)) f(s) ds (4.19)

— 00

Calcule o limite da solugdo (4.18) quando w — 0, e deduza a (4.17)
Verifique e que uma solugdo particular da equacao & — k2x = f(t) é
1t
o(t) = 1 / F(s) sinh (k(t — 5)) ds.
0

(pode fazer uma rotacao de Wick na férmula (4.18), ou calcular uma funcéo de Green do operador
D? — k2).

Verifique que todas estas férmulas (4.17), (4.18), (4.19) , ... podem ser obtidas também
usaando o método da variagao das constantes, logo a (4.11).
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5 Espacos euclidianos

ref: [Ap69] Vol. 2, 1.11-17 ; [La87] Ch. V

5.1 Espacgos euclidianos

Espacos euclidianos. Um espacgo euclidiano ¢é um espaco vetorial E, real ou complexo, munido
de um produto interno/escalar (também dito hermitico se o espago é complexo), uma aplica¢ao
que associa a cada par de vetores x,y € E um escalar (x,y) € R ou C (dependendo se o espago é
real ou complexo), satisfazendo os axiomas

E1l (simetria hermitica) (x,y) = (y,x), Vx,y € E
E2 (linearidade) (x,\y + pz) = A (x,y) + p(x,2) Vx,y,z€ EeVA ueRouC.
E3 (positividade) (x,x) > 0 se x # 0.

Se o espago é real o axioma E1 diz simplesmente que (x,y) = (y,x). O axioma E2 diz que o
produto interno é linear na segunda varidvel, e o axioma E1 entao implica que é “anti-linear” na
primeira variavel, ou seja, que

<)‘X+ .UY7Z> = X<X7Z> +ﬁ<yaz>

(mas hé textos, em particular de matemadtica, onde acontece o contrario). Esta propriedade é
também chamada “sesquilinearidade”. Pela E1, o produto escalar de um vetor com si préprio é um
nimero real, e a E3 diz que este niimero é nao negativo, ou seja, (x,x) > 0, e que é nulo apenas
quando x é o vetor nulo. O axioma E3 também implica que o tnico vetor x tal que (x,y) = 0 para
todos os y € E € o vetor nulo 0.

Quando necessario, por exemplo quando nas consideracoes entram dois ou mais espagos eucli-
dianos diferentes, o produto interno do espaco euclidiano E sera denotado também por (-, -)g.

Os espagos euclidianos R” e C”. Os arquétipos de espagos euclidianos de dimensao finita,
reais ou complexos, sao os seguintes.
O espaco euclidiano real R™, munido do produto interno “usual”

(X,y) = T1y1 + ToYa + -+ + Tnyn

Se representamos x e y como vetores coluna, entao o produto interno assume a forma de produto
linhas por colunas
_ T
(x,y)=xy

O espago euclidiano complexo (ou, simplesmente, hermitico) C", munido do produto interno
(hermitico) “usual”
(X,¥) = Tiy1 +Tay2 + -+ + Tuyn

Em termos de vetores coluna, o produto interno hermitico é
=T
(x,y)=Xy

Nesta definigao, seguimos a tradigao de fisicos e engenheiros de usar produtos hermiticos lineares
na segunda varidvel e anti-lineares na primeira (os matemdticos fazem o contrério).
Em particular, os espagos euclidianos mais simples sao os préprios corpos R e C.

Matriz de Gram. Seja E um espaco euclidiano de dimensao finita n, e seja ej,eq, ..., e,
uma sua base. Pela linearidade, o produto interno entre dois vetores arbitrarios x = ), xrey e
Y = >, Yrex € determinado pelos produtos internos

9i; = (ei, ;)
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entre os vetores da base, que formam uma matriz G = (g;;), chamada matriz de Gram, ou matriz
da métrica. De facto, a E2 implica que

(x,y) =Y _Tigijy; =X Gy.

ij

. . . T .
Pelo axioma E1 esta matriz satisfaz GT = G no caso real, e G = G no caso complexo. O axioma
E3 implica que a matriz G é “definida positiva”, no sentido em que X' Gx > 0 para todo vetor ndo
nulo x. Em particular, as entradas diagonais sio positivas, ou seja, g;; = (e;,e;) > 0.

Norma euclidiana. A norma (euclidiana) do vetor x € E é a raiz quadrada néo negativa

1x[| := /(% %)

ou seja, o quadrado da norma de x é [|x||? = (x,x) (é mais facil “calcular” o quadrado da norma,
que é apenas uma soma de produtos, do que a prépria norma, que involve uma raiz quadrada). E
claro que ||x|| > 0. Pelas E2 ¢ E3, o tnico vetor com norma 0 é o vetor nulo 0. Pelas propriedades
El e E2, (Ax,Ax) = A\ (x,x). Isto significa que a noma é “positivamente homogénea”, ou seja,
satisfaz

Il = x|

E importante observar que o produto escalar pode ser reconstruido a partir da norma euclidiana
que define. De facto, num espago euclidiano complexo temos a identidade de polarizacao

4(x,y) =[x +yl? = Ix = yl* +ilx—iy|* —i[x + iy (5.1)

cuja prova é um célculo elementar. Se o espaco euclidiano é real, logo os valores dos produtos
escalares sdo reais (e a multiplicagdo por ¢ ndo faz sentido), a identidade de polarizagdo é mais
simples, apenas

4(x,y) =[x+yl*~lx -yl (5.2)

Um vetor é dito unitdrio se a sua norma ¢ igual a um. Todo vetor nao nulo x é proporcional
a um vetor unitdrio, por exemplo u = x/||x||. Este processo é chamado “normalizagéo”. O vetor
unitdrio u proporcional a um vetor nao nulo x nao é Unico. Se o espago é real, sempre podemos
multiplicar u por £1. Se o espaco é complexo, temos ainda a liberdade de multiplicar u por uma
fase arbitraria e?, com 0 € R.

Um célculo elementar mostra que a norma euclidiana, num espago euclidiano real ou complexo,
satisfaz a identidade do paralelogramo

e+ y 117+ llx = ylI* = 2 Ix[* + 2 |y[|* (5-3)

Ortogonalidade e projecdes. Os vetores x e y de E sdo ditos ortogonais/perpendiculares
quando (x,y) = 0, e uma notagao é x L y. Esta relacao é claramente simétrica. Pela E3, o tinico

vetor x ortogonal a todos os vetores de um espago euclidiano, ou seja, tal que (x,y) = 0 para
todos os y € E, é o vetor nulo x = 0.
Um cdlulo elementar mostra que |x + y||? — ||x||*> — |ly||* é igual ao dobro da parte real de

(x,y). Vale entéo o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao

I+ ¥ 1% = lIx)I* + [ly]I* -

Seja v € E um vetor nao nulo. Todo vetor x € E pode ser representado de maneira tinica como
soma
X=AV+W

de um vetor Av proporcional a v e um vetor w ortogonal a v. De facto, a condigao de ortogonalidade
(v,x — Av) = 0 obriga a escolher
_vx)

Ivil>

A
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O vetor Av é dito projecao (ortogonal) do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o coeficiente
A é dito componente de x ao longo de v. Em particular, a componente de x ao longo de um vetor
unitério u é o produto escalar (u, x).

Se x nao é proporcional ao vetor ndo nulo y (e, em particular, ndo é nulo), entdo a norma da
diferenca x — A\v entre o vetor x e a sua projecao Ay sobre y é estritamente positiva. Um célculo

mostra que
| (x,y) 2

0< ||X_>‘Y||2 = HXHz_ ||y||2

Consequentemente,

Teorema 5.1 (desigualdade de Schwarz). O mddulo do produto escalar entre dois vetores x,y € E
€ limitado por

163 < Iyl

e a itgualdade verifica-se sse os vetores X ey sao linearmente dependentes.

Se o espacgo euclidiano é real, é entao possivel definir o angulo 6 entre dois vetores nao nulos
x e y pela identidade

X
cosh = oY)
[ Iyl
sendo o ultimo um numero real entre —1 e 1.
Métrica euclidiana. Consequéncia importante da desigualdade de Schwarz é que a norma

satisfaz a desigualdade do triangulo (ou seja, é subaditiva),
=+ yll < [ +llyll-

A distancia/métrica (euclidiana) entre os vetores/pontos x e y de E é definida por

’dist(x, y) =|x—-yl ‘

E imediato verificar que dist é uma distancia, ou seja, que é simétrica, nao negativa e nula apenas
quando os vetores sao iguais, e que satisfaz a desigualdade do triangulo

dist(x,y) < dist(x, z) + dist(z,y) .

Verifique a identidade de polarizacao.

Mostre que num espaco euclidiano real a identidade de polarizagao é

I +yl? = lIx = yl* =4 (xy)

e deduza que [[x +y|| = [[x — y|| sse (x,y) = 0.
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Mostre que num espaco euclidiano real vale a lei dos cosenos
Ix +yl* = 111+ Iyl =2 (x,y) = [IxII> + |y]I* = 2] |y]l cosé
onde 6 é o angulo entre x e y.

Mostre que a norma, e portanto a distancia, satisfazem a desigualdade do triangulo (calcule
|x 4+ yl||? e use a desigualdade de Schwarz ...).

[Ap69] 15.12.

Produto escalar de Frobenius. O traco permite definir um produto escalar, logo uma norma,
interessante nos espacos das matrizes, ndo necessariamente quadradas. Sejam A = (a;;) e B = (b;5)
duas matrizes m x n, reais ou complexas. Entao

(AB)p=Tr(A"B) =YY ajby;

i=1 j=1

—T . . - 4 e . .
onde A* = A denota a matriz adjunta de A. Esta espressao é “hermitica”, ou seja, satisfaz E1.
Em particular, é simétrica se A e B sao matrizes reais. E claramente linear na segunda variavel,
logo satisfaz E2. Finalmente, é também positiva, pois

(A, A) p =D gl

i=1 j=1

é uma soma de quadrados, logo ndo negativa e nula sse A e a matriz nula. Consequentemente,
[AllF = /(A A)p

é uma norma no espago linear das matrizes m x n, chamada norma de Frobenius. Quando m = 1,
este é o produto hermitico usual entre vetores de Mat, ,,(C) = C™.

(? spaces. The simplest infinite dimensional Euclidean space is the space ¢2 of those infinite
sequences X = (Tx)ren = (71,22, 23,...) € CN of complex numbers z;, € C with finite norm

Ix)2 = 3 Janf? < oo
k
equipped with the inner product
o0
(x,y) =Y Tk i
k=1

Convergence of the inner product comes from Schwarz inequality (5.1) applied to finite sums
and convergence of the infinite sums defining the norms of the two vectors. The infinite system
e; = (1,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...is made of pairwise orthogonal unitary vectors. Any vector
x € (* may be interpreted as a formal sum > .., (e,,X) e,.

In some precise sense, any reasonable (complete and separable) infinite dimensional complex
Euclidean space is isomorphic to £2.

Also useful are spaces of two-sided sequences (zx)rez = (..., 2_2,2_1,Tg, T1, T2, ... ), equipped
with the obvious inner product

<X,y> = ZTk Yk
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L? spaces. Typical Euclidean spaces of interest in analysis of PDEs (and in physics) are spaces
E made of continuous (or at least integrable) functions f : X — R or C, defined in some domain
X which may be an interval like [—, 7], the whole real line R, some open region X C R™ (or more
sophisticated objects called “manifolds”, and so on), equipped with the L? inner product defined
as

(f.g) = /X T o(t) dt

For this to make sense we must require finiteness of the norm

I£12 = /X FORdt < oo

In some sense, this space is too small, and one should “complete” it in order to include the
limits of its fundamental sequences. Lebesgue theory of integration permits this step. It is also too
large, since it includes non-zero functions with zero norm (for example, any function which differs
from zero only in a countable set). So, one should restore positivity of the inner product identifying
functions which differ by something that has zero norm. This means passing to a quotient space.
The result is a complete Euclidean space called L?(X).

In some other sense, this space is still too large, since interesting linear operators, such as
differential operators, may only be defined in strict subspaces made of those functions which admit
a sufficient number of derivatives. For example, when X = R one may consider the subspace of
test functions D(R) = C°(X) C L?(X) of infinitely differentiable functions with compact support.
It turns out that this subspace is “dense” in L?(X) (this means that for any f € L?*(X) and
any precision € > 0 we may find a smooth function with compact support g € C2°(X) such that
1f —gll <e).

Also useful is the Schwartz space S(R), made of those C*° functions f(¢) such that decrease,
together with all their derivatives, faster than the inverse of any power (and therefore contains the
space D(R)). This means that for all non-negative integers m and n there exist constants C,, .,
such that

Htmf(") (t)H := sup ‘tmf(’”(t)‘ < Cpm
0  teR
It is clear that both the derivative operator D, defined as (Df)(t) = f/(t), and the multiplication
operator X, defined as (X f)(t) = tf(t), preserve the Schwartz space, and therefore can be iterated
an arbitrary number of times.

When f(¢) is a time-dependent “signal”, as for example an electric current or the amplitude of
a sound wave, then its squared modulus |f(¢)|? is proportional to a “power”, hence its time integral
Jz |f()|? dt has the meaning of an “energy”. Square integrable signal are thererefore finite-energy
signals.

If a continuous-time signal f(¢) is “sampled” at integer multiples of some sampling time 7 > 0,
we get a discrete-time signal x,, := f(n7), with n € N or Z, which is a sequence. The L? inner
product is then approximated/replaced by the 2 inner product, since,

/R Fhowdt~ Y Far)g(n)

n—=—oo

as expected from Riemann integration of well behaved functions.

Covariancia, independéncia e ortogonalidade. Consideramos um espago de probabilidades,
ou seja, um conjunto nao vazio 2, uma o-algebra A C 2% de eventos, e uma medida de probabi-
lidade, uma fungéo Prob : A — [0,1] que é o-aditiva e tal que Prob(Q2) = 1. Por simplicidade,

podemos pensar que = {w;,ws,ws,...} é um conjunto finito ou numeravel, que A = 292 ¢ a
familia de todos os ses subconjuntos A C €2, e que

Prob(A) = Z Dn

wp€A

sendo os p,’s nimero 0 < p,, <1 tais que >, p, = 1.
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Uma varidvel aleatéria é uma fungdo mensuravel X : 2 — R. No caso em que €2 é numerdvel,
uma variavel aleatéria é automaticamente “discreta”’, ou seja, uma fungao que assume uma quan-
tidade numeréavel de valores z1,zs,x3,.... Para cada valor x; de X podemos calcular a sua
probabilidade, Prob(X = xy) := Prob(X ~'{zx}), que é a soma dos p,’s tais que X (w,) = xj. A
média, ou valor esperado, de X é entao definida por

EX = ka -Prob(X = xp) = Z X(wn) - Pn
k

n

E claro que a correspondéncia X +— EX é um funcional linear no espago linear real V das variaveis
aleatorias.
Se X e Y sao duas varidveis aleatérias, a covariancia entre X e Y é definida por

Cov(X,Y) :=E ((X — EX)(Y —E(Y)))
=E(XY) — (EX)(EY)

E evidente que a covariancia é simétrica e linear em cada varidvel, portanto satisfaz El1 e E2.
E claro também que VX := Cov(X, X), que é chamada varidncia de X, é ndo-negativa, mas é
nula quando uma variavel é constante “com probabilidade um”, ou seja, fora dum evento com
probabilidade nula. Consequentemente, Cov(X,Y") satisfaz também E3, logo define um produto
escalar, se pensada no quociente V/const do espaco das varidveis aleatéria médulo as varidveis
constantes com probablidade um (ou seja, duas varidveis sdo identificadas se diferem por uma
constante num conjunto com probablidade total), que pode ser identificado com o espago Vq das
variaveis aleatérias com média nula.

A nocao importante na teoria das probabilidades é a “independéncia”. Duas variaveis X e Y
sao independentes se

Prob(X =z; e Y =y;) =Prob(X =z;) - Prob(Y = y;)

para todos os valores possiveis z; e y;. Um calculo elementar mostra que se X e Y sao indepen-
dentes entao

E(XY) = sz -Prob(XY = z) = le yj -Prob(X =z; e Y =y;)
k g

= 2;y; - Prob(X = z;) - Prob(Y = y;) = (EX)(EY)
.
e consequentemente Cov(X,Y) = 0. Portanto, a independéncia implica a ortogonalidade! Por

outro lado, é possivel que duas varidveis sejam ortogonais sem ser independentes. O que acontece
é que a covariancia é apenas uma medida da “dependéncia linear” entre duas variaveis.

Dual de um espacgo euclidiano. Seja E um espago euclidiano. O axioma E2 implica que
cada vetor y € E define uma forma linear £ := (y,-) € E*, de acordo com
£(x) = (y,x)

A correspondéncia y — (y,-) define uma transformacao 7 : E — E* anti-linear, ou seja, aditiva
e que satisfaz m(Ay) = A7(y) (que é portanto linear se o espaco é real),. E também evidente que
o ntcleo de 7 é trivial (pois o tnico vetor ortogonal a todos os vetores de E é o vetor nulo), logo
que 7 é injetiva.

Se o espago euclidiano tem dimensao finita, esta inclusao 7(E) C E* é claramente uma bijegao,
de acordo com o seguinte caso elementar do teorema de representacdo de Riesz.

Teorema 5.2. Seja & uma forma linear definida no espago euclidiano de dimensdo finita E.
Entao existe um inico vetor y € E tal que &(x) = (y,X) para todo x € E. Consequentemente,
m:E — E* € uma bijecao anti-linear entre E e o seu dual E*.



5 ESPACOS EUCLIDIANOS 85

Demonstragao. Fixada uma base ortonormada ei,es,...,e,, podemos representar cada vetor
X = z1€1+Toes+- - -+r,e,. A forma linear € é entao definida pelas suas coordenadas &1, &3, .. ., &,
tais que

€(x) =&+ Sxa 4 -+ Eup

Sey:=¢ e +& ex+ -+ &, e, entdo é imediato verificar que £(x) = (y,x). A unicidade é
evidente, pois se (y,x) = (y’,x) para todo x, entéo a diferenga z =y — y’ satisfaz (z,x) = 0 para
todo x, mas o unico vetor que tem produto escalar nulo com todos os vetores é o vetor nulo. [

Delta de Dirac. Em dimensao infinita, o teorema de Riesz precisa de mais hipdteses sobre o
espago. Por exemplo, seja E o espago euclidiano das fungoes continuas f : [0,1] — C, munido do
produto escalar (f,g) = f_ll f(t)g(t)dt. A delta de Dirac na origem é o funcional linear definido
por

5(f) = f(0)
que associa a cada fungao continua o seu valor na origem. E claro que nao existe nenhuma fungao
continua ¢(t) tal que

/ ol0) (1) dt = £(0)

-1

para toda fungdo continua f(t).

5.2 Sistemas ortonormados

Sistemas ortonormados. Num espaco euclidiano, hd uma relagao simples entre ortogonalidade
e independéncia. Uma familia vi,va,vs,... (finita ou infinita) de vetores nao nulos dois a dois
ortogonais, ou seja, tais que (v;,v;) = 0 se ¢ # j, é dita familia/sistema ortogonal.

Teorema 5.3. Uma familia ortogonal de vetores nao nulos de um espaco euclidiano E € inde-
pendente.

Demonstra¢ao.  Sejam vi,...,v, vetores nao nulos e (dois a dois) ortogonais, i.e. tais que
(vi,vj) =0sei#je ||vg| # 0 para todo k. Se Avy + Ava + -+ A\, v, = 0, entdo, ao calcular os
produtos internos com os vetores v, obtemos A vk||? = 0 para todos os k. Sendo os |vg| > 0,
todos os A\, sao nulos. O

Em particular, todo o conjunto ortogonal de n vetores vi,va,...,Vv, nao nulos num espago
euclidiano E de dimensao n é uma base.

Uma sistema ortonormado é uma familia ortogonal de vetores unitarios. Se os vetores de
um sistema ortonormado formam uma base, entdo esta é chamada base ortonormada. E claro
que se os vi,..., Vv, formam uma familia ortogonal, entao os vetores uj, us, ..., u, definidos por
uy, = vi/||vi| (possivel pois os v sdo nao nulos) formam uma familia ortonormada.

e.g. Por exemplo, a base candnica ej,es,...,e, de R" é uma base ortonormada. Todo seu
subconjunto nao vazio é um sistema ortonormado.
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Algoritmo de Gram-Schmidt Conjuntos independentes, ndo necessariamente finitos, podem
ser feitos ortogonais, logo ortonormads, de acordo com o seguinte algoritmo. Seja vi,va,..., um
conjunto independente (ndo necessariamente finito) de vetores do espago euclidiano E. O primeiro
passo consiste em definir o vetor unitario
Vi
u| = 57—
[[vall
que gera a reta Fy = Span(vy). Se retiramos de vy a sua projegdo ortogonal sobre esta reta,
obtemos um vetor
vy = vy — (ug, va) uy

que é nao nulo (pela hipétese de independéncia) e ortogonal a E;. Podemos entéo definir

/
Va

vl

g (=

e verificar que os uy, up formam uma base ortonormada do plano E2 = Span(vi,vs). E agora
claro como continuar indutivamente. Assumimos que no k-ésimo passo conseguimos construir uma

base ortonormada uj, ug,...,u; de Ex = Span(vi,va,...,vg). O vetor unitdrio ugy1 é obtido
retirando de viy1 a soma das suas projegoes ortogonais sobre os uy, ..., U, ou seja, calculando
k
/
Vi1 = Vi+1 — Z (Wi, V1) w; (5.4)

i=1

e depois normalizando, ou seja, fazendo

V;f+1
Ug41 = (55)
HV;H—1||

E imediato verificar que vy, 41, 10go ug41, nao é nulo (caso contrario vy seria uma combinagcéo li-
near dos vy,...,Vy) e é ortogonal ao subespaco E = Span(uy, ug,...,u;) = Span(vy, va, ..., Vg).
Consequentemente, uy, s, . .., Ug, Ug+1 € uma base ortonormada de Ej1 = Span(vy, va, ..., Vii1).
O resultado pode ser resumido como

Teorema 5.4 (ortogonalizagdo de Gram-Schmidt).  Seja vi,va, ..., um conjunto independente
de vetores do espaco euclidiano E. Entdo existe um conjunto ortonormado uy,us, ... tal que, para
todos m = 1,2,..., o espago Span(vy, va, ..., vy,) gerados pelo primeiros m vetores vy ’s coincide
com o espago Span(uy, g, ..., W,,) gerado pelos primeiros m vetores uy’s.

Naturalmente, também ¢ possivel ndo dividir os v},’s pela prépria norma, e portanto ficar com
um sistema ortogonal mas nao necessariamente ortonormado. Em particular, como todo espago
linear de dimensao finita admite uma base,

Teorema 5.5. Todo espaco euclidiano de dimensao finita admite uma base ortonormada.

e.g. Por exemplo, colocamos o problema de determinar uma base ortonormada do plano

S={z4+y+2=0} CR?

.,

E claro que uma base de S é formada pelos vetores vi = (1,—1,0) e vo = (0,1,—-1). O
primeiro vetor tem norma ||v;|| = /2, logo é proporcional ao vetor unitdrio u; = (1/v2)vy =
(1/v/2,—1/4/2,0). A diferenca entre o segundo vetor e a sua projecio sobre u; é

vh=vy — (ug,ve)u; = (1/2,1/2,-1)

A sua norma é ||vh|| = +/3/2, e portanto v} é proporcional ao vetor unitdrio us = /2/3vj,.
Finalmente, uma base ortonormada de S é formada pelos vetores

u; = (1/\/5,—1/\/10) e uQ:(l/\/é,l/\/é,—Q/\/é)
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Isometrias linares e espagos isométricos. Sejam E e F dois espacos euclidianos, reais ou
complexos (mas os dois definidos sobre o mesmo corpo), com produtos internos (-, )i € (-, ")p,
respetivamente. Uma transformacgao linear T : E — F é uma isometria (linear) se preserva os
produtos internos, ou seja, se

(Tx, TY>F = (x, y>E

para todos x,y € E. E evidente que uma isometria preserva a ortogonalidade, ou seja, se
x 1 y entdo também Tx L Ty. Também preserva as normas, ou seja, | Tx||r = ||x||g para todos
x € E, e consequentemente as distancias. Em particular, envia sistemas ortonormados em sistemas
ortonormados. Toda isometria é injetiva (pois preserva as normas), logo invertivel na sua imagem,
e a sua inversa T~! : Im(T') — E é também uma isometria.
Se existir uma isometria bijetiva 7' : E — F (observe que a inversa T~! : F — E é também
uma isometria), os espagos euclidianos E e F sdo ditos isomorfos.

Sejam (e1,es2,...,e,) e (f1,f,...,f,) duas bases ortonormadas dos espagos euclidianos de
dimenséo finita E e F, respetivamente, e seja T : E — F a transformagéo linear tal que T'(ey) = £},
para todo k = 1,...,n. E imediato verificar que T é uma isometria bijetiva. O teorema 5.5 entao
implica

Teorema 5.6. Todo espaco euclidiano de dimensao finita € isomorfo a R™ ou C", dependendo
se real ou complexo, munidos do produto interno usual.

Uma “inclusdo” (z,y) — (z,9,0) é uma isometria de R? em R3, que nio é sobrejetiva.
Uma projecio ortogonal (x,y,z) — (2,y,0) ndo é uma isometria de R? em R3.
Uma permutacgao (z,y, z) — (y, z,x) é uma isometria de R? ?

factorizagcao QR. Consideramos m vetores independentes vy, va, ..., Vv,, do espago euclidiano
R™ (logo com m < n). O algoritmo de Gram-Schmidt produz um sistema ortonormado de m
vetores uy, us, ..., u,, tais que

Vi =Tinur

Vo = r12U1 + 2ol

Vi = T1pU1 + T2pU2 + - + Ty Uiy

onde, de acordo com as (5.4) e (5.5), os coeficientes r;;, com ¢ < j, s@o os produtos escalares

rij = (W5, vi) (5.6)
Ou seja, cada v; é uma combinacao linear dos u; com i < j. Os coeficientes diagonais sao
ri = ||Vi]] = (w4, v;), logo ndo nulos porque o espago gerado pelos uy, ug, ..., u;—1 nao contém v;.
Se A denota a matriz n X m cujas colunas sdo os vetores independentes vy = (v1g, Vak, - - . , Unk),
e @ denota a matriz n X m cujas colunas sao os vetores ortonormados uy = (ulk,uzk, c. 7unk)7
entao
A=QR

ou, explicitamente,

V11 V12 e Uim Uil U112 e Ulm, 11 Ti2 N T1im
V21 VU2 ce Voam Uu21 U292 [N U2m 0 22 ... Tom
Unl Un2 ... Unm Upl Up2 -  Upm 0 0 ... 7Tmm

onde R = (r;;) é uma matriz quadrada m x m triangular superior com entradas diagonais nao
nulas, definida pelos produtos escalares (5.6). Consequentemente, toda matriz n X m, formada por



5 ESPACOS EUCLIDIANOS 88

colunas independentes (ou seja, de caraterisica m < n) é um produto de uma matriz n x m formada
por colunas ortonormadas e uma matriz quadrada m x m triangular superior e nao singular.

Particularmente interessante é o caso m = n, e portanto os vetores vi’s, as colunas de A,
formam uma base de R™. Uma matriz quadrada ) cujas colunas formam uma base ortonormada
do espacgo euclidiano R™ satisfaz as identidades

QR =Q'Q=1
(pois se os u;’s denotam as colunas de ), entdo as entradas de Q' Q sdo os produtos escalares
(u;,u;), e portanto Q' Q = I, mas isto implica que QT = Q7! e portanto também QQ ' = I), e
é chamada matriz ortogonal. Estas matrizes, que representam as isometrias do espaco euclidiano

R"™, serao estudadas mais em detalhe na préxima secao. Por outro lado, uma matriz quadrada
trianglar superior com entradas diagonais diferentes de zero é invertivel. Temos portanto o seguinte

Teorema 5.7. Toda matriz quadrada ndo singular A € um produto A = QR de uma matriz
ortogonal Q) vezes uma matriz triangular superior invertivel R.

O algoritmo de Gram-Schmidt, que produz a factorizaggo A = @QR, permite entdo calcular
facilmente o médulo do determinante e a inversa de uma matriz (invertivel) A, pois é claro que
Det@ = +1 (porque Det(QTQ) = (DetQ)? =1) e Q™' = QT, e que o determinante e a inversa da
matriz triangular superior R sao simples de calcular.

e.g. Por exemplo, consideramos a matriz quadrada

-(41)

As colunas representam os vetores independentes vi = (0,1) e vo = (1,1). O primeiro vetor
é unitario, logo podemos escolher u; = vi. A diferenca entre o segundo vetor e a sua projecao
ortogonal sobre a reta gerada por u; é v, = vo — (ug, ve)u; = (1,0), que é unitério, e portanto
podemos escolher us = (1,0). As relagoes

Vi =ug vy =u; + up

se traduzem na factorizagao
0 1 0 1 1 1
a=(01)=(10) (o
Calcule a factorizagao QR das matrizes

o) GE) (aY) GF)

0 5 0 0 1 1 10
1 3 0 -2 1 1 0 1
0 6 7T 3 6 01 1
Polinémios de Legendre. Seja E o espaco euclidiano das fungoes continuas f : [-1,1] — R,

munido do produto interno
1
()= [ f®g .
-1

Os polinémios homogéneos vg(t) = 1, vi(t) = t, va(t) = t2, ..., v,(t) = t" , ...formam uma
familia independente de E. O algoritmo de ortogonormalizagdo de Gram-Schmidt produz uma
familia ortonormada de polindémios ug(t), u;(t), us(t),... de grau degu, < k. Acontece que sao
mais interessantes os polinomios de Legendre

bt)=1, () =t, ég(t):%(3t2—1), gg(t):%(f)tg—?)t),

que nao sdo unitdrios mas normalizados pela condigao ¢ (1) = 1.
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5.3 Projegoes ortogonais

Complemento ortogonal. Seja E um espago euclidiano, real ou complexo. Os subconjuntos
X,Y C E sao ortogonais se x Ly, ou seja, (x,y) =0, paratodosx € X ey €Y.

O complemento ortogonal do subconjunto nao vazio X C E (nao necesariamente um subespago)
é o conjunto

’Xl ={veE tq (x,v)=0 VXEX}‘

dos vetores ortogonais a todos os vetores de X. E claro que X+ é um subespaco linear de E,
independentemente de X ser um subespaco ou ndo. De facto, se (x,v) = (x,w) = 0 para todo
x € X, entdo, pela linearidade do produto escalar, também (x,A\v) = 0 e (x,v+w) = 0 para
todo x € X e todo escalar .

E também claro que X+ = (Spaun(X))J‘7 pois se um vetor v é ortogonal a todos os vetores
X € X, entao é também ortogonal a todas combinacgoes lineares t1x1 + toXg + - -+ + Xy dos
vetores de X, pela linearidade do produto escalar. Em particular, para calcular o complemento
ortogonal de um subespaco é suficiente calcular o complemento ortogonal de um seu sistema de
geradores.

E evidente que {0} = E e E- = {0}. A positividade do produto escalar claramente implica
que X N X+ c {0}.

Projecao ortogonal. Seja S C E um subespago de dimensao finita do espaco euclidiano E.
Entao cada vetor v € E pode ser representado de maneira tinica como soma

v=s+4t
de um vetor s € S e um vetor t € S, ou seja, o espaco total é uma soma direta
E=Sast

Em particular, se também E tem dimensio finita, entdo dimE = dim S + dim S*. De facto, se
e, es,...,e, é uma base ortonormada de S (que existe pelo teorema 5.5, ou seja, pelo teorema de
Gram-Schmidt 5.4), basta escolher

n

s = Z (e, V) eg (5.7)

k=1

e verificar que t = v — s é ortogonal a todos os vetores ey, ..., e,, e portanto a todos os vetores
de S. O vetor s é dito projecdo (ortogonal) de v sobre S, e o operador Ps : E — E, definido por
Pg(v) = s, é dito projegdo ortogonal sobre o subespago S.

A imagem da projecao ortogonal de v sobre S é, como esperado, o vetor s de S que minimiza
a distancia entre v e S. Ou seja,

i — mi —
lv = Ps(v)ll = min |lv s

de acordo com o seguinte
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Teorema 5.8 (teorema de aproximagao). Seja S C E um subespago de dimensao finita do espago
euclidiano E. A projeccdo ortogonal s = Psv realiza a distancia entre v e S, ou seja, para todo
s'es,

v —Ps(v)| < [lv—5|.

Demonstragao. O vetor s’ — s, que pertence ao subespago S, é ortogonal ao vetor t = v —s, e
portanto, pelo teorema de Pitdgoras, |[v —s'[|? = ||v —s||? + ||s’ —s||? > ||v — s|%. O

Em dimensao infinita, este resultado é falso em geral. Proje¢des ortogonais, e portanto decom-
posicdes como somas diretas E = S @ S+ sdo possiveis apenas quando o subespaco S é fechado.

Mostre que se X C Y C E, entdo Y+ C X+,

1 . - . -~
Mostre que X C (XL) , e que a inclusdo pode ser estrita (quando X néo é um subespago
linear de E).

Verifique que se s = Pg(v) é a projecao de v sobre S, e t = v —s, entdo ||[v||? = ||s|| + ||t]|>.
Deduza que ||s|| < ||v||, ou seja, que a projegao ortogonal nao estica as normas dos vetores.

Verifique que Pg(E) = S, e que PsPg = Ps.

Matrizes das projegoes. Consideramos o espago euclidiano R™, munido da base candnica.

Seja S C R™ um subespago gerado pelo sistema ortonormado uy, ug, ..., U, com m < n, e seja
Uil U112 e Ulm
u21 U292 e U2m
U =
Un1 Un2 e Unm
a matriz n X m cujas colunas sdo os vetores uy = (U1g, Uk, . . -, Unk). Entdo a matriz que define

a projecao ortogonal Pg : R™ — R™ sobre S, definida pela (5.7), relativamente & base canénica é

a matriz n X n
uu'’t (5.8)

De facto, seja x € R™ um vetor genérico, representado como um vetor coluna. Como as linhas de
U sdo os vetores uy’s, entdo as coordenadas do vetor coluna U ' x sdo os produtos escalares (ug, x).
O produto U(UTx) é entdo uma sobreposicdo dos vetores coluna uy, pesados pelos coeficientes
(ug, x), de acordo com a (5.7).

No espago euclidiano complexo C”, a férmula (5.8) passa a ser UUT.

e.g. Por exemplo, colocamos o problema de determinar a matriz 3 x 3 que define a projegao
ortogonal sobre o plano S = { 2 +y+2z =0} C R?. Uma base ortonormada de S é formada pelos

e u = (1/&, “1/V2, o) e w= (1/\/6, 1/V6, _2/\/6))

Assim, a resposta é

1/vV2 1/V6 2/3 —-1/3 -1/3
ouT = —1/v2  1V6 ( 1?% f/&f _29\@ ) — <13 2/3 —1/3
0 —2//6 -1/3 —-1/3 2/3
Naturalmente, a mesma conclusdo pode ser obtida usando a prépria defini¢do (5.7). A imagem
do vetor genérico v = (z,y, 2) é

Ps(X) = <U1,V> u; + <112,V> Us

- x\;;/ (1/\/5, ~1/V2, 0) + w\/g_% (1/\/67 1/V6, —2/\/6)

=(22/3—y/3—2/3,—x/3+2y/3 —2/3,—x/3 —y/3+ 22/3)
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que é igual a UU "x.

Calcule a matriz da projecao ortogonal sobre o plano = + 2y + 3z = 0 do espago euclidiano
R3.

Calcule a matriz da projecdo ortogonal sobre o plano do espaco euclidiano R? gerado pelos
vetores vi = (1,1,1) e vo = (1,0, 1).
5.4 Coeficientes de Fourier

Coeficientes de Fourier. Seja ej,es,...,€,,... um conjunto/sistema ortonormado do espago
euclidiano E (ou seja, (e;,e;) =0se i # j, e ||e;|| = 1). Os coeficientes de Fourier do vetor x € E
(relativamente ao sistema ortonormado eq,es,...,€,,...) sdo os escalares

Ty = (ek, X) (5.9)

Fixado um inteiro positivo N, seja Ey = Span(ep,es,...,exy) C E o subespago de dimensao
finita de E, gerado pelos primeiros N vetores e;’s. A projecao ortogonal de um vetor x sobre Ey

é o vetor
N
XN = g Tr€k
k=1

Um célculo elementar mostra que a desigualdade ||x — xx||? > 0 implica

N

> lzal® < [l

k=1

Em particular, a série de termos nao-negativos Y, |zx|? é convergente. No limite quando N — oo,
segue a

Teorema 5.9 (desigualdadde de Bessel).  Seja e1,es,...,€,,... um sistema ortonormado do
espago euclidiano E. Se x € E e x = (e, X) sao os seus coeficientes de Fourier, entdo

D lanl® < x| (5.10)
k=1

Se E tem dimensao finita, e se e1, e, ..., e, é uma base ortonormada, entao cada vetor x pode
ser representado de maneira dnica como x = > ;_; xxe;. Entdo a desigualdade de Bessel é de
facto uma igualdade, o teorema de Pitdgoras

n
x> =l
i=1

e o produto escalar entre os vetores x e y é dado pela identidade de Parseval

(ey) = True (5.11)

(que implica o teorema de Pitdgoras, se tomamos x = y). Isto significa que a correspondéncia
entre o vetor x e o vetor (x1,xa,...,x,) dos seus coeficientes de Fourier (relativamente & base
ortonormada escolhida) define um isomorfismo entre o espago euclidiano E e o espago C™ ou R”
(dependendo se E é complexo ou real), munido do produto escalar canénico.

[Ap69] 15.12.
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Séries de Fourier. O produto interno L? no espaco H das funcdes continuas f : [, 7] — C é

9) = %[ F®)9(t) dt

Nao é dificil verificar que 1, cos(t), sin(t), cos(2t), sin(2t), ... é uma familia ortogonal. Mais f4cil
é verificar que a familia (e,)nez das “harmdnicas”

en(t) = e,

com n € Z, é um conjunto ortonormado.

Uma combinagao linear ZJXN cne™ é chamada “polinémio trigonométrico” de grau N, e o
espaco En dos polindmios trigonométricos de grau N é um subespago de dimensao finita de E,
gerado pelas harménicas e,, com |n| < N.

Seja f(t) uma fungdo integravel (por exemplo, seccionalmente continua) no intervalo [—, 7].

A sua projecao ortogonal sobre Fy é o polindmio trigonométrico

SNf Z f znt

onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos por

1

f(n) = (en, f) = el f() —int gy

A série de Fourier de f(t) é a série formal

oo

Zﬂn) gint — % Z ay, cos(nt) + by, sin(nt))

(a segunda é obtida da primeira usando a férmula de Euler, e os coeficientes a,, e b, sd@o com-

binagdes lineares dos f(+n)). Se a funcdo f(t) é suficientemente regular (por exemplo, diferencidvel
com continuidade), a série de Fourier “converge” para a prépria fun¢ado num sentido apropriado.

Hilbert spaces and Dirac’s notation. Physicists are interested in certain (typically infinite
dimensional) complex Euclidean spaces H called Hilbert spaces. They are characterized by a
“completeness condition” and by the fact of having an “infinite countable basis” e;,es,es, ...
Each vector may be written as an infinite sum x = >, xj, ey, with Fourier coefficients xj, = (e, x),
and (the square of) its norm is the sum of the series ||x[|* = 3", |zx|?. So, the correspondence
X+ (21, T2, 23,...) defines an isomorphism with the space ¢2. It happens that the inner product
induces an (anti-linear) isomorphism between H and its dual H*, as is the case in finite dimension.

Paul Dirac, one of the fathers os quantum mechanics, 1nvented the following notation®: a
generic vector is denoted by |¢)) and called ket, while a generic co-vector is denoted by (¢ and
called bra, so that their pairing

(2ly)

is a bra-ket, and represents the inner product between the vectors |¢) and [¢). The anti-linear
isomorphism between H and its dual is the map [¢) — (¢|. The orthogonal projection over the
line spanned by a unitary vector |¢)) is then written

Py =) (¥

so that its value on the vector |¢) reads Py |¢) = ) (¥|¢). More generally, if |¢1) , [12) , [¥3) ;. ..
is an orthonormal system spanning the subspace S C H, then the orthogonal projection onto S is

written
Ps = [t (vl

k
which translates (5.7) and (5.8).

26p. A .M. Dirac, A new notation for quantum mechanics, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 35 (3) (1939), 416-418.
P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, 1930.
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Polarized photons and qubits. The smallest non-trivial quantum system has a two-dimensional
state space H = C2. A vector in H is also called qubit, beeing the building block of quantum com-
putation. 27. A physical example is polarization of light. A photon may be left or right polarized,
hence may be in one of the orthogonal and unitary states |O) or |©). We may change basis, and
consider horizontally or vertically polarized photons,

R P
IRCARARY:

or else left-diagonal or right-diagonal polarized photons,

) )+ 510 ad D= 5(0)- 50

5

= = lor+ 1 1D

|7 |H>+ﬁ|$> and N :\ﬁk—»i\ﬁ

>

Write the bases vectors | /) and |\) in terms of the |©) and |O).

27B. Schumacher, Quantum coding, Physical Review A 51 (1995), 2738-2747.
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6 Operadores hermiticos e unitarios

ref: [Ap69] Vol 2, 5.1-10, 5.19 ; [La87] Ch. VII

6.1 Adjunto de um operador

Representagao matricial de operadores em espagos euclidianos de dimensao finita.
Seja H um espago euclidiano, real ou complexo, de dimensao finita. Fixada uma base ortonormada
ej,eq,...,e,, podemos representar, cada vetor x € H de maneira inica como combinagao linear
X = Z?zl x;e; , sendo as “coordenadas” de x os coeficientes de Fourier z; = (e;,x), logo como o

vetor coluna
€
T2

Tn

O produto escalar entre os vetores x e y do espago euclidiano complexo H ~ C" é portanto
um produto linha por coluna

(x,y)=> Ty =Xy
[

do transposto conjugado do vetor coluna x (que é portanto um vetor linha) vezes o vetor coluna
y. Se H ~ R" é um espaco euclidiano real, entdo o produto interno é simplesmente (x,y) =x"y.
Seja T : H — H um operador linear. A imagem de cada e;, com 1 < j < n, é uma combinacao
linear T'e; = ), a;; e; dos elementos da base. Os coeficientes a;; sdo as projecoes ortogonais dos
Te; sobre os e;, ou seja, os coeficientes de Fourier

Q5 1= <eq;,Tej> (61)
Entdo a matriz que representa o operador T na base ortonormada ei,es,...,e, ¢ a matriz
quadrada
a1 a2 ... Qin
a1 Q22 ... A2p
A= (aij) =
an1  ap2 e Ann

formada por estes coeficientes. De facto, a imagem do vetor x = > ;%5 € pelo operador T' é o
vetor

Tx =T E Zj€e; = E ijej: E Zj E Qij €5 = E E Aij Tj e;
J J J i i J

Em notagao matricial, T'x é representado pelo vetor coluna

ailr a2 ... A1n € a11 a12 A1n

a1 a2 ... a2n Z2 a21 a22 A2n
Ax = ) . ) : =a1 | . +x2| . +- o,

an1 QAp2 ... Qpn Tp anl an?2 Gnn

As colunas da matriz A sdo as imagens dos vetores da base candnica pela transformacao 7', ou
seja, a i-ésima coluna de A é o vetor coluna Te;.
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Operador adjunto. Seja H um espago euclidiano, real ou complexo, de dimensao finita. O
adjunto do operador linear T € End(H) é o tnico operador T* € End(H) tal que

| (x.Ty) =(T"x,y)] (6.2)

para todos x,y € H. A notacdo dos fisicos para o operador adjunto de 7' é T'T.

(|
X P )
T "1‘/

)

i
~
\
(
A prova mais simples da existéncia do adjunto usa coordenadas. Se o espaco é complexo,
fixada uma base ortonormada, podemos considerar que H ~ C" munido do produto hermitico
(x,y) =% Ty, se representamos os vetores como vetores coluna. Seja A = (a;j) € Mat,xn(C) a

matriz que representa o operador 7" na base escolhida, assim que T : x — Ax. Entao a matriz que
define o operador adjunto 7™ é a matriz conjugada transposta

também chamada “adjunta”. De facto, como a transposicao e a conjugacao sao involugoes, e a
transposicao é contravariante, entao

.
% A=(4x)

e portanto
— T

(x,Ay) =X Ay = (A x) y=(A"x,y)

Se o espago linear ¢ real, e o operador T' é definido pela matriz A = (a;;) € Mat,,», (R) numa
base ortonormada, entdo o operador adjunto T* é definido pela matriz transposta AT.
Por outro lado, a existéncia do adjunto, um operador que satisfaz (6.2), em espagos euclidianos
de dimensao infinita é problemadtica.
E imediato verificar que a operacao T +— T* é involutiva, ou seja,

(T) =T
que é anti-linear (linear se o espago euclidiano é real), ou seja,
(T+S) =T+ 5" e (AT)* = \T*
se A é um escalar, e que é “contra-variante”, ou seja,
(TS)* =85*T*
A proépria definicao (6.2) implica a seguintes relagdes de ortogonalidade entre nicleos e imagens

dos operadores T e T™.

Teorema 6.1. Sejam T : H — H um operador definido no espaco euclidiano de dimensao finita
H, e T* o seu adjunto. Entdo

KerT* = (ImT)* e ImT™* = (KerT)™"
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Demonstra¢ao. Se x € KerT™* entdo a (6.2) implica que 0 = (T"x,y) = (x,Ty) para todo
y € H. Isto significa que x é ortogonal a todo vetor Ty de ImT, e portanto KerT* C (ImT)>.
Vice-versa, se x € (ImT)* entdo a (6.2) implica que 0 = (x, T'y) = (T*x,y) paratodoy € H. Isto
significa que T*x = 0, e portanto que (Im7)* C KerT*. Estas duas inclusdes provam a primeira
identidade. A segunda é uma consequéncia. O

Uma primeira consequéncia é que se T é invertivel entao também T é invertivel e vice-versa
(pois se T é injetivo entdo T é sobrejetivo e vice-versa, e em dimenséo finita as duas afirmagoes
sdo equivalentes a bijetividade). Neste caso, o adjunto do inverso ¢ igual ao inverso do adjunto, ou
seja,

(Y = )
De facto, se x = T*x’ entao
-1 -1 -1 -1
(x,T7y) =({T"x,T7y) = X, TT y) = (x,y) = (T") " x,y)
Uma segunda consequéncia nao evidente é

Teorema 6.2. Sejam T : H — H um operador definido no espago euclidiano de dimensao finita
H, e T* o seu adjunto. Entdo

Ker(T*T) = KerT e Im(TT*) = ImT

Demonstracio. B evidente que KerT C Ker(T*T). Por outro lado, x € Ker(T*T), ou seja, se
T*Tx = 0 entdo Tx € KerT™. Pelo teorema 6.1 isto significa que Tx é ortogonal a ImT, em
particular ao proprio Tx. Consequentemente, Tx = 0, ou seja x € KerT. Isto prova a primeira
igualdade.

E evidente que Im(7T'T*) C ImT. Por outro lado, seja x € Im7T". Como H = KerT & (KerT')L,
existem y € KerT e z € (KerT)* tais que x = T(y+2) = Tz. Pelo teorema 6.1, z € ImT*, ou seja,
z = T*w para algum w € H. Finalmente, isto significa que x = TT*w, ou seja, que x € Im(TT™*).
Isto prova a segunda igualdade.

O

e.g. Por exemplo, seja T : R? — R? o operador definido por T'(z,y) = (3z+ 2y, —y). A matriz
que representa 1" na base candnica é
3 2
= (1)

Entao o operador adjunto T™* é definido pela matriz transposta

(3 1
= (54

e portanto é T*(x,y) = (3z + y, 2z — y).
Por outro lado, seja L : C* — C? o operador definido por L(x,y) = (z — iy, z + 2iy). A matriz
que representa L na base candnica é
1 —
b= ( 12 )

Entao o operador adjunto T™* é definido pela matriz transposta conjugada

« =T 1 1
B =B = <z —2i>

e portanto é T*(z,y) = (x + y, iz — 2iy).
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Um subespaco V' C H é invariante para o operador T sse o subespaco ortogonal V= ¢é
invariante para o operador adjunto 7.

Considere o operador linear T : R? — R? definido por T'(z,y) = (z + y,y). Calcule T*.
Considere o operador linear 7' : R? — R? definido por T'(z,y) = (z, —y). Calcule T*.

Considere o operador linear T : C? — C? definido por T'(z,y) = (ix — y,z +iy). Calcule T*,
T*T e TT™.

Calcule a adjunta das seguintes matrizes
0 1 1 2 1 2 1
2 3 0 3 0 1 3
0 1 1 2 141 2—1
—i 0 0 1 —14+5 3—2¢

Adjoints. A more conceptual and general definition of an adjoint, free of coordinates, is as
follows. Consider two euclidean spaces of finite dimension E and F (both real or complex), equipped
with the inner products (-,-)g and (-, -)p, respectively. Let 7 : E — E* and n’ : F — F* be the
anti-linear isomorphisms defined by 7(x) := (x, ) and 7'(y) := (y, -)g, respectively, according to
Riesz representation theorem 5.2. Given a linear map L : E — F, we may consider its dual map
LT : F* — E*, defined by

N O

LT¢:=¢ol

if & € F* (the dual map is also often denoted by the same symbol as the adjoint map). The
adjoint of L is the map L* : F — E defined as the composition

L* =7 'oLTor

It is clear that L* is linear, being the composition of a linear and two anti-linear maps. It is also
a simple exercice to verify that it satisfies the defining identity

<Yv TX>F = <T*Y7 X>E

for x € E and y € F, which amounts to (6.2) when E = F.

Deslocamentos. Um espaco euclidiano de dimensao infinita importante é o espaco ¢? das sequéncias
complexas (sinais discretos) x = (z1, 2, x3,...) de “energia” finita [|x||? := >°% _, |z,|* < oo, mu-
nido do produto interno

o0
<X7 y> = Zmikyk:
k=1
Os deslocamento esquerdo e direito sao os operadores limitados
L(xy,x0,235,...) = (x2,23,%4,...) e R(x1,x9,25,...) := (0,21, 22,...), (6.3)

respetivamente. E imediato verificar que R = L*.
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6.2 Operadores auto-adjuntos

Operadores auto-adjuntos. Seja H um espago euclidiano, real ou complexo. Um operador
T :H — H é dito auto-adjunto ou hermitico (em inglés, self-adjoint ou hermitian) se

| (x,Ty) = (Tx,y)] (64)

para todos x,y € H, ou seja, se existe o operador adjunto T* e se T* = T (mas observe que para
definir um operador auto-adjunto nao é necessdrio definir o adjunto de um operador!).

Se H~ C", e se A= (a;;) € Mat,x,(C) é a matriz que representa o operador 7' numa base
ortonormada, entdo T é auto-adjuntos sse a matriz é hermitica, ou seja, satisfaz

A=A

em coordenadas, a;; = Gj;.
Um operador auto-adjunto de um espaco euclidiano real H ~ R™ é também dito simétrico, pois
é representado, numa base ortonormada, por uma matriz A = (a;;) € Mat,x,(R) que é simétrica,
ou seja, tal que
AT =4

em coordenadas, a;; = aj;.
Um operador (auto-adjunto ou néo) T € End(H) define uma “forma quadraitica”

[Q(x) = (x,Tx)]

ou seja, uma funcao tal que Q(A\x) = |A\|?Q(x) para todo escalar A. Se T' é um operador simétrico
de um espago euclidiano real, entéo a fungao Q(x) é chamada energia do operador T ou da matriz
A que o representa numa base ortonormada (pensando nas pequenas oscilagoes de um sistema
mecéanico em torno de um minimo local da energia potencial com matriz Hessiana A). Se T' é um
operador auto-adjunto de um espacgo euclidiano complexo, e se o vetor x é unitario, entao o escalar
Q(x) = (x,Tx) é também chamado valor médio de T sobre x (na notagdo de Dirac da mecénica
quéntica, o valor médio do “observével” T sobre o estado unitério [¢)) é o escalar (¢|T|¢), a média
esperada das observacoes de T' num numero grande de experiéncias repetidas).

Valores préprios de operadores auto-adjuntos. Se v é um vetor préprio com valor préprio
A do operador T, ou seja, Tv = Av e ||v|| # 0, entdao (v,Tv) = A||v||?, e portanto o valor préprio
é dado pela expressao
(v, Tv)
[[vi]®

Se T é auto-adjunto, também (v, Tv) = (T'v,v) = X ||v||?, e portanto A = X. Ou seja,

A= (6.5)

Teorema 6.3. Os valores proprios de um operador auto-adjunto sao reais.

De facto, os operadores auto-adjuntos de um espago euclidiano complexo podem ser carateri-
zados pela propriedade de ter valores médios, e a fortiori valores préprios, reais.

Teorema 6.4. O unico operador T : H — H de um espaco euclidiano complexo que tem valores
médios nulos (x,Tx) =0 para todos os x € H é o operador trivial T = 0.

Demonstragao. E um exercicio verificar que um operador genérico satisfaz a identidade de pola-
ri2a¢a0
x4y, Tx+y)) - (x-y,T(x-y)) =2(xTy) + {y,Tx)) (6.6)

Consequentemente, se os valores médios do operador 7' sdo nulos, entao

0= (x,Ty) + (y, Tx)
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Se substituimos o vetor y com o vetor iy (o que é possivel apenas quando o espago é complexo),
o mesmo calculo diz que
0=(xTy) = (v,Tx)

Consequentemente, (x,Ty) = 0 para todos x,y € H, e portanto Ty = 0 para todo y € H, assim
que T é operador nulo. O

Teorema 6.5. Um operador T : H — H de um espaco euclidiano complexo de dimensdo finita é
auto-adjunto sse o valor médio (x,Tx) € real para todos os x € H.

Demonstrag¢io. Se T é auto-adjunto, entdo (v,Tv) = (T'v,v) = (v,Tv). Vice-versa, se (v,Tv) é
real para todos os v € H, entao

(v,Tv) = (v, Tv) = (Tv,v) = (v,T*V)

ou seja, (v, (T —T*)v) = 0 para todos os v € H. O teorema 6.4 entdo implica que T =T*. O

Em geral, vetores préprios que correspondem a valores préprios distintos sao lineramente inde-
pendentes. No caso de operadores auto-adjuntos é possivel dizer mais.

Teorema 6.6. Vetores proprios com valores proprios distintos de um operador auto-adjunto sao
ortogonais.

Demonstracdo. Se Tv = Av e Tw = uw, com \ e u reais e v e w diferentes de zero, entao
(Tv,w) = (v,Tw) implica que (A — u) (v,w) = 0. Portanto, se A # u entdo (v,w) = 0. O

e.g. Operadores simétricos do plano. O operador simétrico genérico de R? é definido, na
base candnica, pela matriz simétrica
a b
A =
b ¢

a—i—c:t (a —c¢)? + 4b?
2 2

Os valores proprios sao

Ay =

Um caso particular é quando o trago é nulo, ou seja, ¢ = —a, e portanto os valores proprios sao
opostos, Ay = £+va? + b%. Neste caso, se p = va? + b2 # 0 (caso contrério A é a matriz nula),

entao
A (@ b\ cos(26)  sin(26)
“\b —a )P sin(20) — cos(20)
para algum angulo 6. O operador é portanto uma reflexdo ao longo da reta (cosf)y = (sinf)x
seguida por uma homotetia de razao p.

A identidade é um operador auto-adjunto.

Um operador auto-adjunto L num espaco euclidiano de dimensao um H = C ou R é uma
homotetia Lv = Av com A € R.

Se T é auto-adjunto, entao também o', com « real, é autoadjunto. Se T e S sao auto-
adjuntos, entao também o7 + 85, com « e [ reais, é auto-adjunto.

Se T é auto-adjunto, entao também as poténcias T", com n = 1,2, ..., sao operadores auto-
adjuntos. Consequentemente, se p(t) = a,t™ +---+a1t+ag é um polinémio com coeficientes reais,
entdo o operador p(T) := a,T" + --- + a1 T + ap é auto-adjunto.
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Se T é auto-adjunto e invertivel, entdo o inverso 7! é também auto-adjunto.

Se T : H — H é auto-adjunto e V. C H é um subespaco invariante (por exemplo, o espago
préprio V) = ker(A — T') dos vetores v € H tais que Tv = \v), entdo também o complemento
ortogonal V1 ¢ invariante.

Sejam T" e S dois operadores hermiticos de um espaco euclidiano E. Em geral, a composigao
TS nao é hermitico (dé exemplos). A composi¢ao T'S é um operador hermitico sse T' e S comutam,
ou seja, se T'S = ST.

Dado um operador linear arbitrdrio 7' € End(E) num espagco euclidiano de dimensao finita
E, o operador P = T*T é auto-adjunto. Se v é um vetor préprio de P com valor préprio A,
que é real, entdo (v, Pv) = \||v||?, mas também (v,Pv) = (v,T*Tv) = (T'v,Tv) = |Tv|?>.
Consequentemente, A > 0.

Verifique a identidade (6.6).

A inversdo T(z,y,z) = (—=x,y,z) relativamente ao plano y-z é simétrica? E a inversao
relativamente a um plano genérico de R? passando pela origem?

Seja S C H um subespago de dimensao finita do espago euclidiano H (néo nulo e diferente
do préprio H), e seja P € End(H) a projecao ortogonal sobre .S, definida por

Pv:={(ej,v)e; + (es,vies+ -+ (e,, V) e,

se ej,eq,...,e, ¢ uma base ortonormada de S. Os valores proprios de P sao 1 e 0, e os

espacos préprios sdo S e S+, respetivamente. Mostre que P é auto-adjunto, e portanto satisfaz
P? =P = pP*.

Operadores auto-adjuntos em dimensao infinita. Quando o espago euclidiano H tem di-
mensao infinita, operadores lineares interessantes podem ser definidos apenas em subespagos proprios
D(L) C H (chamado “dominio” do operador), ou seja, sdo transformagoes lineares L : D(L) — H.
Quando H é um espago de Hilbert, um operador é dito simétrico ou hermitico se (Lx,y) = (x, Ly)
para todo x, y € D(L) (e tipicamente é pedido que o dominio seja denso em H).

O termo auto-adjunto é reservado a operadores que estao definidos em todo o espago de Hilbert,

e que satisfazem (Tx,y) = (x,Ty) para todos x,y € H. Acontece que tais operadores sdo
também “limitados”, ou seja, satisfazem ||Tv|| < K ||v|| para todo v € H e algum niimero minimal
K = ||T|| < oo chamado “norma” do operador T. De facto, a palavra operator é usualmente

referida apenas a tais operadores limitados, e o termo operador ilimitado ¢é usado nos outros casos.

Vice-versa, todo operador limitado 7' : H — H admite um operador adjunto 7%, definido,
como no caso de dimensao finita, pela identidade (Tx,y) = (x,T*y) (a sua existéncia, que nao é
evidente, segue do teorema de representagido de Riesz). Assim, ser auto-adjunto é equivalente a
T =T*, como em dimensao finita.

No entanto, operadores diferenciais, assim como praticamente todos os operadores de interesse
fisico (posigao, momento linear, energia, ... ), ndo sdo limitados! A teoria dos operadores ilimitados
hermiticos é muito mais delicada ...

6.3 Operadores normais

Operadores hemi-hermiticos. Um operador S : H — H, definido num espago euclidiano
complexo H, é dito hemi-hermitico ou anti-hermitico (em inglés, skew-hermitian) se

| (x,Sy) = = (Sx.y)] (6.7)
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para todos x,y € H. E claro que S = 4T é hemi-hermitico sse T = —iS é hermitico. Em particu-
lar, pelo teorema 6.5, os valores proprios de um operador hemi-hermitico num espacgo euclidiano
complexo sao imagindrios puros, ou seja, estao no eixo imaginario iR C C. Em dimensao finita,
quando é possivel definir o adjunto de todo operador, S é hemi-hermitico sse S* = —S.

Se H ~ C™ é um espago euclidiano complexo de dimenséo finita, e se B = (b;;) € Mat,»,(C)
é a matriz que representa o operador S numa base ortonormada, entdo S é hemi-hermitico se
B* = —B, ou seja, b; = —E Observe que os elementos diagonais satisfazem b;; = —Hj, e
portanto sao imagindrios puros.

Um operador definido em um espago euclidiano real que satisfaz (6.7) é dito anti-simétrico,
pois a sua matriz B numa base ortonormada é anti-simétrica, ou seja, satisfaz BT = —B. Neste
caso, os elementos diagonais sao necessariamente nulos.

e.g. Por exemplo, o operador L : C?> — C2, definido por L(z,y) = (2iz + iy, iz + 3iy), ou seja,

pela matriz
20 i
i 3
¢ anti-hermitico. Observe que L = iM, se M : C?2 — C? é o operador hermitico M(z,y) =
(22 +y,z + 3y).

Operadores normais. Assim como cada nimero complexo é uma soma z = x + iy de um
nimero real e de um ndmero imagindrio puro, cada operador T' € End(H) de um espago euclidiano
complexo de dimensao finita pode ser decomposto, de maneira tnica, como soma

T=X+1iY

de um operador hermitico X e um operador hemi-hermitico Y, ou seja, i vezes um operador
hermitico Y. Basta escolher
1

1 *
X=g@+T) e Y=5

(T-T").
Observe que entao o adjunto de T'= X + Y é
T =X —1iY

Esta férmula, que lembra a férmula que define o conjugado de um nurhero complexo, diz que os
operadores auto-adjuntos X e Y sao moralmente a parte real e a parte imaginaria do operador 7T'.
O operador T é normal se comuta com o préprio adjunto, ou seja, se

Tr* =17°T

E imediato verificar que [T, T*] = 2i[Y, X]. Consequentemente, o operador T = X +iY é normal
sse X e Y comutam, ou seja, XY =Y X.

Se S é um operador anti-simétrico de um espaco vetorial real E, entao (x, Sx) = 0 para todo
o x € E. Em particular, S nao pode ter valores préprios diferentes de zero.

Se S é um operador hemi-hermitico, entdo as poténcias pares S?* sdo hermiticas e as poténcias
fmpares S?**1 sdo hemi-hermiticas.

[Ap69] Vol. 2 5.5.

Multiplicacao e derivadas. Seja E o espago das fungdes continuas f : [a,b] — C, munido do

produto escalar (f, g) := f: f(#) g(¢) dt.
Toda fungao continua m(t) induz um operador multiplicacio M € End(E), definido por

(M f)(t) == m(t) f(t)
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(esta férmula lembra a agdo de uma matriz diagonal, que envia o vetor de coordenadas xj no
vetor de coordenadas myay). E claro que (f,Mg) = (M, g) para todo f,g,€ E, ou seja, M é
auto-adjunto, se a fungdo m(t) tem valores reais. Num certo sentido preciso, estes sdo os modelos
dos operadores auto-adjuntos.

Operadores diferenciais apenas podem operar em dominios mais restritos, por exemplo nos
subespacos EF C E das funcdes que admitem k = 1,2,..., ou oo derivadas continuas. Nestes
dominios, é possivel definir o operador derivada

(D)) == f(2),

N . e . N . ..
as suas poténcias D¥, e portanto polinémios L = > k—o apD*, chamados operadores diferenciais
com coeficientes constantes. Uma integracao por partes implica a identidade

(f, Dg) = f(0)g(b) — f(a)g(a) — (Df,g)

Ao escolher “condigbes de fronteira” apropriadas, por exemplo ao restringir o operador D ao
subespago E§° C E* das fungoes tais que f(a) = f(b), o operador D é anti-simétrico, e portanto
o operador momento P := —iD é simétrico. Também importante é o laplaciano A := D?, que é
simétrico se defnido em E°.

Seja P : E — E o operador primitivac¢do, definido por
t
P = [ sy

Mostre que é anti-simétrico se definido no nucleo ker(I) da forma linear I(f) := f: f(t)dt.

Dada uma fungao continua ¢(t) e uma fungao derivavel p(t), considere, no subespago E2 C E?
das funcoes duas vezes derivaveis que satisfazem a condic@o de fronteira p(a)f(a) = p(b) f(b) = 0,
o operador de Sturm-Liouville L : EZ — E, definido por

Lf:=pf) +af.

Por exemplo, se ¢ =0e p =1, entao L = A, o laplaciano. Mostre que L é simétrico.

6.4 Operadores unitarios/ortogonais

Isometrias lineares. Seja H um espago euclidiano, real ou complexo. Um operador U : H - H
é uma isometria (linear) se preserva os produtos escalares, ou seja, se

(Ux,Uy) = (x,y) (6.8)

para todos x,y € H. Esta condi¢ao implica (e, pelas identidades de polarizagao (5.1) ou (5.2) é
equivalente) que o operador preserva as normas, ou seja,

1Ux[| = [Ix| (6.9)

para todo vetor x € H. Em particular, uma isometria é injetiva, logo invertivel na sua imagem.
E também claro que uma isometria envia um sistema ortonormado num sistema ortonormado, pois
preserva normas e ortogonalidade.

Se U* denota o operador adjunto (que existe também em dimensao infinita, pois as isometrias
s@o limitadas), entdo U é uma isometria sse (U*Ux,y) = (x,y), e portanto, pela arbitrariedade
de y, sse

Uu=1I (6.10)
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Valores e vetores préprios de isometrias. Se A é um valor préprio da isometria U, ou seja,
Uv = A\v para algum vetor nao nulo v, entao

AP ]2 = (Uv,Uv) = (v,v) = ||v]
Consequentemente,

Teorema 6.7. Os valores prdprios de uma isometria U estdo na circunferéncia unitdria S =
{z€eC tq |z| =1}, ou seja, tém valor absoluto |A| = 1. Em particular, uma isometria de um
espaco euclidiano real so pode ter valores proprios £1.

Particularmente importante é o valor préprio 1, quando existir. Os vetores do espaco préprio
H; = Ker(1 — U) séo os “pontos fixos” da transformacao U, pois satisfazem

Uv=v
As isometrias partilham os pontos fixos com a prépria adjunta.

Teorema 6.8. Se U € uma isometria, entao Ux = x sse U*x = X.

Demonstra¢ao. Uma implicacao é evidente, pois se Ux = x entdo x = U*Ux = U*x pela (6.10).
Por outro lado, se U*x = x, entao

IUx = x| = (Ux - x,Ux = x) = [[Ux]* - (Ux,x) —(x,Ux) + x|
= [x|* = (x,U"x) — (U"x,x) +|[x|* =0

pela (6.9), e portanto também Ux = x. O

Também ¢ interessante observar que H;+ = Im(1 — U), consequéncia da identidade

<X7 y - Uy> = <X - U*X’ y>

e do teorema 6.8 . Em particular, pelo menos em dimenséo finita, o espago total é uma soma
direta ortogonal
H=Ker(l-U)®Im(l-0)

do espago préprio com valor préprio 1 e da imagem de 1 — U.

Operadores unitarios/ortogonais. Um operador U : H — H é dito unitdrio se é uma
isometria sobrejetiva, logo bijetiva. Isto significa que

U'U =UU* =1 (6.11)

*

ou seja que U™t = U*.
ortogonal.

Se H é um espaco euclidiano de dimensao finita, entao toda a isometria é unitaria, pois envia
uma base (finita) ortonormada numa base ortonormada, e portanto é bijetiva. Vice-versa, se
(e1,e2,...,e,) e (fi,fa,...,f,) sdo duas bases ortonormadas do espago euclidiano de dimenséo
finita H, entdo o operador U : H — H, definido por U(ey) = fi, é unitério.

Se o espaco H é complexo, logo isomorfo a C", entdo a matriz A = (a;;) € Mat,x,(C) que
define um operador unitdario numa base ortonormada é uma matriz unitdria, ou seja, uma matriz
que satisfaz

Um operador unitario de um espago euclidiano real é também dito

A*A=1= AA* (6.12)

ou também A~! = A*. Se up = (a1x,azk,---,a,,) denota o vetor cujas coordenadas formam
a k-ésima coluna da matriz A, entao o elemento 7j da matriz produto A*A é igual ao produto
escalar (u;,u;). Portanto, a primeira das equagdes (6.12) diz que as colunas de A, as imagens dos
vetores da base candnica de C™, formam uma base ortonormada. Da mesma forma, a segunda das
equagoes (6.12) diz que as linhas de A formam uma base ortonormada



6 OPERADORES HERMITICOS E UNITARIOS 104

Se o espago H é real, logo isomorfo a R™, entdo a matriz A que define um operador ortogonal
numa base ortonormada é uma matriz ortogonal, ou seja, uma matriz que satisfaz

ATA=T1=AAT (6.13)

ou também A™! = AT,
O determinante de uma matriz A que define um operador unitario numa base ortonormada
satisfaz
1 = Det(A*) Det(A) = |Det A

e portanto assume valores na circunferéncia unitdria do plano complexo. Em particular, o
determinante de uma matriz que define um operador ortogonal é igual a +1, os pontos reais da
circunferéncia unitaria.

e.g. Operadores ortogonais no plano. Exemplos de operadores ortogonais de R? sdo reflexdes
e rotagoes. Toda matriz ortogonal O € Matay2(R) com determinante DetO = 1 é da forma

cosf) —sin0
Rg_(sin@ cos 6 )

para algum angulo 6, ou seja, é uma rotacgdo (anti-hordria) de um angulo 6. Por outro lado, se a
matriz ortogonal A tem DetA = —1, entdo a matriz AJ tem Det(AJ) = 1, onde

7=(0 4)

é a matriz que define a reflexdo no eixo dos x. Consequentemente, toda matriz ortogonal é da
forma Ry ou
cosf  sind
RoJ = < sinfl  —cos@ )

para algum angulo @, dependendo se o seu determinante é +1.

e.g. Matrizes de Pauli. A identidade I é uma raiz quadrada da identidade I, mas nao é a
Unica. As matrizes de Pauli sdo as matrizes auto-adjuntas e unitdrias com trago nulo

01:<(1)(1)> , 0'2:((; _OZ) e o—3=<(1)01). (6.14)

Sao utilizadas para descrever a interacao de uma particula quantica de spin 1/2 com o campo
eletromagnético, no regime nao relativistico.

E imediato verificar que Deto; = —1 e Tro; = 0. Também
Uf = ag = ag = —i010903 = 1

E usual também chamar og = I a matriz identidade de ordem 2. Assim, as matrizes o, o1, 03,03
formam uma base do espago linear real das matrizes complexas hermiticas 2 x 2.

Determine os valores préprios e os vetores prépios das matrizes de Pauli (6.14).

Mostre que um operador U : H — H de um espago euclidiano é uma isometria sse envia
vetores unitarios em vetores unitdrios (ou seja, envia a esfera unitaria na esfera unitdria), ou seja,
se |[u]| = 1 implica |[|Uu|| = 1.

Sejam (e, es,...,e,) e (f1,f,...,f,) duas bases ortonormadas do espaco euclidiano de di-
mensao finita H, e seja U : H — H o operador tal que U(ey) = fi, para todo k =1,...,n. Mostre
que U é unitério.

Verifique que se A é a matriz que define uma transformagcao unitdria U : C* — C", entao as
suas colunas sao vetores de uma base ortonormada de C™.
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As translacoes Ty : X — X + a sao “isometrias” do espaco euclidiano R™, no sentido em que
b)

preservam as distancias (pois ||Ta(x) — Ta(y)|l = ||lx — y||), mas néo sdo transformacoes lineares,
se a # 0.

Se V' C H é um subespago invariante para o operador unitdrio U : H — H, entao também o
subespaco ortogonal V+ é invariante.

Se T e S s@o operadores unitdrios/ortogonais de um espagco euclidiano complexo/real, entao
também T—1 e T'S sdo unitdrios/ortogonais.

Seja T um operador unitario de um espaco euclidiano complexo. Para quais valores do escalar
A o operador AT é também unitdario? Mesma pergunta no caso de um operador orogonal definido
num espago euclidiano real.

Se T e S sao operadores unitarios, entao também T + S é unitario?

Os operadores unitdrios de C sdo os (operadores multiplicacdo por) ntimeros complexos de
médulo um, i.e. e com 6 real. Os operadores ortogonais de R sdo os (operadores multiplicacio
por) ndmeros +1.

Em dimensao infinita existem isometrias nao sobrejetivas, e portanto nao unitarias. Por
exemplo, o deslocamento direito R : 2 — (2, definido em (6.3), é uma isometria. O operador
adjunto é o deslocamento esquerdo L, que claramente satisfaz LR = I. Neste caso R nao é
sobrejetivo, e L nao é injetivo.

[Ap69] Vol. 2 5.11.

Transformacgoes de Cayley. A transformacdo de Cayley

z—1

zZ+1

é um automorfismo da esfera de Riemann C = CU{ oo}. Em particular, envia o semi-plano supe-
rior H:= {z € C t.q. §(z) > 0} no disco unitdrio D := {z € C t.q. |z| < 1}, e a “circunferéncia’
R =RU {oc} C C na circunferéncia unitdria S = {z € C t.q. |2| = 1}. Esta ideia admite muitas
generalizagoes.

Por exemplo, se S é uma matriz hemi-hermitica (ou anti-simétrica, se real), e portanto os seus
valores préprios sao imaginarios puros, entdo I £ S sdo invertiveis e comutam. Em uma base
ortonormada em que S é diagonal, I £+ S sdo diagonais com valores préprios correspondentes (i.e.
associados aos mesmos vetores proprios) da forma 1+t com ¢ real, ou seja, complexos conjugados.
Mas os quocientes (1 —it)/(1 + it) sao unitarios. Consequentemente, a transformada de Cayley*®

Ui=I-8)(I+9)""!

é uma matriz unitdria (respetivamente, ortogonal).

Mostre que se U é uma matriz unitaria e se [ +U é invertivel (i.e. se U néo tem valor préprio
—1) entdo S = (I — U)(I +U)~! é hemi-hermitica.

Mostre que se A é uma matriz auto-adjunta entdao U = (A —iI) "' (A + il) é unitaria.

28 A. Cayley, Sur quelques propriétés des déterminants gauches, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
32 (1846), 119-123.
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Operador de Koopman e von Neumann. O fluxo de um sistema hamiltoniano preserva
a medida de Liouville no espaco de fases. Em termos abstratos, um sistema conservativo consiste
numa transformagido 7' : X — X (ou grupo de transformagoes dependendo de um pardmetro)
definida num espaco de fases X (tipicamente X ~ R"), e uma “medida invariante” u, tal que
wu(A) = p(T~1(A)) para todo conjunto mensuravel A C X. Para simplificar, podemos assumir que
u é uma medida de probabilidades, assim que u(X) = 1. A ideia de Koopman *° e von Neumann
30°¢ definir um espaco euclidiano H das funcoes mensuréveis ¢ > : X — C de quadrado integrdvel
Jx le(@)]? du(a) < oo, munido do produto escalar (¢, ¢) = [y p(z)h(z)du(z). A transformacao
T entao permite definir um operador de evolugao U : H — H por meio de

(Uep)(x) := (T(x)) (6.15)

A invaridncia da medida implica que U é uma isometria. De facto, se ¢ é a funcdo carateristica
do evento A C X, entdao ¢(T(z)) = 1 sse T(z) € A, logo sse x € T~1(A), e portanto

1Ue|? = /X lp(T(2))? dpu(x) = w(T~H(A)) = u(A) = [|g|?

O caso geral vem da prépria definicao de integral de Lebesgue. Se a transformacao T é invertivel,
entao U é um operador unitario. Assim, a dinamica, tipicamente “nao-linear”, das equagoes de
Hamilton num espago de fases de dimensao finita é codificada num operador “linear” de um espago
euclidiano de dimens&o infinita. A estrutura do operador U, os seus valores préprios, ... , contém
informacoes sobre algumas das propriedaes qualitativas da dindmica da transformacao T

29B.0. Koopman, Hamiltonian Systems and Transformations in Hilbert Space, Proceedings of the National Aca-
demy of Sciences 17 (1931), 315-318.

30J. von Neumann, Zur Operatorenmethode In Der Klassischen Mechanik, Annals of Mathematics 33 (1932),
587-642.
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7 Teorema espetral

ref: [Ap69] Vol 2, 5.6, 5.11, 5.20 ; [La87] Ch. VIII

7.1 Operadores diagonalizaveis

Operadores diagonalizaveis. O operador L : V — V., definido num espago vetorial de di-
mensao finita V, real ou complexo, é diagonalizdvel se existir uma base vi,vs,...,v, de V
formada por vetores préprios de L. Isto significa que a matriz que representa o operador nesta
base é a matriz diagonal

A 0 ... 0
0 X ... O
A= . . . (7.1)
0 0 ... X\
onde 0s A1, ..., A, sdo os valores préprios, tais que Lvy = Agvy. Se A é a matriz que representa o

operador L na base canénica de V ~ R" ou C" (ou em qualquer outa base), entdo A = G AG™! ,
onde G é a matriz mudanca de coordenadas, cujas colunas sao os vetores préprios representados
na base candnica.

Os valores préprios de um operador L : C* — C” sao as raizes do polinémio carateristico
ca(z) = Det(zI — A), que é um polinimio ménico de grau n. Pelo teorema fundamental da dlgebra,
o polinémio carateristico factoriza como produto ca(z) = (z — A1)(z — A2) ... (2 — \p,) de n raizes
complexas A, Aa, ..., Ay E razodvel pensar que um operador “genérico” seja diagonalizével, pois
estas raizes sao distintas, e porque vetores proprios associados a valores préprios distintos sao
linearmente independentes. Por outro lado, nas aplicagoes estamos interessados em certos tipos de
operadores, a menos de perturbagoes que nao sao genéricas. E importante portanto ter critérios
para decidir quais operadores sao diagonalizaveis.

Semi-simplicidade. A caraterizacao algébrica do algoritmo indutivo que permite diagonalizar
operadores é a seguinte. Um operador L : V — V é dito semi-simples se todo subespaco
invariante £ C V admite um complementar invariante, ou seja, um subespago invariante F' C V
talque V=FE® F.

Teorema 7.1. Um operador L : V — V de um espago vetorial complexo de dimensdo finita é
diagonalizdvel sse é semi-simples.

Demonstragao. Fixada uma base, podemos assumir que V =~ C". Pelo teorema 14.2 em [C022]
(consequéncia do teorema fundamental da dlgebra) o operador admite um vetor préprio v, logo
um subespago invariante de dimensao um E = Cv. Se o operador é semi-simples, entao o espago
é uma soma direta C* = E@ F, onde F ~ C"~! é um subespaco invariante de dimensdo n — 1. A
implicagdo = segue portanto por indugdo, sendo trivial em dimensdo um. A implicagdo contraria
< é 6bvia, pois subespacos invariantes de operadores diagonalizdveis sao gerados por vetores
préprios. O

Diagonalizagao em espagos euclidianos. O teorema espetral, nas suas diferentes versoes,
aborda um problema mais especifico no contexto dos espagos euclidianos. Decidir quais operadores
T : H — H de um espaco euclidiano H admitem uma base ortonormada de vetores préprios, e
portanto, se o espaco tem dimensao finita, sao representados nesta base ortonormada por uma
matriz diagonal (7.1).

A resposta, em dimensao finita, é a classe dos operadores normais, os operadores que comutam
com o préprio adjunto (isto é claramente o caso das matrizes diagonais). Esta classe contém as
subclasses importantes dos operadores auto-adjuntos e dos operadores unitarios, que tém valores
préprios reais ou unitarios, respetivamente. O caso dos operadores simétricos definidos num espago
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real, que essencialmente implica os outros, é devido a Cauchy®!, e foi motivado pelo problema de
descrever as pequenas oscilagoes de sistemas mecanicos em torno de uma posicao de equilibrio
(tratado na préxima segdo 8).

Além de um argumento indutivo, que usa as propriedades geométricas dos operadores normais
ou auto-adjuntos, o ingrediente principal da prova classica do teorema espetral é a existéncia de
pelo menos um valor préoprio. Aqui é onde é preciso utilizar alguma anélise, na forma do teorema
fundamental da 4lgebra, ou na forma aparentemente mais simples do teorema de Weierstrass (uma
funcdo continua definida num compacto atinge o seu méximo) juntamente com mais algum célculo
em varias varidveis.

O caso de dimensao infinita é muito mais delicado, e é importante na anélise das equacoes dife-
renciais parciais e portanto na fisica dos campos. Este caso é tratado em manuais mais avangados
de andlise funcional (por exemplo, Reed e Simon, ...).

7.2 Teorema espetral para operadores auto-adjuntos

Teorema espetral para operadores auto-adjuntos. A semi-simplicidade dos operadores
auto-adjuntos é consequéncia da seguinte observagao, cuja prova é elementar.

Teorema 7.2. Seja L : H — H € um operador auto-adjunto de um espaco euclidiano H. Um
subespaco V' .C H € invariante sse o subespago ortogonal V= ¢é invariante.

Demonstra¢do. Se V é invariante, v € V e w € V*, entdo (v,Lw) = (Lv,w) = 0 porque
também Lv € V, e portanto Lw € V1. Vice-versa, se V+ é invariante, w € V+ e v € V, entdo
(Lv,w) = (v,Lw) =0 porque também Lw € V-, e portanto Lv € V*. O

O teorema espetral para operadores auto-adjuntos, ou simétricos no caso real, é o seguinte.

Teorema 7.3 (teorema espetral). Seja L € um operador auto-adjunto de um espago euclidiano
de dimensao finita H. Existe uma base ortonormada de H formada por vetores préprios de L, com
valores proprios reais.

Demonstracdo. A prova é por indugao sobre a dimensao. O resultado é trivial num espago de
dimensao um, ou seja, quando H ~ C, onde um operador auto-adjunto é uma homotetia real.
Seja H ~ C". Pelo teorema 14.2 em [Co22] (consequéncia do teorema fundamental da dlgebra), o
operador L admite um vetor préprio v, que podemos assumir unitdrio, com valor proprio A, que é
real pelo teorema 6.5. Pelo teorema 7.2, o espaco ortogonal v-- ~ C"~! é um subespaco invariante,
e a restricao de L a este subespago é ainda um operador auto-adjunto. Pela hipdtese indutiva,
existe uma base ortonormada de vetores préprios da restricio de L a v+, com valores préprios
reais. Entao o vetor v completa esta base a uma base ortonormada de H, formada por vetores
préprios de A com valores préprios reais. O

Estrutura dos operadores auto-adjuntos. Seja L um operador auto-adjunto de um espago
euclidiano de dimensao finita H. Fixada uma base ortonormada, podemos pensar que o espago é C"
ou R™, e o operador é representado pela matriz auto-adjunta A = (aij) € Mat;, » (C) ou Mat, x» (R)
(simétrica no caso real). O teorema espetral 7.3 diz que existe uma base ortonormada uy, us, ..., u,
formada por vetores préprios, com valores préprios reais Aj,A2, ..., A, (nfo necessiriamente
distintos), assim que

Ll.l]C = )\kuk (72)

31A.L. Cauchy, Sur I'équation & I’aide de laquelle on determine les inégalités séculaires des mouvements des
planetes, Ezercices de Mathématiques 4 (1829), 140-160.
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A matriz que representa o operador L nesta base é a matriz diagonal (7.1). Se U denota a matriz
unitaria cujas colunas sao os vetores ug’s, entao

A=UAU".
Se o espaco é real, a matriz U értogonal, e esta férmula é simplesmente A = UAU .

Se representamos um vetor genérico como soma x = ), (ug,X) uy, e usamos a (7.2), observamos
que o operador L é uma sobreposicao

Lx = Zx\k <uk,x> ug ,
k=1

de projecos ortogonais sobre as retas geradas pelos vetores proprios pesadas com os valores

proprios.
Também é possivel juntar os valores proprios repetidos, e considerar o “espetro” do operaor, o
conjunto formado pelos valores préprios, distintos e reais p1, p2, - - ., i (com m < n). O espago é

uma soma direta ortogonal H = H; @ Hy @ - - - ® H,,, de espagos préprios Hy, = ker(uy — A). As
dimensoes dj, = dim Hy, satisfazem 22;1 dy = n. O operador é uma soma direta de homotetias

L:LLl@uQ@"'@,U’m

Se P, : H — H denota a projecao ortogonal sobre o espaco proprio Hy, entao o operador é uma

sobreposigao
m
L= Z pr P
k=1

das projecoes ortogonais Py’s pesadas com os valores préprios p’s. Isto significa que, numa base
ortonormada formada pelas bases ortonormadas dos Hy’s, o operador é representado pela matriz
diagonal em blocos

A= )
0 0 ... pml

onde o k-ésimo bloco é uy vezes a matriz identidade de dimensao di. O polinémio carateristico
da matriz que representa o operador é (z — pu1)® (2 — p2)? ... (2 — pi,)%. Em particular, a
multiplicidade geométrica dj de cada valor préprio uy é igual a sua multiplicidade algébrica.

O “teorema fundamental da &dlgebra” (o resultado de andlise que diz que um polinémio nao
constante tem pelo menos uma raiz no plano complexo) foi utilizado, na prova do teorema espetral,
para deduzir a existéncia de pelo menos um valor préprio. Pode ser substituido pelo teorema de
Weierstrass, que afirma que uma fungao continua num compacto admite um maéaximo, e um pouco
de calculo vetorial elementar. Esta ideia, e portanto uma prova alternativa do teorema espetral, é
utilizada na carateriza¢io dos valores préprios minimo e miximo de Rayleigh e Ritz (na préxima

secao 8).
0 1
=)

define, na base canénica, um operador simétrico L(x,y) = (y,z) do plano euclidiano R?. Os
valores préprios sio Ay = +1, rafzes do polinémio carateristico c4(z) = 22 — 1. Vetores préprios
normalizados, satisfazendo Auy = Fuy e ||ug] = 1, sio uy = (1,1)/vV2 e u_ = (—1,1)/v2,
respetivamente. A mudanca de coordenadas que diagonaliza A é portanto a matriz ortogonal
(cujas colunas séo as coordenadas de uy e u_)

[ cos(m/4) —sin(r/4)
Rrja = < sin(r/4)  cos(m/4) )

e.g. Por exemplo, a matriz
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que representa uma rotagao anti-hordria de um angulo 7/4. A sua transposta, que é também a
sua inversa, é uma rotagdo horéria de um angulo 7/4, ou seja, R;T'—/4 = R_; /4. Entao a matriz A é

igual ao produto
0 1 1 0
( 1 0 ) :RTI'/4 < 0 —1 ) R—Tr/4'

Mas a matriz diagonal A = ((1) _01) é a matriz de uma reflexao no eixo horizontal do plano. A

diagonalizagao mostra portanto que o operador L é obtido ao fazer, nesta ordem, uma rotagao
horaria de um angulo /4, uma reflexdo no eixo horizontal, e uma rotacao anti-hordria de um
angulo /4. O operador L, representado na base candnica pela matriz A, é uma reflexdo na reta

y =

e.g. Projegoes ortogonais. As projecoes ortogonais sao operadores auto-adjuntos. Seja S C
C™ um subespago de dimensao m < n, e up, us,..., U, uma sua base ortonormada. E possivel
completar a base de S, e construir uma base ortonormada uj,us,..., Wy, Wi, ..., U, de C”.
Nesta base, a matriz da projegao ortogonal Pg : C™* — C™ sobre S é uma matriz diagonal em

blocos
I77L
= (" o)

formada pela matriz identidade I,,, nas primeiras m coordenadas, e pela matriz nula 0,,_,, nas
ultimas n — m coordenadas. Se U denota a matriz unitdria cujas colunas sao as coordenadas dos
vetores uy’s relativamente a base candnica, entao Pg é representada, na base candnica, pela matriz
A =UAU*. Finalmente, podem verificar que esta matriz é a mesma definida em (5.8).

Seja v um vetor préprio do operador auto-adjunto L. Mostre que (Cv)* é um subespago
invariante de L.

Observe que um operador L = T (definido num espago euclidiano complexo) é hemi-
hermitico sse T é hermitico. Enuncie o correspondente teorema espetral para operadores anti-
hermiticos.

Diagonalize, quando possivel, as seguintes matrizes reais
a —b a b a b
b a b —a b a
Determine valores e vetores préoprios e diagonalize as matrizes reais simétricas
1 0 0 1 11 0 1 1 -1
0 -1 1 0 11 11 -1 1
2 1 1 2 5 =2
1 1 2 3 -2 2

1 1 1 0 0 2
1 1 1 0 1 0
1 11 2 00

Determine valores e vetores préprios e diagonalize as matrizes complexas hermiticas
1 —i 1 1+ 1 4
i 1 1—14 2 —i 0

[Ap69] Vol. 2 5.11.
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Hilbert’s spectral theory and Quantum Mechanics The name “spectral theory”, and the-
refore “spectral theorem” (which you won’t find in many manuals on linear algebra), was invented
by David Hilbert at the beginning of the XX century. The “spectrum” of an operator is a subset of
the complex plane which, in the case of a normal operator in finite dimension, coincides with the set
of its eigenvalues. His intention was to generalize to infinite dimension the classical theory about
principal axis of ellipsoides, originally motivated by the study of small oscillations of a mechanical
system around a stable equilibrium (see the next chapter 8). It is a fortuitous coincidence that
soon after physicists discovered Quantum Mechanics, and observed that the mathematical lan-
guage in which it seems to be written is precisely the theory of self-adjoint operators on “Hilbert
spaces” (Dirac, von Neumann, Weyl, ...). Even more surprising is one of Bohr’s major achieve-
ment: “spectral lines” of the hydrogen atom are explained by means of the computation of the
“spectrum” of a certain operator representing the energy of the electron!

Observaveis e valores médios em mecanica quantica. A estrutura “formal” da mecéanica
quéantica nao relativistica, descrita por Paul Dirac em [Di47], é a seguinte. O espago dos estados é
um espaco euclidiano complexo H. Os “observaveis” sdo operadores auto-adjuntos A : H — H. Os
valores préprios ay,as,as, ..., que sao nimeros reais, sao os possiveis resultados das observagoes.
Os vetores préprios correspondentes |aq) , |as),|as), ..., que satisfazem

Alay) = ay, o)

formam uma base ortonormada de H. Pelo teorema espetral, o operador é uma soma pesada

A=l (o
k

de projecoes. Um “estado” do sistema é um vetor unitdrio |¢), que pode ser representado como
sobreposigao
) =Ytk low)
k

dos |ay)’s com coeficientes de Fourier que satisfazem Y, 15| = 1. O valor médio esperado, ao
repetir a observagao do observavel A no estado |¢) um ntmero grande de vezes, é o valor médio

(|AY) = Zak |w?

Tudo isto faz sentido se H tem dimensao finita, logo é isomorfo a um espago C™. Se a dimensao
¢é infinita, entao H é un espaco de Hilbert, ou seja, um espago euclidinao completo que admite
um subconjunto denso e numeravel, e portanto uma base numeréavel, logo isomorfo ao espaco £2.
Neste caso, a propria definicao de operador auto-adjunto é problemaética, e o contetido do teorema
espetral é menos elementar.

Self-adjoint operators with no eigenvalues and Dirac delta functions. Let E be the
complex Euclidean space of square-integrable functions f : [a,b] — C, equipped with the inner
product (f, g) f f(x) g(z)dz. The multiplication operator (X f)(z) := z f(x) is self-adjoint
and bounded on E, but has no eigenvalues. Indeed, the eigenvalue equation reads x f(x) = A f(x),
and says that f(z) = 0 for all x # A, and therefore that f(z) is the zero vector of E.

Indeed, eigenvectors of the multiplication operators are Dirac delta functions §(x — \), with
0 < X <, defined by the paradoxical equation

(saying that d(z — A) is equal to zero for all  # X\ and so large at the single point = A that
its integral over the whole interval is equal to one!), and live outside the space E. The theory
of distributions, inspired by the intuition of Paul Dirac and developed by Laurent Schwartz (and
worth a Fields medal in 1950) will give a precise mathematical meaning to this physicists’ idea.
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Momentum and Laplacian on the line. Let H be the complex Euclidean space of square-
integrable functions f : R — C, equipped with the inner product (f, g) = ffooo f(z) g(x)du.

The “momentum operator” P = —iD is symmetric when defined, for example, on the subspace
C§°(R) C H of infinitely differentiable functions with compact support (since D is skew-symmetric).
Nevertheless, it does not have any eigenvalue. Indeed, functions satisfying Pf = Af are the plane
waves e'** but no such exponential is square-integrable (indeed, they can’t even satisfy boundary
conditions like f(0) = f(w) = 0 if we were in a bounded interval). Thus, the candidates to be
eigenvectors of the momentum operator are outside the space where the operator is naturally
defined.

The “kinetic energy” P2 = —A, the positive-definite Laplacian, is symmetric too, and of course
should share its eigenvectors with P, the plane waves e'?, with non-negative eigenvalues A2 > 0.

The theory of “Fourier transform” (to be studied next year) will reveal in which sense the Lapla-
cian is unitarily equivalent to a multiplication operator (the prototype of a self-adjoint operator).
Functions in H will be integrals

f@ = [ Fo) e i

of “eigenfunctions” of the Laplacian, and the Laplacian —A (or also the derivative operator D as
well as any constant coefficients differential operator) will act on their “coefficients/coordinates”

F(\) as a multiplication operator f(A) — A2 f(\).

7.3 Teorema espetral para operadores normais

Teorema espetral para operadores normais. Seja H ~ C™ um espago euclidiano complexo
de dimensao finita. Um operador N : H — H é normal se comuta com o préprio adjunto, ou seja,
se

N*N=NN~*

Operadores unitarios sao normais, pois satisfazem UU* = U*U = I. Operadores hermiticos e
hemi-hermiticos também sao normais, pois o adjunto é proporcional ao préprio operador, A* = £ A.
Um operador T'= X +4Y é normal sse a sua parte hermitica X = (T'+T7*)/2 e a sua parte hemi-
hermitica Y = (T — T*)/2 comutam, pois [T, T*] = —2i [X,Y].

E claro que N é normal sse N* é normal. Os operadores normais também podem ser caracte-
rizados pela seguinte propriedade geométrica.

Teorema 7.4. Um operador N : H — H de um espaco euclidiano complexo H € normal sse para
todos os vetores v € H

[NV = [IN*v]

Demonstragio. O comutador A = [N*,N] = N*N — NN* é um operador auto-adjunto, e a
condigao | Nv|| = ||[N*v| é equivalente a (v, Av) = 0 para todos os v € H. O teorema é portanto
consequéncia do teorema 6.4. O

Ao aplicar este resultado ao operador N — X e ao seu adjunto N* — X, concluimos que

Teorema 7.5. Seja N : H — H wum operador normal de um espago euclidiano complexo de
dimensao finita H. Um vetor v é um vetor préprio de N com valor préprio A sse € também um
vetor proprio de N* com valor préprio A.

Um operador que admite uma base ortonormada de vetores proéprios, com valores préprios
arbitrdrios, é normal. De facto, a adjunta de uma matriz diagonal A = diag(A1,...,\,) é a matriz
diagonal A* = diag(\1,...,\,), e duas matrizes diagonais comutam. A afirmacio reciproca é a
forma mais geral de teorema espetral (em dimensao finita).

Teorema 7.6 (teorema espetral). Seja N : H — H um operador normal de um espago euclidiano
complexo de dimensao finita H. FExiste uma base ortonormada de vetores préoprios de N.
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Consequentemente, um operador normal é uma soma direta N = 1 Bus®- - <Py, de homotetias
relativamente a uma decomposicao ortogonal H = H; ® Hy @ - - - ® H,y,, onde os Hy, = ker(u, — N)
sa0 os espagos proprios associados aos valores préprios distintos g1, fio, - - -, fm (que em geral sao
niimeros complexos).

Este teorema é uma consequéncia do teorema espetral 7.3 (que vale para a parte hermitica X e
a parte anti-hermitica 1Y de N = X +4Y’, que comutam) e do teorema 7.8. Uma prova alternativa
e independente é a seguinte.

Demonstracao. Fixada uma base ortonormada, podemos assumir que H ~ C". Pelo teorema
fundamental da algebra, o operador N admite um valor préoprio A. Pelo teorema 7.5, o espago
préprio Hy = Ker(A — N) é também um espago préprio do operador adjunto N*, com valor
préprio A. O subespaco ortogonal Hy" é N-invariante, pois se v € Hy, entdo (w,v) = 0 implica
(Nw,v) = (w,N*v) = A (w,v) = 0 também, e tem dimensao estritamente inferior a n. O teorema
segue por inducao, sendo trivial em dimensao um. O

e.g. Existem operadores diagonalizdveis (numa base néo ortonormada!) que ndo sao normais.
Por exemplo, o operador T : R? — R? definido pela matriz

=2

¢é diagonalizdvel, pois os seus valores préprios sao 1 e 2. Por outro lado, nao é normal, pois
11 10 2 2
T _ _
A4 _(0 2><1 2>_(2 4>
1 0 11 1 1
TA — —
ma=(12) (6 2)=0 5)
Determine valores e vetores préprios e diagonalize as matrizes complexas normais

) G

Diagonalizagcao de operadores unitarios. Um operador unitario U : H — H de um espago
euclidiano complexo é normal, pois U*U = UU* = I, e os seus valores proprios sao nimeros

¢é diferente de

complexos (j, de valor absoluto |(x| = 1. Se H tem dimensao finita, entdo pelo teorema espetral
7.6 o operador é definido, numa base ortonormada uy, us, ..., u, formada pelos vetores préprios,
por uma matriz diagonal
G 0 ... 0
0 ¢ ... O
A (7.3)
0 0 ... (o

cujas entradas sdo os valores préprios (i, = €%, com 6}, reais.

Forma normal de operadores ortogonais. Operadores unitarios num espaco euclidiano real
de dimenséo finita sdo representados por matrizes ortogonais, matrizes O € Mat, «,(R) satisfa-
zendo OT = O~'. Um operador ortogonal é unitario, logo normal, mas nio é necessariamente
diagonalizavel, pois os seus valores proprios podem nao ser reais. O teorema espetral para opera-
dores normais implica o seguinte resultado sobre a estrutura de uma matriz ortogonal.
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Teorema 7.7. Seja U : E — E um operador ortogonal de um espago euclidiano real de dimensao
finita E =~ R"™, representado numa base ortonormada por uma matriz ortogonal. Entao o espago €
uma soma direta E = E1 ® Ey @ --- @ Fy de subespagos invariantes ortogonais de dimensdo 1 ou
2, em cada um dos quais U é o operador 1 : R — R ou uma rotacdo Ry : R2 — R? do plano de
um dngulo 6 ¢ 7Z.

Existe portanto uma base ortonormada na qual U é representado pela matriz ortogonal

O, 0 ... 0
0 Oy ... 0
0= S :
0 0 ... O

onde cada bloco nao nulo O;, de dimensao um ou dois, é uma das matrizes

(1 (-1 < cosf —sind >

sinf@  cos®

Demonstra¢do. A prova é por indugdo. Em dimensao um o teorema é trivial, e em dimensao dois
é um exercicio do capitulo anterior.

Fixada uma base ortonormada, podemos assumir que E = R™, munido do produto interno
euclidiano, e que o operador é defnido por uma matriz ortogonal O. A matriz real O define também
um operador unitdrio no espago euclidiano complexo C" (a complexificacdo de R™), munido do

produto interno usual, poi GT = 0" = O'. O teorema espetral para operadores normais diz
que C™ admite uma base ortonormada de vetores préprios de O, e os seus valores préprios A sao
unitarios, ou seja, satisfazem |\| = 1.

Seja z = x4+ iy € C* =~ R” +4iR", com x,y € R”, um vetor préprio com valor préprio A = e’
assim que

0

)

U(x +iy) = e (x + iy).
Se o valor préprio é real, ou seja ( = ¢ = +1, entdo ou x ou y (pois um dos dois ndo é nulo)
é um vetor préprio real v com valor préprio A. A restrigao de O a reta F; gerada por v é entao
uma multiplicagao por £1, e o espaco ortogonal a esta reta é um subespaco invariante de dimensao
n — 1.

Se o valor préprio A = € = cosf + isinf nio é real (ou seja, # ndo é um miiltiplo inteiro
de 7), entdo é imediato ver que também Z = x — iy é um valor préprio de U, com valor préprio
A =e . Sendo X\ # ), os vetores z e Z sdo linearmente independentes sobre os complexos, e isto
implica que x e y sao linearmente independentes sobre os reais. De facto, se ax + by = 0 com a e

b reais, entao
z+2+bz72 _ a+ b - afibZ
2 21 2 2
implica que a £ ib = 0, logo que a = b = 0. Mas a parte real e a parte imaginaria da equacao
Uz = ¢z dizem que

0=ax+by=a

Ux = (cosf)x — (sinf)y
Uy = (sind) x + (cos )y
A restricio de U ao plano E; ~ R? gerado por x e y é portanto uma rotacdo de um angulo 6, e

o0 espago ortogonal a este plano é um subsespago invariante de dimensao n — 2.
Nos dois casos, a indugao pode funcionar. O
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e.g. Operadores ortogonais em dimensao 3. Por exemplo, um operador ortogonal em R3 é
representado, numa base oportuna, pela matriz

cos) —sinf O
sinf  cosf 0
0 0 +1

(uma rotagéo em torno do eixo dos z’s e eventualmente uma reflexao no plano z-y). Em particular,
um operador ortogonal do espaco euclidiano R® (ou de um espaco de dimensdo fmpar) admite
sempre uma reta invariante, ou seja, um “eixo de rotacao”.

Teorema ergddico de von Neumann. Se ¢ é um nimero complexo de valor absoluto |¢| =1
mas diferente do proprio 1, entao as médias aritméticas das suas poténcias convergem para zero
quando N — oo, pois

2 3 N-1 _il—CN
A+ {+E+C++ ) =5 ¢

1

N

Por outro lado, se { = 1 estas médias sao constantes e iguais a um. Consideramos agora um

operador unitario U : H — H definido num espaco euclidiano complexo de dimensao finita. E

representado, numa base ortonormada formada por vetores préprios, por uma matriz diagonal Z
do género (7.3), com valores préprios (;’s unitdrios. As médias aritméticas

1
~ (I+2+2°2+2%+- -+ 2ZN 7

das suas poténcias convergem para uma matriz diagonal com entradas nulas nas posi¢oes onde
(x # 1, e iguais a um nas posicoes onde (x = 1. Este limite é, por definicao, a matriz da projecao
ortogonal P : H — H sobre o espago préprio Hy = Ker(1 — U) (que pode ser o operador nulo se 1
nao é um valor préprio). Consequentemente, os operadores

1 .
Syi=5 ([+U+U+ U+ U
chamados “somas de Cesaro” ou “médias de Birkhoft” de U, convergem para

SN—>P

quando N — oo, no sentido em que Syv — Pv para todo v € H. Esta é uma versao elementar
do teorema ergédico de von Neumann *? que, aplicado ao operador de Koopman (6.15), é um dos
resultados fundacionais da moderna teoria dos sistemas dinamicos.

Uma prova mais conceptual, que, com mais alguma ginastica topoldgica, estende em dimensao
infinita, foi descoberta por Riesz. ** Consiste em observar que o espaco total é uma soma direta
ortogonal H = H; ®Im(1—U). No espagco préprio Hy, o operador U e portanto as suas médias Sy
agem como a identidade, logo a convergéncia é trivial. Por outro lado, nos vetores de Im(1 — U)
(chamados “co-boundaries”) a soma de Cesaro é telescdpica, e

1 _
Snly =Uy) = 5 (y = Uy + Uy = Uy + U’y = Uy + -+ U "y = U™y)

1
=~ (v =U")
Finalmente, um vetor genérico é uma soma v =x+ (y — Uy) com x = Pv € H; e y € H. Entéao

2
1Swv = Pv| = [Sx(y = Uy)ll < 7 llyll = 0

quando N — oo, pois |||y — UNy|l < |lyll + |U Nyl = 2|ly|| e U é unitério.

32]. von Neumann, Proof of the quasi-ergodic hypothesis, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 18 (1932), 70-82.
33P.R. Halmos, Lectures on Ergodic Theory, Chelsea, 1956.
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Discrete Fourier transform. The discrete circle is the finite abelian group Zy := Z/NZ (you
may want to look at chapter 9 for the terminology and interpretation). We may regard Zy as
the finite set {0,1,2,..., N — 1} equipped with the sum defined as follows: the sum of n and m
is the unique integer 0 < k < N — 1 such that there exists a non-negative integer p such that
n+m =k + pN (thus, k is the “reminder” of the division of n + m by N). This is the familiar
“modular arithmetic” used in old analogical clocks (with N = 12). We may also associate to the
points n of Zy the equally spaced points z, = €>™/N in the unit circle, where n = 0,1,..., N — 1.
The sum n — n+m is then the product z,, — 2,2, between the associated unit complex numbers,
that corresponds to a rotation of an angle 2rm/N.

A vector q = (qo,q1,G2,---,qnv—1) € CN may be thought as a function ¢ : Zy — C, sending
n — @(n) = g,. This space of functions is a finite dimensional Hilbert space if equipped with the
inner product (p,v) = > (n)(n), called L?>(Zy). Of course, this is the usual CV equipped
with the canonical hermitian product (q,q’) = Y, Gng,, since any function on a finite space is
square integrable.

The translations on the group Zy (that should be called “rotations” of the discrete circle) are
generated by the map 7 : Zy — Zn sending n +— n + 1, where sums are intended “modulo N”,
so that (N — 1) +1 = N is identified with 0. The translation induces the cyclic permutation
operator P : L?>(Zy) — L?*(Zx) on functions, defined as (Py)(n) := ¢(7(n)). In the language of
vectors of CV, this means that (Pq), = ¢,+1 (where we set gy = qo), or explicitly

P (g0, q1,92,---,qn-1) = (q1,92,-- -, qN—1,0) (7.4)

The operator P satisfies PV = I, hence P~! = PN~1 and also P* = P~'. Therefore it is
normal and unitary. If x = (xg,21,22,...,2N-1) is an eigenvector of P with eigenvalue A, so
that Px = Ax, then z,,; = Az,. Also, since AV = 1, the eigenvalue ) is a N-th root of unity.
Let ¢ = e ™/N_ a primitive N-th root of unity. There follows that the eigenvalues and relative
eigenvectors of P are

A=C" €, = (1,4",42” ,...,g<N—1>”) (7.5)

respectively, with n = 0,1,2,..., N — 1. Indeed, the £, ’s belong to the “Pontryagin dual” ZJ\V,
the group of (continuous) homomorphisms from Zy into the unit circle S C C, and are called
“characters”, or also “harmonics”. The vectors £,’s have squared norm ||£,]|> = N, and are
pairwise orthogonal. Indeed, if n # m, then

N-1 N—-1 X
k=0 k=0

since ("™ with n # m is a non-trivial N-th root of unity. Therefore, the normalised vectors
pn =&, /VN,withk =0,1,..., N—1, form an orthonormal basis of L?(Zy). Hence, Pp,, = ("pn,
and (Pm,P;j) = Onm. Any vector q may therefore be represented as a superposition of py,’s

according to
N—1
q= Z QmPm
m=0

which means, in coordinates,

—

N
n = \/% > Qe (7.6)

=0

provided the “Fourier coefficients”, the components of the vector Q = (Qo,Q1,...,Qn—1), are
defined according to (5.9), namely Q.,, = (Pm,q) , or explicitely

1 N—-1
= o (T 7.7
Q an:oqc (7.7)
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The map (7.7), sending q — Q, is called discrete Fourier transform (DFT). It is a unitary trans-

formation from L?(Zy) to LQ(Z\V). It is defined by the N x N matrix Fx = (fnm) with entries
from = ﬁ( —nm - Explicitly, by the matrix

1 1 1 1
C_l C—Q o C_(N_l)
1 —2 —2.2 T 9.(N—1
Fy= 1< ¢ e (7.8)
i C—(N—l) C—(N.—l)-Q o C—(N—l.)-(N—l)
The inverse map (7.6), called inverse DFT, is defined by the matrix
1 1 1 1
1 ¢ ¢? .. ¢Vt
_ 1 2 2.2 2.(N—1)
FNl = ﬁ 1 C. C ' '.' * C (7.9)
i CN'fl C(N;1)~2 o C(Nfl)'-(Nfl)

obtained from F substituting ¢ with ¢(~'. For example, for N = 2 and N = 4 we get

1 1 1 1
F2—\/§(1 _1> and F4—7

—
|
~
I
—_
~

respectively.

Computation of the DFT is an important practical problem in science and technology, since
the beginning of modern physics. Its importance in contemporary technology (for example, in the
analysis and processing of discrete/digital signals), led to the search for algorithms which could
work faster than the obvious O(N?) products and sums involved in the definitions (7.6) and (7.7)
(assuming that the coefficients ("™ are already computed and available) as in the code below.

# libraries
import numpy as np

def DFT{x): # Discrete Fourier Transform function
N = len(x)

np.arange(N) # row vector (0,1,2,...,N-1)

n.reshape((N, 1)) # column vector (0,1,2,...,N-1)

(1/np.sqrt(N)) * np.exp(-2j * np.pi * m % n / N) # matrix F

np.dot(F, x)

urn X

nnnn

n
m
F
X
r

(]

Possibly anticipated by some ideas by Gauss himself, finally the fast Fourier transform (FFT)
algorithm of Cooley and Tuckey ** (explained in section 9) has improved the computational cost
to O(Nlog, N) when N is a power of two, as N = 2™ | Quantum computers (performing the so
called “quantum Fourier transform”) may significantly reduce the cost to something like O(M?)
gates ...

The matrix

0 0 0 1

1 0 0 O
C=10 1

0o ... 0 1 0

34J W. Cooley and J.W. Tukey, An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series, Mathematics
of Computation 19 (1965), 297-301.
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that represents the operator P, defined in (7.4), is known as cyclic permutation matriz. Matrices
representing polynomials f(P) = ag+a1 P+asP?+...ay_1 PY~! with complex coefficients a’s in
the operator P are called circulant matrices. Their eigenvalues are easily computed as polynomials
F(\n), with A, = ¢™ as in (7.5). Write explicitly the powers P*, hence the matrices representing
f(P), and compute their determinant.

The discrete Laplacian in the discrete circle Zy is the self-adjoint operator A : L?(Zy) —
L?(Zy) defined as

(Aq)n = (qn+1 - qn) - (qn - qn—l) =4dn—-1— 2Qn + dn+1

(thinking at vectors q as functions n +— g, on the discrete circle, and identifying gqn with
go). Write it as a polynomial in the permutation operator P, and compute its eigenvalues and
eigenvectors.

Compute eigenvalues and eigenvectors of the discrete (forward) derivative D = P — 1.

Evaluation and interpolation of polynomials. A polynomial of degree N — 1 is uniquely
determined by its N complex coefficients as well as by its values at N distinct points in the
complex plane. Going forward and backward between these two representations are operations
called evaluation and interpolation, respectively. If the chosen points are the N-th roots of unity,
these operations coincide essentially with the discrete Fourier transform and its inverse. Indeed,
let

fE) =q+az+el+.. +oy_1z" !

be a polynomial of degree < N — 1 with complex coefficients ¢, ’s. Evaluation at the N-th roots
of unit 1,¢,¢2, ..., ¢N~1, where ¢ = €2™/N is given by the linear map

(quqh e ,qul) = (f(l)af(g)vf(éa)a .. .7f(CN71))

defined, up to a factor v N, by the inverse discrete Fourier transform matrix (7.9), since

F(1) 11 1 1 @

f(©) 1Y ¢ S T

f(Cz) _ 1 <2 <~2-2 C2-(N71) 0
f(CNfl) 1 CNLI C(Nil).Z C(N71)~(N71) gN—1

The inverse map, interpolation, is therefore given by 1/N times the discrete Fourier transform
matrix (7.8), i.e.

% 1 1 1 1 F(1)

T 1 ¢! ¢? ¢~ f(Q)

@ |11 ¢ ¢-22 . 20y F(C)

: N : : : :
qN._l 1 C—(N—l) C—(N.—l)-2 C—(N—l)-(N—l) f(CN_l)

7.4 Diagonalizagao simultanea e desigualdade de Heisenberg

Diagonalizagao simultianea e comutadores. Sejam L e M dois operadores definidos num
espaco linear V. Se L e M comutam, e se V) = Ker(\A — L) é um espago préprio de L, associado
ao valor préprio A, entdo V) é também M-invariante, ou seja, M(Vy) C V). De facto, se v € Vj,
entao

L(Mv)=M(Lv)=AMv,

e isto significa que Mv € V. Em particular,
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Teorema 7.8. Sejam L e M dois operadores normais (por exemplo, auto-adjuntos), definidos
num espago euclidiano de dimensao finita H. FEziste uma base ortonormada de vetores proprios
para os dois operadores sse L e M comutam.

Demonstrag¢io. Se L e M comutam, a restrigio de M a cada espago préprio Hy = Ker(\ — L)
de L é um operador auto-adjunto, que, pelo teorema espetral 7.6, admite uma base de vetores
préprios, que sao também vetores proprios de L. Mas o espago H é uma soma direta ortogonal de
subespacos proprios de L. A outra implicagao € trivial, pois duas matrizes diagonais comutam. [

Consequentemente, se as matrizes hermiticas A e B comutam, existe uma matriz unitaria U
tal que U*AU e U*BU sao diagonais.

e.g. Por exemplo, os operadores La(z,y) = (y,z) e Lp(z,y) = (3x —y, —x + 3y), definidos pelas

matrizes simétricas
0 1 3 -1
a=(Vo) o= (A

respetivamente, comutam. Um calculo mostra que

1 0 T 2 0 T
A:Rﬂ-/4 < 0 -1 > Rﬂ./4 € B:Rﬂ'/4 < 0 4 > RTF/4
se Rr/4 ¢ a matriz ortogonal que define uma rotagao anti-hordria de um angulo /4.

e.g. Por outro lado, as reflexdes do plano Lo(z,y) = (z,—y) e Lp(z,y) = (y,x), representadas

pelas matrizes simétricas
1 0 0 1
=(oh) - 2=(Va)

respetivamente, nao comutam. Sao diagoalizdveis, e representadas pela mesma matriz diagonal
mas em duas bases ortonormadas diferentes, pois

10 1 0 T
c=(o %) o p=ru(y )R

Desigualdade de Heisenberg. Quando dois operadores auto-adjuntos ndo comutam, nao existe
uma base ortonormada que os diagonaliza. A obstrugao, o comutador, assume em mecéanica
quantica um significado importante.

Sejam H um espaco euclidiano, e @@ um operador auto-adjunto definido em H. Fixado um
vetor unitdrio v, podemos calcular o “valor médio de @ no estado v”

(Q)y = (v,Qv),

que é um numero real. Se v é um vetor préprio de ), com valor préprio real A, entao o valor
médio é (v,Qv) = A. Em geral, uma medida da distancia entre Qv e um hipotético vetor préprio
associado ao valor médio (@), (que pode nao existir!) é a “incerteza”

AvQ = (@ = (@), )vll -

Naturalmente, A,Q é nula sse v é um vetor préprio de (). Na linguagem da mecéanica quantica,
os vetores unitdrios (ou melhor, as retas Cv C H) definem os “estados” do sistema, o valor médio
(v,Qv) é o “valor esperado” (ou seja, a média de um ntimero grande de observagoes), e 0 A,Q é
o “desvio padrao” do observavel ) no estado v.

Consideramos agora dois operadores auto-adjuntos, Q e P. Se nao comutam, nao sao di-
agonalizdveis simultaneamente (ou seja, na mesma base). O comutador [Q,P] é um operador
anti-hermitico, logo ¢[@, P] é hermitico, e os seus valores médios sdo ntiimeros reais.
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Teorema 7.9 (desigualdade de Heisenberg). Sejam @ e P dois operadores auto-adjuntos
definidos num espago euclidiano complezo (de dimensao finita) H. Para todo vetor unitdrio v € H,

N | =

e a igualdade verifica-se sse existem escalares reais a e b, ndo simultaneamente nulos, tais que

a(Q = (Q)y)v = ib(P — (P),)v.

Demonstracdo. Para simplificar as notagoes, chamamos Q" = @ — (Q),,

e PP=P—(P), (o que
fisicamente significa fazer translagoes nas unidades utilizadas para medir os dois observéveis). E
claro que [Q’, P'] = [Q, P]. Pela desigualdade de Schwarz 5.1,

Qv Plv) | < @] - [PVl

e a igualdade se verifica sse os vetores Qv e P’v sdo linearmente dependentes. O segundo membro
desta desigualdade é o produto A,Q - Ay P das incertezas. O primeiro membro é o médulo de
(Q'v, P'v), que é superior ou igual ao médulo da parte imaginaria

S((QV.P'V) = = ((@v.PV) — (Pv.Q'V))

21

5 (10, PIY)

ou seja, ao médulo de (v,i[@, P]v) (que é um nimero real, porque o comutador entre dois
operadores auto-adjuntos é hemi-hermitico). Isto prova a desigualdade.
A igualdade verifica-se se a desigualdade de Schwarz é uma igualdade, ou seja, se Q'v e P'v
sao linearmente dependentes, e se a parte real de (Q'v, P'v) é nula, ou seja, se

(Q'v,P'v)+ (P'v,Q'v)=0

E imediato verificar que estas condicbes correspondem a existéncia de umas constantes reais
a,b € R, nao simultaneamente nulas, tais que a Q'v — ib P'v. O

O caso em que uma das constantes a ou b é nula corresponde ao caso em que v é um vetor
préprio de um dos operadores. A desigualdade de Heisenberg é, neste caso, trivial.

2

Verifique que, fixado um vetor unitério v, entdo (A,Q)? = (Q?), — (Q)s-

Verifique que o comutador entre dois operadores hermiticos é um operador hemi-hermitico.

Heisenberg uncertainty principle. The multiplication operator X : f(x) — x f(z) is called
“position operator” in quantum mechanics. The maximal subspace of H where both X and the
momentum operator P = —ihiD can be iterated as operators is the Schwartz space S(R) of
infinitely differentiable functions which decay, together with all their derivatives, faster than the
inverse of any polynomial. A straightforward computation show that the position operator and the
momentum operator do not commute, and indeed their commutator is proportional to the identity
operator
[X,P] =ih

This basic fact, together with some Fourier analysis, is responsible for the famous Heisenberg
uncertainty principle, >° which says that position and momentum of a quantum particle cannot
be simultaneously measured with arbitrary precision. More precisely, as follows formally from

35W. Heisenberg, Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematik und Mechanik, Zeitschrift
fir Physik 43 (1927), 172-198.
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Heisenberg inequality 7.9, the product of the standard deviations of the measurements of the
position and the momentum cannot be made smaller than

AQ - AP >

| St

Moreover, the sharp bound is achieved iff the state ¢ € S(R) solves the differential equation
ax o(x)—b¢'(z) = 0, modulo translations and modulations. Solutions are proportional to gaussians

o(x) ~ e_””'z7 which belong to the Schwartz space provided v > 0.

7.5 Operadores positivos

Operadores positivos ou nao-negativos. Um operador auto-adjunto P : H — H, definido
num espago euclidiano H, real ou complexo, é dito positivo ou nao-negativo, notacao P > 0 ou
P > 0, respetivamente, se os seus valores médios sao positivos ou nao-negativos, ou seja, se

(v,Pv) >0 ou (v,Pv) >0

para todos os vetores nao nulos v € H (atencao, esta definigdo/condi¢ao nao faz sentido para
operadores T que nao sdo auto-adjuntos, pois os escalares (v,TVv) nao sdo, em geral, nimeros
reais!).

Os valores préprios do operador autoadjunto s@o iguais aos valores médios sobre os vetores
préprios unitédrios correspondentes, portanto estas duas condigoes implicam que os valores proprios
de P sao A\ > 0 ou Ap > 0, respetivamente.

Vice-versa, se o espago euclidiano H tem dimensao finita, entao o teorema espetral 7.3 diz
que existe uma base ortonormada uj,us,...,u, formada por vetores proprios de P, com valores
préprios reais A1, A, ..., An, assim que Pug = Ayuy. O valor médio de P sobre um vetor genérico
vV = viuy + vousy + - - - + v,u, é entdo

<V,PV> :)\1|1]1|2+)\2|1]2|2+"'—|—)\n|1}n|2 (710)
Consequentemente,

Teorema 7.10. Um operador auto-adjunto P : H — H definido num espaco euclidiano de
dimensao finita H € ndo-negativo, ou positivo, sse os seus valores proprios sao todos positivos, ou
nao-negativos, respetivamente.

E evidente que um operador positivo é invertivel, pois nao admite o valor préprio nulo.

Raizes quadradas de operadores positivos. Se T : H — H é um operador arbitrario defi-
nido num espago euclidiano de dimensao finita, entdo P = T*T é um operador auto-adjunto (a
verificagdo é imediata) cujos valores médios sao

(v,Pv) =(v,T*Tv) ={(Tv,Tv) = HTV||2

Portanto T*T é nao-negativo, e é positivo se T' é invertivel.

De facto, todo operador nao-negativo P num espago euclidiano de dimensao finita é desta forma.
Fixada uma base ortonormada podems assumir que H =~ R™ ou C™, e que o operador P é definido
pela matriz auto-adjunta/simétrica A. Pelo teorema espetral 7.3, existe uma base ortonormada
ui, ug,...,u, formada por vetores préprios de P, tais que Puy = prug com pg > 0, assim que P
é representado nesta base pela matriz diagonal

0 P2 ... 0
A= . .

0 0 ... pn
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Consequentemente, A = UAU ! se U é a matriz unitdria/ortogonal cujas colunas sio os vetores
préprios uy’s. Entao podemos definir um operador R := v/P tal que Ruy = \/pru; para todo k,
ou seja representado na mesma base uj, us, ..., u, pela matriz diagonal

/D1 0o ... 0
Vi=| vl
0 0 ... B
E claro que R é auto-adjunto, nao-negativo, comuta com P, e é uma “raiz quadrada” de P, no

sentido em que satisfaz R? = P (e também R*R = P, sendo auto-adjunto). De facto, R é definido,
na base canénica, pela matriz B = UvA U™!, e o seu quadrado é

B—UVAU'UVAU *=UVA U =4

Também é claro que R é positivo se P é positivo. A notacdo v/ P é justificada pelo seguinte
teorema de unicidade.

Teorema 7.11. Um operador nao negativo P : H — H de um espaco euclidiano de dimensao
finita H admite uma dnica raiz quadrada nao-negativa R (que € positiva se P € positivo), tal que
P=R?.

Demonstracdo. Seja R uma raiz quadrada nao-negativa de P, que existe pela discussao anterior.
Pelo teorema espetral, existe uma base ortonormada e, es,...,e, de H formada por vetores
préprios de R, tais que Rep = rpe;, com valores proprios ri > 0. Se v = vie; + voes + - -+ + vpe,
é um vetor prépro de P, com valor préprio p > 0, entao

2 2 2 2
p (vier +vaes + -+ +vpe,) = Pv = R°v = virie; +varjes + -+ +upriep,

Pela ortogonalidade, logo a independéncia, dos ey’s, isto implica que v (p — r2) = 0 para todo
k. Consequentemente, os tinicos coeficientes vy, # 0 de v sdo os coeficientes tais que i = p. Isto
implica que Rv = /p v. Ao variar v numa base formada por vetores préprios de P, isto fixa
univocamente o operador R. O

e.g. Por exemplo, as matrizes de Pauli oy, definidas em (6.14), sdo raizes quadradas da matriz
identidade I em dimensao 2. No entanto, a propria identidade og = I é a tnica raiz positiva, pois
as outras tém valores proprios +1.

e.g. Por exemplo, consideramos o operador auto-adjunto P : R?> — R? definido pela matriz

simétrica,
3 -1 2 0 T
A:<_1 3 )ZRW/‘i(O 4>R7r/4

onde R/, é a matriz ortogonal que define uma rotacao anti-horaria de um angulo /4. O operador
é positivo, tendo valores préprios 2 e 4. A sua raiz quadrada positiva R = v/P é definida entdo

pela matriz
V2 0 (V2 +1 121
R’T/‘*( 0 2)@/4_(1/\/5—1 1/\/§+1>
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Quadro geral. Finalmente, a analogia entre operadores normais e nimeros complexos é a
seguinte. Os operadores normais sao os operadores diagonalizaveis numa base ortonormada, e cor-
respondem ao plano complexo, os possiveis valores proprios. Os operadores unitdrios correspondem
a circunferéncia unitaria. Os operadores hermiticos e anti-hermiticos correspondem a reta real e a
reta imaginaria, respetivamente. Os operadores positivos correspondem & semi-reta real positiva.
Naturalmente, os operadores “genéricos” nao sdo normais!

Mostre que um operador A é positivo sse é da forma A = T*T com T invertivel.
Mostre que se A é positivo entdo A% e A~! sdo também positivos.

Mostre que se um operador A admite uma raiz quadrada nao-negativa/positiva (ou seja, um
operador nao-negativo/positivo R tal que R? = A) entdo é ndo-negativo/positivo.

Mostre que se um operador A admite uma raiz quadrada auto-adjunta (ou seja, um operador
auto-adjunto R tal que R? = A) entdo é nao-negativo.

Seja T': H — H um operador arbitrario. Entao T*T > 0 e consequentemente admite uma
raiz quadrada |T'| := vVT*T, que é auto-adjunta. Mostre que para todo v € H

ITv|? = [ |Tv |

Diga se os operadores definidos pelas seguintes matrizes sao positivos:
5 4 0 1 4 3
4 3 -1 0 3 4

Também existem raizes quadradas de operadores negativos. Por exemplo,

0 1
=( %)
¢é uma raiz quadrada de —I, ou seja, J2 = —I. Dé mais exemplos.

Calcule uma raiz quadrada das seguintes matrizes hermiticas e nao-negativas

(os) (41)
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Seja P : E — E um operador positivo de um espago euclidiano real. Mostre que

(x,y)p = (x, Py)

é um produto interno em E. Em particular, se o espago E tem dimensao finita, existe uma base
ei,...,e, de E (ortonormada para o produto interno (-,-) ») em que o operador P é representado
pela matriz identidade I. Consequentemente, se x = x1e, + - - - + £, €,, entao

(x,Px) = a3 4+ - + 22 .

Laplacian in a bounded interval. Let E be the space of continuous functions f : [0,7] — R
or C, equipped with the inner product (f,g) = fow f(z) g(x)dz. Recall that the Laplacian is the
differential operator A = D?, namely

(Af)(z) = f"().

Let E§° C E be the subspace of infinitely differentiable functions satisfying the boundary conditions
f(0) = f(m) =0 (for example, the space of transversal displacements of a vibrating string). As an
operator A : E§° — E, the Laplacian is symmetric, i.e.

(f;Ag) =(Af,9)

for all f, g, € E§°, as you may check integrating by parts twice. It is a simple exercise in ordinary
differential equations to show that the eigenvalues of the Laplacian are

A\p = —n? with n=1,2,3,...
and the corresponding eigenfunctions are, for example,
v () = sin(nz) .

Observe that the Laplacian is not bounded! One may actually show that such eigenfunctions form
a “basis” of the Hilbert space obtained from E by completion. This is the content of Plancherel
theorem in the theory of Fourier series.

Show that the “positive definite” Laplacian —A = (—iD)? is positive, namely satisfies

<f7_Af> >O

for all non-trivial f € E§°. Indeed, integrating by parts and using the boundary conditions,
f(0) = f(m) =0, show that
(f,=Af) =(Df Df)=||Df|?.

Corda vibrante e harmoénicas. As pequenas vibracoes transversais de uma corda de compri-
mento ¢, tensdo k e densidade linear p sdo modeladas pela equagao de onda

?u 0%

com condigoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0, onde u(x,t) denota o deslocamento transversal da
corda na posigéo = € [0,4] e no tempo ¢, e ¢ = \/k/p.

O produto u(z,t) = X(x)T(t) é uma solugio “separdvel” de (7.11) se XT” = ¢*X"T, e
portanto se existe uma constante A € R tal que

X" =\X e " = AT

As tnicas solugdes nao triviais da equagao diferencial X" = AX no intervalo [0, ] com condigbes
de fronteira nulas X (0) = X (£) = 0 sdo proporcionais a X,,(x) = sin(mnz/f) (as fungdes préprias
do laplaciano no espago das fungdes que se anulam nos pontos 0 e ¢) e tém valores préprios
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Ap i= —72n2/0? com n = 1,2,3,.... Em correspondéncia de cada n, as solugoes de T = M\, c*T
sa0 Ty, (t) = a,, cos (mnct/€) +by, sin (mnct/L). As solugbes separdveis do problema da corda vibrante
sao portanto as ondas estaciondrias

up(z,t) = (an cos (27, t) + by, sin (27r1/nt)) sin (2wz /L)
= A, sin 2nv,t + 7,) sin (272 /4y, comn=1,2,3,...

onde os coeficientes a, e b,, ou a amplitude A, = /a2 + b2, e a fase 7,, = arctan(a,/b,) séo
constantes arbitrarias, e as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

c 20
Vn:2—€n e En:z7 comn=1,2,3,..., (7.12)
respetivamente. A primeira frequéncia, 14 = ¢/¢;, é dita som (ou tom, ou modo) fundamental, e
as outras, v, = nvy = ¢/l,, com n = 2,3,4, ..., sdo ditas n-ésimas harmdnicas (ou overtones) da

corda.

o WD

Primeiras 5 harmonicas de uma corda vibrante.

Por exemplo, se a fundamental é o Ay de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
entdo a segunda harmoénica é o Ag de 880 Hz, a terceira estd préoxima do Eg de 1318.5 Hz, a quarta
é 0 Ag de 1760 Hz, a quinta estd proxima do Cf; de 2217.5 Hz, a sexta estd proxima do E; de
2637 Hz, a sétima estd proxima do Gy de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras harmodnicas
contém a “fundamental” A, a “quinta justa” E a “terca maior” Cf, as trés notas (“triade maior”)
do “acorde maior”!

1 2 3 4 5 & 7 8§ 9 10 11 12

Primeiras 12 harmonicas de uma corda cuja fundamental é C.

A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada com
uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz, 1980 Hz, ...
Onde deve colocar o dedo um violinista para obter o La5 de 880 Hz com esta corda?

Equacao de Schrodinger estacionaria, particula numa caixa. A energia de uma particula
quantica livre de massa unitaria é obtida, de acordo com o “principio de correspondéncia”, ao
substituir o momento linear pelo operador momento P = —iD na expressao da energia cinética
cldssica (em unidades em que a constante de Planck reduzida é h = 1). O resultado é o operador
hamiltoniano H = —%A. Este operador é simétrico se pensado no espago de Schwartz S(R). A
funcao de onda ¥(x,t) da particula satisfaz entao a equagdo de Schridinger

a1

ig, = 50 (7.13)

O produto 9 (z,t) = ¢(z)e”*F é uma solucio separavel da (7.13) se ¢ é uma solucdo equacdo de
Schridinger estaciondria
1
——Ap=F
B ¥ ¥
ou seja, um vetor préprio de H com valor préprio E. Como ja observado, as fungoes proprias

definidas na reta sdo as harménicas e*®, se o “vetor de onda” p satisfaz a relacdo de dispersao
p=+V2F, e nao tém quadrado integravel.
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As coisas mudam se a particula vive num intervalo limitado, por exemplo, o intervalo [0, 7].
Os fisicos dizem que o confinamento é realizado com um potencial nulo no intervalo e “infinito”
fora do intervalo. Tecnicamente, isto significa considerar o operador H : E§® — E definido no
subespago E5° das fungoes infinitamente derivaveis ¢ : [0, 7] — C que satisfazem as condigoes de
fronteira ¢(0) = ¢(m) = 0. Entao as fungdes préprias sdo proporcionais a ¢, (z) = sin(nz), e os
valores préprios correspondentes, os “niveis de energia”, sao quantizados de acordo com

1

E,=-n? =1,2,3,...
271 n

Oscilador harménico quantico e funcoes de Hermite. A equagdo de Schrodinger para a
fungao de onda 1) (z,t) de uma particula de massa unitdria num potencial V (z) = 22 /2 (oscilador
harmoénico), em unidades tais que a constante de Planck reduzida é h =1, é
0 102 1
010 1
ot 20x% 2

—iE,t

As solugoes separdveis sdo ¥, (z,t) = e on(x), se as p,(x) sdo fungdes proprias do operador

de Hermite H : S(R) — S(R), definido por
2H = —-D? + X?,

com valores préprios E,, (umas energias), assim que Hy,, = E, p,. Os operadores de destrui¢do
(annihilation/lowering operator) e de criagao (creation/raising operator) séo os operadores

Z=X+iP=X+D e Z7*=X—-iP=X-D,

respetivamente, definidos, por exemplo, no espago de Schwartz S(R). E imediato verificar que
[D, X] = I (o operador identidade), e que

2H=7"7Z+1

O operador de criagdo é o “adjunto” do operador de destruicao, no sentido em que se f, g € S(R)
entao

(Zf,9)s = (f,Z79),
Isto implica que (Z*Zf, f), = |Zf|3 > 0 para todo f € S(R), ou seja, que 2H > I. O produto
N := Z*Z é chamado operador nimero. E um operador auto-adjunto e nao-negativo, e satisfaz a

relacao de comutagao
[N,Z*] =22~

Consequentemente, se f é um vetor préprio de N com valor préprio A, entdo Z*f é um vetor
préprio de N com valor proprio A + 2. De facto, se N f = Af, entao
NZ*f)=(Z*N+ [N, Z)f =(Z* N+ Z") f =Z*"(N+2)f =(A+2)Z* f
A gaussiana g(z) = e~ /2 gera o nucleo do operador de destruicao, ou seja, é a tnica funcao
integravel e nao trivial, a menos de fatores constantes, que satisfaz a equagao diferencial Zg = 0.
Portanto ¢ := g/||g]|2 é um vetor préprio unitdrio do operador N com valor préprio 0. Entao as
funcdes de Hermite, obtidas aplicando iterativamente o operador de criagao e normalizando, logo

defindas por
1

1(Z*)" ¢oll2
formam uma familia ortonormada de vetores préprios do operador nimero N, tais que N¢, =
2n ¢,. Mas 2H = N + I, portanto os ¢, também diagonalizam o operador de Hermite, ou seja,
H ¢, = E, ¢,, e os valores préprios sao

Gn = (Z)"¢0  n=0,1,2,...

1
En:n+§ n=20,1,2 ...

Estes sao os niveis de energia do oscilador harménico quantico em dimensao um.
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O espetro do atomo de hidrogénio. At the end of the XIX century, it was observed that
the hydrogen atoms absorb and emit light of only certain wavelengths A, described by Rydberg

empirical formula
1 1 1
Rl _- =
A <n m)

where R ~ 1.097 x 10" m~!, while m > n are positive integers. This phenomenon is not compatible
with classical mechanics, and was first explained by Niels Bohr in 1913. 3¢

As we understand it today, the energy of the electron in the hydrogen atom is described by the
Hamiltonian operator
h ez 1

H=———" A- " —
2m. dmeq ||r]]

acting on square integrable complex valued functions 1 (r) defined in R3, where A denotes the
Laplacian, and r = ||r|| denotes the distance to the nucleus (m. ~ 9.109 x 1073! Kg is the mass of
the electron, e ~ 1.602 x 10719 C its charge, gg ~ 8.854 x 107'2 is the “permittivity” of vacuum,
and h = h/2r ~ 1.054 x 1073* Js is the reduced Planck constant). Its eigenvalues E’s and
eigenfunctions ’s are the solutions of the stationary Schrédinger equation

Hi = Ey

It turns out (and you’ll learn to do it when studying how to solve a partial differential equation
separating variables) that the eigenvalues of H, the energy levels of the atom, are
o1

E,=— — with n=1,2,3,...
2meag n

where ag = (4megh?)/(mee?) = 0.529 x 10710 m is the Bohr radius. Their differences thus explain
Rydberg formula: photons are absorbed or emitted with energies F,, — E,,, since the wavelength
of photons is related to their energy by Planck-Einstein’s formula E = he/A.

7.6 Funcoes de operadores.

Funcgoes de operadores. A construcao de uma raiz quadrada positiva de um operador positivo
usa uma ideia que pode ser generalizada. Seja f(x) uma fungao real de uma varidvel real. Se A
é um operador autoadjunto de um espago euclidiano H de dimensao finita, entao existe uma base
ortonormada de vetores préprios, na qual o operador é definido por uma matriz diagonal A com
valores préprios reais A\g’s. Entdo, se os valores préprios estao no dominio natural da funcao f(z),
é possivel definir um operador f(A) dizendo que é representado, nesta base, pela matriz diagonal
f(A) com valores préprios f(\g)’s.

Por exemplo, se A é ndo-negativo, é possivel definir a sua rais ndo-negativa vA. Também
importante, em fisica, é a fungao logaritmo log x, ou melhor a funcao xlogz, relacionada com a
entropia.

36N. Bohr, The Spectra of Helium and Hydrogen, Nature 92 (1913), 231-232.
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Densidade das matrizes diagonalizaveis. Naturalmente, existem matrizes que nao sao
diagonalizaveis. Uma matriz diagonal superior é uma matriz quadrada S = (s;;) tal que s;; = 0
se i > j, ou seja, da forma

S11 * . *

0 S22 *
S = )

0 0 Snn

Observem que os termos diagonais Ay = sgi’s sao os valores préprios de S, pois o seu polindmio
carateristico é cg(z) = [, (2 — Skk)-

Teorema 7.12 (Schur). Toda matriz quadrada complexa A € Mat,x,(C) € unitariamente se-
melhante a uma matriz diagonal superior, ou seja, existem uma matriz unitdria U e uma matriz
diagonal superior S tais que

A=USU".

Demonstracdo. A prova é por indugao. O teorema é trivial em dimensdao um. Assumimos o
teorema verdadeiro em dimensao n. Seja A € Mat(,,41)xn+1) (C). Pelo teorema fundamental
da dlgebra, o polinémio carateristico de A admite uma raiz A, e portanto A admite um vetor
préprio v unitdrio correspondente. A reta Cv é um subespaco invariante, e C"*! ¢ uma soma

direta ortogonal de Cv e o subespaco ortogonal v, de dimensdo n. Seja ei,...,e, uma base
ortonormada de v*. A matriz que representa A na base ortonormada v,eq,...,e, é uma matriz
em blocos
A C
(0 5)

onde B € Mat,,«,,(C). Pela hipétese indutiva, existem uma base ortonormada fi, ..., f, de v tal
que a matriz que representa B nesta base é diagonal superior. Entao é claro que também a matriz
que representa A na base ortonormada v, fi,...,f, de C"*! é triangular superior. O

Existem operadores/matrizes diagonalizdveis que ndo s@o normais, pois uma mudanga de co-
ordenadas diagonalizadora pode nao ser unitdria. Por exemplo, toda matriz n X n que admite n
valores préprios distintos é diagonalizdvel. Os valores préprios de uma matriz triangular superior
sao os elementos da diagonal. Perturbagoes pequenas sii + € das entradas diagonais de uma ma-
triz triangular superior S = U* AU podem portanto produzir matrizes diagonalizdveis A’ = US'U*
arbitrariamente préximas de uma matriz dada A. A decomposi¢do de Schur 7.12. implica entao

Teorema 7.13. O conjunto das matrizes complexas diagonalizdveis € denso em Mat,x,(C), ou
seja, para toda matriz A e todo € > 0 é possivel encontrar wma matriz diagonalizdvel A’ tal que
|A— A <e.

Teorema de Cayley-Hamilton. Se p € C[z] é um polindmio na varigvel z, por exemplo
p(2) = apz® + -+ a1z + ag, e A é uma matriz n x n, real ou complexa, entdo é possivel definir a
matriz p(A4) como

p(A) == ap A + - +a A+ aol.

Por exemplo, é possivel considerar o polinémio carateristico c4(z) = Det(z] — A) da prépria

matriz A, e tentar calcular c4(A).

Se A = diag(A\1, A\2,...,\n) é uma matriz diagonal, um cédlculo elementar (as poténcias de
A sdo também diagonais, e as entradas sdo as poténcias dos valores préprios de A) mostra que
ca(A) = 0. Uma matriz diagonalizdvel D = U~'AU tem poténcias da forma D* = U='AFU, e
Consequentemente também satifaz cp(D) = U~ tea (A)U = 0, pois cp = cq.

De acordo com o teorema 7.13, para cada matriz A, real ou complexa, é possivel encontrar
sequéncias (Dy,)men de matrizes complexas diagonalizdveis tais que D,, — A. Por continidade,
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Teorema 7.14 (Cayley-Hamilton).  Toda matriz quadrada A € uma raiz do préprio polindmio
carateristico, ou seja, satisfaz

CA(A) = 0

Se A é uma matriz n X n invertivel, entao é possivel multiplicar ambo os membros da identidade
ca(A) =0 por A~1 e obter uma férmula para a matriz inversa A~ em funcdo das poténcias A°,
A A% AL

Por exemplo, mostre que a inversa de uma matriz invertivel 2 x 2 é

1
" DetA

(TrA) — A) .

Matrizes densidade e entropia de von Neumann. Seja H o espago de Hilbert de um sistema
quéntico, que assumimos de dimensao finita. Um estado puro é um vetor unitério 1)) € H, ao qual
corresponde o projetor Py, := |¢) (], que é um operador ndo-negativo com trago unitério TrP = 1,
e tal que P? = P. Um “ensemble estatistico” dos estados puros |¢;) (ndo necesariamente ortogonais
nem independentes) com probabilidades p; (ntmeros entre 0 e 1 com soma ), py = 1) é descrito
pela matriz densidade

p=> i lvr) (il
k

E claro que p é também um operador auto-adjunto ndo-negativo com trago unitdrio (pois o trago
¢ linear). O valor médio do observével A no estado mizto p é

(A), =" pr (VrlAlypy) = Tr(Ap)
%

A entropia de von Neumann (que é a entropia termodindmica) do ensemble quantico descrito
pela matriz densidade p é

S(p) == =Tr(p log p)

Pelo teorema espetral, p é diagonalizavel, ou seja, existe uma base ortonormada |¢k) tal que
p = .1 |ek) (pk|, onde os valores préprios A, sdo também nimeros nao negativos (porque
p = 0) com soma »_, A\, = 1 (porque Trp = 1). Entao, por definigao,

plogp:= Z(/\k log Aw) k) (@]
k

(sendo que 0log0 := 0), assim que

S(p)=—=> Aclog Ay
k

Determinant and zeta function. Let A be a positive self-adjoint operator, definied in some
euclidean space of finite or infinite dimension, with eigenvalues 0 < A\; < Ay < .... The logarithm
of its determinant is the sum of the logarithms of its eigenvalues, since

log DetA = log(A1A2...) =log A +log s +--- = Trlog A

(which of course may be divergent, in infinite dimension!). Define the zeta function of the operator
as the Dirichlet series

o0
_ 1
Calz) =Tr(A7%) =) R
k=1"k
Here z is a complex variable, and it is understood that the zeta function if defined in a half-plane
R(z) > o where the above sum is absolutely convergent. This is not an issue if the operator
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is finite-dimensional, since then (4(z) is a finite sum, hence an entire function.

computation shows that

= 7210g)\n,

z=0

which extends to the remarkable identity

log DetA = —¢4(0) .

130

In this case, a

Physicists use this identity to “extract” a finite value out of an infinite product that would be

otherwise divergent, and call this “zeta function regularization”3" 3%,

37S.W. Hawking, Zeta Function Regularization of Path Integrals in Curved Spacetime, Comm. Math. Phys. 55.

(1977), 133-148.
38N.M. Robles, Zeta function Regularization, M.Sc. thesis, Imperial College London, 2009.
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8 Formas quadraticas e pequenas oscilacoes

ref: [Ap69] Vol 2, 5.12-18 ; [La87] Ch. VIII

8.1 Formas quadraticas reais

Formas quadraticas reais. Uma forma quadrdtica em n varidveis reais zi,To,...,T, ¢ um
polinémio homogéneo de grau 2

Q(xl, Loy enny l‘n) = Z aijxixj
0,J

com a;;’s coeficientes reais. Se as x},’s sdo as coordenadas do vetor x = z1€1+x2e2+... e, € R"
relativamente a base canénica, entdo uma forma quadratica pode ser pensada como um campo
escalar Q(x) = Q(x1,x2,...,2,) definido no espaco vetorial real R”. A homogeneidade implica
que Q(Ax) = \2Q(x) para todo o escalar A € R e todo o x € R".

Os coeficientes a;; formam uma matriz quadrada n x n. Vice-versa, uma matriz quadrada
A = (a;;) € Mat,xn (R) define uma forma quadrética

Q(x) = x ' Ax

onde x denota o vetor coluna (z1,Za,...,7,)" .

Existem muitas matrizes A que definem a mesma forma quadratica Q, sendo apenas fixados os
elementos diagonais a;;, que sio os coeficientes de x2, e as somas a;; + aj;, que sdo os coeficientes
dos produtos mistos z;x; = ;x; com i # j. Em particular, substituindo A por (4 + AT)/2, toda
forma quadratica é definida por uma unica matriz simétrica. E claro que combinagoes lineares
de formas quadraticas com coeficientes reais sao formas quadréticas. O espago linear das formas
quadraticas em n varidveis reais pode portanto ser identificado com o espaco linear Sym,, (R) das
matrizes reais simétricas n x n.

e.g. A forma quadrdtica 7 + 23 + - - + 22, cujo valor é o quadrado ||x||* da norma euclidiana
do vetor x, é definida pela matriz identidade I.

e.g. A forma quadrédtica 2zixs é definida pela matriz simétrica

0 1
10
Determine a matriz simétrica que define a forma quadratica

(x1 — 22)% + (zo — 3)% + -+ + (Tpo1 — 20)2 + (2, — 21)%.

Determine a matriz simétrica que define as seguintes formas quadraticas

Qw,y)=a—2zy—y*>  Qa,y) =22 +6ay+7y°  Qw,y,2) =22 —yz

Verifique que uma forma quadratica satisfaz
Qx+y)+Qx—y)=2(Qx)+ 2y))

(se Q(x) = ||x||?, esta é a identidade do paralelogramo (5.3)).
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Mudanga de coordenadas e congruéncias.  Seja Q(x) =}, ; a;;r;x; = x| Ax uma forma
quadratica em R", definida pela matriz simétrica A = (a;;) nas coordenadas 1, z2, . .., &, relativas
a base canénica. A mudanga de coordenadas z; = }_; u;;y;, definida pela matriz invertivel U =
(u;5) (cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores da nova base), transforma a forma quadratica
nas variaves x;’s na forma quadratica

Zazjxﬂj = Z Aij (Z Uikyk> <Z Ujp yé)
i,J k L

%,
= g E Uik Qi Uje | Yk Yo = g bre Yr Ye
Kl 0 Kl

nas varidveis y;’s, onde os coeficientes sao by := Zij Uik, Q55 Uje. Em termos de matrizes e
vetores coluna as coisas sao mais simples. A mudanga de coordenadas é realizada por x = Uy, ou
seja, X — y = U~ 'x. Entdo a forma quadrética x' Ax é

x Ax = (Uy)T A(Uy) =y  (UTAU)y =y By

com B = UTAU. Ou seja, a matriz simétrica que representa a forma quadritica x' Ax nas

coordenadas 41,2, - .-, Yn € a matriz
B=U"AU

Duas matrizes quadradas A e B assim relacionadas sdo ditas (linearmente) congruentes, e
representam a mesma forma quadratica em sistemas de coordenadas diferentes. E imediato verificar
que “ser congruentes” é uma relacdo de equivaléncia no espago das matrizes quadradas. Outro
ponto de vista é pensar que duas formas quadraticas definidas por matrizes simétricas congruentes
sao (linearmente) equivalentes.

Mostre que se A é simétrica entdo também U T AU é simétrica.

Determine a matriz que define a forma quadratica z2 — 42y — 2y? nas coordenadas =’ = 2z +y
/
ey =x+vy.

Determine a forma quadratica 13z2 + 162y + 5y nas coordenadas o’ = 2z +y e y' = 3z +2y.

Diagonalizagao de Jacobi. O facto fundamental sobre formas quadraticas reais é a possibili-
dade de reduzir toda forma quadréatica a uma “forma normal”, e a existéncia de um numero finito
de possiveis formas normais.

Teorema 8.1. Uma forma quadrdtica em n varidveis reais € linearmente equivalente a uma forma
2 2 2 2 2 2
Tyt T, — Xy — X — T Ty (8.1)

com 0 <p+q<n.

Isto significa que toda matriz simétrica n x n é congruente a uma matriz diagonal do género

I, 0 0
L,=| 0 -1, 0 (8.2)
0 0 0

(que define a forma normal (8.1)), onde I, e I, sdo matrizes quadradas identidade em dimensao
p e q, respetivamente, e p + ¢ < n (e os 0’s denotam matrizes nulas das dimensoes apropriadas).
Este teorema ¢é elementar, pois apenas usa a possibilidade de dividir por 2 e de calcular raizes
quadradas de nimeros positivos (e, de facto, generaliza a corpos de carateristica diferente de 2). A
prova consiste em “completar recursivamente os quadrados” até eliminar todos os produtos mistos
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do género a;;x;x; com i # j, e depois normalizar as coordenadas para reduzir todos os coeficientes
a;; ndo nulos dos termos quadréticos a;;x? a unidades, positivas ou negativas (dependendo do sinal
de ag;).

O teorema espetral (um resultado mais profundo, que usa a estrutura topoldgica da reta real)
permite enunciar e provar um resultado mais preciso utilizando a estrutura euclidiana do espago
R™. Alguns exemplos sdo suficientes.

e.g. Por exemplo, a forma quadratica

x3 — 2wyxy + Bl = (m% —2z172 + x%) + 43

= ($1 — .’172)2 + (23?2)2

é equivalente & forma quadrética y? + y2 nas coordenadas y; = x1 — 2 € Yy = 27o.

e.g. A forma quadrética

drix9 = (x% + 2x119 + x%) — (w% — 2r129 + x%)

= (371 + .%‘2)2 — (.’L‘l — .1‘2)2

é equivalente & forma quadrética y? — y2 nas coordenadas y; = x1 + Ty € Yo = T — To.

Determine a forma normal da forma quadratica

(1 —22)* + (z2 — 23)° + -+ + (Tpo1 — 2n)? + (@, — 71)2.

Formas bilineares simétricas & formas quadraticas. Uma matriz simétrica A define uma
forma bilinear simétrica, ou seja, uma funcao B : R™ x R™ — R que é linear em cada varidvel e tal
que B(x,y) = B(y,x), por meio de

B(x,y) =x'Ay.

Em coordenadas, B(x,y) = E” z;ai;y5. Ou seja, se eq,...,e, denotam os vetores da base
candnica de R™, entdo a;; = B(e;, e;j).

Uma forma bilinear simétrica é também chamada produto escalar, pois satisfaz os axiomas E1 e
E2 de um produto interno, embora néo seja necessariamente definida positiva (produtos escalares
nao positivos aparecem, por exemplo, no espago-tempo da relatividade especial). A fungao

Q(x) = B(x,x) = x ' Ax,

é entao uma forma quadratica. A forma bilinear B pode ser reconstruida usando uma das duas
férmulas

B(x,y) =5 (Qx+y) - Q(x) - Qy)) 53

8.3

I NG

(Qx+y)—Qx-vy)),

cuja verifica é elementar. O espago das formas quadraticas em n varidveis reais pode portanto ser
identificado também com o espaco dos produtos escalares em R™.

e.g. O produto escalar definido pela forma quadrética ¥ + z3 + -+ + 22 é o produto interno
canénico (x,y) =x'y = x1y1 + Toyo + - + Tpy, de R?,

e.g. A forma quadratica t?> — 22 — 32 — 22 define um produto escalar no espaco-tempo de coor-
denadas (t,7,y,2) € R x R® que nio é definido positivo.
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Forma normal de formas bilineares simétricas. Uma prova conceptual do teorema 8.1, ou
seja, uma versao geométrica da estratégia que consiste em completar os quadrados, usa a forma bi-
linear B associada a uma forma quadratica Q, pensada como produto escalar (ndo necessariamente
positivo) em R™.

Dois vetores x e y s@o ditos B-ortogonais se B(x,y) = 0. Um vetor x é dito B-nulo se é
ortogonal a todos os vetores de R", i.e. se B(x,y) = 0 para todo y. E claro que o conjunto dos
vetores B-nulos forma um subespaco Vj de R™, chamado nicleo de Q, onde a forma bilinear B, e
portanto a forma quadratica Q, sao identicamente nulas.

O teorema 8.1 é equivalente ao seguinte teorema.

Teorema 8.2. Uma forma bilinear simétrica em n varidveis reais € linearmente equivalente a
uma forma

T1y1 + T2Y2 + 0+ TpYp — Tpt1Yp 1 — Tpt2Ypr2 — 0 TptqYptg (8.4)
com 0 <p+q<n.

Isto significa que, num sistema de coordenadas conveniente, a forma é definida por uma matriz
diagonal I, , em (8.2).

Demonstra¢ao. Se Q(x) = 0 para todo x, entdo, pelas (8.3), a forma B ¢ identicamente nula, e
portanto é a forma bilinear associada a matriz Ipo em qualquer base. Caso contrério, existe um
vetor vi tal que Q(vi) # 0. Seja Vi o subespago dos vetores B-ortogonais a vq. Sendo definido
pela equacao homogénea nao trivial B(vy,x) = 0, tem dimensdo n — 1. Consideramos agora a
restricdo da forma quadratica a V;. Se é identicamente nula, paramos. Caso contririo, existe um
vetor vo € V tal que Q(va) # 0. Os vetores de Vi que s@o B-ortogonais a vy formam entao
um subsespago de dimensao n — 2. E claro que esta construgao pode continuar, e produz uma
sequéncia de vetores vi,...,Vv,,, com m < n, sobre os quais a forma quadrética nao é nula e que
sao B-ortogonais dois a dois. E entao possivel renormalizar os vi’s (ou seja, dividir por |Q(v4)])
e construir vetores wy’s tais que Q(w;) = £1 e B(w;,w;) = 0 se ¢ # j. Se m = n, temos uma
base de R™. Se m < n, entdo a forma quadrética é identicamente nula no subespago V,,,, que tem
dimensao n—m. E possivel entao completar uma base wi, ..., Wy, Wi t1, - . . , Wy, escolhendo uma
base arbitraria w41, ..., W, de V. O

8.2 Formas quadraticas em espacgos euclidianos

Diagonalizacio de formas quadriticas em espacos euclidianos. Seja Q(x) = x' Ax uma
forma quadratica no espago euclidiano R”, definida pela matriz simétrica A € Sym,, (R) relati-
vamente a base candnica eq,...,e, (ou outra base ortonormada), onde x = z1e1 + -+ + z €,
e x denota o vetor coluna (1,...,2,)". A matriz simétrica A define um operador simétrico
Ts:R™ — R", e a forma quadratica é dada por

Qx) = (x,Tax)
Pelo teorema espetral 7.3, existe uma base ortonormada uj,us,...,u, de R™ formada por

vetores préprios de T4, com valores préprios (reais) A\; < Ay < -+ < \,. Portanto existe uma
matriz ortogonal U = (u,;), cujas colunas sao os vetores proprios (ou seja, u; = >, u;;€;), tal que

MO ... 0
ST At 0 X ... O
0 0 ... A\

7

Nesta base, a forma quadratica é “diagonal”. De facto, se x = y1u; +yaus+- - - +y,u, e portanto
o vetor coluna das novas coordenadas é y = U " x, entdo

Ox) =x'Ax = (Uy)"A(Uy) =y Ay
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Este é o conteudo da seguinte versdo do teorema espetral para formas quadraticas, usualmente
atribuida a Lagrange 3°.

Teorema 8.3 (Lagrange).  Seja Q uma forma quadrdtica no espago euclidiano R™, definida na
base candnica pela matriz simétrica A. Existe uma base ortonormada, e portanto umas coordena-
das ortonormadas correspondentes yy’s, tais que a forma quadrdtica é uma combinacdo linear de
quadrados

Myr+deys+ o+ Anyn

com coeficientes reais A\1 < Ao < -+ < A, que sao os valores proprios de A.

Uma forma normal mais simples é possivel se admitimos a possibilidade de usar bases ortogonais
mas nao necessariamente ortonormadas. Sejam d = /| k|, se \p # 0, oudy, = 1se Ay, = 0. A mu-
danca de coordenadas yi, — 21 = dpyg, definida por y +— z = D'z com D = diag(dy,da,...,d,)
matriz diagonal com entradas positivas (que nao é ortogonal se pelo menos um dos valores préprios
tem médulo |\g| # 1), transforma a matriz A numa matriz diagonal

AN =DTAD = (UD)T A(UD)

com valores préprios nulos ou iguais a Ag/|A\x] = +1. Nestas coordenadas, a forma quadrética
assume portanto a forma x' Ax = z' A’z, que é uma soma de quadrados com coeficientes unitarios,
positivos ou negativos, ou nulos. Assim, a menos de reordenar os elementos da base, a matriz A é
congruente a uma matriz diagonal

I, 0 0
La,=| 0 -1, 0
0 0 0

com p valores préprios iguais a 1 (a cardinalidde dos valores préprios positivos de T), g valores
préprios iguais a —1 (a cardinalidade dos valores préprios negativos de A), e n — (p + q) valores
préprios nulos (a dimensao do nicleo de Ty4). Em particular, o teorema 8.1 é uma consequéncia de

Teorema 8.4 (Gauss-Jacobi-Sylvester). Seja Q uma forma quadrdtica no espago euclidiano R™.
Eziste uma base ortogonal (nao necessariamente ortonormada), e portanto umas coordenadas or-
togonais zy’s, tais que a forma quadrdtica €

At — i — 2~ — 2 (8.5)

onde p >0 e g > 0 sao inteiros tais que p+ q < n.

Lei de inércia de Sylvester. As dimensdes p e ¢ na forma normal (8.5) , sujeitas & condigao
0 < p+q < n, tém o seguinte significado. Seja Q a forma quadratica definida por I, ,. Entao o
espago é uma soma direita R" =V, @ V_ &V, de um subespago V; =~ RP de dimenséo p (gerado
pelos primeiros p vetores da base candnica) onde a forma quadratica é positiva, i.e. Q(v) > 0,
um subespago V_ & R de dimensdo ¢ onde a forma quadrética é negativa, i.e. Q(v) < 0, e um
subespaco complementar Vy ~ R"~(+49) onde a forma quadrética é nula, i.e. Q(v)=0.

E claro que as dimensoes p e ¢, e consequentemente ng = n — (p + ¢), sdo invariantes da forma
quadratica, ou seja, apenas dependem da classe de congruéncia da matriz simétrica A que define
a forma quadratica, e nao do sistema de coordenadas usado, ortogonal ou nao. Este é o contetido
da lei de inércia de Sylvester *°, Jacobi *!, e do préprio Gauss.

39J. Lagrange, Recherches sur la méthode de maximis et minimis. Miscellanea Taurinensia 1 (1759), 18-32.

407, Sylvester, A demonstration of the theorem that every homogeneous quadratic polynomial is reducible by real
orthogonal substitution to the form of a sum of positive and negative squares. Philosophical Magazine IV (1852),
138-142.

41C.G. Jacobi, Uber einen algebraischen Fundamentalsatz und seine Anwendungen, Journal fir die reine und
angewandte Mathematik 53 (1857), 275-280.
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Teorema 8.5 (lei de inércia de Sylvester).  Toda matriz real simétrica n X n é congruente a uma
dnica matriz I, ; com 0 <p+q < n.

Demonstracio. Seja Q a forma quadrética definida pela matriz simétrica I, ;. Entao existe um
subespago V<o = V_ &V = R" 7P, de dimensao n — p, onde a forma quadratica é ndo-positiva, i.e.
Q(v) < 0sev € Vgp. Assumimos que num outro sistema de coordenadas a forma quadrética é
definida pela matriz simérica I,y ./, com p’ > p, e seja V| =~ R o subespaco gerado pelas primeiras
p’ coordenadas, onde a forma é positiva. Por razoes dimensionais (p’ + (n — p)) > n) existe um
vetor nao nulo v € Vo N V. Neste vetor, Q(v) > 0, o que é uma contradicao.

A cardinalidade dos pares de inteiros nao negativos p e ¢ tais que 0 < p 4+ ¢ < n é portanto
igual ao numero de classes de equivaléncias lineares das formas quadraticas em n variaveis. Este
ndmero é (n+ 1)(n +2)/2.

Diagonalize as seguintes formas quadraticas no plano euclidiano

z? + 29> Ty x? — 2xy + 92 2 4+ zy + o> 522 — 6y + by?
522 4 5y? — 6ay 222 + 5y? — day 522 + 6xy + 5y> 2 +y? —2zy
5% — dzy + 2> 222 — dxy — y? 222 + xy + 2y 1122 + 4zy + 14>

Diagonalize as seguintes formas quadréatica no espaco euclidiano

222 — yz x? — 2xy + dyz + 612 — 322

[Ap69] Vol. 2 5.15.

Matriz Hessiana e extremos relativos. O exemplo cldssico de uma forma quadrética é a
forma definida pela matriz Hessiana

de um campo escalar f(x), definido num aberto do espago euclidiano R™, que é uma matriz
simétrica de acordo com o teorema de Schwartz, se f é suficientemente regular. Se a origem é um
ponto critico de f, ou seja, um ponto onde V f(0) = 0, entdo numa vizinhanga da origem o campo
é bem aproximado por

f(x) = f(0) + %XTHx—i—...

onde H = H(0), a menos de termos de ordem superior. De acordo com o teorema de Lagrange
8.3, existem coordenadas (y1,¥s,- .., Yn), relativas a uma outra base ortonormada, tais que

FO) = F(O) + 3 Mg+
k

onde 0s A\j s ao os valores préprios da matriz Hessiana. E claro entdo que a origem é um minimo
isolado se todos os valores préprios sao A\x > 0, é um maximo isolado se todos os valores préprios
sao A\r < 0, e é um ponto de sela se alguns, mas nao todos, valores proprios sao positivos e os
restantes sdo negativos. Quando H admite valores préprios nulos (ou seja, quando DetH = 0) é
necessario considerar termos de grau maior no polinémio de Taylor ...
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8.3 Principios min-max

Quociente de Rayleigh-Ritz Seja T um operador simétrico de um espago euclidiano real de
dimensao finita H. Fixada uma base ortormada, podemos assumir que H =~ R" e que o operador
é definido, na base ortonormada candnica, por uma matriz simétrica A. Sendo nimeros reais, os
valores préprios do operador 7', ou seja, da matriz A, podem ser ordenados, por exemplo em ordem
crescente

AL(A) € Xo(A) < - < An(A)

(valores préprios iguais sendo repetidos de acordo com a multiplicidade geométrica). E também
conveniente denotar Apin(A) := A1(A) € Apax := An(A) 0 menor e o maior valor préprio, respeti-
vamente.
Consideramos a forma quadrética Q(x) = (x,Tx) = x' Ax definida pela matriz A. O gradiente
da forma quadrética é
VQ(x) =2Tx

A esfera unitaria S"~! C R"™ é a superficie de nivel 1 da fun¢do f(x) = ||x||? (a forma quadrética
definida pela matriz identidade), cujo gradiente é

Vfx)=2x.

Os dois gradientes sao proporcionais nos pontos da esfera unitaria onde Tx = Ax para algum
A. Mas isto significa que o factor de proporcionalidade A é um valor proprio de T, que x é um
vetor préprio de T', e que nestes pontos Q(x) = A. De acordo com a teoria dos multiplicadores de
Lagrange,

Teorema 8.6. Os vetores e 0s valores proprios do operador simétrico T : R™ — R™ sdo os pontos
e os valores criticos, respetivamente, da restricio da forma quadrdtica Q(x) = (x,Tx) a esfera
unitdria S"1 .

Uma prova alternativa, que nao usa os multiplicadores de Lagrange, é a seguinte.

Demonstracdo. Seja x € S"~! um ponto da esfera unitdria. Os “equadores” que passam por X
sdo os caminhos r(t) = cos(t) x + sin(t) v € S"~!, onde v é um vetor unitdrio do hiperplano x*
(observe que x + x* ¢é o plano tangente & esfera unitdria no ponto x). Um célculo elementar, que
usa a simetria de T', mostra que a derivada da fungéo f(t) := Q(r(t)) é f'(¢t) = 2 (r(¢), Tr(t)) , onde
r(t) = —sin(¢)x + cos(t) v. Em particular, no instante ¢ = 0, esta derivada é f'(0) = 2 (v, Tx). Se
x é um extremo local da restricdo de Q na esfera unitdria, entao f’(0) é igual a zero para todos os
v € x*, e isto implica que T'x é proporcional a x. Isto significa que x é um vetor préprio de T.
Mas o valor da forma quadratica num vetor préprio unitéario é igual ao valor préprio associado. [

Sendo a esfera unitaria compacta, o teorema de Weierstrass garante a existéncia de um maximo
e um minimo da restricdo da forma quadrética, e portanto a existéncia de dois valores préprios,
Amax € Amin- Este raciocinio oferece uma prova alternativa do teorema espetral (sempre baseada
no teorema de Weierstrass, como a prova que usa o teorema fundamental da dlgebra) e também a
seguinte caraterizacao variacional dos valores préprios minimo e maximo.

Teorema 8.7 (Rayleigh-Ritz). Seja T um operador simétrico de um espago euclidiano real de
dimensao finita H, com valores proprios Apmin = A1 < Ao < -+ < A\, = Aax- Para todos x € H

Amin HX”2 < (x,Tx) < Amax ||X||2
Os walores proprios minimo e mdximo de T sao

Amin = min (x,Tx) e Amax = max (x, Tx)
[Ix[|=1 Ix||=1
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Também pode ser 1til usar vetores nio unitdrios. O quociente de Rayleigh-Ritz ** ** (do
operador T') é a fun¢ao
(x, Tx)
11

definida nos vetores néo nulos de H. O quociente de Rayleigh-Ritz calculado num vetor préprio
é o valor préprio correspondente, pois, se Tv = Av entao Rp(v) = A. O teorema 8.7 entdo diz que

Rr(x) :=

)\min S RT(X) S >\max (86)

e que o menor e o maior dos valores préprios podem ser calculados minimizando ou maximizando
o quociente de Rayleigh-Ritz sobre todos os vetores nao nulos.

Determine maximo e minimo das seguintes funcdes na circunferéncia unitéria do plano R2.

flay) =20 —day+y*  floy)=a>+22y  flz,y) =207+ 2zy+y°

Principio min-max de Courant-Fischer. Os outros valores préprios também podem ser ca-
raterizados/calculados usando um principio variacional.

Teorema 8.8 (Courant-Fischer). Sejam Ay < Ay < --- < A\, 0s valores proprios de um
operador simétrico T de um espaco euclidiano real de dimensao finita H ~ R™. Entao o k-ésimo
valor proprio A, € igual ao minimo, sobre todos os subespacos V- C R™ de dimensao k, do maior
quociente de Reyleigh R (x) calculado nos vetores nao nulos de V, ou seja,

max  Rr(x) (8.7)

A = min
VCH,dimV=k 0#£xeV

e também € igual ao mdzimo, sobre todos os subespagos V-.C R™ de dimensdo n —k + 1, do menor
quociente de Rayleigh Rr(x) calculado nos vetores nao nulos de V, ou seja,

max min
VCH,dim V=n—k+1 0#xeV
Demonstracdo. De acordo com o teorema espetral 7.3 existe uma base uj,ug,...,u, de H
formada por vetores proprios de T, ou seja, Tu, = Agup. Por razoes dimensionais, todo su-
bespago V' C H de dimensao k contem pelo menos um vetor nao trivial do subespaco gerado pelos
U, Ugt1,- .-, Uy,’S, OU seja, um vetor do género X = xpUg +Tp41Ukt1 +- - -+ TpU, com pelo menos
um coeficiente x; # 0. E claro que o valor do quociente de Rayleigh-Ritz neste vetor é Rr(x) > Ag.
Por outro lado, este valor minimal é certamente atingido no ponto ug, que pertence ao particular

subespaco de dimensao k gerado pelos primeiros k vetores proprios ui, us,...,u;. Isto prova o
principio variacional (8.7). O principio dual, (8.8), é obtido ao substituir 7" com —T', e ao observar
que )\k(—T> = )\nfk+1(T)~ O

Métodos de Monte Carlo. Estes principios variacionais sao o fundamento teérico dos “algo-
ritmos de Monte Carlo” para calcular/estimar os valores préprios de um operador simétrico. E
possivel gerar um nimero grande de pontos aleatérios na esfera unitdria S"~!, e assim estimar
o méximo de (x,7x) na esfera, logo o maior valor préprio A, e o vetor préprio associado X,.
O subespaco ortogonal x;- é invariante, e a sua intersecio com a esfera unitaria é uma esfera
xtN8S" ! ~S"2 de dimensdo n — 2. O maximo de (x,Tx) nesta esfera é entdo o valor préprio
An—1, que é atingido num vetor préprio x,_1. E assim a seguir.

42 W. Strutt (later Lord Rayleigh), In Finding the Correction for the Open End of an Organ-Pipe, Phil. Trans.
161 (1870) 77.

43W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik, J. reine
angew. Math. 135 (1908).
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Desigualdades de Weyl. O quociente de Reyleigh é uma func@o linear do operador. Em
particular, se A e B sao dois operadores auto-adjuntos de um espago euclidiano, e v um vetor nao
nulo, entdo Ra4+p(v) = Ra(v) + Rp(v). As desigualdades de Rayleigh-Ritz (8.6) implicam enté&o
que

RA(") + Amin(B) < 7?/A-Q—B (V) < RA(V) + /\max(B) .

Consequéncias imediatas do principio variacional de Courant-Fischer 8.8, sdo as desigualdades de
Weyl (parte de uma familia maior de desigualdades) seguintes.

Teorema 8.9 (Weyl). Se A e B sdo dois operadores auto-adjuntos de um espago euclidiano de
dimensao finita, entdo

)\k(A) + )\min (B) S )\k(A + B) S )\k(A) + Amax(B) .

Em particular, se observamos que o raio espetral do operador auto-adjunto B é o seu valor
préprio de médulo méximo, ou seja, p(B) = max{|Amin(B)|, [Amax(B)|}, temos também

[Ae(A+ B) = Ae(A)] < p(B).

O operador A + B pode ser pensado como sendo uma perturbacao do operador A, pequena se
p(B) é pequeno. Entao esta desigualdade diz que os valores préprios sao estdveis por perturbagoes
pequenas.

8.4 Formas quadraticas positivas e elipsoides

Formas quadraéticas positivas e elipsoides. Uma forma quadritica Q(x) em R™ é positiva se
Q(x) > 0 para todo vetor x # 0.

Seja T € End(R™) o operador simétrico que define a forma quadrética Q(x) = (x,Tx), e seja
A a matriz simétrica que define 7' na base canénica de R", assim que a forma é Q(x) = x' Ax.
De acordo com o teorema 8.3, existe uma base ortonormada uy, us,...,u, de vetores préprios de
T, com valores proprios reais A\ < Ay < --- < A\, respetivamente. Nas coordenadas y1,¥2, ..., Un
relativas a esta base, definidas pela equacdo y = U x, onde U é a matriz ortogonal cujas colunas
s80 0s u’s, a forma quadratica é uma combinagao linear de quadrados

x ' Ax =y Ay = Myi + Xoys + -+ Ayl

onde A = UTAU = diag(A\1, A2, ..., \,). Mas uma combinacio linear de quadrados é positiva
sse todos os coeficientes sao positivo. Portanto, a forma quadratica definida pela matriz simétrica
A é positiva sse todos os valores préprios de A sdo positivos, ou seja, Ay > 0 para todos os
k=1,2,...,n, ou seja, sse o operador simétrico T' é positivo.

Se Q é positiva, entao a desigualdade

Q(x) <1
ouseja, x ' Ax < 1, define um conjunto limitado E C R", dito elipsoide, cuja fronteira é a superficie

quadratica (também chamada elipsoide) de equacdo cartesiana Q(x) = 1, ou seja, x| Ax = 1.
Numa base ortonormada que diagonaliza A, a equagao que define o elipsoide tem a forma

2 2 2
IO S
b1 D3 Py

onde py := 1/4/Ak. Os ntimeros positivos p; > pa > - -+ > p,, sdo chamados semi-eizos (principais)
do elipsoide, e os vetores proprios unitarios ug de A sdo chamados dire¢ées principais do elipsoide.
A intersegdo do elipsoide E com cada reta Ruy é o segmento |yx| < px.
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E uma consequéncia imediata do principio min-max de Courant-Fischer 8.8 que os semi-eixos
principais podem ser caraterizados pelos seguintes principios variacionais.

Teorema 8.10. Seja Q(x) uma forma quadrdtica positiva em R™, e sejam p1 > py > -+ > py, 0s
semi-eizos principais do elipsoide E = {x € R"; Q(x) <1} . Entdo o semi-eizo p, € o mdzimo,
sobre todos os subespagos V. C R™ de dimensdo k, da menor norma ||x| de um vetor x € ENV,
ou seja,

= max min_||x
P =y cpe ,dim V=k x€VNE Il
e.g. Por exemplo, a forma quadratica Q(x,y) = 522 —4xy+2y? é definida pela matriz simétrica

5 =2
A= .
(%)

As raizes do polinémio carateristico 22 — 7z + 6 sdo os valores préprios Ay = 1 e Ay = 6. Em
particular, a forma quadratica é positiva. Vetores préprios normalizados, solugoes dos sistemas
homogéneos Ay, = A\pug, sio u; = (1,2)/v5 e up = (—2,1)/v/5. Sejam (2/,y’) as coordenadas
relativas a base ortonormada uj,uy. A mudanga de coordenadas (z,y) — (2/,3’) é definida por

(y)=U (;: ), onde U é a matriz ortogonal

55 1)

cujas colunas sao as coordenadas dos vetores uy na base candnica. Entao a forma quadratica Q
nas coordenadas z’ e 3y é definida pela matriz diagonal U " AU com valores préprios 1 e 6, e é

.13/2 + 6y/2

O elipsoide Q(z,y) < 1 tem portanto semi-eixos p; = 1 e po = 1/1/6, e tem este aspeto:

Mostre que uma forma quadratica em n varidveis é positiva sse existe uma base ortogonal
(mas néo necessariamente ortonormada) na qual a forma quadrética assume a forma

2 2 2
Zi+z+-+ 2z,

Em outras palavras, a forma quadratica x ' Ax é positiva sse existe uma matriz invertivel C' tal

que CTAC = 1.
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Deduza que a forma bilinear B(x,y) = x' Ay, associada a uma forma quadrética positiva
Q(x) = x" Ax é um produto escalar.

Calcule os semi-eixos dos elipsoides definidos por

322+ 2% <1 5% — 6xy + 5y° < 1 222 — dxy +5y° < 1

322 — 2y +3y° <1 2% + 20y + 27 < 1 62 4 2zy + 69> < 1

Sistemas lineares e minimizacao de fungoes quadraticas. Se a é um nimero positivo e
b um nimero arbitrdrio, entao a tnica solugdo da equagao linear axz = b (ou seja, b/a) é também o
tinico minimo do polinémio quadrético f(z) = 2axz? — ba. Esta observagio elementar estende em
dimensao superior.

Seja Q(x) = (x,Tx) = x' Ax uma forma quadratica positiva, definida pelo operador (simétrico)
positivo T', ou seja, pela matriz simétrica positiva A. Dado um vetor b, a fungdo quadratica

f(X) = % <Xa TX> - <b,X>

atinge um (tinico) minimo quando Tx = b, ou seja, sendo T invertivel, no ponto x = T~ 'b. De
facto, o gradiente de f é Vf(x) = Tx — b, e é também claro que |f(x)| é grande quando ||x]|| é
grande, assim que o Unico ponto critico deve ser um minimo. Portanto, as solugoes de um sistema
linear, pelo menos quando a matriz dos coeficientes é uma matriz simétrica positiva, sao solugoes
de um problema de minimizagdo (assim como as equagoes de Euler-Lagrange!).

Teorema 8.11. Se T :R™ — R™ é um operador positivo e b € R™ um vetor arbitrdrio, entdo a
solucao da equagdo linear Tx = b e o Unico minimo da fun¢ao quadrdtica f(x) = % (x,Tx)—(b, %),
€ vice-versa.

Esta observacao “geométrica/analitica” motiva métodos probabilisticos ou iterativos para apro-
ximar as solugoes de equacoes lineares, particularmente tteis em dimensao grande, quando os
métodos “algébricos” (como a eliminagao de Gauss) sdo pouco praticos.

Reta de regressao. Muitas leis da fisicas s@o relacoes lineares y = Ax entre dois observéveis
x e y. Para determinar o valor do coeficiente \, os fisicos observam os valores y1,¥s,...,yn de
y em correspondéncia de certos valores x1,%s, ..., T, de x (naturalmente com certas incertezas,
que nesta discussdo podemos ignorar). O problema é que dificilmente estes pontos (zg,yr) do
plano estao colocados exatamente numa reta. A situacdo tipica ¢ ilustrada nesta figura original de
Hubble ** que ilustra a relacdo velocidade-distancia entre as nebulosas extra-galaticas.

44H. Hubble, A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae, PNAS 15 (1929),
168-173.
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FIGURE 1

Velocity-Distance Relation among Extra-Galactic Nebulae.

Se nao existe uma reta que passa por todos os pontos, podemos entao perguntar qual a reta
que “melhor aproxima” a distrubuigdo destes pontos. A resposta de Gauss é: a reta que minimiza
a soma

(y1 = Az1)? + (g2 — Aw2)® + - + (yn — Az)?

dos quadrados dos “erros” € = y,, — Azx,. Esta é uma funcao quadratica, e possui apenas um
minimo, pois — oo quando A — Foo.

Calcule o valor de A que minimiza a soma dos erros quadraticos.

Método dos minimos quadrados. Sejam A € Mat,,x,(R) e b € R™. O problema linear
Ax=Db

para um vetor incégnito x € R™ pode ser inconsistente, se m > n ou se b nao estd na imagem de
A. Uma solugdo de minimos quadrados éum vetor X € R" que minimiza a soma &% +&3 +- - - +¢&2,
dos quadrados dos “erros” e; := (> ; Gij xj) — b;. Esta soma é igual ao quadrado da distancia
euclidiana entre Ax e b, ou seja,

|Ax —b||? = (Ax —b) " (Ax—b)=x"ATAx—2x"A"b+b'b

Portanto, sendo o termo constante b ' b irrelevante, a solucio de quadrados minimos minimiza a
funcao quadrética
fx)= ix"A'x—x"b’
onde A’ = ATAeb’ = ATb. Se as colunas de A sdo linearmente independentes, entéo é claro que
a matriz quadrada AT A € Mat,,x., (R) é invertivel e positiva. Consequentemente, pelo teorema
8.11, a Unica solucao de quadrados minimos é

X=(ATA)'ATb (8.9)

Observe que se n = m e A é invertivel, esta solucio é A~'b, como esperado.

Esta férmula tem uma consequéncia 1til. Seja S C R™ um subespaco de dimensdo n < m
gerado pelos vetores independentes vq,va,...,v, de R™. Seja A € Mat,,,x, (R) a matriz cujas
colunas sao os vetores vi’s. Entao o subespago S é a imagem de L 4, ou seja, o conjunto dos vetores
Ax com x € R™. A projecdo ortogonal de um vetor genérico y € R™ sobre S é, por defini¢ao, o
vetor Pg(y) de S que minimiza a sua distdncia de y. Mas este vetor é precisamente a imagem AX
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da solugdo de minimos quadrados do problema linear Ax = y. A férmula (8.9) implica portanto
que a projecao é

Ps(y) =Ax=A(ATA) ATy
Consequentemente, a matriz que define a projegao ortogonal sobre o subespago de R™ gerado pelas
colunas da matriz A é

AATA)TTAT (8.10)

Observe que quando os vi’s sdo um sistema ortonormado reencontramos a férmula (5.8), pois
entdo A é ortogonal, e portanto AAT = 1I.

Mostre que se A € Mat,,»,(R) tem carateristica n entdo AT A € Mat, x,(R) também tem
carateristica n, e portanto é invertivel e positiva.

Integrais gaussianos. Uma forma quadrética positiva Q(x) = x' Ax em n varidveis define
uma gaussiana

exp(—35Q(x)),
que é uma funcao absolutamente integravel no espago euclidiano R™. O primeiro passo no calculo
do seu integral impréprio é a férmula mégica que Gauss atribui a Laplace e Laplace a Euler *° 46
(de acordo com Littlewood *7, “not accessible to intuition at all”),

o0 1
/ e 2% dx =2r (8.11)

— 00

. ~ . . . — 2
em dimensao um. Pode ser verificada observando que o quadrado do integral da gaussiana e ~* /2
, .. . . 2,2
na reta real é, pelo teorema de Fubini, igual ao integral da gaussiana e~ (*"+¥7)/2 no plano, e o
célculo de este ultimo integral é elementar em coordenadas polares. Os integrais improéprios das

outras gaussianas em uma variavel sao facilmente calculados mudando varidveis: se A > 0,

© 1 2
/ e 2N dp =25 (8.12)

E ainda possivel acrescentar um termo linear, completar o quadrado, e calcular

/ e_%mubm dr = 2% e% b5/ (8.13)

— 00

Colocamos entao o problema de calcular o integral impéprio da gaussiana generalizada

6—%Q(x)+(b,x) —e —%XTAX—‘rbTX

nas variaveis xi, Z2, ..., Tn, onde A é uma matriz simétrica positiva n x n que define a forma
quadratica Q(x) = x' Ax, e b € R" é um vetor arbitrario (integrais deste género, generalizados a
campos continuos, sao os instrumentos basicos da teoria dos campos, onde o termo linear representa
uma “fonte”). Pelo teorema 8.3, ou seja, pelo teorema espetral 7.3, existe uma matriz ortogonal
U, e portanto uma mudanca de coordenadas ortogonal x — y = U "x, que diagonaliza a forma
quadréatica. Se 0 < A1 < Ay < .-+ < A\, sdo os valores préprios de A, entdo UT AU é a matriz
diagonal A = diag(A1, A2, ..., A,). O determinante jacobiano é Det(dy;/0x;) = DetU T = =£1, pois
a matriz é ortogonal. Entao o integral factoriza num produto de integrais gaussianos na reta

1 1
//~~~/e 7§xTAx+bTxdx1 dzy ... dz, = ///e 75yTAY+°Tydy1 dys ... dy,

n 1
_ H (/6 -3 AoV tcryn dyk)
k=1

451,. Euler, De progressionibus transcendentibus seu quarum termini generales algebraice dari nequeunt, Com-
mentarii academiae scientiarum Petropolitanae 5 (1738), 36-57. http://eulerarchive.maa.org/pages/E019.html

461, Buler, Evolutio formulae integralis [ «f~'dz(lz)™ integratione a valore z = 0 ad = = 1 extensa, Novi
Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae 16 (1772), 91-139. http://eulerarchive.maa.
org/pages/E421.html

47].E. Littlewood, Newton and the Attraction of a Sphere, The Mathematical Gazette 32 (1948), 179-181.
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onde os ¢;’s sdo as coordenadas do vetor ¢ = U'b. Estes integrais podem ser calculados
completando os quadrados e usando a (8.12), o que resulta em
1

1 1 1
/6 -5 AeVr+Cryk dy = egci/% /6 -3 e (Y ten / k)2 dyr, = e§ci/>\k 2£
: )\k

Ao calcular o produto, observamos que [[, A, = DetA e que >, ¢z /A, = c'A7lc = bT A~ !b.
Portanto, o resultado final é a férmula

1 2m)n/2 1 -
///6 —ZXTAx-i-bTx d.’IIl dl‘Q dl‘n — (\/]%eQbTA 1p (814)

O Hamiltoniano do oscilador harménico quantico em dimensao um é o operador H = —D? —

X2 onde D = d/dx denota o operador derivacdo e X denota o operador multiplicacdo, definido
por (X f)(z) := x f(x). Verifique que a gaussiana o(z) = ¢+ /2
seja, satisfaz Hyp = Ay, com valor préoprio A = 1.

é uma funcao propria de H, ou

Prove as férmulas (8.11), (8.12) e (8.13).

8.5 Decomposicao polar e valores singulares

Decomposigao polar e valores singulares. Todo niimero complexo pode ser factorizado como
produto z = pe’® de um niimero real ndo-negativo, o “valor absoluto” p = |z| = V2% , e uma “fase”,
o niimero complexo unitario e*’ = cos(#) +isin(f). Esta factorizagio é tinica se z # 0, e neste caso
a fase pode ser definida como o quociente ¢ = z/|z|. Esta decomposicao estende aos operadores.

Seja T': H — H um operador definido num espago euclidiano H de dimensao finita, real ou
complexo. O operador P = T*T é (auto-adjunto e) ndo-negativo. Pelo teorema espetral 7.3, P
admite n valores préprios nao-negativos 0 < A\ < Ay < --- < ), (ndo necessariamente distintos), e
o espaco H admite uma base ortonormada e, e, ..., e, de vetores proprios de P, que satisfazem
Pej; = A\pep. As raizes quadradas

O = m

dos valores préprios de T*T sao chamadas wvalores singulares do operador 1. Podemos entao
definir o operador auto-adjunto nao-negativo R : H — H de acordo com

Rek = Oreg

ou seja, R é diagonal na mesma base ortonormada que diagonaliza P, e tem valores préprios
dados pelas raizes quadradas dos valores préprios de P. E claro que R? = T*T. De facto, de
acordo com o teorema 7.11, R é a tnica raiz quadrada nao-negativa de T*T, assim que faz sentido
usar a notagao R = |T'|, ou também R = vT*T (em analogia com o valor absoluto de um nimero
complexo).
Sendo
|Tv|? = (Tv,Tv) = (v,T*Tv) = (v,R*v) = (Rv,Rv) =|RvV|?

para todo v € H, temos que ker(T) = ker(R). Em particular, se T é invertivel, também R é
invertivel, e portanto positivo. Neste caso, é imediato verificar que o operador U : H — H, definido
por U :=T R™! (férmula que lembra a fase e’ = z/p de um niimero complexo) é unitario, pois

|UV|I? = (TR v, TR 'v) = (R v,T*T R 'v) = (R™! v,Rv) = ||v|]?

para todo v € H. Consequentemente, o operador T factoriza como um produto T' = UR de
um operador unitario U e de um operador positivo R. Da mesma forma é possivel verificar que
também o operador V = R~!T ¢ unitario, e portanto T factoriza também como T = RV. Se T
nao é invertivel, o argumento é menos elementar.
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Teorema 8.12 (decomposigao polar). Todo operador T : H — H de um espaco euclidiano de
dimensao finita complexo/real, pode ser decomposto num produto

de um operador unitdrio/ortogonal U e um operador nao-negativo R = VT*T, que € positivo se T
€ invertivel.

Demonstragao. No caso geral, podemos definir um operador U’ : Im(R) — Im(7T) de acordo com
U'(Rv) := Tv. Entao para todo u = Rv € Im(R), com v € H,

[T alf* = | Tv]* = [Rv[|* = || Rv]]* = u]*.

Logo, U’ é uma isometria de Im(R) sobre Im(T") (pois estes dois espagos tém a mesma dimensao).
O operador U’ pode ser estendido a um operador unitério U = U’ @ U"” de H = Im(R) @ Im(R)*
sobre H = Im(T") @ Im(T)*, escolhendo uma isometria arbitraria U” de Im(R)* sobre Im(T)+
(que existe pelo teorema 5.6, pois estes espacos tém a mesma dimensao). O

Da mesma forma é possivel também factorizar T = RV, com R = +/T*T nao negativo e V
unitario (em geal diferente de U.

Decomposicao em valores singulares. Fixada uma base ortonormada de H (por exemplo, a
base canénica de C™ ou R"), seja A a matriz quadrada que representa o operador 7" nesta base. O
operador P = T*T é entao representado pela matriz auto-adjunta A*A. De acordo com o teorema
espetral, existe uma matriz unitdria O (cujas colunas sao os vetores préprios unitarios ex’s de A*A
na base fixada) tal que

A*A = OANO*
onde A é a matriz diagonal
A0 .00
0 X ... 0
A= o :
0 0 ... X

Entao a matriz que representa o operador R na base fixada é igual a

B =0x0*"
onde ¥ é a matriz diagonal
g1 0 0
0 g9 0
Y= )
0 O On

com valores préprios iguais aos valores singulares oy, = /A de T E imediato, de facto, verificar
que B* = B e que B? = A*A. A matriz que representa o operador unitério U do teorema 8.12 na
base fixada é também uma matriz unitdria O’. Consequentemente, a matriz A, que representa o
produto T' = UR, factoriza como produto

A=0'B

de uma matriz unitdria/ortogonal O’ e uma matriz ndo-negativa B. Se A é invertivel entao
também B é invertivel, logo positiva. Finalmente, usando B = OX0O*, a matriz A também
factoriza como

A=KYK

se definimos as matrizes unitdrias K = O* e K’ = O’0O. Ou seja, o teorema 8.12 implica (e é
equivalente) ao seguinte
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Teorema 8.13 (decomposigdo em valores singulares). A matriz quadrada A que representa um
operador T : H — H de um espaco euclidiano de dimensao finita complezo/real relativamente a
uma base ortonormada arbitrdria pode ser decomposta como produto

A=K'YK

onde K e K' sao matrizes unitdrias/ortogonais e ¥ = diag(oy, 02, ...,0,) € uma matriz diagonal
nao-negativa com valores proprios iguais aos valores singulares de T'.

Portanto, um operador arbitrario 7" é uma composi¢ao de uma isometria K, umas homotetias
reais e nio negativas de razoes oy, e uma outra isometria K’. O significado geométrico é que
existem duas bases ortonormadas, (e1,es,...,e,) e (fi,f2,...,f,) de H =~ C" ou R" (as colunas
de K* = O e de K', respetivamente), relativamente as quais o operador é diagonal, ou seja satisfaz

Tek = O'kfk

com elementos diagonais dados pelos valores singulares o > 0. De facto, ao multiplicar A pela
matriz K* obtemos K'Y KK* = K'Y, e esta matriz é formada pelas colunas de K’ multiplicadas
cada uma pelo correspondente 0. Consequentemente, a imagem da k-ésima coluna de K* = O,
que é o vetor coluna ey, pela matriz A é igual a k-ésima coluna de K’ vezes oy, que é o vetor o f}.
Estas decomposigoes admitem uma interpretacao, e uma demonstragao, geométricas mais trans-
parentes no caso de operadores/matrizes invertiveis reais. Um operador linear invertivel 7' : R™ —
R”, definido na base candnica pela matriz A, envia a esfera unitdria S*~! C R™ num elipsoide
E = T(S”_l) com semi-eixos iguais aos valores singulares o1 < 09 < -+ < g,. De facto, se x é
um vetor unitdrio e y = Tx, entao

L= x> =T y|>=(T""y, T 'y)=(y.R?y)

é a equacao cartesiana de um elipsoide centrado na origem definido pela forma quadratica asso-
ciada ao operador positivo R~2. Na base ortonormada ej, ey, ...,e, que diagonaliza R = +/T*T,
formada pelos vetores proprios unitarios que satisfazem Rejp = opeg, a equacao do elipsoide E é

2 2 2

AiZ 4k

o1 03 On

Vice-versa, consideramos o elipsoide F = T(S""!), imagem da esfera unitéria pelo operador
linear invertivel T'. Sejam f1,fs, ..., f, as diregdes principais de E (vetores ortogonais dois a dois e
unitzirios), associadas aos semi-eixos 01 < 09 < .-+ < g, respetivamente. Existe uma tnica matriz
ortogonal K’ que envia a base candnica ej, es, ..., e, de R" nas direcoes principais de F, ou seja,
tal que K'ej, = fi. Existe uma tnica matriz diagonal positiva =1 = diag(o; !, 05 %,...,0,"), que

envia o elipsoide (K')~! (E) na esfera unitaria S"~!. Entao a composicio K := X1 (K’)~1 A envia
a esfera unitdria na esfera unitéria, e portanto é uma matriz ortogonal. Finalmente, A = K'Y K.

Assim, un operador linear T : R — R", ou seja, uma matriz n x n (formada por n? nimeros
arbitrérios) consiste na escolha de duas bases ortonormadas (cada base ortonormada consiste na
escolha de (n — 1) + (n — 2) + .-+ + 2 + 1 parametros, portanto duas bases equivalem a n? —n
pardmetros) e n nimeros nao-negativos (os semi-eixos do elipsoide imagem da esfera unitdra pela
transformacao).

e.g. O operador T : R? — R?, definido, na base canénica do plano, pela matriz
T V2 o1
0 V2
néo é simétrico. Possui apenas o valor préprio v/2 (escolhi este nimero para ter férmulas razoavel-

mente simples & seguir) e um espago préprio 1-dimensional, gerado pelo vetor (1,0). O operador
T'T é simétrico e positivo (pois 7' é invertivel), e é definido pela matriz

(Y ) (0 )= (B )
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Os seus valores préprios sao \; = 1 e Ay = 4, e a matriz ortogonal diagonalizadora é

assim que

T _ 10 T
TT—V<0 4>V

Consequentemente, os valores singulares de T" sao 01 = 1 e 03 = 2, e a raiz quadrada positiva de
TTT é a matriz simétrica e positiva

v () v (R )

Se definimos a matriz ortogonal

rermt= (8 B v (s ) v = (0 L)

entao a representacao polar de T resulta ser

Consequentemente, a representagao em valores singulares é

B 1 0\ 1 ., (10
reov (3 9)vor (2 )

sendo K/ =UV ¢ K =V, ou, explicitamente,

- (4 TR 6 D )

Verifique que T*T e TT™* possuem os mesmos valores proprios.

Decomposicao em valores singulares de matrizes retangulares. Em problemas de es-

tatistica, no processamento de sinais . ..também é importante factorizar de uma forma conveniente

marizes que nao sao quadradas.
https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition

8.6 Pequenas oscilagoes e frequéncias proéprias

Forma normal de um par de formas quadréticas. Sejam K(x) = x' Kx e P(x) = x' Px
duas formas quadrdticas em R™, representadas (por exemplo, na base candnica) pelas matrizes
simétricas K e P, respetivamente. Se K é positiva, entao a matriz simétrica K define um produto
interno (x,y), := x' Ky em R", e portanto existe uma base ortogonal (ortonormada para este
produto interno) na qual K é representada pela matriz identidade. Ou seja, existe uma matriz
invertivel C' = UD, igual ao produto de uma matriz diagonal positiva D e uma matriz ortogonal
U, tal que CTKC = I, e portanto, se x = Cy, entdo x' Kx = y'y. Nesta base, a segunda
forma quadratica é representada pela matriz simétrica P’ = C'TPC, pois x' Px =y ' P'y. Pelo
teorema espetral, existe uma matriz ortogonal O que diagonaliza P’, ou seja, tal que A = OT P'O é
diagonal. Observe que a primeira forma quadratica continua sendo definida pela matriz identidade,
pois OTIO = I. Portanto, nas coordenadas z = (CO)~!'x, as formas quadréticas K e P sdo z 'z
e zTAz7 respetivamente.


https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition
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Teorema 8.14 (forma normal de um par de formas quadréticas). Sejam K e Q duas formas
quadrdtica em R™. Se KC € positiva, entdo existe uma base ortogonal de R™ em que as formas
sao definidas pela matriz identidade e por uma matriz diagonal, respetivamente, ou seja, existem
coordenadas ortogonais z1, . .., zy nas quais as formas quadrdticas KK e Q assumem a forma

K=22 4224 +22 e Q=20+ Aozs -+ Np22

respetivamente, onde A\ < g < --- < .

Os A\’s (que nao sdo os valores préprios da matriz simétrica que define Q na base candnical)
sao chamados “valores proprios” da forma Q relativamente a forma positiva K.

Cuidado! Este resultado ndo diz que as matrizes K e P s@o simultaneamente diagonalizdveis
(caso que implica KP = PK), mas apenas que as formas quadraticas que definem sao dia-
gonais numa base comum! O que acontece é que sdo diagonais simultaneamente as matrizes
(CO)TK(CO), que de facto é a matriz identidade, e (CO)T P(CO) (e estas férmulas usam trans-
postas de CO e nao inversas!).

Naturalmente, as formas quadraticas K e Q também sao diagonais numa mesma base quando
a forma quadratica K é negativa (ou seja, quando —K é positiva). Por outro lado, esta condicao é
necesséaria, como mostra o contra-exemplo seguinte.

Mostre que as formas quadréticas K(z,y) = 2% — y? e Q(z,y) = 2ry em R? (nenhuma das
quais é positiva ou negativa) nao sdo diagonailzdveis numa base comum.

Pequenas oscilagoes e frequéncias préprias. Numa vizinhanga de um ponto de equilibrio
(um ponto onde a forga, ou seja, o gradiente do potencial, é nula), que podemos assumir ser a
origem do sistema de coordenadas generalizadas R™, a energia potencial de um sistema mecanico
pode ser aproximada por uma forma quadrética

U ~ %qTAq7

onde A = (a;;) := (0°U/Dq;0q;(0)) é a matriz Hessiana do potencial U(q) na origem (que é
positiva se a origem é um minimo local). Por outro lado, a energia cinética é uma forma quadrética
positiva

K=1q"Kq

nas velocidades generalizadas, definida por uma matriz simétrica e positiva K = (k;;). A Lagran-
giana do sistema é £ = K — U, e as equagoes de Euler-Lagrange

d (0L oL .

sao, nesta aproximacao,

Pelo teorema 8.14, existe uma transformagcao linear (nao necessariamente ortogonal!) de coor-
denadas q +— z = C~!q, tal que C'KC =1 e CTAC = A é uma matriz diagonal, com valores
préprios A; < --- < \,. Nas coordenadas z;’s, a lagrangiana é £ = %Zk 22 — %Zk /\kzi. Se
a origem for um minimo local ndo degenerado do potencial, os valores préprios sdo todos positi-
vos, ou seja, Ap > 0. Consequentemente, nas coordenadas zj’s as equagdes de movimento (8.15)
assumem a forma

zZ=—Az

)

ou seja, ficam decompostas nas n equacoes independentes
S 2 _
Zi = —Wwj, 2k k=1,2,....n

que descrevem n osciladores harmonicos com frequéncias proprias wy := v/ Ag.
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Na praticas, estas oscilagoes carateristicas podem ser obtida assumindo que as solugoes das
equagoes de Euler-Lagrange sao da forma

q(t) = e“*" &,

A equagao carateristica Det(A — AK) = 0 determina os valores préprios A\, = w}, e 0s vetores
proprios &,,’s, ortogonais dois a dois, sao as solugoes da equagdo secular

(A—wiK)€, =0 (8.16)

As solugbes genéricas sdo combinagoes lineares de n oscilagoes

q(t) =R <Z cy, ekt §k>
k
= Z Ay, cos(wit + o) &
k

com certas amplitudes Ay, e fases iniciais ¢. Os movimentos sao periédicos (e desenham figuras de
Lissajous no espago das configuragoes) ou quase-periédicos, dependendo se as frequéncias préprias
w1, Wy ...wy sao racionalmente dependentes ou nao.

Algumas figuras de Lissajous.

ref: [Ar87] V.23. ou [LL78] V.23

Osciladores acoplados. O exemplo classico é o sistema formado por dois osciladores iguais,
com lagrangianas L = %x’;f — lwzxi ,sendo k£ = 1 ou 2, acoplados com uma energia de interacao
1

56 (w1 — 75)? dependente de um pardmetro positivo &, a “forca” da interacio. E o caso de dois
péndulos iguais unidos por uma mola (em repouso quando os dois péndulos estdo nas respeitivas

posigoes de equilibrio). A lagrangiana do sistema é

L=13 (2 +22°) + 3w (2] +23) + e (21 —22)2.
Neste caso, a energia cinética é a forma quadratica definida pela matriz identidade K = I, e a
energia potencial é a forma quadratica positiva definida pela matriz simétrica

2
w+e —€
A= ( - wr+te )

A equacio carateristica Det(A — AI) = 0 tem rafzes w? e w? + 2¢. As frequéncia normais sao
portanto w, a frequéncia comum dos osciladores, e Q0 = vw? + 2¢. Vetores préprios normalizados
séo q = (1,1)/v2 e Q = (1,-1)/v/2 , respetivamente. Consequentemente, nas coordenadas
normais ¢ = (1 +x2)/v2 e Q = (z1 —x2)/v/2, as equacdes de Euler-Lagrange sio dois osciladores
desacoplados B

j=—w’q e Q=-92Q.

As solugbes com @ = 0 sao oscilagoes sincronizadas dos dois osciladores. Quando a forga de

interacdo é fraca, ou seja, ¢ < w? e portanto Q ~ w + £/w? é muito préximo de w, as solugoes

genéricas apresentam o fenémeno dos batimentos. Como explicado em [Ar87], a energia é transfe-
rida periodicamente de um oscilador ao outro, com um periodo T' ~ 27w /e.
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Determine as frequéncias normais do sistema de osciladores iguais acoplados descrito pela
lagrangiana ([LL78] V.23)

L=1 (212 +22%) + $w? (23 + 23) +ez122.

Determine as frequéncias normais do sistema de osciladores acoplados descrito pela lagran-
giana
_ 1, .2, 1 .2, 1.2 2 12,2 1 2
L=35pd1"+5va” +5a 27+ 58 25 + 5¢ (v — 22)° .

Oscilagoes das moléculas. [LL78] V.24

Circular chains of coupled oscillators. Consider a one-dimensional circular chain of N par-
ticles with masses m,,’s, placed at equilibrium positions na, where a is a characteristic length and
n=0,1,2,..., N — 1 (thus the circle has length £ = Na). Denote by ¢, the displacement of the
n-th particle from its equilibrium position, so that its real position is nf+¢,. Each mass is coupled
with its two nearest neighbours, with springs with variable stiffness. The Lagrangian is therefore

N-1 N—-1
‘c(qa q) = % Z mnqi - % Z Rn,n+1 (qn-‘rl - qn)2
n=0 n=0

where, of course, gy = qo and ky_1,8y = Kn_1,0. By definition, the Lagrangian is written as

. 1. . 1
where (-, -) denotes the standard Euclidean structure of RY, and K and A are the symmetric ope-
rators defining a positive (the kinetic energy) and a non-negative (the potential energy) quadratic
form, respectively.

da Q4 3
Qs oe
,' aq (2
e
Oq '
’ o
o
°
® C’ N-
fq
8 n-2
° ®
(-4 q ”- 5
The Euler-Lagrange equations read
K4q=-Aq

Observe that the translations (actually rotations, since we are in a circle) ¢, — ¢, + t are a
symmetry of the Lagrangian. They correspond to the conserved linear momentum. Indeed, an
obvious solution is the uniform rotation ¢, = a + vt for all n. This is the zero eigenvalue of the
operator A, with constant eigenvector (1,1,...,1).

From general physical considerations, we look for other solutions of the form

q(t) = e &,

where the wy’a are proper frequencies and the &,’s are the corresponding eigenvectors solving the

secular equation
(A-wiK)g, =0
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The chain is homogeneous when it is composed of equal masses m,, = m and springs with the
same stiffness k,, ,+1 = k. The Lagrangian then simplifies as

1 N=l p Nl
L(q,q) = m Z g — o Z (qn+1 — qn)?
n=0 n=0

and the Euler-Lagrange equations read
MGn = K(qn+1 — 2¢n + Gn—1)

The right-hand side is a discrete Laplacian, and indeed this must be thought as a discrete version
2Au = 0 in the circle, with speed of propagation ¢ = \/x/m. In this

of the wave equation 7
as (Pq)n = ¢n+1. Eigenvalues and eigenvectors of P, hence of A, are (see (7.5))

%u

a9z — C
case K = ml, while A = (2 — P — P~'), where P is the shift operator, already defined in (7.4)
€k = <17 Ck7 <2k [ C(Nil)k>

e = CF and

, N — 1. The secular equation is then

respectively, with £ =0,1,2,...
(kT — wimI)€, =0

where T = 2] — P — P~!. This gives
k _
2-¢"=¢™h)

—q4 sin2(7rk:/N)
m

and therefore proper frequencies
k=0,1,2,...,N —1

wr = 2y/k/m sin(rk/N)

Observe that eigenvalues are not simple if N is even.
One could also consider a homogeneous linear chain,

Linear chains of coupled oscillators.
with its first and last particle attached to a spring with fixed second extremity. The Lagrangian

then reads
1 & 1
£(q,q) = im in - 55 (l‘% + (w2 — x1)2 +-+(xy — .%‘N_l)Z + x?v)
n=1

Here we have no translational symmetry, and indeed the potential energy is a (strictly) positive
quadratic form. In order to find its proper frequencies, one may look for odd solutions of a periodic

chain of 2NV + 2 particles, which satisfy ¢o = gn4+1 = 0.

0@l i@ i i @O LG B
qu-\q“ nEL

Deduce that they are
wp, = 24/K/m sin (2]\7;12)

forn =1,2,..., N, and are simple for dimensional reasons. Use the form of the &,’s computed

above to show that the general solution is a superposition of normal modes as

N
. kn .
qk = Z A,, sin (N 1 ) sin(wpt + ©n)
n=1
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where g denotes the displacement of the k-th particle from its rest position, and the A,’s and
pp’s are arbitrary amplitudes and phases.

In order to understand the continuous limit, we must replace x with x/¢2, where £ is a distance
between the oscillators (so that the operator A has the dimensions of x times a laplacian), and
then take the limit N — oo and ¢ — 0 while maintaining constant the length /N = 7. We get
normal frequencies w,, ~ ¢n, for n = 1,2, ..., which coincide with the normal frequencies (7.12) of
a vibrating string with length 7 and speed of propagation ¢ = \/x/m.

Semi-eixos principais e rigidez. O espaco das formas quadraticas positivas definidas num
espago euclidiano R™ pode ser munido de uma ordem parcial natural: Q' > Q se Q'(x) > Q(x)
para todos x € R™.

Se @ = Q, é claro que o elipsoide E’ definido por Q'(x) < 1 estd contido no elipsoide E
definido por Q(x) < 1. Vice-versa, se E' C F entdao Q' > Q. Portanto, a ordem parcial = no
espago das formas quadratica corresponde a ordem parcial natural, definida pela “inclusao” C, no
espaco dos elipsoides.

Sejam Q e Q' duas formas quadréticas tais que Q' > Q, e sejam p} > p) > --- > pl e
p1 > pg > .-+ > p, 0s semieixos principais dos elipsoides E’ e E, respetivamente. O principio
min-max de Courant-Fischer 8.8, na forma do teorema 8.10, implica entao as desigualdades

Pi<p Ph<po N

entre os respetivos semieixos.

Se a energia cinética de um sistema mecéanico é a forma quadratica definida pela estrutura
euclidiana de R™ (ou seja, se a estrutura euclidiana é definida pela forma quadrética da energia
cinética), entdo a lagrangiana

L= 3lal* - 3Q(a)
descreve um sistema com energia potencial definida pela forma quadratica positiva Q. Nas coor-
denadas ortonormadas z;’s que diagonalizam o operador simétrico A que define a forma quadrética,
as equacgoes de Euler-Lagrange 8.15 assumem a forma

d .
—z=— Az
dt
onde A = diag(A1, A2, ..., A,) é a matriz diagonal dos valores préprios da matriz simétrica A.
O movimento é portanto decomposto em n osciladores harmonicos z = —wsz de frequencias

préprias wy = Vg = 1/py.

Se Q' = Q, o sistema definido pela energia potencial Q' é dito mais rigido do sistema definido
pela energia potencial Q. As frequéncias préprias entdo satisfazem as desigualdades wj, > wg. Ou
seja, os periodos das oscilagoes do sistema decrescem com a rigidez.

8.7 Conicas e quadricas

Finalmente, a diagonalizacao das formas quadratica permite uma classificacao das cdnicas no
plano e das superficies quadrica no espago.
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Conic sections. The first, tautological, definition is the following: a conic section is the inter-
section between a (right circular) double cone C' C R? and a plane P C R®. If the plane passes
through the vertex, we have the degenerate (and not interesting) cases of a point, a line or two
lines.

Generic sections are the ellipse (do grego elewdic = “falta”, ou seja, circulo imperfeito), the
closed curve obtained when the plane cuts only one half of the cone, and the hyperbola (do grego
unepBoin = “lancar além”, ou seja, exagerar), the two branched curve obtained when the plane
cuts both halves of the cone. Between them, the parabola (do grego mnopoafBohn = “comparar”),
the not closed curve obtained when the plane is parallel (but not equal) to a generating line of the
cone. It is clear that the latter is not stable under small generic perturbations of the plane.

The Cartesian equation of a double cone, in a convenient orthogonal coordinates system, is
2?2 + y?2 = 22, while a generic plane is defined by a linear equation like ax + by + cz +d = 0.
Eliminating one of the variables, for example z if its coefficient ¢ # 0, we see that the Cartesian
equation of a generic conic is

az? 4+ ey +yy2 +ox+ey+(=0

Thus, a conic is the zero level set of a degree 2 polynomial in two variables.

There are other definitions, much more useful in physical applications, which were already
known to Apollonius of Perga and Pappus of Alexandria. The modern route to the understanding
of them passes through the construction of the Dandelin spheres “8. These are spheres tangent
to both the cone C' (along a circle) and the plane P (at one point), inside the cone itself. There
are two of them, say Sy, in the case of an ellipse (one on each side of the plane) or an hyperbola
(one in each branch of the hyperbola), and only one for a parabola (say, the one with “4+”). The
points where the Dandelin spheres touch the plane P, say fi := S1 N P, are called foci of the
conic section. It is clear that when the plane P is orthogonal to the axis of the cone, the two foci
coincide and the conic section is a circle. Each Dandelin sphere touches the cone at a circle Cy.,
belonging to a certain plane Pi (perpendicular to the axis of the cone, hence horizontal in the
picture). When P is not itself horizontal (i.e. when the conic is not a circle), the intersection of
each of those planes with the plane P determines a line D4 := Py N P, called directriz of the conic
section.

48G. Dandelin, Mémoire sur quelques propriétés remarquables de la focale parabolique, Nouveaur mémoires de
I’Académie royale des sciences et belles-lettres de Bruzelles 2 (1822), 171-200.
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Dandelin spheres of an ellipse.

Second definition: focal properties. Consider a moving point r in the Euclidean plane P =~ R2.
Let fi := dist(r,f1) denote the distances between r and the foci f1, and let d+ := dist(r, D)
denote the distances between r and the directrices D4. Then, the moving point r describes

e an ellipse iff f, + f_ = constant;
e an hyperbola iff |f; — f_| = constant;
e a parabola iff f, =d,.

The constant above is the distance, along a generatrix of the cone, between the two circles C'NSy.
Proofs rely on the elementary observation that all segments between a sphere and an external
point, tangent to the sphere, have the same length (see the picture above in the case of an ellipse).

Third definition: eccentricity. The three conditions above may be merged into one single con-
dition relating the distances between the moving point and one focus or one directrix, respectively.
A moving point r in the plane describes a conic section if the ratio e := f /d; is constant, i.e.

f+ = 65+ . (817)

The constant ratio e is called eccentricity of the conic section. One has an ellipse if 0 < e < 1,
an hyperbola if e > 1, and a parabola if e = 1. The limit case when e — 0 and §; — oo while the
product ed, is kept constant gives a circle.

Much easier is to define conics using Cartesian equations, and deduce from them their focal
properties.

Parabola. Uma pardbola é uma curva P definida, num referencial ortogonal oportuno do plano,

pela equacao cartesiana
o
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com parametro p > 0 chamado pardmetro focal. E claro que todos os pontos da parabola tém
z > 0, e que a curva é simétrica em relacao ao eixo dos x.
O ponto £ = (p/2,0) é dito foco e a reta vertical D = {x = —p/2} é dita diretriz, assim que
o parametro focal representa a distancia p = dist(f;, Dy). A distancia entre um ponto genérico
r = (z,y) da pardbola e o foco é (usando a (8.18))
foi=dist(r, £1) = V(2 = p/2)? + 42 = \/(z —p/2)? + 2pz = & + p/2

Por outro lado, a distancia entre um ponto genérico r = (z,y) da pardbola e a diretriz é
6y = dist(r, Dy) = /(z + p/2)2 =z +p/2
Estas duas distancias sao portanto iguais. Vice-versa, é elementar verificar que a condigao
V(& —p/2)? + 2 = /(z +p/2)?

também implica a (8.18). Consequentemente, a pardbola é (ou seja, pode ser definida como) o
conjunto dos pontos do plano que sao equidistantes de f; e D, ou seja, tais que

Fr =0y (8.19)

Elipse. Uma elipse é uma curva £ definida, num referencial ortogonal oportuno do plano, pela
equagao cartesiana

LY (8.20)

com parametros a > b > 0 chamados semi-eizo maior e menor, respetivamente. E claro que a
elipse é uma curva fechada, limitada e conexa, que admite os eixos x e y como eixos de simetria.

Os focos da elipse sao os pontos fi = (+¢,0), onde ¢ = Va2 — b2 é a excentricidade linear (a
distancia entre um foco e o “centro” da elipse). Os focos coincidem quando a = b, ou seja, quando
(8.20) define uma circunferéncia de raio a centrada na origem. O nimero

b2
e:zgzy/l—a—z (8.21)

assim que b? = a?(1 — €2), é chamado excentricidade. O seu valor est4 entre 0 < e < 1, e vale
0 sse a elipse é uma circunferéncia. As distancias entre um ponto genérico r = (z,y) da elipse e os
focos sdo (utilizando a (8.20) e a definigao (8.21))

fo=dist(r,fy) =\/(z T )2 +y2 = Ve2x? F 2aex + a2 = a F ex
e portanto fy + f_ = 2a. Vice-versa, é facil verificar que
Ve -2+ + (@ +c)2+y2=2a

implica (8.20). Assim, a elipse é o conjunto dos pontos r do plano tais que a soma das distancia
entre r e os dois focos é constante (e igual ao dobro do semi-eixo maior), ou seja, tais que

52

Se e # 0, ou seja, se a elipse ndo é uma circunferéncia, é possivel definir as retas verticais
Dy = {z = +a/e}, chamadas diretrizes. O parametro focal ép = dist(fy,Dy) = b*/vVa2 —b2, a
distancia entre um foco e a diretriz correspondente. O nimero £ := b?/a = ep é chamado semi-latus
rectum. As distancias entre o ponto genérico r = (x,y) da elipse e as duas diretrizes sao

. 1
dy =dist(r,Dy) = |z Fa/el = - f+

Assim, uma elipse diferente da circunferéncia também pode ser caraterizada como o conjunto dos
pontos do plano tais que

fr=edx (8.23)
com(0<e<l1.
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Hipérbole. Uma hipérbole é uma curva H definida, num referencial ortogonal oportuno do plano,
pela equacao cartesiana

$2 y2

com parametros a > 0 e b > 0 chamados semi-eizo real e imagindrio, respetivamente. Os pontos
vi = (+a,0) sdo chamados vértices. E claro que a curva é a reunido disjunta % = H, UH_ de
duas curvas conexas, um “ramo” H, com z > a e um “ramo” H_ com x < —a. As assintotas dos
dois ramos sdo as retas b®z? = a2y2.

Os focos da hipérbole sdo os pontos fy = (£¢,0), onde ¢ = va? + b2 é a excentricidade linear.

O numero
c b2
=—=4/14+ = 8.25
e:=— =1+ (8.25)

assim que b? = a?(1 — €?), é chamado excentricidade. O seu valor estd entre 1 < e < oo.
As distancias entre o ponto genérico r = (z,y) da hipérbole e os focos sdo (utilizando a (8.24))

fr:=dist(r,fy) =/ (z Fc)? =+vaFer=exr=+ta
ser € Hy, ouseja, se x> a,e

fr =dist(r,fy) = /(z =VaFer=—exrFa

ser € H_, ou seja, se x < —a. Nos dois casos, acontece que |f+ — f_| = 2a. Vice-versa, com
alguma paciéncia é possivel verificar que a equagao

| Va=P+y - Va+eP | =2

implica (8.24). Assim, a hipérbole é o conjunto dos pontos r do plano tais que o valor absoluto
da diferenca entre as distancias entre r e os dois focos é constante, ou seja, tais que

fr—fl=2a (8.26)

As diretrizes da hipérbole sao as retas verticais Dy = {& = +a/e} . O parametro focal é a
distancia p := dist(fy, Dy) = b?/v/a? + b2 entre um foco e a diretriz correspondente. O nimero
¢ = b*/a = ep é chamado semi-latus rectum. A distancia entre o ponto genérico r = (z,y) do
ramo H da hipérbole e a diretriz D, é

5, = dist(r, Dy) = | —afel = - f,

Por simetria, a mesma relagao é obtida se consideramos o ponto genérico r de H_ e a diretriz
D_, logo a distancia 6_ = dist(r, D_). Assim, os dois ramos H+ da hipérbole também podem ser
caraterizados como os conjunto dos pontos do plano tais que

21

com e > 1.

Quando a = b a hipérbole, (8. 24) é dita equildtera. Veriﬁque que uma rotacao de um angulo

7/2 transforma e equagao cartesiana z? — y? = a? na equacgio z'y’ = 2a?.

Verifique que elipses e hipérboles sao definidas pela mesma equagao cartesiana

2 2
£+y7:1.
a2 a?(1—e?)

A equagao define uma elipse quando 0 < e < 1 e uma hipérbole quando e > 1.
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Forma polar das cénicas. Mais util é caraterizar as cénicas usando coordenadas polares con-
venientes. A menos de uma translagao, podemos assumir que um dos focos é a origem, ou seja,
f, = (0,0). Também, a menos de uma rotagao, podemos assumir que uma diretriz é a reta vertical
D, = {x = p}, assim que p > 0 é o pardmetro focal. Um ponto genérico do plano é representado,
em coordenadas polares p e 0, como r = (pcos(f), psin(f)). Este ponto satisfaz as condigoes (8.19),
(8.23) ou (8.27), dependendo do valor da excentricidade e, se

p=el|pcos(d) —p|.

Ao resolver para p, obtemos

4
r= ecos() £1 (8:28)

onde ¢ = ep = b?/a é o semi-latus rectum. Se e < 1, a tnica solugao é aquela com sinal +, e
a curva é uma elipse, quando e < 1, ou uma pardbola, quando e = 1. O caso e = 0 é admissivel,
e representa uma circunferéncia. Se e > 1, a curva é uma hipérbole, e os dois sinais possiveis
correspondem aos dois ramos. E nesta forma que as cOnicas aparecem ao resolver o “problema de
Kepler”.

Equacgoes de segundo grau no plano e cénicas. Uma equagao de segundo grau
az? +2bry + ey +ax+ Py+v=0, (8.29)

no plano de coordenadas x e y, onde a,b,...,7v sdo coeficientes reais, define uma cdnica. Uma
mudanga de coordenedas oportuna, de facto uma rotagdo e uma translagdo (logo uma isometria
do plano), pode reduzir a equacao (8.29) a uma “forma candnica”, ou seja, uma das (8.20), (8.24)
ou (8.18) se a cénica nao é degenerada.

a b

Seja
a matriz simétrica que define a forma quadratica Q(z,y) = ax?+2bxy+cy?, a parte quadratica do
polinémio (8.29). Pelo teorema espetral 7.3, esta pode ser diagonalizada por uma mudanga ortogo-
nal de coordenadas, que podemos assumir ser uma rotac¢ao (a menos de reordenar as coordenadas).
Ou seja, existe um angulo 6 tal que nas varidveis x’ e 3, definidas por

2’ = xcosf + ysinh y = —xsinf + ycosd
a equagao (8.29) é transformada em

AP +p) +da' + 8y +v=0, (8.30)

onde \ e u sdo os valores préprios de A, e @' = acosf + Bsinf e B/ = Bcosh — asinf. Observe
que o produto dos valores préprios é igual a Ay = ac — b? = DetA.
Se os dois valores proprios, A e i, sdo diferentes de zero, ou seja, se DetA # 0, entdo é possivel
completar os quadrados, ou seja, fazer uma translacao

x/lzir/_’_g y//:y/_"_,'77
com £ = 20‘—;\ en= %, e transformar finalmente a (8.30) em
A" +p(y)? =6

onde § = @) + @) ~v. Esta é a equacao de uma elipse se Ay > 0 e § tem o sinal correto,

DY m
de uma hipérbole se Au < 0 e d # 0, ou de alguma cénica degenerada como um ponto (como
22 +y? = 0), dua retas (como 2% — 32 = 0) ou o conjunto vazio (como z? + y? = —1).

Se um dos valores proprios ¢ igual a zero, por exemplo A = 0 e i # 0, entao podemos completar
um quadrado e fazer uma translagao, até obter

2 /7

p(y")* =o'z
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Esta é a equagao de uma pardbola, ou de uma reta se também «o” = 0.

Finalmente, se os dois valores préprios sao nulos, ou seja, A = p = 0, entao temos apenas uma
equagao de grau um do género o'z’ + 'y’ +~' = 0, ou seja, uma reta afim.

Se sabemos a priori que a cénica definida pela (8.29) nao é degenerada, entdo o género é
determinado pelo sinal do determinante d := DetA = ac — b?> = Ay da matriz que define a forma
quadratica: é uma elipse se d > 0, uma hipérbole se d < 0, e uma pardbola se d = 0.

e.g. Colocamos o problema de identificar a cénica definida pela equagao cartesiana
222 —dzy —y? —4x+ 10y —13=0.

A forma quadratica 222 — 4xy — y? ¢ definida pela matriz simétrica

(2 =2\ 3 0 T
(% 3)-v (3 %)

com valores préprios 3 e —2, onde a matriz ortogonal diagonalizadora é

()

100
75
50
25
00

-25

-10.0
-100 -75 -50 -25 00 25 50 75 100

Nas varidveis

a equagao define a hipérbole

Identifique e esboce as cénicas definidas pelas equagoes

2+ oy +22=0 52% + 5y% — 6xy —2 =0 222 +5y% —day —1=0
5x2+6xy+5y2—10\/§x—6\/§y+2:0 2?4y -2y —3r—y—1=0
5% —dzy + 2y —6 =0 222 —day —y? — 4 + 10y — 13 =0
222 — 6y +2y2 —8x+ 12y —10=0 202 4oy +2y2 —4=0

[Ap69], vol. 2, 5.15.

Quadrics. Quadrics are surfaces defined, in the Euclidean space R3, by a degree 2 Cartesian
equation like

az? +by? + c2® 4+ 2dzy + 2eyz + 2fxz+oax + fy+72+ 5 =0

A similar procedure, diagonalization of the quadratic form Q(z,y, z) (the degree 2 part of the
polynomial above) and then a translation (completing squares), shows that any non-degenerate
quadric (not reduced to the empty set, a point, lines or planes, conics times lines, ... ) is equivalent,
modulo an isometry, to one of the following models:
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an ellipsoid

2 2 2
x Y z
an hyperbolic hyperboloid
22 2
2 e 2!
and elliptic hyperboloid
22y 2 -
2 2!
an elliptic paraboloid
2 2
T Y
an hyperbolic paraboloid
2 2
€z Y
2 70

(above, of course, all the parameters a, b, ¢ are positive numbers).
You may play with surfer to visualize quadrics, or create new amazing surfaces.

Motion in a central force and Kepler problem. Consider the Newton equation

mi = F (r) ; (8.31)
describing the motion of a particle/planet of mass m > 0 in a central force field F(r) = F (r) T.
Above, we use the traditional notation 7 := ||r|| for the length of the vector r € R3. If v =1
denotes the velocity vector, then a computation shows that the angular momentum L :=r x v
is a constant of the motion. If at some (initial) time the vectors r and v are not parallel,
then L # 0 and the motion occurs in the plane orthogonal to L. We may therefore choose a
reference Cartesian system (i, j, k) in which L = Lk for some L > 0, and write the position vector
as r(t) = pcos(f)i+ psin(f)j for some time-dependent angle 6 and lenght p = ||r||. In polar
coordinates Newton equation (8.31) reeds

p—pb® =F(p)/m

.. . 8.32
Pl +2p6 =0. ( )

The second equation (8.32) says that the “areal velocity” (“velocidade areal”) £ := p@ is a constant
of the motion, and this is Kepler’s second law (which therefore holds for all central forces). We
specialize now to Newton’s gravitational force
GmM
2

F(p) =

where M is the mass of the Sun and G is the gravitational constant. It may be observed that the
first equation (8.32) then reads

. 0
mp = _épr (p) ’

where we defined the “effective potential energy” as

Vi(p) = gmé?/p* —GmM/p.


http://imaginary.org/program/surfer
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Kepler’s effective potential and some energy level sets.
The conserved energy is therefore
E= %mp2 + %m£2/p2 —GmM/p.

Now we set p = 1/ and look for a differential equation for x as a function of . Computation
shows that dx/df0 = —p/l, and, using conservation of ¢, that d?x/d#? = —p?p/¢?. There follows
that the first Newton equation (8.32) reads

d*x L GM
S =2
do? £2
This is an harmonic oscillator with unit frequency forced by a constant force, and its general
solution is oM
x(0) = ET(quecos(@fGo))

for some constants e and 6y. Back to the original radial variable we get the solution

 riGM
~ 1+ecos(f—6p)’

p(0)

Hence, orbits are conic sections with eccentricity e and focus at the origin. We get an ellipse for
0 < e < 1, corresponding to negative energy, hence to planets, and this is Kepler’s first law. We
get a parabola for e = 1, corresponding to zero energy, or an hyperbola for e > 1, corresponding
to positive energy.

Hodograph, Hamilton’s theorem and Feynman’s lost lecture. Our “brute force” de-
rivation of Kepler orbits may be substituted by more elegant and geometric considerations. You
may want to take a look at the original papers by Hamilton *°, Milnor °° and the famous lost

51

lecture, now recovered!, of Feynman”".

Integer binary quadratic forms: topograph and rivers. Since ancient times, mathematici-
ans have been interested and fascinated by values of integer binary forms at integer points. This is
the case of Pythagorean (integer) triples 22 +y? = 22, which were known to Babylonians, or integer
solutions of (what Euler named) Pell equation 22 — 2y? = 1, which Greeks used to find rational
approximations of v/2, and its generalisation z> — ny? = z, considered by Indian mathematicians.
The modern theory of integer quadratic forms starts with Gauss’ Disquisitiones Arithmeticae in
1801, and it is the origin of many fundamental concepts and ideas of modern algebra (rings, ideals,
...), due to Kummer, Kroenecker, Dedekind, Dirichlet, ... Here we sketch a modern and visual
approach discovered recently by Conway®?.

Consider a binary quadratic form Q(z,y) = ax?+ hxy +by? with integer coefficients a, b, h € Z.
We are interested in its values when both x and y are integers, i.e. at integer lattice points

49W .R. Hamilton, The hodograph or a new method of expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad. 3 (1846), 344-353.

50J. Milnor, On the geometry of the Kepler problem, Amer. Math. Monthly 90 (1983), 353-365.

51D L. Goodstein & J.R. Goodstein, Feynman’s Lost Lecture, the Motion of Planets Around the Sun, Norton &
Company, 1996.

52].H. Conway, The sensual (quadratic) form, Carus Mathematical Monographs 26, Mathematical Association
of America, 1997.
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(n,m) € Z%. From homogeneity, we know that Q(np,nq) = n>Q(p, q), hence it will be sufficient
to compute the value only at primitive lattice points, those points (p,q) with relatively prime
(integer) coordinates. Also, we may change sign to both p and ¢ without altering the value of the
quadratic form, thus, we may consider pairs +(p, ¢), which we’d better write p/q and identify with
points in the projective rational circle P!(Q). Such points may be arranged in a planar “map”,
called topograph by Conway, in regions separated by a 3-valent tree T' (which has been rediscovered
many times during history, and takes the name of Farey tree®®, or Serre tree®*) which magically
reflects the arithmetics which generate them: the Euclidean algorithm [HW59]. Conway made the
fundamental observation that this arithmetic, in turns, will recursively generate all the primitive
values of the quadratic form in a simple a “visual” way as a consequence of the parallelogram law.

The tree T is naturally embedded in the hyperbolic plane H, for example, in the Poincaré unit
disk model. A view of the global picture of primitive lattice points is shown in the picture, together
with a portion of it

The rule which generates it, starting with the initial seed ey = +(1,0) and e; = £(0,1), is vector
addition. Observe that vector addition (p,q) + (r, s) corresponds, in the projective rational line,
to computing the “mediant” (p+1r)/(¢+ s) of the fractions p/q and r/s. Regions H\T correspond
to reduced fractions p/q € P(Q). Geodesic rays in the tree have end-points which are naturally
identified with points o € P(R), limit of the reduced fractions on both sides of the ray.

The parallelogram law

Qv+ w)+Q(v—w) =2(Q(v) + Q(w))

may be seen as an iterative formula prescribing the value of the quadratic form at v + w given its
values at v, w and at v — w. The first three values, say at the primitive vectors (0, 1), (1,0) and
(1,—1), are the parameters a,b and a + b — h of the quadratic form.

For example, the values of the Pythagorean quadratic form Q(x,y) = 2% 4 y?, which is positive
definite, are shown in the picture on the left. The positive and negative values of an indefinite
quadratic form as Q(x,y) = x? — xy — y?, in the picture on the right, divide the map into two
regions, bounded by a river ... Moreover, the values around the river may be shown to be
bounded, and therefore recur (as in our case). The river has two endpoints which may be naturally
identified with two points « and @ in P(R), the roots of the quadratic equation Q(z,1) =0, ...

53 A. Hurwitz, Uber die Reduktion der bindren quadratischen Formen, Math. Annalen 45 (1894), 85-117.
54].-P. Serre, Arbres, amalgames, SLo, Astérisque 46 (1977).
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A nice account of all that, and much more, is in the book®® that Hatcher is preparing.

55 A. Hatcher, Topology of Numbers (https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/TN/TNpage.html)


https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/TN/TNpage.html
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9 Grupos e grupos de matrizes

ref: [Ap69] Vol 2, 5.11, 5.20

Simetrias e grupos de transformacgoes. As “simetrias” sdo, grosso modo, movimentos do
espago ambiente (seja o que for) que deixam invariada uma figura ou um padrao no qual esta-
mos interessados. A estrutura matemética que captura esta ideia é a nocao de “grupo”, desco-
berta/inventada por Lagrange, Ruffini, Abel, Galois . ..no inicio do século XIX para compreender
a factorizagdo dos polinémios, reconhecida por Liouville, Jordan, ...e finalmente enraizada na
geometria moderna gracas as intuicdes de Klein, Hilbert, Poincars, . ..°%

A ideia bésica e concreta de um grupo é simples. Uma familia de “transformagoes”, de algum
espago ou conjunto, que podem ser “compostas” (ou seja, podem agir uma apés outra) para
produzir mais transformagoes, e que podem ser “desfeitas”. A transformacdo que desfaz uma
transformacao dada é chamada (transformacdo) “inversa”’. Em particular, uma transformacéo e
a sua inversa podem ser compostas para formar a (transformagao) “identidade”, a transformacao
que deixa tudo como esta.

ex: Descreva as simetrias das seguintes figuras.

ex:

Simetrias em fisica. As simetrias, e os grupos que as representam, também tém um papel
fundamental na nossa descricdo e compreensdo da Natureza. °7

Na mecénica cldssica, sdo responsaveis pelas leis de conservacao, de acordo com o famoso
teorema de Noether °®. Por exemplo, a invaridncia da lagrangiana por tanslacdes do tempo implica
a conservagao da energia, a invariancia por translagoes do espago implica a conservagao do momento
linear, a invariancia por rotagoes implica a conservagao do momento angular, ...

Grupos de isometrias do espaco euclidiano de dimensao 3 também descrevem as simetrias
dos cristais (e sdo por isto chamados “grupos cristalogrificos”), dos flocos de neve, ou de outras
estruturas biolégicas ou quimicas.

56Marcus Du Sautoy, Symmery: A Journey into the Patterns of Nature, Harper, 2007.

57TA. Zee, Fearful Symmetry. The Search for Beauty in Modern Physics, Princeton University Press, 2017

58E. Noether, Invariante Variationsprobleme, Nachr. D. Kénig. Gesellsch. D. Wiss. Zu Géttingen, Math-phys.
Klasse. (1918), 235-257.
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Mais abstratos, mas igualmente basicos, sao o grupo simplético, que desceve a estrutura do
espaco de fases da mecanica hamiltoniana, e o grupo de Lorentz, que descreve a estrutura do
espago-tempo da relatividade especial.

Os grupos unitérios, isometrias de espagos euclidianos complexos, descrevem as simetrias da
mecanica quantica. Ainda mais fundamental é o papel das simetrias de “gauge” na teoria quantica
de campos, desde a eletrodinamica quantica as teorias nao-abelianas de Yang e Mills. Por exemplo,
no Modelo Padrao aparece o grupo SU(3) x SU(2) x U(1), os factores sendo responsdveis pelas
trés interagoes fundamentais, forte, fraca e eletromagnética. O grupo SU(2) é também central na
“loop quantum gravity” ...

9.1 Grupos

Permutagoes e grupos de transformagoes. Seja X um conjunto nao vazio. As permutagoes
de X sao as transformagoes f : X — X invertiveis, ou seja, injetivas e sobrejetivas. Fixado X, uma
permutagao serda denotada simplesmente por f, e a imagem de um ponto x € X pela permutacao
f por f(x).

O conjunto Per(X) é munido de uma operagao bindria natural, a lei de composi¢ao, que associa
as duas permutacoes f e g, nesta ordem, a permutacao fg:= f o g, definida por

(fog)(z) = f(g(x))

se x € X. A composicao é claramente associativa, ou seja, satisfaz f(gh) = (fg)h para todas as
permutagoes f, g, h. A permutagdo/transformagdo identidade é definida por e(z) = z para todo o
z € X. E claro que fe=ef = f para toda permutacao f. Toda permutacao f, sendo invertivel,
admite uma permutacao inversa f~1, tal que f~1(f(x)) = z e f(f~!(z)) = z para todo z € X.
Isto significa que ff~' = f~1f =e. E também fécil verificar que a inversa da composicdo fg é
(fg) t=g7'f"

Um grupo de transformagdes é um subconjunto nao vazio G C Per(X) que contém a trans-
formacao identidade e, contém a inversa f~! de toda f € G, e contém a composicio fg de todas
fgeq.

Exemplos triviais sdo o préprio Per(X), chamado grupo das permutac¢oes de X, e o grupo
G = {e}, formado por apenas a transformacao identidade. Grupos de transformagcoes interessantes
sao construidos considerando as permutagoes de um espaco X que respeitam alguma estrutura do
espago, ou que satisfazem certas propriedades. Por exemplo, se X é um espaco linear, podemos
considerar as permutagoes que preservam a sua estrutura de espago linear, que formam o “grupo
linear geral” dos automorfismos de X. Se X é um espago métrico, podemos considerar as per-
mutacoes que preservam as distancias entre os pontos de X, que formam o “grupo das isometrias”

de X ...

Grupo simétrico. Por exemplo, se X, ~ {1,2,...,n} é um conjunto finito formado por n
elementos, entao S,, := Per(X,,) é um grupo de transformagoes chamado grupo simétrico. E claro
que o grupo simétrico S,, é formado por n! =n-(n—1)...2-1 permutacés (n possibilidades para
escolher a imagem de 1, n — 1 possibilidades para escolher a imagem de 2, ... ).

Grupos (abstratos). Os axiomas que definem um grupo abstrato sdo modelados sobre as pro-
priedades dos grupos de transformagoes.

Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao bindria/lei de composicdo interna
G x G — G, que associa a cada par ordenado (a,b) € G x G um elemento ab € G, que verifica os
seguintes axiomas:

G1 (propriedade associativa) (ab)c = a(be), para todos a,b,c € G.

G2 (existéncia do elemento meutro) existe um elemento e € G, chamado “elemento neutro”, tal
que eg = ge = g para todo g € G.

G3 (existéncia do inverso) para todo g € G existe um elemento g~! € G, chamato “inverso de g”,
tal que gg~' =g lg=e.
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Os grupos de transformagoes sdo exemplos de grupos. Se a lei de composicao satisfaz também
0 axioma

G4 (comutatividade) ab = ba, para todos a,b € G,

entdo o grupo é dito comutativo, ou abeliano (em homenagem ao matemdtico noruegués Niels
Henrik Abel). Quando o mesmo conjunto G admite diferentes estruturas de grupo, é conveniente
denotar o produto com algum simbolo, como por exemplo na notacao “multiplicativa” a - b. Neste
caso, o elemento neutro é também denotado por 1. Em um grupo abeliano, costuma ser também
usada a notagao “aditiva” a + b para a composicao de a e b. Entao —g denota o inverso de g, e 0
denota o elemento neutro.

A propriedade associativa diz essencialmente que as paréntesis sao desnecessarias. Assim que,
por exemplo, o elemento (a(bc))d, obtido pela série de operagoes ¢ — be — a(be) — (a(be))d, pode
ser sem ambiguidade denotado por abcd.

Em um grupo (abeliano ou néo), as equagdes (nas incégnitas x ou y, dados a,b € G)

ar=1>0 e ya=>b

admitem sempre solucdes tinicas, dadas por * = a~'b e y = ba~!, respetivamente (que sdo iguais
se o grupo ¢ abeliano). Em particular, o elemento neutro é tinico, assim como o inverso de cada
elemento.

Dado um elemento g de um grupo, é possivel definir as suas poténcias ¢g", com n € Z. Basta
definir ¢° = e e g"*! :=g-g" se n > 0, e as poténcias negativas por g~" := (g ~!)". E imediato
verificar que vale a lei dos expoentes g"g™ = ¢g"T™. Em notacdo aditiva, a n-ésima poténcia do
elemento g é naturalmente denotada ng =g+ g+ -+ g (ou seja, n vezes g).

Na pratica, os elementos de um grupo podem ser “parametrizados” por um conjunto de
“pardametros” a € A, que podem ser nimeros, angulos, ..., assim que um grupo concreto aparece
como um conjunto G = { g ; a € A}, e regras para calcular os produtos gngs = g-.

Em particular, pode acontecer que um grupo seja finito, ou seja, formado por um nimero finito
de elementos, G = { g1 = e,92,...,9n—1}. Neste caso, o nimero |G| := n dos seus elementos é
chamado ordem do grupo (finito) G. A lei de composi¢ao de um grupo finito pode ser apresentada
na forma de uma “tabuada de multiplicar”, uma matriz quadrada n X n onde no elemento da
i-ésima linha e da j-ésima coluna aparece o produto g;g;.

g1 g2 e gj
g1 | 9191 | 9192 :

92 | 9291 | 9292

Mostre que o elemento neutro de um grupo ¢ tinico.
Mostre que o inverso g~! de todo elemento g de um grupo é tnico.
Mostre que (ab)™! =b"1ta1.

e.g. Grupos aditivos de ntimeros. Os conjuntos Z, Q, R e C, munidos da lei “adigao”
a,b+— a+ b, sao grupos abelianos.

e.g. Espacos vetoriais. Todo espago vetorial V, real ou complexo, é um grupo abeliano, se
munido da lei “adi¢ao” v,w +— v +w. O elemento neutro é o vetor nulo 0, e o inverso do vetor v
é o vetor oposto —v.

e.g. Grupos multiplicativos de ndmeros. Os conjuntos Q* := Q\{0}, R* := R\{0} e
C* := C\{0}, munidos da lei “multiplicagdo” a,b +— a - b, sdo grupos abelianos.
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Determine a tabuada de multiplicar do mais simples dos grupos nao triviais, um grupo
G = {e, g} formado por apenas dois elementos, a identidade e e um outro elemento g # e.

Mostre que na tabuada de multiplicar de um grupo finito cada coluna ou cada linha contém
cada elemento do grupo exatamente uma vez.

e.g. Rotacoes do plano. As rotacdes do plano R? formam um grupo comutativo. De facto, a
composicao de duas rotagoes anti-hordrias Ry e Ry é uma rotagao Rg Ry = Ro14.

As rotacoes do espaco euclidiano R3 também formam um grupo. Mostre com um exemplo,
abstrato ou fisico, que o grupo das rotagoes em dimensao 3 nao é comutativo.

Calcule a tabuada de multiplicar dos grupos simétricos Sy e Ss.
Verifique que o grupo Ss nao é comutativo. Deduza que o mesmo acontece com S, se n > 3.

Grupo diedral. O grupo das simetrias de (ou seja, das isometrias do plano euclidiano que
preservam) um poligono regular de n > 3 lados é chamado grupo diedral, e denotado por D,,.

Contém as n rotagoes 1, de angulos 27wk/n (centradas no centro de massa do poligono), com
k=0,1,2,...,n—1, ou seja, a rotacdo r de um angulo 27 /n e as suas poténcias r,r3, ... r" =e,
e as n reflexdes s1, $9, . . ., 8, n0s eixos de simetria do poligono (as n medianas, quando n é fmpar,
ou as n/2 diagonais e as n/2 retas que unem os pontos médios dos lados opostos, quando n é
par). E facil verificar (comegando pelo caso mais simples, n = 3) que composigoes destas rotagoes
e reflexes sao ainda rotacoes ou reflexoes deste tipo. Por exemplo, é claro que a composicao de
duas rotagoes é uma rotagao. A composi¢ao de duas reflexces é uma rotagao, possivelmente trivial
(pois as reflexdes sao “involucdes”). Se s = s1 é uma das reflexdes de D,,, e r é a rotagdo de um
angulo 27 /n, entdo as outras reflexdes sdo obtidas como produtos sr* ou r¥s. Consequentemente,
D,, é um grupo finito de ordem 2n.

Descreva explicitamente os grupos diedrais D3 e Dy, as simetrias de um tridngulo equilatero
e de um quadrado.

Verifique que os grupos diedrais nao sao comutativos.

Grupos livres. Seja A = {a,b,c,...} um “alfabeto”, ou seja, um conjunto finito de “letras”. O
grupo livre gerado por A é o conjunto F4 das “palavras” finitas nas letras a, b, c,... do alfabeto e
nas “letras inversas” a=!,b=!,¢7!,..., munido da operacdo “concatenacio”. Isto significa que, por
exemplo, o produto das palavras sobre e mesa, nesta ordem, é a palavra sobremesa. A identidade
do grupo é a palavra vazia, formada por nenhuma letra. De acordo com os axiomas de grupo, cada
vez que numa palavra aparecem juntas uma letra e a sua inversa, como por exemplo as letras ¢ e
¢! na palavra abec™'de. .., é possivel omitir a “sflaba” cc™! e substituir a palavra por abde. ...
Assim, os elementos de F4 sdo as “palavras reduzidas” do género aj'a3? as®...a%" com a; € A
e qp € Z\{O}.

E claro que F4 nao é comutativo se o alfabeto A contém pelo menos duas letras.

Grupos livres formado por isometrias hiperbdlicas aparecem na teoria dos grupos kleinianos,
e podem ser utilizados para gerar conjuntos de Cantor ...Em topologia algébricas, correspondem
aos grupos fundamentais de “bouquet de circulos”.

Identifique o grupo livre num alfabeto de apenas uma letra.

Grupo afim. Translagoes z — z+a e homotetias z — Az geram o grupo afim do plano complexo,
o grupo Aff(C) das transformagoes

z+ gaal(z) = Az +a,

comaecCel\ecC*.
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Calcule o inverso de gy 4, € & COMPOSIGAO g ,a Gu,b-
Verifique que o grupo afim nao é comutativo.

Grupo linear geral. O grupo Aut(C™) dos automorfismos do espaco linear complexo C™ é o
conjunto das aplicagoes lineares invertiveis L : C* — C™, munido da lei de composicao L, M +—
Lo M. O elemento neutro é a aplica¢do identidade. Da mesma forma, é definido o grupo Aut(R™)
dos automorfismos do espago linear real R".

Fixada uma base de C™ (por exemplo, a base candénica), uma transformagao linear invertivel
Ly : C*" — C™ é definida por x — y = Ax, onde A é uma matriz complexa n X n invertivel
e x,y € C" sao vetores coluna. A composi¢gao das transformagoes Lp : x — y = Bx e depois
Ly :yw— z= Ay é a transformacio Lap : x — z = ABX, e corresponde portanto ao produto
“linhas por colunas” entre as matrizes A e B. O grupo Aut(C") pode portanto ser identificado
(tecnicamente é “isomorfo”, no sentido explicado a seguir) ao conjunto GL(n,C) das matrizes nxn
invertiveis A, munido do produto “linhas por colunas”

A,B— AB,

chamado grupo linear geral complexo em dimensdo n. O elemento neutro é a matriz identidade
I, e o inverso da matriz A é a matriz inversa A~'. A condicdo que decide se uma matriz quadrada
A é invertivel é DetA # 0, portanto

| GL(n,C) i= {A € Mat,x, (C) t.q. DetA # 0} |

Todo grupo formado por matrizes n x n é um “subgrupo” de GL(n,C), no sentido, também
explicado a seguir, que é um subconjunto que é ele préprio um grupo. Um exemplo € o grupo linear
geral real

| GL(n,R) := {A € Mat,x, (R) t.q. DetA # 0}

das matrizes invertiveis reais n X n. E isomorfo ao grupo Aut(R™) dos automorfismos do espago
linear real R™.

9.2 Homomorfismos, subgrupos e quocientes

Homomorfismos e isomorfismos. Um homomorfismo do grupo G no grupo H é uma trans-
formacao ® : G — H que “envia produtos em produtos”, ou seja, tal que

D(g)2(g") = P(g99")

para todos os g,¢" € G. E imediato verificar que a imagem da identidade é a identidade, ou seja,
®(e) = e, e que a imagem do inverso de g é o inverso da sua imagem, ou seja, ®(g~!) = ®(g)"! .
Um homomorfismo invertivel é chamado isomorfismo. A existéncia de um isomorfismo entre
dois grupos, G e H, é uma relacao de equivaléncia, denotada por G ~ H. Grupos isomorfos sao
indistinguiveis do ponto de vista da estrutura de grupo.
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e.g. Exponencial. A funcdo exponencial x — e* satisfaz a equacao funcional
T = g%l
e em particular ¢ = 1 e 1/e®* = e~ %, logo define um isomorfismo exp : R — RY entre o
grupo aditivo R e o grupo multiplicativo R dos reais positivos. O isomorfismo inverso é a fun¢ao
logaritmo
bt

logt:= —
1 t

O exponencial complexo exp : C — C* define um homomorfismo do grupo aditivo C no grupo
multiplicativo C*. Nao é invertivel, sendo periédico de periodo 2mi.

Mostre que o grupo formado pelas simetrias de um cubo é isomorfo ao grupo simétrico Sy
(uma simetria do cubo induz uma permutacao das 4 diagonais ... ).

Endomorfismos e automorfismos. Um homomorfismo de um grupo G no préprio grupo G é
chamado endomorfismo. Um endomorfismo invertivel é chamado automorfismo. E claro que a
composigao de dois automorfismos é também um automorfismo, assim que o conjunto Aut(G) dos
automorfismos de um grupo G, munido da lei “composicao”, forma um grupo, chamado grupo dos
automorfismos de G.

Um elemento a de um grupo G define dois automorfismos L, : G - Ge R, : G - G
(multiplicacao & esquerda e a direita), definidos por

La(9) :=ag e Ra(g9) = ga,

respetivamente. As multiplicagoes L, e R, comutam. Dado um elemento a € G, a composicao
VU, :=L,R,-1 = R,-1L,, que envia
g aga_l
é um automorfismo, chamado conjuga¢do (observe que é a mesma férmula que define matrizes
semelhantes, ou seja, a mudanga de coordenadas para uma matriz que representa um operador
linear!).

Verifique que um endomorfismo ¥ : G — G é um automorfismo sse ¥ ~1({e}) = {e}, ou
também sse U(G) = G.

Subgrupos e quocientes. Um subgrupo do grupo G é um subconjunto H C G que, munido
da lei de composigao definida em G, forma ele préprio um grupo. Isto significa que H contém
a identidade e, contém o inverso a~! de todo a € H, e contém também o produto ab de todos
a,be H.

Subgrupos triviais de G sao o préprio G e o subgrupo minimal {e}.
Todo g € G gera um subgrupo, o grupo ciclico {g) formado pelas suas poténcias g™, com n € Z.
Se finito, a ordem de (g) é também chamada ordem do elemento g.
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O niicleo de um homomorfismo ® : G — H é ker ® := ®~!{e} , o conjunto dos g € G tais que
U(g) é a identidade em H. E imediato verificar que o nucleo de ® é um subgrupo de G.

Seja H C G um subgrupo do grupo G. A classe lateral & esquerda (em inglés, left coset) de
um elemento g € G é o subconjunto

gH = {gh, comh e H}

(num grupo aditivo, é mais natural usar a notagdo g + H). E imediato verificar que o grupo G é
uma reuniao disjunta de classes de equivaléncia (ou seja, pertencer a mesma classe é uma relagao
de equivaléncia). E entdo possivel definir o espago quociente G/H, cujos elementos séo as classes
de equivaléncia esquerdas (ou, de forma equivalente, um “representante” g para cada classe de
equivaléncia gH ).

Em geral, o espaco quociente nao tem uma estrutura natural de grupo. Isto acontece quando
H é um subgrupo normal, ou seja, quando gH = Hg para todo g € G. Neste caso, é possivel
definir um produto
(aH) - (bH) := (ab)H

em G/H (que nao depende dos representantes escolhidos a e b), e verificar que este produto faz

de G/H um grupo, chamado grupo quociente. E claro que todo subgrupo de um grupo abeliano é
normal.

De forma anéloga é possivel definir classes laterais a direita Hg, e portanto espagos ou grupos
quociente H\G.

O centro do grupo G é o conjunto Z(G) dos elementos h € G que comutam, ou seja, satizfazem
gh = hg, com todos os elementos g € G. E imediato verificar que Z(G) é um subgrupo normal de
G. E claro também que um grupo é abeliano sse é igual ao préprio centro.

e.g. Por exemplo, as translacoes z — 2z + a do plano complexo formam um subgrupo do grupo
afim Aff(C), isomorfo ao grupo aditivo C. As homotetias z — Az do plano complexo, com A # 0,
formam também um subgrupo do grupo afim Aff(C), isomorfo ao grupo multiplicativo C*.

Mostre que o subconjunto nao vazio H C G é um subgrupo se ab € H e a~! € H para todos
a,be H.

Mostre que o subconjunto nao vazio H C G é um subgrupo de G se ab~! € H para todos
a,be H.

Seja H um subgrupo de G. Verifique que se ¢’ € gH, entao também g € ¢’H, e portanto
/
g H=gH.

Considere o grupo aditivo dos niimeros inteiros Z. O subconjunto 2Z dos nimeros pares é
um subgrupo? E o subconjunto 2Z + 1 dos nimeros impares?
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Seja X um conjunto e A C X um subconjunto. Mostre que
Ga:={f €Per(X) t.q. fla)=a VaeA} e " :={f €Per(X) t.q. f(A)=A}

sdo subgrupos de Per(X).

Seja G um grupo, a € G, e L, o automorfismo g — ag. Sendo L, uma permutacao de G, todo
grupo G pode ser considerado um subgrupo de um grupo de permutagoes, por exemplo de Per(G).
Em particular, se G é um grupo finito composto de |G| = n elementos, entdo a — L, define um
homomorfismo injetivo de G no grupo simétrico S,, = Per(G) (teorema de Cayley-Jordan).

Seja H um subgrupo finito do grupo G. Mostre que cada classe gH de G/H contém exata-
mente |H| elementos (ou seja, existe uma bijecao de H sobre cada classe gH). Deduza que se G
é também finito, entdo |H| divide |G| (teorema de Lagrange). A cardinalidade de G/H, ou seja, o
nimero de classes diferentes gH em G, é chamada indice de H em G, e denotada por [G : H]. O
teorema de Lagrange assume entao a forma “tautoldégica”

Gl =G : H]-[HI.
Se H é um subgrupo normal do grupo finito G, entdo [G : H] = |G/H|.
Mostre que um subgrupo H C G é normal sse h € H implica ghg~' € H para todo g € G

Mostre que GL*(n,R) = {A € GL(n,R) : DetA > 0} é um subgrupo de GL(n, R).

Toros. 7Z é um subgrupo do grupo aditivo abeliano R. Em geral, Z"™ é um subgrupo do grupo
aditivo abeliano R™, formado pelos vetores de coordenadas inteiras. O quociente T" := R"™/Z™ é
chamado toro de dimensao n, e é um grupo abeliano. Cada ponto do toro, ou seja, cada classe
x + Z™, admite um tnico representante x no “dominio fundamental” [0,1)".

Por exemplo, o toro T! é obtido do segmento [0, 1] ao identificar os pontos 0 e 1, ou seja, é uma
circunferéncia.

O toro T? é obtido do quadrado [0,1] x [0,1] ao identificar os lados opostos da forma natural.
E portanto a superficie de um “doughnut”.

Circunferéncia. A circunferéncia unitdria S := {z € C s.t. |z| = 1} é um subgrupo do grupo
multiplicativo CX. A aplicacdo “exponencial” exp : x — €2 ¢ um homomorfismo do grupo
aditivo R sobre o grupo S. O nitcleo é o subgrupo Z C R. Portanto, R/Z ~ S.
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Aritmética modular. Seja n € N. Os multiplos inteiros de n formam um subgrupo nZ do
grupo aditivo Z, e o quociente Z,, := Z/nZ é um grupo finito de ordem n. Os elementos séo as
classes [k] = k+nZ com k = 0,1,...,n — 1, e 0 elemento neutro é a classe [0]. A lei “adi¢ao” é

(a+nZ)+ (b+nZ) = (a+b) + nZ.
Esta é, por exemplo, a aritmétrica que utilizam os relégios, que medem o tempo médulo 12
horas.

Raizes da unidade. Seja G, := {z € C t.q. 2" = 1} € S C C* o grupo multiplicativo
das rafzes n-ésimas da unidade. A aplicacdo “exponencial” exp : k + nZ — e2™*/™ realiza um
isomorfismo Z,, ~ (G,,. Neste sentido, Z,, é interpretado como uma “circunferéncia discreta”.

Grupos ciclicos. Se g é um elemento de um grupo G, entdo as suas poténcias g*, com k € Z,
formam um subgrupo, chamado (sub)grupo ciclico gerado por g, e denotado por (g). Observe que.
unidade é e = g%, e que este subgrupo ¢ abeliano, pois g"t™ = ¢g"¢g™.
Em geral, (g) contém um ndmero infinito e numerdvel de elementos. Se existir um inteiro
minimal n > 1 tal que g™ = e, entdo (g) é um grupo finito de ordem n, formado pelos elementos
e g ¢ ¢ ... g"t
Este grupo é também dentado por C,, e chamado grupo ciclico de ordem n, sem referéncia a
natureza do gerador g (enquanto elemento de outro grupo maior G).

Mostre que um grupo ciclico de ordem n, ou seja, um grupo do género C,, = {e, g, ¢%,...,9" 1}
com g"~! = ¢!, é isomorfo a Z,,.

A multiplicacdo em Z também passa ao quociente, e portanto define uma lei de composicao
interna em Z/nZ. Se p Gm nimero primo, entdo o conjunto (Z/pZ)* dos elementos nao nulos (ou
seja, diferentes da classe 0 + pZ) de Z/pZ é um grupo abeliano multiplicativo se munido da lei
“multiplicagdo” (a + pZ) - (b+ pZ) = (a - b) + pZ.

Mostre que, se n > 3, o grupo ciclico Z,, é um subgrupo do grupo diedral (gerado pela rotagao
de um angulo 27/n), que é um subgrupo do grupo simétrico, ou seja,

Z, CD, CS,.

Fast Fourier transform: the Cooley-Tuckey algorithm.  Consider the problem to compute
the discrete Fourier transform (DFT) in the cyclic group Zy = Z/nZ. Apart a normalization factor
1/V/N, see (7.7), the DFT takes the discrete signal x = (2¢,21,...,2x_1) (thought as a complex
valued function x : Zy — C) to its “transform” X = (X, X1,...,Xn_1), defined as

N-1
Xop= Y an (" (9.1)
n=0

2 /N
)

)

where ( = e and the “frequency” m also runs from 0 to N — 1. The basic discovery of
Cooley and Tuckey °” is that, when N is composite, the symmetries of Zy allow some saving in
the computations. Assume that N factorizes as N = P(Q. Then Zy contains the finite subgroup
{[0], @], [2Q], - - ., [(P — 1)Q]} isomorphic to Zp = Z/PZ, and an obvious choice of representatives
of the quotient group Zy/Zp is the set {0,1,2,...,Q —1}. Thus, any n between 0 and N — 1 can
be uniquely written as n = ¢+ pQ with 0 < ¢ <@ —1 and 0 < p < P — 1. We now observe that

the terms in (9.1) can be rearranged as

N-1 Q-1pP-1
K= TG = S5 ¢
n=0 q=0 p=0

Q-1 P-1 (9-2)
— Z C—q?ﬂ Z TqipQ n—pm
q=0 p=0

593 W. Cooley and J.W. Tukey, An algorithm for the machine calculation of complex Fourier series, Mathematics
of Computation 19 (1965), 297-301.
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where n = (9 = ¢>7/P, The inner sums in (9.2), namely

P-1 P-1
X8,= Y g = Y
p=0 p=0
may be interpreted as DFTs of the signals x? = (24, 244, T¢12Q, - - -, Tq4+(P—1)Q), one for each ¢

between 0 and @ — 1, in the smaller group Zp, computed at the frequency m (which only depend
on the class of m modulo P). It takes N P operations (multiplications and sums) to compute all of
the X2’s. Computation of all the X,,,’s from the X% ’s in (9.2) then takes another NQ operations.
The total number of operations sufficient to compute all the N components X,,,’s with (9.2) is
therefore

NP +Q)

(assuming all the powers (™™ computed and available). This is already much smaller, for large
P and @, than the N? operations of a naive algorithm using the definition (9.1).

This idea can be iterated on the factors of N, and it is not difficult to see that if it factorizes
as N = PQRS ... then we may compute the DFT with N(P+ Q + R+ S+ ...) operations. In
particular, if NV is a power of two, say N = 2™ a recursive algorithm may compute the DFT with
only

N@2+2+---+2)=N(2M) =2Nlog, N

M times

operations. This is one of the algorithms known as fast Fourier transform (FFT). To understand
how it works, hence write a code, we set N = 2™ and consider Q =2 and P = N/2 = 2M~-1 A
signal x = (g, 21, T2,...,2xom_q) of lenght N splits into an even and an odd signal of lenght N/2,

even .__ 0 __ odd .__ 1 __
X =x = (29,Z2,...,TN_2) and x%% i =x" = (21, 23,...,TN-1)

Then (9.2) reads

N/2—1 N/2—1
X,, = § x;ven e—i?‘n’pm/(N/2) + e—iQTrm/N § (E;dd e—i?ﬂ'pm/(N/2)
p=0 p=0

This is a weighted sum of two DFT of length N/2 = 2M =1 of the even and odd part of the signal.
In a recursive code, we may therefore first split the signal of length NV into an even and odd part,
then compute their FFT (in length N/2), and finally concatenate a weighted sum of the even and
odd transforms. The code is as follows:

# libraries
import numpy as np

# FFT recursive function
def FFT{x):

N = len(x) # must be a power of two!

if N == 1:
return x

else:
X_even = FFT(x[::2])
X_odd = FFT(x[1::2])

m = np.arange(N)
weigth = np.exp(-2j*np.pixm/N)

X = np.concatenate(
[X_even+weigth[:int(N/2)]*X_odd,
X_even+weigth [int(N/2) :]1xX_odd])
return X

To have an idea of the gain, assume that a computer is able to do 10° multiplications per
second, and that a signal has length of the order of N ~ 10% ~ 220, Then it will run the standard
algorithm of the DFT in 12 days and the Cooley-Tuckey algorithm of the FFT in about only 21
seconds!
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Presentacoes: geradores e relagoes. Todo grupo G pode ser pensado formado por palavras
(finitas) nas letras de um alfabeto, e portanto como um subconjunto, de facto um subgrupo, de um
grupo livre. Basta, por exemplo, considerar palavras nas letras de G, logo observar que G C Fg.
Mas isto é tautoldgico, logo pouco interessante.

Mais interessante é encontrar um alfabeto “pequeno” A = {a,b,¢,...} C G de elementos,
chamados geradores, e portanto pensar que G C F4. Se, por outro lado, G nao é o grupo livre Fjy,
isto significa que existem palavras diferentes nas letras de A que representam o mesmo elemento
de G. Por exemplo, pode acontecer que abc = df, ou seja, que abcf 'd~! = e. Neste caso, cada
palavra que contém a sequéncia de letras abc pode ser substituida por uma palavra que contem,
na posicao de abc, a sequéncia df. Tais palavras equivalentes, ou melhor, as palavras equivalentes
a identidade, sdo chamadas relagdes do grupo G relativamente ao conjunto de geradores A. Um
grupo G pode ser entao definido por um conjunto A de geradores e por uma familia “minimal” R
de relagoes, palavras finitas nas letras de A a nas suas inversas. Esta forma de definir um grupo é
chamada presentacao, e a notagao é

G = {(a,b,c,... |r1,12,73,...)

onde a, b, c,... sao as letras de A, e r1,72,73,... sdo palavras finitas nas letras de A e as inversas,
que sao equivalentes a identidade em G. Naturalmente, a escolha dos geradores, e consequente-
mente das relagdes, nao é unica.
Mais formalmente, o grupo G é igual ao quociente G = F4 /N4 do grupo livre F4 médulo o
menor subgrupo normal Np C G que contém todas as relagoes r € R.
Tais presentacoes sdo particularmente 1iteis quando o alfabeto A é finito e também o conjunto
das relagoes € finito.

e.g. Grupos livres. Naturalmente, um grupo livre gerado por A é simplesmente

Fa=(A|0)

e.g. Grupos ciclicos. Um grupo ciclico de n elementos é

Crn =(gl9")

um grupo gerado por um elemento g com uma tnica relagao que diz que g" = e.

e.g. Grupos diedrais. Por exemplo, o grupo diedral D,, é gerado por uma rotagao r de ordem
n (a rotagdo de um angulo 27 /n) e uma reflexdo s (num dos eixos de simetria do poligono regular),
de ordem 2. As outras rotacdes sdo as poténcias r2,73,...7" " e r™ é a rotacdo de um angulo
27, logo a identidade. As outras reflexdes podem ser obtidas como composicoes de poténcias de r
com s, pois é imediato verificar que srs = r~!. Os geradores r e s satisfazem portanto as relacdes

™ =e, s> =ce srs=r"'. Assim, o grupo diedral admite a presentaco

D, ={r,s|r", s2, (sr)2>

Produtos. Dados dois grupos, H; e Hs, é possivel construir um grupo produto G = Hy x Hs
considerando pares ordenados (hq, ha), com hy € Hy e hy € Ho, e definendo o produto da maneira
natural

(h1, ha) - (K, hy) = (haly, holy)

A identidade é o produto das identidades. H] = H; x {e} e H) = {e} x Hs sdo subgrupos
normais isomorfos a H; e Hy, respetivamente, e é claro que os grupos quocientes sao G/H| ~ Ho
e G/HY ~ H.

Iterando esta a construgao, é possivel definir produtos finitos szl G de grupos.

Mostre que o produto Zy x Z3 é isomorfo a Zg.



9 GRUPOS E GRUPOS DE MATRIZES 174

Grupo linear especial. O determinante de uma matriz quadrada, a aplicacio A — DetA, é
um homomorfismo
Det : GL(n,C) — C*

do grupo linear geral complexo sobre o grupo multiplicativo dos ntimeros complexos diferentes
de zero (pois o determinante de um produto é igual ao produto dos determinantes). O seu nicleo,
o conjunto

| SL(n,C) := {A € GL (n,C) t.q. DetA = 1}

das matrizes complexas com determinante igual a um, é portanto um subgrupo do grupo linear,
chamado grupo linear especial.
Da mesma forma, o grupo linear especial real

| SL(n,R) := {A € GL (n,R) t.q. DetA = 1}

é o subgrupo do grupo linear real formado pelas matrizes reais com determinante igual a 1. O
determinante de uma matriz quadrada real A é igual ao quociente

Vol(A(O))
DetA =+ ——
¢ Vol(O)
entre o volumes do hipercubo O := [0, 1]™ e o volume da sua imagem A(O) pela transformagao

linear definida por A, com sinal positivo ou negativo dependendo se A preserva ou inverte a ori-
entagao. Consequentemente, SL(n, R) representa o grupo dos automorfismos de R™ que preservam
o volume e também a orientacao.

O conjunto das matrizes quadradas n X n reais com determinante DetA = —1 forma um
subgrupo de GL(n,R) ?

O conjunto das matrizes quadradas n x n reais invertiveis e diagonais superiores (ou seja,
tais que a;; = 0 se i > j) forma um subgrupo de GL(n,R) ?

O conjunto das matrizes quadradas n x n reais diagonais superiores e iguais a identidade na
diagonal (ou seja, tais que a;; = 0 se ¢ > j e com a;; = 1 para todo ¢) forma um subgrupo de
GL(n,R) ?

9.3 Isometrias e grupos ortogonais ou unitarios

Isometrias. Um espago métrico (X, d) é um conjunto ndo vazio X munido de uma métrica, ou
seja, uma fungdo “distancia” dist : X x X — [0,00) que satisfaz os axiomas:

M1 (simetria) dist(z,y) = dist(y, z) ;
M2 (positividade) dist(z,z) =0, e dist(z,y) >0se z #y ;
M3 (desigualdade do triangulo) dist(z,y) < dist(z, z) + dist(z,y) .

Exemplos sao os espacgos euclidianos R™ e C™, munidos da distancia definida pela norma eucli-
diana, dist(x,y) = ||x — y||, e os seus subconjuntos X C R"™ ou C".

Uma permutagdo f : X — X do espago métrico (X,d) é dita isometria  se preserva as
distancias, ou seja, se

dist(f(), f(y)) = dist(z, y)

para todos os z,y € X. E imediato verificar que a identidade é uma isometria, a inversa
de uma isometria é uma isometria, e a composicao de duas isometrias é ainda uma isometria.
Consequentemente, o conjunto Isom(X) das isometrias de (X, d) é um subgrupo do grupo Per(X)
das permutagoes de X.
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Translagoes. O espago vetorial R™ (ou C") é um grupo abeliano relativamente a operagao
“soma”, a + b. O elemento neutro é a origem 0. Os seus elementos podem ser pensados como
“translagoes” do préprio espagco R™. De facto, cada vetor a € R™ define uma transformacao
invertivel T, : R™ — R", definida por

Ta(x) :=x+a,

com inversa (T,)"! = T_,. A composi¢do é Tp o Ty, = Tayp. O elemento neutro O define a
translagao trivial x — Tp(x) = x. O grupo T(n) das translagoes de R™ representa as mudangas da
origem do referencial. Se R” é munido da distancia euclidiana dist(x,y) = ||x — y||, entdo o grupo
das translagoes é um subgrupo do grupo das isometrias de R”.

Grupo ortogonal e rotagoes. O grupo das isometrias lineares do espago euclidiano R™ é o
subgrupo dos automorfismos de R™ que preservam o produto escalar candnico. Fixada a base
canénica (ou outra base ortonormada), a transformagao linear x — Ax, onde x € R™ é um vetor
coluna e A € Mat,,«,,(R), é uma isometria sse ATA = AAT = T (ou seja, se A é invertivel e a
sua inversa 6 A~! = AT). Portanto, o grupo das isometrias lineares de R" é isomorfo ao grupo
ortogonal

O(n):={A € GL(n,R) t.q ATA=AAT =1}

O grupo especial ortogonal é o subgrupo

| SO(n) := O(n) NSL,(R) |

formado pelas matrizes ortogonais com DetA = 1. E chamado grupo das rotacdes, ou grupo das
isometrias lineares “diretas” de R™ (ou seja, isometrias lineares que preservam a orientagao).

Mostre que o determinante de uma matriz A € O(n) é DetA = +1.
Identifique os grupos O(1) e SO(1).

Rotagoes do plano e O(2). O menor grupo ortogonal néo trivial é O(2), que contém o grupo
SO(2) das rotagoes do plano. Seja
a b
=0 0)

uma genérica matriz real 2 x 2. A condiciio AT A = I diz que
a+c2=1 ab+cd=0 V+di=1

ou seja, que as colunas de A formam uma base ortonormada do plano. Consequentemente, existe
um angulo 0 tal que (a,c) = (cosf,sinf) e (b,d) = £(—siné,cos ). A condi¢do DetA =1 diz que

ad —bc=1

e portanto fixa o sinal da segunda coluna de A. Consequentemente, o grupo SO(2) é o grupo das

matrizes
cosf) —sin0
Ry = < sinf cosf )

com 6 € R (definido a menos de multiplos inteiros de 27). Tais matrizes definem de facto rotagoes
de um angulo 0 no sentido anti-horério, e a lei de composicao é RgRy = Rg44. Topologicamente, o
grupo das rotagoes do plano é portanto uma circunferéncia, parametrizada pelo angulo 8 € R/27Z.
Consideramos a matriz J = ((1) _01), que estd em O(2), é uma involugdo, ou seja, J? = I, e tem
determinante DetJ = —1. Se B € O(2) tem determinante DetB = —1, logo ndo é uma rotagao,
entdo Det(BJ) = 1, ou seja, A = BJ € SO(2). Consequentemente, existe um angulo 6 (definido

a menos de multiplos inteiros de 27) tal que
cosf  sind

B=FRyJ = < sinf —cosf )
Assim, do ponto de vista topoldgico o grupo O(2) é uma reuniao disjunta de duas circunferéncias,
o subgrupo SO(2) e o subconjunto SO(2) - J.
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Diga se as seguintes matrizes sao ortogonais e se sao rotagoes.
1 0 0 1 0 1
0 —1 -1 0 1 0

O conjunto das matrizes A € O(n) com DetA = —1 é um subgrupo de O(n) ?

Rotagoes do espago de dimensao 3. O grupo das isometrias lineares do espaco euclidiano R?
(o espago onde acontece a fisica newtoniana) é o grupo dos operadores ortogonais, representados
numa base ortonormada por matrizes do grupo ortogonal O(3).

Uma matriz ortogonal A, pensada como matriz complexa, é unitdaria. Consequentemente, os
seus valores préprios (enquanto matriz complexa) satisfazem |A| = 1, ou seja, estdo na circun-
feréncia unitaria do plano complexo. O polinémio carateristico de A é um polinémio de grau 3
com coeficientes reais. Portanto, pelo menos uma das raizes é real, por exemplo A = £1 (os tnicos
pontos reais da circunferéncia unitéria), e as outras duas raizes sdo complexas conjugadas, por
exemplo Ay = e*  com 6 € R/27Z. Em particular, DetA = A\ A_ = \.

Se A = DetA = —1, entdo Det(—A) = 1, e portanto —A € SO(3), ou seja, A é a composi¢ao
A = JR de uma rotacdo R € SO(3) e a inversao J := —I € O(3). Em particular, o grupo O(3) é
a reunido disjunta do subgrupo SO(3) e da classe —SO(3) := J - SO(3) (que néo é um subgrupo).
Enquanto grupo, o grupo ortogonal O(3) é isomorfo ao produto SO(3) x Cy do grupo das rotagoes
vezes o grupo ciclico Cy = { £I}. E suficiente portanto compreender as rotagoes.

Seja R € SO(3). Se n é um vetor préprio unitdrio de R associado ao valor préprio A = 1, entao
o complemento ortogonal nt ~ R? é um subespaco invariante para R, e a restricio R| . é também
uma rotagao, representada por uma matriz de SO(2). Portanto, em um referencial ortonormado
i, j', kK’ tal que k/ = n, a rotacao R é representada pela matriz

cosf) —sinf 0
Rox = sinf cosf O ,
0 0 1

Se o angulo 6 nao é um multiplo inteiro de 7, entao a reta nR é o Unico espago préprio de R, e é
chamada “eixo de rotagao”. Finalmente, R é da forma

O Ry O

com O € SO(3). A mudanca de coordenadas ortogonal O que envia n no eixo k’ é determinada
por dois dngulos, por exemplo a longitude ¢ € [0,27] e a latidude ¢ € [—7/2,7/2] de n (que é um
ponto da esfera unitdria S? = {v € R? : ||v|| =1} C R?). Isto significa que as matrizes do grupo
SO(3) podem ser parametrizadas por 3 dngulos.

Verifique que uma rotacdo de um angulo # em torno de um vetor unitdrio v € R3 pode ser
representada pelo operador

Roy x = (cosf)x+ (sinf) v x x+ (1 —cosf)(v-x)v (9.3)

(escolhe um referencial ortonormado i,j,k em que k = v, e observe que se x = z1i + x2j + z3k
entdo x3 = (k-x)ke (r1j—z2i) =k xx ...)

O mesmo argumento utilizado acima mostra que toda rotacao R € SO(2n+ 1) de um espago
euclidiano de dimensdo fmpar R?"*! admite um “eixo de rotacdo”, ou seja, uma reta invariante,
formada por vetores proprios com valor proprio 1. Mostre, com exemplos, que isto nao acontece
com as rotacoes de um espaco euclidiano de dimenséo par R?".
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Angulos de Euler. Uma parametrizacao conveniente do grupo da rotacoes, usada para tratar
problemas de fisica e engenharia como o corpo rigido, usa um sistema de angulos chamados “angulos
de Euler”.

Uma rotagao R € SO(3) envia o referencial canénico i, j, k, que define as coordenadas cartesia-
nas x, ¥, z, num outro referencial ortonormado I, J, K, que define coordenadas cartesianas X,Y, Z.
Se K # +k (ou seja, se R ndo é uma rotagdo em torno do eixo dos z), entdo a intersegao entre os
planos z-y e X-Y determina uma reta, chamada “linha dos nés”. Nesta reta, é possivel individuar
um vetor unitario N de maneira tal que uma rotagao anti-horaria de um angulo 0 < o < 27 em
torno de k, definida pela matriz

cosa —sina 0
Rox = sinaa  cosa 0 ,
0 0 1

envia i em N. Existe entdo um angulo 0 < § < 7 tal que uma sucessiva rotacdo em torno de n
(que agora é o eixo i), definida pela matriz

1 0 0
Ry=[ 0 cosp —sinp |,
0 sinf8 cospf

envia k em K. Finalmente, existe um angulo 0 < v < 27 tal que uma sucessiva rotagao em torno
de K (que agora é o eixo k), definida pela matriz

cosy —siny 0
Ry =| siny cosy 0 |,
0 0 1

envia n em I. Assim, a rotacao genérica é uma composicao de trés rotagoes

R= Ry Rgi Rox.

Angulos de Euler (from https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles.svg).
(Lionel Brits / CC BY https://creativecommons.org/licenses/by/3.0)

Diga se as seguintes matrizes sao ortogonais e se representam rotagoes.

cosf 0 —sinf 1 0 0 1 0 O
0 1 0 0o -1 o0 0 -1 0
sinf 0 cos6 0o 0 -1 0 0 1

Calcule explicitamente o produto R xRgiRax -


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles.svg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0
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Isometrias euclidianas. O grupo das isometrias do espaco euclidiano real R™ é também cha-
mado E(n) = Isom(R™). Toda a isometria do espago euclidiano R™ é do género

Xx—Tyx +a

com a € R™ e T4 uma isometria linear definida, na base candnica, por uma matriz A € O(n),
ou seja, é a composi¢do de uma “isometria linear” (uma isometria que preserva a origem) e uma
translagao.

E claro que se f : R™ — R™ é uma isometria e se f(0) = a, entdo a transformagéo g : R — R",
definida por g(x) = f(x) — a é também uma isometria e fixa a origem, i.e. g(0) = 0. A afirmagao
acima é portanto consequéncia do seguinte

Teorema 9.1. Seja g : R™ — R™ uma transformagao que preserva as distancias euclidianas
entre os pontos de R™ e que envia a origem na origem, ou seja, g(0) = 0. Entdo g € uma
transformacdo linear que preserva os produtos escalares, logo definida, na base candnica, por uma
matriz A € O(n).

Demonstracdo. Se g preserva as distancias e fixa a origem, entdo também preserva as distancias
da origem, ou seja, as normas (pois ||g(x)| = dist(g(x),0) = dist(g(x),g(0)) = dist(x,0) =
IIx||). Pelas identidades de polarizagao (5.2), g também preserva os produtos escalares, ou seja,
(9(x),9(y)) = (x,y).

Seja e1,eq, ..., e, é uma base ortonormada, por exemplo a base canénica. Entdo também os
vetores f1,fs, ..., f,, definidos por f;, = g(ey), formam uma base ortonormada, pois g preserva os
produtos escalares. Se x = Zk xper é um vetor arbitrario, com coordenadas xy = (ey,x) na base
ortonormada ey, entao a sua imagem é

9() = > (B, g(x)) e = > (9lex), 9(x)) f = Y (e, %) £ = Y anfy
k

k k k

também porque g preserva os produtos escalares. E claro que esta férmula implica que g é linear.
Mas uma isometria linear é definida, num referencial ortonormado, por uma matriz ortogonal (a
matriz que envia os ey’s, pensados como vetores coluna, nos Aey = fi.’s). O

Uma isometria x — T4x + a é chamada direta se preserva a orientacdo, ou seja, se DetA = 1
e portanto A é uma rotagao. Observem que translacoes e isometrias lineares nao comutam. Em
geral, a composicao de x —y =Tyx+a e depoisy — Ty + b, com A, B € O(n) e a,b € R", é

X+ Thax + (TBa—l—b).

Verifique que o grupo T(n) das translagdes x — x + a é um subgrupo normal de Isom(R"),
e que o quociente Isom(R™)/T(n) é isomorfo ao grupo O(n).
Grupo de Galilei. A equagdo de Newton %(mi‘) = 0 de uma particula livre nao relativistica
de massa m em um referencial inercial é invariante para o grupo das isometrias euclidianas E(3),
gerado pelas translagoes r — r+q, com q € R?, e pelas isometrias lineares r — Or, com O € O(3).
Também é invariante, de acordo com o principio de inércia de Galileo, se passamos de um referencial
inercial a outro em movimento retilineo uniforme relativamente ao primeiro, ou seja, r — r + Vi,
onde V é uma velocidade constante. E subentendido que o tempo t nao muda, sendo absoluto na
fisica nao relativistica. Estas simetrias do espago-tempo R? x R, de coordenadas (r,t), formam o
grupo de Galilei.

Grupo unitario. O grupo dos automorfismos unitdrios do espago hermitico C™ é o subgrupo
dos automorfismos que preservam o produto hermitico canénico. A transformacao z — Az, onde
z € C™ é um vetor coluna e A € Mat,,x,(C), é unitéria sse A*A = AA* = I. O grupo dos
automorfismo unitdrios de C™ é portanto isomorfo ao grupo unitdrio

| U(n) := {4 € GL(n,C) t.q. A"A =1}
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O determinante de uma matriz unitaria satisfaz |DetA| = 1. O grupo especial unitdrio é o subgrupo

| SU(n) := U(n) NSL(n,C)|

formado pelas matrizes unitarias com determinante igual a um.

O grupo U(1). O grupo U(1) é o grupo multiplicativo dos niimeros complexos z = z + iy de
médulo |z| = 1, ou seja, a circunferéncia unitdria S C C. Todo niimero complexo de médulo um
pode ser representado por e = cos(f) + isin(f), com 6 € R/27Z. E imediato verificar que a

correspondéncia
oi0 .y [ 08 0 —sinf
sinf  cosf
é um isomorfismo U(1) ~ SO(2).
Identifique SU(1).

O grupo SU(2). As matrizes unitarias sdo normais, logo diagonalizaveis sobre os complexos
numa base ortonormada, e tém valores préprios unitdrios. Em particular, uma matriz A € SU(2)
tem valores préprios A = e ¥ para algum angulo #, pois o produto é Ay A_ = DetA = 1.
Portanto, uma matriz genérica de SU(2) é da forma

ei@ 0 .
A_U(O (w>U

com U € SU(2). E também claro que, a menos de reordenar os vetores proprios, basta considerar
valores 0 < 0 < 7 do parametro.
_(a B
A_(75>

Seja
uma genérica matriz complexa 2 x 2. A condicao AA* = I é equivalente a
e +182 =1 hP+P=1 ay7+B5=0

e a condigdo DetA = 1 é equivalente a

abd—py=1
Ao multiplicar por v a terceira condicdo e usando a quarta e depois a segunda, obtemos o = 4.
Ao multiplicar por § a terceira condicao e usando a quarta e depois a segunda, obtemos 8 = —7.

Consequentemente, o grupo SU(2) é o grupo das matrizes complexas

(1) o

com « e 7y nimeros complexos tais que
la* + [y[* =1 (9-5)

Em particular, se identificamos os pontos (a, ) € C? com os pontos (z,v,s,t) € R* por meio de
a=z+iyey=s+it, o grupo SU(2) é uma esfera S3 = { 22 + 4% + s> +t2 = 1} C R™.

Quaternices e SU(2). O grupo U(1) é, tautologicamente, isomorfo & circunferéncia unitaria do
plano complexo. Acontece que o grupo SU(2) é isomorfo ao grupo multiplicativo dos quaternices
unitarios, que é uma esfera de dimensao treés.

O corpo C dos numeros complexos qg + iq; ¢ isomorfo ao corpo dos quaternides do género
qo + q1i € C C H. Enquanto isomorfismo entre espagos lineares complexos, esta inclusao estende a
um isomorfismo entre C> = C @ C e H = C & jC, definido por

(g0 +iq1) ® (g2 +iq3) — qo + qii + j(q2 + g3i) = qo + @i + q2j — g3k
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se o produto por um escalar A = a + ib € C em H = C @ jC é definido por ¢ — ¢(a + bi) (num
contexto nao comutativo, é necessario escolher o lado do qual agem os produtos por escalares).
Por outro lado, cada quaterniao x = x¢1l + 11 + z2j + w3k define um operador linear no espago
vetorial complexo H, de acordo com g — xq (porque o produto entre quaternides é associativo).
A este operador coresponde entdo um operador linear em C2, ou seja, uma matriz complexa
®(x) € Matgyo(C). E imediato verificar que esta correspondéncia envia

@(1):((1) (1)) q,(i):<é OZ_) @(j):((l) —01> @(k)Z(Oi BZ>

(observe que ®(1) = oy, ®(i) = ios, ®(j) = ioe e P(k) = —ioy, onde as 0,’s sdo as matrizes de
Pauli (6.14)) e consequentemente, por linearidade,

B (29l + 211 + 22§ + 23k) = ( To+ iy~ — U > (9.6)

To — 7:373 Tro — ixl

E claro entdo (mas também é possivel verificar a posteriori) que ® define um homomorfismo
entre o grupo multiplicativo H* dos quaternioes nao nulos e o grupo multiplicativo das matrizes
complexas do género (9.4) e ndo nulas (este homomorfismo néo é unico, pois é sempre possivel
fazer composicoes com automorfismos de H e de C2?). Em particular, ® define um isomorfismo
entre o grupo multiplicativo

H, :={z € H t.q.||z||* =1}

dos quaternides unitarios, que topologicamente é uma esfera S3 € R*, e o grupo SU(2), formado
pelas matrizes do género (9.4) que satisfazem (9.5).

Grupos unimodulares e isometrias hiperbdlicas. O grupos unimodulares SL(2,R) e SL(2, C)
também podem ser pensados como grupos de isometrias dos espagos hiperbdlicos de dimensao 2
(o “plano de Poincaré”) e 3, respetivamente. Certos seus subgrupos discretos sdo as simetrias
dos desenhos de Escher mostrados no inicio desta secao, e podem produzir imagens ainda mais
complexas e fascinantes, como intuido por Felix Klein. 0
Um exemplo particularmente importante é o grupo SL(2,Z), o subgrupo de SL(2,R) formado
por matrizes 2 X 2 com entradas inteiras, ou melhor o quociente PSL(2,Z) := SL(2,Z)/{*I},
chamado grupo modular. Se a matriz
a b
=(00)

com a,b, ¢, d inteiros tem determinante DetA = ad — bc = 1 entdo as colunas e as linhas de A
s@o pares de inteiros relativamente primos (sem divisores comuns diferentes de +1). De facto, se
por exemplo a = pr e b = ps com [p| > 1, entdo ad — bc = p(rd — sc) = 1, o que é impossivel pois
rd — sc também é um inteiro. Vice-versa, para todo par p, ¢ de inteiros relativamente primos existe
uma matriz de SL(2,Z) com uma linha ou uma coluna formada por estes dois niimeros. Assim,
SL(2,Z) contém informagoes aritméticas, em particular sobre a estrutura dos nimeros primos!

Infinite dihedral group. Also interesting are isometries of discrete spaces, such as metric
graphs. The simplest infinite and discrete metric space is certainly the space of integers Z, equipped
with its obvious metric dist(n,m) = |n — m|. Its isometry group is called infinite dihedral group,
and denoted Dy, := Isom(Z). It can be generated by a reflection and a translation, for example
the reflection r : n — —n about the origin and the unit translation ¢ : n — n + 1, so that

Dy =~ (rt] r?, trir)

It may also be generated by two reflections, for example the reflection r : n — —n about the
origin and the reflection s = tr : n — 1 — n about the point 1/2 (if we think at Z inside the real
line), so that

Doo = (r,s|r?, %)

60D, Mumford, C. Series and D. Wright, Indra’s Pearls: the vision of Feliz Klein, Cambridge University Press,
2002.
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9.4 Outros grupos da fisica-matematica

Automorfismos que deixam invariante uma forma bilinear Subgrupos de GL(n,R)
podem ser construidos usando a seguinte ideia geral. Seja B : R™ x R™ — R™ uma forma bilinear,
que envia o par de vetores X,y € R™ no escalar B(x,y). Entao os automorfismos 7" € Aut(R"™) que
preservam a forma B, ou seja, tais que

B(Tx,Ty) = B(x,y) (9.7)

para todos x,y € R", formam um subgrupo de Aut(R™). A prova é um exercicio.
Fixada uma base de R™, a forma linear B é definida por uma matriz quadrada B, assim
que B(x,y) = x'By. Da mesma forma, um automorfismo de R é definido por uma matriz
G € GL(n,R). Entao a condigao (9.7) é equivalente a

G'BG =B (9.8)

Assim, o grupo dos automorfismos de R™ que preservam B é isomorfo ao subgrupo de GL(n,R)
das matrizes invertiveis que satisfazem (9.8).

e.g. Grupo ortononal. Se B é uma forma bilinear simétrica e definida positiva (ou seja,
um produto escalar), entao pelo teorema (5.5) (consequéncia do algoritmo de Gram-Schmidt, ou
caso particular do teorema (8.2)) existe uma base na qual é definida pela matriz identidade I.
A (9.8) entao diz que os automorfismos que preservam a forma sdo definidos por matrizes que
satisfazem GG = I, logo ortogonais. Este é o grupo ortogonal O(n), que contém o subgrupo
SO(n) = O(n) N SL(n,R).

Grupo ortononal indefinido. Também interessante é o caso de uma forma biliner simétrica B
nao degenerada (ou seja, com ntcleo nulo) e indefinida (ou seja, nem positiva nem negativa). De
acordo com o teorema 8.2, a forma ¢é definida, numa base oportuna, pela matriz diagonal I, com
p entradas iguais a 1 e ¢ entradas iguais a —1 (definida em (8.2)), e com p e ¢ positivos (por ser
indefinida) e p + ¢ = n (por ser ndo-degenerada). Os automorfismos de R™ que deixam invariante
esta forma formam entao o grupo ortogonal indefinido

O(p.q) ={G € GL(p+ ¢,R) t.q. G LG = I,q}

Um subgrupo também interessante é SO(p, ¢) = O(p, ¢) N SL(n, R).

Grupos de Poincaré e de Lorentz. O espaco-tempo de Minkowski, o espaco-tempo da teoria
da relatividade restrita®', é o produto cartesiano M = R x R?, de coordenadas (t,r) = (¢,7,y, 2)
(ou seja, uma coordenada temporal ¢ e 3 coordenadas espaciais r = (z,y, z)), munido da métrica
de Minkowski, a métrica pseudo-euclidiana definida por

((t,r), (t',2)) =t —r -1/
onde ¢ > 0 denota a “velocidade da luz”. A pseudo-norma do vetor (¢,r) é portanto
It ))|* = et — (2% + 97 + 2%).

Um ponto (¢,r) é de tipo tempo se ||(t,r)| > 0, de tipo espago se ||(t,r)| < 0, e de tipo luz, ou
nulo, se ||(t,r)|| = 0.

O grupo das isometrias de M é chamado grupo de Poincaré.  Translagoes, no tempo t € R
ou no espaco r € R? fazem parte do grupo de Poincaré. As isometrias lineares, as transformacdes
lineares de R x R? que preservam a pseudo-norma de Minkowski, formam o grupo de Lorentz
0O(1,3). E claro que as isometrias do espaco BEuclidiano R3, de coordenadas r = (x,y,2), sdo

61 A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Korper, Annalen der Physik 17 (1905), 891-921. [On the electrody-
namics of moving bodies, The Principle of Relativity, 1923]
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transformacoes de Lorentz, e em particular O(3) C O(1,3). O grupo de Lorentz restrito é o
subgrupo SO‘*‘(l7 3) € O(1,3) das transformagoes de Lorentz que preservam a diregido do tempo e
a orientagao do espaco.

E claro que SOT(1,3) contém o grupo as rotacdes SO(3). Mais interessantes sio as trans-
formagoes de Lorentz chamadas boosts (ou seja, “empurrdes”), que descrevem as coordenadas
(t',2',y',2") em um referencial em movimento retilineo uniforme relativamente a um referencial
inercial (¢,z,y, z). Se o eixo x é escolhido na diregdo da velocidade v = vi, entdo a transformacao
de Lorentz é

, t—wz/c?

S Visee

xr — vt

/10?2

onde |v| < ¢. Em particular, a transformacao linear que envia (ct,x) em (ct’,2’) é definida pela
matriz dois por dois
coshy —sinhg

Ho = ( —sinh¢  coshy ) (9-9)

onde o “4ngulo hiperbdlico” ¢ (chamado, em inglés, rapidity) é definido por tanh¢ = v/¢, ou
seja,
1 v/c

coshyp = ——— e sinhp = ————.
4 V1—wv2/c? 4 V1—v2/c?

Observe que —co < p < 00 se —c < v < ¢, e que ¢ = 0 se v = 0, que corresponde a Hy =1. A
matriz H, define uma “rotacao hiperbélica” de um angulo hiperbdlico ¢.
Para obter boost com velocidade em uma direcao arbitraria v, é suficiente aplicar uma rotagao
do espaco euclidiano R? que envie v em vi.

Considere o espaco-tempo de dimensao 2 com coordinadas ¢ e £ munido da métrica de Min-
kowski ((t,z), (#',2")) = c*t? — x2. Verifique que os automorfismos que preservam a métrica sio
definidos por matrizes di género (9.9).

Verifique a lei de composicao H,Hy = H, ., que corresponde a lei de adicao das velocidades

(escalares)
u—+v

W= ——
(u,0) = w 1+ uv/c?

Verifique que se |u| < c e |[v| < ¢ ent@o também |w| < c.

Grupo de Lorentz e SL(2,C). As matrizes hermiticas 2 x 2 formam um espaco vetorial real
de dimensao 4, que é possivel portanto identificar com M de acordo com

(t,r) = (t,x,y,2) = h(t,r) ;== t1 4+ xoy + yoo + 203

onde as o; sdo as matrizes de Pauli (6.14). A pseudo-norma de Minkowski corresponde ao
determinante da matriz hermitica, ou seja, ||(t,r)||? = Deth(t,r). Por outro lado, cada matriz
g € SL(2,C) age no espago das matrizes hermitica por conjugacio, de acordo com

h— Vh = ghg™?

preservando o determinante, pois Det(ghg~!) = Detg. A cada g € SL(2,C) corresponde portanto
uma matriz ®(g) € SO(1,3), e é claro que esta correspondéncia é um homomorfismo do grupo
SL(2,C) no grupo de Lorentz SO(1, 3).



9 GRUPOS E GRUPOS DE MATRIZES 183

Grupo simplético. Uma forma simplética é uma forma bilinear nao-degenerada e anti-simétrica
definida num espago vetorial real. Um exemplo natural é o seguinte. Consideramos R"™ munido
da base canénica ej,es,...,€,, e o seu dual (R™)* minido da base dual ef,e3,...,e:. Entao
um vetor da soma direta (R™)* & R™ é um par (p,q), com p = pie} + pae5 + - + p,el e
a=qe; +gees+ -+ gpe,. A forma simplética “candnica” em (R™)* @ R™ é definida por

n

Q(p,a), (¢’ ) == p(d) —P'(a) = Y _(pid) — Pja:)
=1

Na identificagao natural (R™)* @ R™ ~ R?", assim que (p,q) ~ x = (21, %2, ..., T2,), esta forma
é definida por
Q(x,x') =x"Jx

se J € Matgy, x2,(R) denota a matriz em blocos

0 I,
(41

E possivel provar (mais isto ndo é importante neste contexto), usando uma estratégia semelhante
ao algoritmo de Gram-Schmidt, que toda forma bilinear nao-degenerada e anti-simétrica é neces-
sariamente definida num espaco vetorial real de dimensao par, e é equivalente & forma candnica
apenas descrita.

O grupo simplético é o grupo dos automorfismos de R?" que preservam a forma simplética
canonica {2, ou seja,

Sp(2n,R) := {G € GL(2n,R) t.q. G'JG = J}

e.g. Eimediato verificar que Sp(2,R) = SL(2,R). Mais em geral, o determinante de uma matriz
simplética em dimensdo arbitrdria é sempre igual a 1, e portanto Sp(2n,R) C SL(2n,R).

B
D
CTA=ATC AT"D-C"B=1, D'"B=B"D

A B\ ' (DT -BT
c p) ~\-cT AT

Grupo de Weyl/Heisenberg. Em mecéanica quantica, assim como em andlise de Fourier, sdo
importantes os operadores de translagdo Ty, com q € R", definidos por

(Tqf)(x) == f(x+q).

e os operadores de modula¢do My, com p € (R™)* ~ R", definidos por
(Mp f)(x) := e f(x).

O dominio dos operdores pode ser o espago C*°(R™) (onde vivem as fungdes préprias, que sao
as ondas planas), ou subespacos de L?(R™), onde é possivel definir o produto interno L2, como
o espaco das funcoes de prova D(R™) (as fungdes infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto) ou o espago de Schwartz S(R™) (as fungoes infinitamente diferencidveis tais que todas as
derivadas decaem mais rapidamente que o inverso de qualquer polindmio quando x| — o). Estes
operadores sdo unitdrios relativamente ao produto L2, pois

Mostre que a matriz em blocos
A
5= ( 4

com A, B,C, D € Mat, «,(R), é simplética sse

e que a sua inversa €

[ @ o = [ (G0 don
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/n ‘eip"‘f(x)‘2 dry...dx, = /n |f(x)]?dzy ... de, .

A composicao W(q,p) = MpTq é chamada operador de Weyl. Os operadores translagdo e
modulagao geram o grupo de Weyl, ou grupo de Heisenberg reduzido, Wey,, ~ R™ x R"™ x S,
parametrizado por p € R", q € R" e z € S, de acordo com a identificacao

MyTqz =~ (p,q,2).
O produto, que corresponde a composicao dos operadores MpTy z, com z € S, é dado por
(p,q,2) (P, q,2) = (p +p'.a+d, 22'6“"“")
O grupo de Heisenberg (nao reduzido) é o conjunto Heis,, = R™ x R"™ x R, munido do produto

(p.aq.t)- (p',d,t)—» (p+pP',q+d,t+t' +p-q)

e é claro que a aplicacdo (p,q,t) — (p,q,e") é um homomorfismo do grupo de Heisenberg
sobre o grupo de Heisenberg reduzido. E possivel realizar o grupo de Heisenberg como um grupo
de matrizes. De facto, a correspondéncia M : Heis, — Mat(,42)xn+2)(R), que envia (q,p,t) €
R™ x R™ x R na matriz

1 pr ... pp t
01 ... 0 ¢
M(p,qt)=1| : + -~
0O 0 ... 1 gqn
o 0 ... 0 1

¢ um homomorfismo do grupo de Heisenberg Heis,, no grupo GL(n + 2, R).
Verifique que Tq M, = ePIM,Ty.

Verifique que o centro do grupo de Heisenberg é o subgrupo Z(Heis,,) ~ R dos elementos da
forma (0,0,t), e que o quociente Heis,, /Z(Heis,,) é (isomorfo a)o grupo aditivo abeliano R™ x R™.

Plane waves and Pontryagin dual. A plane wave is a complex valued function es : R* — C
defined by 4
ee(x) := e2migx
for some “wave vector” & € (R")* = R" (an alternative definition omits the factor 27). For

example, a plane wave
e27ri(wt7p»r)

in the space-time R x R? with coordinates (t,r), describes a (transversal) wave traveling in the
direction of the vector p € R? with frequency w (observe that vectors and covectors have different
dimensions, e.g. if ¢ is time and r is a length, then w is a frequency while p is the inverse of a
length, hence the distinction between a linear space and its dual is real!).

Any plane wave is a continuous (actually infinitely differentiable) homeomorphism from the
abelian additive group R™ into the abelian multiplicative group S = {z € C s.t. |z| =1} of unit
complex numbers, i.e.

ce(x+y) = eg(x) ec(y)

The set R" of all plane waves, or, technically, the set of all continuous homomorphisms e¢ : R" — S,
equipped with the group law

(ec - ee) (%) = ec(x) eer (%),
is called Pontryagin/topological dual of the abelian (topological) group R", and, as an abelian
group, it is isomorphic to R" A (R™)*, the isomorphism being e¢ > &.
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Lattices and reciprocal lattices. A (Bravais) lattice is an additive subgroup

A=7Zvi+2Zvy+---+7Zv,

:={nivi +ngve +...n,v, with ny,ne,...,n, € Z} CR"

of the additive group R™, generated by n linearly independent vectors vi,vs,...,v, € R™ called
primitive vectors. A plane wave eg(x) 1= €2™€* in R" is A-periodic, i.e. satisfies e¢(x+v) = eg(x)
for all x € R™ and all v € A, provided the wave vector & belongs to the reciprocal lattice

A:={E€®R")" st. £€-veZ VveA}cC R,
isomorphic to the dual subgroup
At 22{656@; st.oeg(v)=1 VVEA}C@L.

For example, the reciprocal lattice of the one-dimensional lattice A = A\Z C R, with A > 0, is
A, = A'Z C R ~ R*. Physicists are mainly interested in lattices A = Zv, 4+ Zvy + Zv; C R?
generated by three independent vectors vy, va, vs € R3, since they describe (the positions of atoms
in) crystals. The volume of a fundamental domain (or primitive unit cell) for such a lattice
A C R? (a domain F C R? such that UyepaTy(F) = R3, and such that the different images T\, (F)
and T/ (F) for v # v/ in A have disjoint interiors), or, equivalently, the volume of the quotient
space R3/A, is

Vol(R3/A) = |vy - (v x v3)|.

The reciprocal lattice is the lattice A, = Z&, + Z&, + Z&; C (R®)* generated by the co-vectors

Vo X V3 V3 X Vi1

Si=—o—o Sm ooy &=

A2 (VQ X Vg) Vg - (V3 X V1)

Vi1 X Vg
V3 - (V1 X Vg)

(under the identification (R3)* ~ R? induced by the Euclidian scalar product).
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10 Exponencial e algebras de Lie

ref: [Ap69] Vol. 2, 7.1-10, 7.12

10.1 Normas de operadores

Normas. Uma norma mno espago linear V, real ou complexo, é uma funcao real nao-negativa
|||l : V = [0,00) que satisfaz os axiomas

N1 (positividade) ||x|| > 0 Vx # 0.
N2 (homogeneidade) | Ax|| = |A|||x]| VAeR ou CeVxeV.
N3 (desigualdade do triangulo) ||x +y| < ||x|| + ||yl Vx,y € V.

Um espago normado é um espaco vetorial V munido de uma norma. A distdncia entre os pon-
tos/vetores de V é definida por dist(x,y) = ||x — y||.
E imediato verificar que

n

X = maX |Tg e X|1 = Tk

Iolloe += max [ Il =3 fol
== k=1

sdo normas no espago R™ ou C™. De facto, estas normas sao os dois extremos de uma familia de

normas parametrizadas por um nimero 1 < p < oo, definidas por

n 1/p
1%y = (Z Iafilp)
i=1

Quando p = 2 esta é a norma euclidiana usual ||x||2 = 1/(x, X), definida & custa do produto interno
usual.

Uma norma permite definir uma topologia, logos umas nogoes de convergéncia e continuidade.
Por exemplo, a norma euclidiana define a topologia usual em R™ ou em C". Em geral, a bola
(aberta) de raio r > 0 centrada no ponto a é o conjunto B.(a) :={x €V : |x—al <r}. Um
subconjunto A C 'V é aberto se é uma reunido de bolas abertas, ou seja, se todos os seus pontos
s@o centros de bolas abertas contidas em A. Uma sucessao (xx)ren de vetores converge para um
vetor x, notagao x; — X, se

[k — x|l =0

quando n — oo. Isto significa que para toda precisdao e > 0 existe um tempo k tal que x;, € B.(x)
sek >k E importante observar que, sendo as translagoes isometrias, x; — x é equivalente a
X —x — 0.

Um argumento triangular mostra uma sucessao convergente é fundamental, ou seja, para todo
£ > 0 existe um tempo k tal que se k,l > k entdo

||X]€ — Xl” <é€

Vice-versa, o teorema de Bolzano-Weierstrass implica que num espago vetorial de dimensao finita
como o espago euclidiano R™, toda sucessao fundamental é convergente. Um espago métrico onde
toda sucessao fundamental é convergente é chamado completo. Um espaco vetorial normado e
completo é chamado espaco de Banach.

Use N3 para deduzir a desigualdade do triangulo
dist(x,y) < dist(x, z) + dist(z,y)

para a distancia.
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Uma norma || - || € euclidiana (ou seja, é definida & custa de um produto interno (-, -) usando
lIx|| = (x, x>1/2) sse satisfaz a identidade do paralelogramo.

Dada uma norma || - || no espago vetorial R” (ou C"), e um operador linear invertivel A €
Aut(R™), verifique que ||v||4 := ||Av]| é uma norma.

Normas equivalentes. Duas normas || - ||o € || - ||g definidas no mesmo espago vetorial V sio
equivalentes se existem constantes ¢, C' > 0 tais que para todo x € V

clxlls < lIxlla < Clxlls (10.1)

Normas equivalentes definem a mesma nocao de limite, ou seja, a mesma “topologia”. De facto
se B¥(0) e B?(0) denotam as bolas abertas de raio r e centro 0 relativamente as duas normas,
entdo a (10.1) implica que B?(0) C B&,.(0) e B&(0) C BT/C(O). Consequentemente, ||X,||o — O
sse [|xp||g — 0.

Teorema 10.1. Todas as normas num espaco vetorial real ou complexo de dimensdo finita sdo
equivalentes.

Demonstrag¢ao. Fixada uma base (arbitréria) eq,...,e, de V &~ R" ou C", é possivel definir uma
norma declarando que os e;’s formam uma base ortonormada. Basta dizer que a norma do vetor
v=>3 ke 6 v = (3, \vk\Q)l/Z (esta é uma norma euclidiana, induzida pelo produto interno
tal que (e;,e;j) = 0;;). Seja || - || uma outra norma em V. Se v =", viey, entao

1/2 1/2
IVIE< > forl llex]| < <Z Ivk2> (Z ||ek||2> =M |[vll2
k k k

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz 5.1, e onde a constante positiva M é

M= (Z ||ek||2> -

Isto mostra também que ||- || é uma fungéo continua se a topologia é definida pela norma || -||2. Por
outro lado, a esfera unitéria S := {v € V : ||v||3 = 1} é compacta (porque estamos em um espago
de dimensao finital!), logo a func¢do continua || - || atinge um minimo em S, que é necessariamente
positivo, pela N1. Ou seja, existe m > 0 tal que ||v|]| > msev €S. Sev # 0é um vetor genérico
com norma |[v|lz = A > 0, entdo v/A € S, e portanto

VI = A /NI = Av/AZ Am = m|v]2

Logo, m[[vllz < [lv]| < M [|v||2. -

Este resultado é importante porque diz que a topologia de um espago linear de dimensao
finita, ou seja, os conceitos de limites e vizinhangas, nao dependem da particular norma usada na
definigao (desde que seja usada uma norma!). Em particular, implica que todo espago vetorial real
ou complexo normado de dimensao finita é completo.

Normas na dlgebra das matrizes quadradas. O espago Mat,, «,(C) das matrizes quadradas

, . . 2 . .
n X n é um espaco linear isomorfo a C™ . Como tal, admite muitas normas, que pelo teorema
10.1 sao todas equivalentes.
Por exemplo, a norma de uma matriz A = (a;;) pode ser

1A = lail AR =) lagl® oo (Al = max [aij|
i, i,
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A segunda destas normas é a norma definida pelo produto escalar de Hilbert-Schmidt, definido por

(A,B), :=Tr(A*B
Outra possibilidade importante é considerar o operador z — Az do espago euclidiano C"

definido pela matriz A, e definir a norma do operador de A como

Az
|Al = sup |Az|| = sup 142
zeCn | ||z||=1 0#z€Cn |zl

onde ||z|| denota a norma euclidiana de um vetor z € C™. O operador A dilata ou contrai cada
vetor nao nulo z de um factor ||Az|/||z]]. A norma do operador é o supremo destes factores de
dilatacao. Ou seja, ||A| é o menor raio R tal que a imagem da bola unitaria B;(0) = {||z|]| < 1}
pela transformacao linear definida por A estd contida na bola Br(0) = { ||z]] < R} . De acordo
com a decomposigao em valores singulares 8.13, a imagem A(B1(0)) é um elipsoide com semieixos
iguais aos valores singulares o1 < g9 < --- < 0, de A (as rafzes quadradas dos valores préprios de
A*A). Consequentemente, ||A|| = oy, 0 maior dos valores singulares.

O produto linhas por colunas (ou seja, a composigao das transformacgoes lineares) faz do espago

das matrizes quadradas uma &lgebra. E facil provar que algumas de estas normas sao “sub-
multiplicativas”, ou seja,

[AB]x < [|All1 [|Bll1 e [AB]|| < [|A]l | B]] (10.2)
Em particular, considerando A = B e iterando,

Al < JAIE e A% < Al (10.3)

Mostre que [|Alloo < [|Al1 < n* [|A]|oc-
Mostre que ||AB||1 < [|A|loo ||B|l1- Deduza a primeira das desigualdades (10.2).
Prove a segunda das desigualdades (10.2).

Mostre que ||AB|loc < 1 ||Alloo || Bloo- Deduza que
1AM ]loo < 0™ A% -

Séries de Neumann. Num curso de célculo aprendemos que a série geométrica é convergente
quando a razao satisfaz |z| < 1, e que neste caso a sua soma é

1

dot=ltz+ 48+ =
1—=2

k=0

Se a matriz N é pequena, por exemplo tem norma ||N|| < 1, entdo também a série
I+N+N*+ N> +...

chamada série de Neumann, é convergente. De facto, é a inversa de I — N, ou seja,

iN’“ = —-N)!
k=0

A prova é a mesma que funciona no caso da série geométrica:
(I-N)YI+N+N>+N3 4. . p NF)=T - Nk 7

quando k — oo, pois, pela (10.3), [|[N*+1|| < ||N||*T! — 0.
Esta observacdo sugere uma estratégia para resolver sistemas lineares. O sistema AX = B é
equivalente ao problema (I — N)X = C se existe uma matriz invertivel M tal que MA=1— N e
MB = C. Se a norma de N é pequena, entdo a solu¢do é X = (I + N + N2 +...)C.
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10.2 Exponencial de um operador

Exponencial de uma matriz. O exponencial da matriz quadrada A = (a;;) € Mat,, «,(C) é a
matriz quadrada e, ou exp(A), definida pela série de poténcias

P (10.4)

A definicio é bem posta porque cada entrada de e é a soma de uma série absolutamente
(k)

convergente. De facto, se a;;’ sao as entradas de AF_ entdo

(k) k k k
la;;" | < [[A% oo < n7[AllS -
Portanto, as séries dos valores absolutos das entradas de e? sdo limitadas pela série convergente

(2) (3) < kiAllk
@il la; '+...> <3 AL

ij
2 6 - k!

(5“ + |ai]~| +
k=0

Em alternativa, basta observar que, pela (10.2), os termos da série que define o exponencial sao

limitados por
|A* /Y < || A]*/R!

e que a série S ||A||¥/k! = ellAll ¢ convergente. Em particular, isto prova a desigualdade

o] <

E possivel mostrar que o exponencial de uma matriz quadrada pode também ser calculado como
o limite

A n
e = lim (I + > (10.5)
n—oo n
Exponencial de um operador. Se A e B sdo matrizes semelhantes, ou seja, A = UBU !

com U € GL(n,C), entdo também os exponenciais sao semelhantes, pois as poténcias de A sao
A" = UB"U~! para todo n > 0, e portanto

e =I+UBU '+ JUB*U " + %UB?’U +...
U(I+B+;B2+é33+...)U1 (10.6)
=yUeBu—t.

Consequentemente, se L : V — V é um operador do espago linear de dimensao finita V ~ C™
ou R™, representado em uma base fixada pela matriz A, entao a férmula (10.4) define um operador

1 1
eL:I+L+§L2+6L3+...

Pela osbervagao (10.6), esta defini¢ao nao depende da base escolhida.
e.g. O exponencial da matriz nula é
0
e =1,

pois todos os outros termos da série de poténcias sao nulos. Portanto, o exponencial do operador
nulo é o operador identidade.
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Exponencial de matrizes nilpotentes. Uma matriz N € Mat,, «,(C) é nilpotente se alguma
sua poténcia é nula, ou seja, se N = 0 para algum inteiro minimal m > 1 (e neste caso é chamada
nilpotente de ordem m). Sendo também nulas todas as poténcias superiores N¥ com k > m +1, a
série de poténcia que define o seu exponencial é de facto uma soma finita

1

TSR

1
eN:I+N+§N2+~-~—|—

Assim, as entradas do exponencial de uma matriz nilpotente sao polinémios nas entradas da matriz.

v (1)

é nilpotente, e o seu quadrado é nulo. Entao

N . 1 1
e I+N(0 1>

e.g. Por exemplo, a matriz

Exponencial de matrizes diagonalizaveis. Se A é uma matriz em blocos, como por exemplo

(2 2)

com B € Mat, «,(C) e C = Mat,,«m(C) entdo também todas as suas poténcias sdo matrizes em

blocos .
v _( B 0
(% &)

Consequentemente, o seu exponencial é também uma matriz em blocos

Em particular, se A é uma matriz diagonal

A0 ... 0
0 X ... O
S :
0 0 ... X

com valores proprios A\;’s, entao o seu exponencial também é diagonal

eM 0 0
0 e 0
et = .
0 0 ern

com valores préprios e*+’s. Consequentemente, se A é diagonalizével, ou seja, A = UAU ™' com

A diagonal e U invertivel, entdo o seu exponencial é diagonalizdvel, pois, pela (10.6),

eM 0 0

0 e ... 0
eA=ULlUT=U S , Ut

0 0 ern

Uma consequéncia importante é a relagao entre o exponencial e os invariantes principais de
uma matriz quadrada, o determinante e o traco:
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Teorema 10.2. Se A é uma matriz quadrada, entdo

Det (e?) = et (10.7)

Esta férmula é evidente se A é diagonalizdvel, e segue por continuidade no caso geral (porque, de
acordo com o teorema 7.13, o conjunto das matrizes diagonalizdveis é denso no espago Mat,, x,(C)
das matrizes quadradas complexas). Em alternativa, é possivel usar a forma canénica de Jordan.

Calcule o exponencial das seguintes matrizes

(oo) (0 4)

N
[anl \V)
w O
N~
7N
[ V)
wW
N~

1 0 0 1 0 2 01
0 1 0 0 O 0 5 0
0 0 0 0 3 0 0 3
Mostre que
() =t e (M) =e

Mostre que um vetor préprio de A é também um vetor préprio de e?. De facto, se Av = v

entdo etv = etv.

Verifique que se A é simétrica/ entdo também e? é simétrica.

Verifique que se A é hermitica entdo também e” é hermitica.

A

Mostre que se A é anti-simétrica (real) entdo e”* é ortogonal.

A

Mostre que se A é anti-hermitica entdao e é unitdria. Deduza que se H é hermitica entao
iH

e"* & unitéria.

Use a identidade (10.7) para verificar que o exponencial de uma matriz A com trago nulo,
TrA = 0, é uma matriz do grupo linear especial, i.e. e € SL(n,C).

Logaritmo. O exponencial admite uma funcao inversa, definida apenas numa vizinhanga sufi-
cientemente pequena da identidade, que é natural chamar “logaritmo”. E definida pela série de
poténcias

—1)k+1 1 1 1
LB’“:B—532+§B3—1B4+... (10.8)

NE

log(I + B) :=
k=1
que converge quando ||B|| < 1. Um célculo mostra que

exp(log X) = X

para toda matriz quadrada X tal que || X — I|| < 1. Por outro lado, a identidade log(expY) =Y
pode ser falsa, também quando a série que define o logaritmo de e¥ converge. Isto acontece j4
em dimensdo um, no plano complexo, pois a férmula famosa e*™ = 1 nao implica que 27 seja
igual a log1 = 0. Este problema é causado pelos “periodos” do exponencial. De facto, a condigao
|e* — 1] < 1 define uma familia numerével de regices conexas do plano complexo, que diferem por
miultiplos de 27i. O raio da maior bola aberta centrada na origem contida na componente conexa
da origem é igual a log 2. Consequentemente, o que podemos dizer é que log(expY) =Y para toda
matriz quadrada tal que ||Y|| < log2.
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10.3 Grupos a um parametro de matrizes

Derivar matrizes. Uma matriz quadrada pode ser pensada como um vetor do espago linear
real Mat,, «,,(C), que é naturalmente isomorfo a Ccr ~ R2, Assim, uma “matriz dependente do
tempo” A(t) pode ser pensada como uma curva t — A(t) neste espago vetorial. E portanto natural
calcular a sua derivada em ordem ao tempo, quando existir, e chamar 4 A(t) = A(t) “velocidade”
da curva no instante t. Se A(t) = (a;;(t)), entdo A(t) é uma matriz cujas entradas sio as derivadas

E claro que a derivada ¢ linear, ou seja, se A(t) e B(t) sdo duas curvas de matrizes quadradas
da mesma dimensdo e A é um escalar, entao

4
dt

4

A+B)=A+B
(A+ B) + e o

(M) = \A

E também possivel definir a curva “produto linha por colunas” C(t) = A(t)B(t), cujas entradas
sao as sobreposicoes de produtos ¢;;(t) = >, ai(t)br;(t). Aplicando a regra de Leibniz a cada
entrada, temos

s (t) = (i (0)bis(0) + s (t) by (1))

k

Mas isto significa que

%(AB) = AB + AB (10.9)

ou seja, a regra de Leibniz também se aplica ao produto entre matrizes! (naturalmente, até este
ponto os mesmas consideracoes se aplicam a curvas de matrizes retangulares, quando os produtos
fazem sentido, mas isto ndo é relevante para a nossa discussdo). Seja agora G(t) uma curva
composta por matrizes quadradas invertiveis. Entdo o produto de G(t) com G(t)~! é igual a
G(t) G(t)~! = I para todo tempo ¢, e portanto a sua derivada é a matriz nula. Aplicando a regra
de Leibniz (10.9),

_ﬂ 1\ _ A1 i -1
0=2 (GG ) =Ga" +a 2 (@™

e finalmente, multiplicando & direita por G~!, descobrimos que a derivada da matriz inversa é

d

L (G =-6"" GG™! (10.10)

uma férmula que lembra a derivada do inverso de uma fungao!

Equacgao diferencial & subgrupos a um pardmetro. Dada uma matriz A € Mat,«,(C),
podemos construir a familia das matrizes

G(t) == et com t € R.
E imediato ver que G(0) = I. As séries de fungdes t > (¢'4);; que definem as entradas de
e!4 convergem uniformemente em cada intervalo limitado da reta real, assim como as séries das
derivadas das entradas. Portanto, t — G(t) define uma curva G : R — Mat ,x, (C), que passa
pela identidade quando t = 0.
Em particular, as derivadas em ordem a t podem ser calculadas derivando cada termo. O
resultado é que

d Ltk
= G(t) = EA’““ =AG{t)=G({t) A (10.11)
k=0
Em particular, A comuta com G(t).
A derivada de F(t) := etde™'4 ¢ igual, pela regra de Leibniz (aplicada a cada entrada do
produto), a

F(t)= AF(t) — F(t)A=0
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porque A comuta com G(t). Pelo teorema do valor médio, F'(t) = F'(0) = I. Consequentemente,
G(t) = e/ é invertivel, e a sua inversa é G(—t), ou seja,

() =et4, (10.12)

Em particular,

Teorema 10.3. O exponencial envia o espacgo linear das matrizes quadradas, reais ou complexas,
no grupo geral linear, real ou complexo, respetivamente, ou seja,

exp(Maty, xn(C)) C GL(n,C) e exp(Mat, x»(R)) C GL(n,R).

O exponencial também resolve umas equagoes diferenciais no espago das matrizes, de acordo
com o seguinte

Teorema 10.4. Seja A € Mat, «x,(C). A dnica solugdo da equagdo diferencial
X = AX ou X=XA
com condigao inicial X (0) = Xo € GL(n,C), é
X(t) =€ X, ou X(t) = Xgett,

respetivamente.

Demonstra¢do.  As férmulas (10.11) dizem que 4 Xy ou Xge' sdo solugdes. Para provar a
unicidade, basta observar que, se X (t) é uma solucio, entdo a quociente H(t) = e *4 X(t) ( ou
X (t)e ~* no segundo caso) satisfaz, pela regra de Leibniz e as (10.11),

H(t) = —Ae "X (t) + e MM AX(t) = 0

pois A comuta com e~ *4. Pelo teorema do valor médio (aplicada a cada entrada da matriz),
H(t) = H(0) = Xo, e portanto X () = e*4 Xj. O

Em geral, dadas duas matrizes quadradas A e B, as trés expressoes eAT5, edeB e ePe? sao
diferentes (e a expressio de Z tal que eZ = e eB, ou seja, moralmente “log(exp(A)exp(B))”, em
termos dos comutadores iterados de A e B, é chamada férmula de Baker-Campbell-Hausdorff). Por
outro lado, se A e B comutam, entao todas as poténcias A™ comutam com todas as poténcias B™,
e portanto todo polinémio em A comuta com todo polinémio em B. Consequentemente, passando

ao limite, A comuta com e? e B comuta com e?, e comutam também os exponenciais e e eP.

Teorema 10.5. Se A e B comutam, ou seja, se AB = BA, entao

’6A+B:AB B_A

Demonstragao. Consideramos
H(t) _ 615(A+B) . etAetB

A sua derivata é, usando as férmulas 10.11,
H(t) = (A+ B) e!AFB) _ AtAetB _ ot46tB B — (A + B) H(t)

porque B comuta com e*f e et4. Pelo teorema 10.4, H(t) = e!A*+B) H(0). Mas H(0) = 0, logo
H(t) = 0 para todo ¢, em particular quando t = 1. O
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Em particular (sendo que todos os multiplos tA de uma matriz quadrada A comutam),

0A _ I etAesA _ €(t+s)A )

(§]

A com t € R, é um subgrupo a wm pardmetro do grupo

tA ¢ um homomorfismo continuo do grupo

Isto significa que a familia dos G(t) = ¢!
GL(n,C), ou seja, a correspondéncia t — G(t) = e
aditivo R no grupo GL(n, C).

Geometricamente, ¢ — G(t) é uma curva no grupo linear, passando pela identidade quando

t = 0, que resolve a equacao diferencial G = AG. A matriz A é dita gerador (infinitesimal) do
subgrupo {G(t)} ter, e pode ser obtida calculando o limite

A= G(0) = lim G -1

t—0

E a derivada, ou seja, a “velocidade” da curva G(t) no instante ¢ = 0.

Vice-versa, é possivel provar que

Teorema 10.6. Todo subgrupo a um pardmetro t — G(t) de matrizes de GL(n,C) que seja
diferencidvel na origem é da forma et para alguma matriz A.

Demonstra¢do. Seja A = G(O) a velocidade do subgrupo em ¢ = 0, quando G(0) = I. A derivada
nos outros pontos também existe e é igual, pelas propriedades de grupo, a

G(r) = lim, w - lim, w

Gle)—1 .
= lim LG(t) =G0)G(t) = AG().
e—0
Pelo teorema 10.4, G(t) = e!4G(0) = 4. O
Verifique que as identidades eAt? = e4ef = ePe? siao em geral falsas quando A e B nao

comutam. Por exemplo, considere

(33) o e=(20)

[Ap69] vol. 2, 7.12.
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10.4 Calculo do exponencial

e.g. Grupos a um parametros gerados por matrizes nilpotentes. Por exemplo, a matriz

0 1
N =
(que representa o operador derivagdo na base 1, z do espago linear dos polinémios de grau < 1)
é nilpotente de ordem 2, e portanto

tN __ _ ]. t
e —I—|—tN—<O 1

A matriz

M =

o O O
O O =
o~ O

(que representa o operador derivagao na base 1, x, 2/2 do espaco linear dos polinémios de grau
< 2) é nilpotente de ordem 3, e o seu quadrado é

00 1
M2=]10 0 0
0 00
Portanto
1 1t 3t
eM T4 tM+=t?M=| 0 1 ¢t
2 00 1

Considere o espago vetorial V' = Pol<,,(R) dos polinémios f(x) = apz™ + -+ + a12 + ag de
grau < n. O operador derivada envia o polinémio f(x) no polinémio (D f)(z) = f'(x). Determine a
matriz D que representa o operador derivada na base de V' formada pelos monémios ey, () := x* /k!,
com k =0,1,...,n. Calcule o exponencial e'”, e verifique que

(€Pf) () = flz +1)

ou seja, e = Ty, onde o operador translagdo é definido por (Tyf)(z) = f(x + t).

Grupos a um parametros gerados por blocos de Jordan. Se A = A+ B, entao e = ee?,
porque Al comuta com todas as matrizes. Em particular, é simples calcular o exponencial de um
“bloco de Jordan”

A=X+N

onde N é uma matriz nilpotente, por exemplo de ordem m:

€>\I+N:€A (I+N+%N2++ﬁ]vmfl> )

Verifique que se

entao
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Verifique que se

A1 0
A= 0 A 1
0 0 A
entao
1t 32
=Ml 01 ¢t
0 0 1
Rotacgoes do plano. O exponencial de uma matriz anti-simétrica é uma matriz ortogonal. O

caso mais simples é em dimensao 2. Seja

J:<(1)_01>.

Observe que J nao é diagonalizavel sobre os reais, pois o polinémio carateristico é z2 +1, e a suas
rafzes sao 4i. O quadrado de J é J2 = —I (assim como o niimero imaginario i, cujo quadrado
é i = —1), e portanto todas as suas poténcias sJ* @0 iguais a +.J ou +I, com periodicidade 4.
A férmula de Euler €9 = cosf + isin @ sugere que também a matriz e*’ seja relacionada com as

fungoes trigonométricas. De facto, ao escrever as séries de poténcias de ¢ que definem as entradas
de et’,

142 4 1,43 1 45
6”_< —Pg +214t - Tt gt -t +>
t— 3P+ 3t — ... 1= 3P4 gt —

é imediato reconhecer que

0 -1 a oo
K ( cost  —sint ) (10.13)

sint cost

que representa uma rotagao do plano de um angulo ¢ no sentido anti-horario.
E interessante observar que 2™/ = I, uma férmula que lembra a mais famosa e =1 (e que
também mostra quer a férmula ingénua log( B) = B pode ser falsa, nao sendo a fungao exponencial
injetiva).

27

Rotagoes hiperbdlicas. A matriz simétrica

(1)

é diagonalizavel sobre os reais, pois representa uma reflexao na reta y = z, e portanto tem valores
préprios £1. De facto, é imediato ver que

_ 1 0 T
seu(} %),
onde U = R4 é¢ uma rotagao de um angulo 7/4. O seu exponencial é portanto
et 0
etS:U<0 et>UT

Mais interessante é calcular o exponencial usando diretamente a série de poténcias. O quadrado
de S é S? = I, e portanto as poténcias sdo iguais a S ou a I, dependendo da paridade. Entao

1,42 4 3
s _ ((1+5t +%4t ...t t2+1—%0t:+
t+ It 12 Lt
e finalmente
t(('i) [1)) _( cosht sinht
€ ~ \ sinht cosht (10.14)

Esta é uma rotagdo hiperbdlica do plano. O caminho ¢ — (cosht,sinht) descreve um ponto
que percorre um ramo da hipérbola 2 — 42 = 1 do plano. As rotacdes hiperbdlicas sdo, em
uma interpretacao conveniente das coordenadas, os “boost” do grupo de Lorentz da relatividade
especial.
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Verifique que o exponencial de
0 —0 A =0
s (g J)=(5 )
B_ [ cosf —sinf
€= (sin& cos 6 )

Se P é uma projegao, ou seja, satisfaz P? = P (é “idempotente”), entdo

e’ =I+(e—1)P.

[Ap69] vol. 2, 7.12.

10.5 Grupos de matrizes e algebras de Lie

Grupos de matrizes. O determinante é uma funcéo continua Det : Mat,, «,(R) — R (de facto,
um polinémio de grau n nas entradas da matriz, ou seja, nas coordenadas do espago linear). O
grupo linear geral real GL(n,R) é portanto um aberto de R”z, sendo o conjunto das matrizes com
DetA # 0 (ou seja, uma matriz suficientemente préxima de uma matriz invertivel é invertivel).
Da mesma forma, o grupo linear geral complexo GL(n,C) é um aberto do espago linear real
C" ~ R,

Um grupo de matrizes é um subgrupo G C GL(n,R) ou G € GL(n,C) que é um conjunto
fechado relativamente a topologia do grupo linear correspondente. Exemplos sdo os préprios grupos
lineares gerais, e os subgrupos especiais, ortogonais e unitarios considerados no capitulo anterior
(e outros que nao teremos tempo de considerar).

E possivel provar, usando o teorema da funcao implicita, que todos estes grupos sao “variedades
diferencidveis”, de facto, subvariedades do aberto GL(n,R) C R™ ou GL(n,C) C R2"* | Também,
as operacoes de grupo, o produto (g, h) — gh e a inversdo g + g~ !, sdo funcoes diferencidveis de
GxG—=-GeG—G.

e.g. O grupos linear especial SL(n,R) é um subgrupo fechado de GL(n,R) por ser o conjunto
de nivel 1 da fungao continua “determinante” Det : GL(n,R) — R.

e.g. O grupo ortogonal O(n) é um subgrupos fechado de GL(n,R) por ser a imagen inversa da
origem pelas funcdo continua f : GL(n, R) — R definida por f(A) = AT A— I (observe que cada
coordenada desta fungao é um polinémio de grau 2 nas entradas da matriz A).

e.g. O grupo ortogonal especial SO(n) = SL(n,R) N O(n) é também um subgrupo fechado de
GL(n,R) por ser uma intersecao de dois fechados.

e.g. Da mesma forma, também SL(n,C), U(n) e SU(n) sao subgrupos fechados de GL(n,C),
logo grupos de matrices.

Espago tangente na identidade. Seja G um grupo de matrizes, real ou complexo, e seja
e = I a identidade. Consideramos curvas diferencidveis ¢t — ¢(t) de matrizes g(t) € G, definidas
num intervalo de tempos (—¢,¢) em torno da origem, que passem pela identidade g(0) = e quando
t =0. A velocidade de uma tal curva no tempo t = 0 é uma matriz X = §(0) € Mat, x,(C).

O espago de todas as possiveis velocidades X = ¢(0) da curvas diferencidveis que passam pela
identidade (ou melhor, as classes de equivaléncias das curvas que tém a mesma velocidade em e) é
chamado espaco tangente ao grupo no ponto e, e denotado por 7. G.

Por exemplo, se o grupo de matrizes é o préprio GL(n, C), e se A é uma matriz n X n arbitraria,
entao a curva t — e* passa pela identidade com velocidade A. Portanto, o espaco tangente T,G
é o préprio espago Mat, x,(C). Da mesma forma, o espago tangente ao grupo linear geral real
GL(n,R) na identidade é Mat,,»,,(R).
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O espago tangente na identidade de um grupo de matrizes tem uma estrutura natural de espago
vetorial real (ndo é gralha, “real”, independentemente do grupo ser formado por matrizes reais ou
complexas!).

Teorema 10.7. O espago TG € um subespago vetorial real de Maty,x,(R) ou de Mat, x,(C),
dependendo se G € real ou complexo.

Demonstragao. De facto, seja g(t) uma curva que passa pela identidade g(0) = e com velocidade
X = g(0). Se A € R, entdo a curva reparametrizada f(t) = g(A\t) também passa pela identidade
f(0) = e, e a sua velocidade quando ¢ = 0 é, pela regra da cadeia, f(O) = AX. Em particular,
a curva constante ¢(t) = g(0 - ¢) tem velocidade ¢(0) = 0. Por outro lado, seja h(t) uma outra
curva que passa pela identidade h(0) = e com velocidade Y = h(O) Entao a curva produto
£(t) = g(t) h(t) também passa pela identidade quando ¢ = 0. Pela regra de Leibniz (10.9), a sua
velocidade quando t =06 ¢ (0) =X +Y.

Observem também que se a curva g(t) tem velocidade X = §(0), entdo a curva g(t)~! tem
velocidade —X na identidade, pois a velocidade da curva constante g(t) g(t)~! = e na identidade
é0. O

Paréntese de Lie. A estrutura multiplicativa do grupo se reflete em mais uma operacao natural
no espaco tangente na identidade. Todo g € G define um automorfismo ¥, := LyoR -1 € Aut(G),
de acordo com

U, (h)=ghg'.

Como ¥, fixa a identidade, pois ¥,(e) = e, envia curvas passando pela identidade em curvas
passando pela identidade. O seu diferencial, calculado no ponto I, é portanto um automorfismo
do espaco tangente na identidade, denotado por

Ad, == dV,|, € Aut(T.G)

Explicitamente, se t — h(s) é uma curva passando por h(0) = e com velocidade A(0) =Y, entao
a velocidade da curva s — W, (h(s)) = gh(s) g~* quando s =0 é

Ad,Y =gYgt.

O mapa Ad : G — Aut(7.G), que envia g no automorfismo Ad,, é chamado representa¢do
adjunta do grupo (tecnicamente, é uma representacao do grupo G no espaco linear T.G). O seu
diferencial na identidade, ad := dAd|, : T.G — End(7.G), define uma transformacao bilinear
T.G x T.G — T.G, chamada paréntese de Lie, de acordo com

| [X,Y] = adyY |
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Para calcular a paréntese de Lie, consideramos uma curva g(t) com §(0) = X. Entao

d
X,Y] = — AdyY
[ ] dt “ t=0
= = Y -1
TGO
=9(0)Y g(0)™" — g(0) Y g*(0) 9(0) g~ *(0)
=XY-YX

Assim, a paréntese de Lie entre dois vetores do espago tangente na identidade é simplesmente
o “comutador” entre as matrizes (o que justifica ter utilizado a mesma notacao). Esta derivagao
mostra que o comutador entre duas matrizes de T, G é também uma matriz de T, G, coisa que nao
era evidente a priori. E imediato entdo verificar que a paréntese de Lie/comutador é linear nas
duas varidveis, é anti-simétrica, ou seja, satisfaz

[va] = _[Y>X]
e satisfaz a identidade de Jacobi
(X, [V, Z]] + [Y,[Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0.

Verifique que ¥, é um automorfismo do grupo G.
Verifique que Adgy, = Ady Ady,.
Verifique que o comutador satisfaz a identidade de Jacobi.

Dados X,Y € T.G, observe que
otX Y —tX =Y
t2 t? t? t2
= <I+tX+2X2+...> <I+tY+2Y2+...) (1—tX+2X2+...> (I—tY+2Y2+...>
=T+2(XY -YX)t?+O(t%)
e deduza que o comutador entre X e Y é

1d® x o —ix —ty
[X’Y]:iﬁe e’ e e

t=0

Algebra de Lie de um grupo de matrizes. O espago tangente TG, munido da estrutura de
espago linear real e da paréntese de Lie [, | (que é anti-simétrica e satisfaz a identidade de Jacobi),
é chamado dlgebra de Lie do grupo de matrizes G. Costuma ser denotado pelas letras germénicas
correspondentes as letras que denotam o grupo: por exemplo, g denota a dlgebra de Lie do grupo
G. A dimensao real de g é chamada dimensdo do grupo de matrizes G.

Sendo um espaco linear de dimensao finita, a algebra de Lie de um grupo de matrizes admite
uma base finita X1, Xo, ..., X,,. Os comutadores sao combinacoes lineares dos préoprios elementos
da base, logo expressoes do género

X0, X5 = e X,
ijk
com certos coeficientes cfj que dependem da base escolhida e da estrutura do grupo, chamados
constantes de estrutura. Observe que se o grupo é comutativo entdo Ad é constante, e portanto a
sua derivada é nula. Assim, a algebra de Lie de um grupo abeliano é comutativa, ou seja é formada
por matrizes que comutam.

Num certo sentido, a algebra de Lie é uma “cépia linearizada” de uma vizinhaca da identidade
do grupo. Ou seja, modulo conhecer o significado de algumas das palavras, a fungao exponencial
exp : g — G define um “difeomorfismo” (uma bijegao diferencidvel com inversa diferencidvel) de
uma vizinhanca U C g da origem 0 sobre uma vizinhanca V C G da identidade e.
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e.g. Exponencial. O grupo GL(1,R) é o grupo multiplicativo R* dos reais diferentes de
zero. O espago tangente a identidade é a reta real R. A fung@o exponencial x — e® define um
homeomorfismo e um difeomorfismo do grupo aditivo R sobre o subgrupo multiplicativo R} dos
reais positivos.

10.6 Algebras de Lie dos grupos classicos

Calculo de algebras de Lie. E claro que a &lgebra de Lie do grupo linear geral real GL(n,R)
é
gl(n,R) = Mat,, xn(R)

pois toda matriz X define um subgrupo a um pardmetro X que passa pela identidade com

velocidade X. Da mesma forma, a dlgebra de Lie do grupo linear geral real complexo GL(n,C) é
gl(n, C) = Mat,, «(C), pensado como espago vetorial real de dimensao 2n?.

Para compreender as algebras de Lie dos grupos especiais é 1til a seguinte observacgao, que
revela o significado geométrico do trago de uma matriz: é o diferencial do determinante calculado
na identidade. De facto, o determinante de uma pequena variagao I + ¢ X da matriz identidade
tem um desenvolvimento

Det (I +eX)~1+eTrX +...

onde os outros termos sd@o quadraticos em . Ao calcular a derivada, temos

Teorema 10.8. Seja g(t) é uma curva derivdvel em GL(n,C) passando por g(0) = I com veloci-
dade §(0) = X. Entdo
d

= Detg(t)] =TrX.
7 eg()t:0 r

Consequentemente,

Teorema 10.9. A dlgebra de Lie do grupo especial linear SL(n,R) € o espaco linear das matrizes
com traco nulo,

sl(n,R) = {X € Mat,x, (R) : TrX =0}

Demonstragdo. O teorema 10.8 prova uma inclusdo. Por outro lado, a identidade (10.7) mostra que
se X é uma matriz com traco nulo entdo X é uma curva em SL(n,R) que passa pela identidade

com velocidade X. O
E particular, SL(n,R) tem dimensao n? — 1. A mesma demonstracio prova que

Teorema 10.10. A dlgebra de Lie do grupo especial linear SL(n,C) € o espaco linear real das
matrizes complexas com traco nulo,

sl(n,C) = {X € Mat,x, (C) : TrX =0}

Assim, SL(n, C) tem dimenséo real 2(n? — 1).
Determinamos agora as dlgebras de Lie dos grupos ortogonais e unitdrios, os outros grupos
cldssicos importantes.

Teorema 10.11. A dlgebra de Lie do grupo ortogonal O(n) é o espago linear das matrizes reais
anti-simétricas,

o(n) ={X € Matpyx, (R) : X + X" =0}
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Demonstragao. Seja t — g(t) € O(n) uma curva que passa pela origem ¢(0) = I com velociade
§(0) = X. Sendo ortogonais, as matrizes satisfazem g(t) g(t)T = I. Derivando esta relagdo, e
usando a regra de Leibniz (10.9), obtemos

gt gt +9) )" =0,

que, quando t = 0, diz que X + X T = 0. Vice-versa, é um exercicio verificar que se X é
anti-simétrica entdo e!X é uma curva em O(n) que passa com velocidade X pela identidade I. [

Assim, O(n) tem dimensdo n(n—1)/2. Em particular, o grupo ortogonal tem a mesma dimensao
do espago R™ apenas quando n = 3, a dimensao do espago onde acontece a mecanica de Galileo e
Newton! Esta coincidéncia é responsavel da possibilidade de parametrizar as rotacoes do espago
com vetores do préprio espago.

Uma matriz anti-simétrica tem automaticamente trago nulo, portanto o(n) é também a dlgebra
de Lie do grupo ortogonal especial SO(n) = O(n) N SL(n,R). De facto, a funcdo determinante
envia Det : O(n) — {£1}. O grupo ortogonal O(n) é composto por duas componentes conexas: a
componente conexa que contém a identidade I (por onde passam as curvas que definem a dlgebra de
Lie), que é SO(n) = Det™'({1}), e o subconjunto (que nio é um grupo!) das matrizes ortogonais
com determinante —1.

Teorema 10.12. A dlgebra de Lie do grupo unitdrio U(n) é o espaco linear real das matrizes
anti-hermiticas,

u(n) ={ X € Mat,x,, (C) : X + X* =0}

Demonstrag¢io. Seja t — g(t) € U(n) uma curva que passa pela origem ¢g(0) = I com velociade
g(0) = X. Sendo unitdrias, as matrizes satisfazem g¢(t) g(t)* = I. Derivando esta relagao, e usando
a regra de Leibniz (10.9), obtemos

9(8) g(H)" +9(H) 9(t)" =0,

que, quando t = 0, diz que X + X* = 0. Vice-versa, é um exercicio verificar que se X é

anti-hermitica entdo X é uma curva em U(n) que passa com velocidade X pela identidade I. [

O grupo especial unitario é uma intersegdo SU(n) = U(n) N SL(n,C). Consequentemente,
usando o teorema 10.10,

Teorema 10.13. A dlgebra de Lie do grupo especial unitdrio SU(n) é o espago linear das matrizes
anti-hermiticas com trago nulo,

u(n) = {X € Matyxn (C) : X +X* =0, TrX =0}

Rotagoes infinitesimais do plano, dlgebra de Lie de SO(2) e U(1). Uma rotacao genérica
do plano é uma matriz R(6) € SO(2,R), definida por

R(O) — ( cos _Sme>

sinf  cos6

E claro que 6 — R(#) é um grupo a um pardmetro, passando por R(0) = I, cuja imagem é todo
o grupo SO(2). As sua derivada quando 6 =0 é

S R(0)
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A algebra de Lie s0(2) é portanto uma reta, gerada pelo vetor J. De acordo com a (10.13), toda
rotagdo é do género R(6) = e/ para algum 6, definido a menos de miiltiplos inteiros de 27.
Por outro lado, U(1) é o grupo ultiplicativo dos ntiimeros complexos de valor absoluto unitario,
que pode ser parametrizado por €*?, com 6 real, de acordo com a férmula de Euler

0 = cosf +isinf

ol

A derivada da curva 6 — € quando § = 0 é i, assim que a &lgebra de Lie u(2) é a reta imaginaria

iR, gerada pelo vetor i. A correspondéncia ¢ — J define um isomorfismo (trivial, pois estamos em
dimensao um) entre u(1) e so(n), e a correspondéncia
otf 07

define um isomorfismo entre os grupos U(1) e SO(2).

Rotacges infinitesimais do espacgo, algebra de Lie de SO(3). O espago linear das matrizes
3 x 3 reais anti-simétricas tem dimensao 3, e uma base natural é formada pelas matrizes/vetores

00 O 0 01 0 -1 0
Xi=1 00 -1 Xy = 0 0 O Xs=|1 0 O
01 0 -1 0 O 0 0 0

Os exponenciais e?X1, X2 e X3 representam rotacoes anti-hordrias de um angulo 6 em torno

dos eixos i, j e k, respetivamente. Os comutadores sao

(X1, Xo] = X5 [Xo, X3l =X1  [X3,X1] =X, (10.15)

Uma rotagao anti-horéria genérica de um angulo w en torno do eixo definido pelo vetor unitario
n = (n1,n2,n3) € R? é entdo representada pela matriz

ewX

onde X =n1X7 +n2Xs + n3Xs. De facto, um cdlculo elementar mostra que se v = (v, va, ’Ug)T
¢ um vetor (coluna) genérico do espago R3, entdo, pelas (10.11),

0 —n3g N2 V1
ety = X Xy =X n3 0 —nq Vg =X nxv
dt
—nNg niy 0 V3
onde x denota o produto vetorial em R3®. Em particular, no tempo t = 0,
d ix
—e v =nxv (10.16)
dt ‘0

Entdo é claro que Rn é o eixo de rotacio, e que a velocidade angular da rotacio t — e!Xv é w.

E possivel portanto associar a cada matriz € da dlgebra de Lie de SO(3) um vetor © do espago
R3, de acordo com

Q= W1X1 + OJQXQ + CU3X3 — Q= wli + (.UQj + w:;k, (1017)

de maneira tal que a matriz e’ representa uma rotagao anti-hordria de um angulo w = |2 em
torno do vetor unitdrio n = Q/w. O vetor Q é chamado (vetor) velocidade angular da rotagao
e®?.  Esta correspondéncia, que é claramente um isomorfismo entre espacos lineares reais, envia
os vetores da base X1, X2, X3 nos vetores i, j, k, respetivamente. E imediato entdo verificar que as
parénteses de Lie entre os vetores X} correspondem aos produtos vetoriais entre os vetores da base
canénica. Assim, a correspondéncia so(3) ~ R?, definida pela (10.17), é um isomorfismo entre a
algebra de Lie do grupo das rotagoes, munida da paréntese de Lie, e o espago euclidiano real de
dimensao trés, munido do produto vetorial.

Também interessante é observar a topologia de SO(3). E claro que, ao retirar multiplos de 27,
toda rotacdo pode ser representada como e?, onde a velocidade angular £ tem norma ||Q| < 7.
Também é evidente quas rotagdes opostas e*** deste género sio idénticas quando ||| = 7. Assim,
o grupo das rotagoes é o quociente da bola fechada B3 ~ B, (0) de raio 7 de R® médulo a relagao de
equivaléncia que identifica os pontos antipodais da fronteira B3 = S2. Os matematicos chamam
este espaco RP2, ou seja, “espaco projetivo real” de dimensio 3.
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Sistemas nao inerciais, forca de Coriolis. Seja q(t) a posi¢do de uma particula de massa
m num referencial inercial (i,j, k) de R3. Consideramos um segundo referencial (I,J,K), em
movimento circular uniforme em torno do eixo determinado pelo vetor unitario n = nji+nsj+nsk
com velocidade angular w (por exemplo, um referencial soliddrio com a terra). Entdo a posigao
Q(t) da particula neste referencial nao inercial é determinada por

q=¢Q

onde © = w(n1 Xy + neXs + n3X3). Derivando em ordem ao tempo ¢, e usando a (10.16),
observamos que a velocidade v = q no sistema inercial é

v=¢eV 4+ QxQ

onde V = Q denota a velocidade no sistema nao inercial e £ = wn denota o vetor velocidade
angular. Derivando mais uma vez em ordem ao tempo, e fazendo finalmente ¢ = 0, descobrimos
que a aceleragao a = g no sistema inercial é uma soma

a=cA+Qx eV +Qx (V4 Qx Q)
=A+Ox(Q2xQ)+22xV
onde A = Q denota a aceleracdo no sistema nao inercial. Isto significa que se F = ma ¢ a forca

que age sobre a particula no sistema inercial, entao a particula no sistema nao inercial sente uma
forca total

| mA=F-mQx(2xQ)-2m2xV|

ou seja, sente também uma forga ficticia que é uma soma de F, = —mQ x (2 x q), chamada for¢a
centrifuga, e de Foor = —2mS2 x V, chamada for¢a de Coriolis (advertida apenas por particulas
em movimento no sistema nao inercial).

Péndulo de Foucault. Uma consequéncia famosa da forca de Coriolis é a experiéncia ideada
por Léon Foucault em 1851 para “observar” a rotacgdo da Terra [Ar87, LL78]. Fixado um ponto
da superficie da Terra, por exemplo a Sé de Braga, consideramos um referencial nao inercial
com origem neste ponto, tal que o eixo I aponta na direcao do Polo Norte, o eixo J aponta na
diregao Este, e o eixo K aponta na perpendicular a superfice da terra. Um péndulo de massa
m e comprimento ¢ efetua pequenas oscilagoes em torno da vertical, e a sua posicao projeta no
plano I-J (o plano tangente & superficie da terra) o vetor X (¢) I+ Y (¢)J. A forga centrifuga, que
age na mesma direcao da gravidade, pode ser desprezada numa primeira aproximacao. A forca de
Coriolis, por outro lado, € igual a —2m£2 x V, onde 2 é o vetor velocidade angular de rotacao da
terra, e V é a velocidade do péndulo no referencial nao inercial. Um cédlculo elementar mostra que
a sua componente no plano I-J e é dada por

Feor ~ 2mQsin(@) YT — 2mQsin(p) X J

onde () denota a velocidade angular de rotacao da Terra e ¢ denota a latitude da origem do
referencial nao inercial (por exemplo, ¢ ~ 41°33'N no caso de Braga). E possivel mostrar (mas
ndo é importante nesta discussao) que, na aproximagio das pequenas oscilagoes do péndulo (que
portanto é descrito por um oscilador harménico), a componente da for¢a de Coriolis na diregao
K é desprezavel quando comparada com a forca eldstica do oscilador. As equagbes das pequenas
oscilagoes do péndulo para as coordenadas X e Y no referencial nao inercial sao portanto

mX =2mQsin(p)Y — mw?X
mY = —2mQsin(e) X — mw?Y

onde w = /g/l é a frequéncia prépria do péndulo (sendo g ~ 9.8 cm/s? a aceleracio gravita-
cional). Se dividimos por m, e definimos a varidvel complexa Z = X + iY, estas equagoes sao
equivalentes a equagao linear homogénea de segunda ordem

Z +2BZ +uW?Z=0 (10.18)

com 8 = Qsin(p) (observem o “coeficiente de atrito” imagindrio puro!).
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Verifique que, desprezando termos quadraticos no quociente Q/w (o que faz sentido se o
periodo préprio 27/w do péndulo é bastante inferior ao perfodo 2w/ de rotagdo da Terra, que é
igual a um dia), as solugdes da equagao diferencial (10.18) sao

Z(t) ~ et (aem + be_i“’t)

Isto significa que a diregao de oscila¢ao do péndulo roda de um angulo igual a —27 sin(p) radianos
em cada dia (que é nulo no Equador, igual a —27 radianos, ou seja, uma rotagdo completa, no
Polo Norte, como esperado, e aproximadamente —237° em Braga).

Algebra de Lie de SU(2). A algebra de Lie do grupo especial unitario SU(2) é formada por
matrizes anti-hermitica com traco nulo, ou seja, do género

oo (3 )

coma € Re 8 € C. Una base do espago linear real su(2) é formada pelas matrizes Jy = %ak,
onde as oy, sdo as matrizes de Pauli, definidas em (6.14). Explicitamente,

S = ( i(/)2 Z‘(/)2 ) T2 = ( 1(/)2 71)/2 ) T3 = ( i{)Q —?/2 ) (10.19)

assim que o vetor genérico é X (a, 8) = 2(38)J1 + 2(RB)Jy + 2aJs. E imediato verificar que as
relagoes de comutacao sao

[Ji, o) =3 [Joy sl =1 [Js, i] = J2 (10.20)

Estas sao as mesmas relagoes (10.15) entre os geradores canénicos X1, Xo e X3 de 50(3), a dlgebra
de Lie do grupo das rotaccoes do espaco! A razdo desta coincidéncia é profunda, e de acordo com
os fisicos tem a ver com o “spin” das particulas quanticas ...

Verifique que

o= (iR ) - (e ) = ()

Spin, SU(2) e SO(3). As matrizes Ji, Jy e J3 definidas em (10.19) formam uma base do espago
linear real su(2), que portanto pode ser identificado com o espago R3 por meio do isomorfismo
¢ : R® — su(2), definido por

X = ($1,$2,$3) — X =xJ; +£L’2J2+£C3J3.

(para simplificar as férmulas, a imagem de um vetor x serd uma matriz X = ¢(x) denotada
pela letra maidscula correspondente). E claro, pelas relagdes de comutagdo (10.20), que esta
correspondéncia associa ao produto vetorial o comutador, ou seja,

pxxy)= [X,Y].

Um célculo elementar mostra que ao produto escalar euclidiano corresponde o traco do produto
entre matrizes, ou melhor,

1
xy=-3 Tr(XY).

Consequentemente, o produto misto é igual a

1
XXy z=-3 Tr([X,Y]2).
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E imediato verificar que se X € su(2) e U € SU(2), entdo também UXU* € su(2). Isto
permite associar a cada U € SU(2) uma transformacao linear Ty : R?* — R3, definida por

Ty(x) == ¢ " (UXU™)
Mas ) X
Ty(x) - Tu(y) = -5 Tr(UXUUYU" ) = =S Tr(XY) = x -y

e também
1 1
(Ty x) x (Tyy) - (Tvz) = —3 Te([UXU* , UY* U |UZU™ ) = —3 Tr([X,Y])Z)=xXy- -z

Isto significa que Ty preserva os produtos escalares e também a orientacao do espacgo euclidiano,
ou seja, é uma rotacao definida, na base canénica, por uma matriz Ty € SO(3). E também claro
que Tyy =Ty oTy se U,V € SU(2). Assim, a correspondéncia U — Ty define um homomorfismo

@ : SU(2) — SO(3)

entre o grupo unitario de dimensao 2 e o grupo das rotagoes do espaco R3. Explicitamente (com
algum trabalho, sugerido nos exercicios), o homomorfismo ® é dado por

o« _B R(o? - 82)  S(a®—p5%)  2R(af)
(5 = ) = =S+ 8%) Re2+6%) —23(ap) (10.21)
—2R(aB)  —23(aB) |o|* -8

onde a, 3 € C verificam |a|? + |3]? = 1.

E imediato entdo observar que o nucleo de @, ou seja, a imagem inversa da identidade, é o
subgrupo formado por +1, isomorfo a Zy. Também é possivel observar que o homomorfismo ¢ é
sobrejetivo. De facto, a correspondéncia é quadratica (U é uma espécie de “raiz quadrada” de Ty ),
e a imagem inversa de cada R € SO(3) é formada por exatamente dois elementos, +U, de SU(2).
Isto significa que o grupo das rotagoes é isomorfo ao quociente SO(3) ~ SU(2)/Zy. Os mateméticos
dizem que SU(2) é um “recobrimento duplo” de SO(3). De facto, sendo o “grupo fundamental”
da esfera S3 trivial, SU(2) é isomorfo ao “recobrimento universal” de SO(3), chamado Spin(3).
Do ponto de vista topolégio, o grupo SU(2) é uma esfera S3 = {r € R* : |r|| = 1} c R* ~ C2.
Consequentemente, o grupo SO(3) é o quociente da esfera de dimensdo 3 pela relagdo de equi-
valéncia r ~ —r, que identifica os pontos antipodais. Dois pontos antipodais da esfera identificam
uma e uma tnica reta passando pela origem. Em outras palavras, SO(3) tem a topologia do espago
projetivo RP?, o espaco dos subespacos vetoriais de dimensiao um (as retas passando pela origem)
de R*.

Verifique que se X € su(2) e U € SU(2) entao também UXU* € su(2).

Dada U = (‘E ’g ) € SU(2), calcule of produtos UcrU*, com k = 1,2, 3, como sobreposi¢oes

das matrizes de Pauli 01,05 e 03. Deduza a férmula (10.21).

Verifique que
‘I) (eeJk ) — eé‘Xk

ou seja, explicitamente,

N 10 0

) <.CO.S(9/2) —isin(6/2) ) = 0 «cosf® sin6

isin(0/2)  cos(6/2) 0 —sinf cosf

(e (5

Sln(9/2) COS(0/2) —sinf 0 cosf
o cosf) sinf 0
& cos(0/2) + isin(0/2) 0 = —sinf cosf 0
0 cos(0/2) — isin(6/2) 0 0 1

Deduza que o homomorfismo @ : SU(2) — SO(3), definido pela (10.21), é sobrejetivo.
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Quaternices e rotacoes. O homomorfismo entre SU(2) e SO3) é talvez mais compreensivel
usando a linguagem dos quaternioes.

A conjugacao xr — T é uma involugao do espago vetorial real dos quaternioes, que portanto é
uma soma direta H = H; & H_ do subespago H; ~ R dos quaternides ‘“reais”, que satisfazem
Z = x, e do subespaco H_ ~ R3 dos quaternides “vetorias”, que satisfazem T = —z (também
chamados quaternides “puros”, em analogia com os imagindrios puros do plano complexo). Assim,
um quaterniao é uma soma formal z = zo + x da sua parte real £y = x¢l e a sua parte vetorial
x = z1i + x2j + x3k.

Por outr lado, o grupo SU(2) é isomorfo & esfera unitaria S* C H, os quaternides ¢ de norma
ll¢ll = gg = 1, de acordo com (9.6). Cada quaterniao unitério ¢ € S* ~ SU(2) define um operador
Ad, : H — H de acordo com
T qgcq_1

(observe que o inverso de um quaternido unitario é g=! = g). Um célculo mostra que este operador

comuta com a conjugagao, e consequentemente preserva a decomposigao de H como soma direta dos
quaternioes reais e vetoriais. Em particular, a restrigao de Ad, define um operador R, : R* — R? no
subespaco H_ ~ R? dos quaternides vetoriais. A restricio da norma ||z||? = 27 ao subespago H_
coincide com a norma euclidiana ||x||? do vetor x € R3. Como a norma é multiplicativa, o operador
R, preserva a norma dos vetores de H_ ~ R3, e portanto é um operador ortogonal. Também é
facil verificar que R, preserva a orientagdo, e é portanto representado na base canénica por uma
matriz de SO(3). Como Ad,Ady = Adyy, a conclusio é que ¢ — R, define um homomorfismo de
S3 ~ SU(2) no grupo das rotacoes SO(3).

E possivel calcular explicitamente a rotagao R,. O operador Ad, fixa ¢ e G, e consequentemente
fixa o vetor g = (¢ —q)/2 € H_ C H. Se a parte vetorial de ¢ = go + q é nula, ou seja, q = 0,
entdo ¢ = £1 e portanto R, é o operador identidade. Por outro lado, se q # 0 entao R, fixa o
vetor unitario v = q/||q|| de R3, e portanto é uma rotacio em torno de v. De facto, de acordo
com a (3.10), existe um angulo 6, definido a menos de multiplos de 27, tal que

g=e" =cosf + vsinb

Observe que o espaco tangente a SU(2) ~ S3 na identidade é H_, e esta férmula diz que todo
quaterniao unitario é igual ao exponencial de um quaterniao vetorial. Finalmente, um calculo que
usa a (3.8) mostra que o operador R, : R® — R3 ¢

Ryx =e"Vxe™ ™ =cos(20)x +sin(20) v x x + (1 — cos(20))(v - x) v

e esta é uma rotacdo de um angulo 26 em torno de v (de acordo com (9.3)). Isto mostra, mais

uma vez, que SU(2) é um recobrimento duplo de SO(3), pois quando € ~ e’v percorre uma

circunferéncia no grupo especial unitdrio entao o correspondente 6 +— R.ov percorre duas vezes
uma circunferéncia no grupo especial ortogonal.

Algebra de Lie de SL(2,R). A algebra de Lie do grupo SL(2,R) é o espaco linear sly(R) das
matrizes reais 2 X 2 com traco nulo. Uma base é formada pelas matrizes

_(1/2 0 (0 1 (0 0
X‘(o —1/2)’ H+_<0 0) ¢ H__(10>
que satisfazem as relagoes de comutacao
[X,Hy] =+Hy [Hy,H_| =2X

Os vetores desta base geram os subgrupos a um parametro

t/2
tX _ e 0 zH, _ 1 =z yH_ _ 1 O
‘ _<0 e—t/2) €+_<0 1) c _<y1 '

Por outro lado, o subgrupo a um parametro gerado por J = H_ — H é

GOH —Hy) _ c.osﬂ —sin 6
sinf  cos@

o subgrupo SO(2,R) C SL(2,R) das rotacoes do plano.
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Verifique as relagbes de comutagao

_ +t
6tX e:rHi e tX _ e(e z)H4

Geradores infinitesimais dos grupos unitarios. Seja A um operador auto-adjunto de um
espago de Hilbert H. Os operadores
Ut — eitA

com t real (por exemplo, um “tempo”) formam uma familia a um parametro de operadores
unitarios, ou seja, Uy é a identidade, e UyUg = Upys. Isto é evidente em dimensao finita, mas
nao trivial em dimensao infinita, onde a prépria definicao de exponencial precisa de uma versao
do teorema espetral para operadores auto-adjuntos nao necessariamente limitados.

O teorema de Stone®? afirma que toda familia a um parametro de operadores unitérios U;, desde
que “fortemente continua’, é gerada por um operador auto-adjunto, possivelmente nao limitado.
Fortemente continua significa que lim; s ||U:|¢) — Us|¥) || = 0 para todo |) € H. O gerador
infinitesimal é definido pela férmula natural

Al g Ul = 19)

t—0 it

no domimio Dy C H onde o limite existe (e o que néo é trivial é provar que este subespago é
suficientemente grande, ou seja, denso).
O teorema de Stone é particularmente importante em mecéanica quantica, onde, por exemplo,
o gerador da evolugao temporal é o operador Hamiltoniano H, o observavel que corresponde a
energia do sistema. A evolugdo temporal de um sistema que é preparado no estado |¢(0)) no
tempo ¢t = 0 é dada por
(1)) = e ™ |y (0))

que ¢ a solucao da equacao de Shridinger

.0
ih 0) = HY) .

Geradores infinitesimais do grupo de Weyl/Heisenberg. Outro exemplo cldssico, impor-
tante em mecanica quantica ou mais em geral em andlise de Fourier (vejam, por exemplo, [Fo89]),
é o grupo de Weyl/Heisenberg, gerado pelas translagoes

(Tof)(x) := f(z +q)

e pelas modulagoes 4
(Mypf)(z) := e f(z),

com ¢ € Repe R* = R. Translagoes e modulacoes sao grupos a um parametro de operadores
unitarios de L?(R), pois sdo invertiveis e é claro que

[Wesapi= [1@Pa e[| @f i = [ 1@k

Como tais devem ser gerados, de acordo com o teorema de Stone, por certos operadores hermiticos.
O gerador infinitesimal das translagdes é (em unidades em que a factor dimensional ki, a constante
de Plank reduzida, é igual a um) o operador momento linear P = —iD), definido, por exemplo no
espaco de Schwartz S(R) C L?(R), por (Pf)(z) = —if'(z). Ou seja,

T, = edP = P

62M.H. Stone, On one-parameter unitary groups in Hilbert Space, Annals of Mathematics 33 (1932), 643-648.
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Este facto é razodvel, interpretando a férmula de Taylor como

2 3
Fe+a) = fl@)+af @)+ 5 f/@) + T @)+
= (<1+qD+;q2D2+éq3D3+m>f) (2)

= (e f) (x)
(naturalmente, esta ndo é uma demonstragao!). O gerador infinitesimal das modulagoes é operador
posicio X, definido por (X f)(z) = z f(z), também no espaco de Schwartz S(R) C L*(R). Ou
seja, como parece tautologico,

M, = ePX — eP@

se definimos o operador hemi-hermitico @ = iX. Assim como T, e M), também os operadores
momento e posigdo nao comutam. De facto, satisfazem a relagdo de comutagao [P, Q] = I, e geram
a algebra de Lie do grupo de Heisenberg de dimensao 3.

Grupo de Heisenberg. O grupo de Heisenberg também pode ser realizado como grupo de
matrizes. O grupo de Heisenberg (“polarizado”, em alguns textos como [Fo89]) de dimensao 3,
ou “grupo de Heisenberg do espaco R”, é o grupo Heis(R) formado pelas matrizes 3 x 3 reais do
género

1
M(p,q,t)=1 0
0

o3

t
q
1
com p,q,t € R. O célculo elementar

M(p,q, )M, ¢, t')=Mp+p,q+d,t+t' +pq)

mostra que Heis(R) é de facto um subgrupo do grupo linear GL3(R). Observem também que
M(p,q,t)~' = M(—p,—q,pq —t), e que as matrizes do género M (0,0,t) comutam com todas as
outras (ou seja, formam o centro do grupo). Uma base da dlgebra de Lie heis(R) é formada pelas
matrizes

0 1 0 0 0 0 0 1
P=|10 0 0 Q=10 01 T=10 00
0 0 O 0 0 0 0 O
que satisfazem as relacoes de comutacao

pQ =T [RT|=0 [QT] =0

Da mesma forma (substituindo p e ¢ com vetores n-dimensionais linha e coluna, respetivamente)
é possivel definir o grupo de Heisenberg Heis(R™) C GL(n + 2,R) do espago R™, e calcular a sua
algebra de Lie.

Verifique que
t+ 1pg

ePPHaQ T — q = M (g,p,t + 3pq)
1

O O =
o 3

Operadores momento angular. No contexto da mecanica quantica, os operadores momento
angular sao

. 0 0 . 0 0 . 0 0
lezﬁ(yaz—zay> L2—Zh(zax—$az> Lg—zfi(xay—yaz)

definidos, por exemplo, no espaco das funcoes de Schwartz f(z,y,z) definidas em R3. E um
exercicio mostrar que satisfazem as relagoes de comutagao

[Ly,Ly) =ihLs  [Ls,Ls) =ihLy  [Ls, Ly] = ihL,

essencialmente (a menos de um factor i%1) as mesmas relagoes (10.15) da dlgebra de Lie so0(3) do
grupo das rotacoes de R3.
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Defina o “operador de Casimir ”L? := L} + L% + L2. Verifique que L? comuta com os L1, Lo
e L3
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11 Sistemas lineares

ref: [Ap69] Vol. 2, 7.9, 7.16-17, [HS74]

11.1 Campos e fluxos lineares

Campos lineares. Um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes (real) é uma
EDO auténoma x = L(x) para uma varidvel x(¢) € R", definida por um campo de vetores linear
L € End(R"™).
Fixada uma base de R", por exemplo a base candnica, o sistema pode ser escrito em notagao
matricial
x = Ax, (11.1)
a

onde x(t) = (z1(t),x2(t),...,2,(t))T € R™ é um vetor coluna e A = (a;;) € Maty,x,(R) é
matriz que representa o campo linear na base escolhida.

Fluxos lineares. A origem é uma solugao de equilibrio do sistema (11.1). E a tnica solugao de
equilibrio se a matriz A é invertivel.
Pelo teorema 10.4 (ou melhor, pela demonstragao deste teorema), a solugéo do sistema (11.1)

,

com condigao inicial x(0) = xo € R™ é

x(t) = exq (11.2)

A familia a um parametro de operadores ®; := e*4, que a cada tempo t € R e a cada ponto
xp € R™ faz corresponder o valor (11.2) no instante ¢ da solugdo com condi¢ao inicial xg, é dita
fluxo  do campo linear. Observe que &g = I e que ®445 = ¢;P,. Em particular, os ®; sao
invertiveis, e ®_; = (®;) L.

O espaco linear R™ é chamado espaco de fases do sistema: é o espaco das possiveis condicoes
iniciais, que determinam o futuro (e o passado) do sistema. Os caminhos t — ®;(xg) sdo chamados
trajetdrias do sistema, e as suas imagens, que sdo curvas {®;(xg) : t € R} no espago de fases, sdo
chamadas drbitas.

Conjugacoes lineares. Naturalmente, é possivel fazer mudangas lineares de coordenadas
x = Uy com U € GL(n,R), que transformam o sistema (11.1) no sistema y = By, definido pela
matriz semelhante B = UAU~!. Os dois sistemas sdo ditos linearmente equivalentes, Os fluxos
e ™ e etB de dois sistemas linearmente equivalentes sao ditos linearmente conjugados, no sentido
em que

etB =UetAUt.

Esta identidade, escrita na forma Ue!4 = e!BU, diz que o seguinte diagrama é comutativo

etA

R? —— R"

ol

etB

R" —— R"

Isto implica, em particular, que o automorfismo U : R™ — R"™, a conjuga¢do entre os dois fluxos,
envia bijetivamente trajetérias/dérbita de um sistema em trajetérias/dérbitas do outro, respeitando
a diregao do tempo.

E claro ento que a compreensao das solugoes de um sistema linear passa pela compreensao do
exponencial de uma matriz semelhante U AU ~! mais “simples” possivel.

Fluxos de campos lineares diagonalizaveis. J4 vimos que se v é um vetor préprio de A com
valor préprio A, assim que Av = Av, entao v é também um vetor proprio de todos os operadores
et4 e de facto
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Em particular, se A > 0 e v # 0, entdo ||e!v|| — co quando t — co. Por outro lado, se A < 0
entdo ||t v|| — 0 quando t — co.

Se A é diagonalizdvel, ou seja, possui n valores proprios reais A1, As, . .., A, (ndo necesariamente
diferentes) com vetores préprios vi, v, ..., v, que formam uma base de R™, entao o sistema (11.1)
¢ ivalent ist definid 1 triz di 1 A = diag(Aq, A A jo fl tA
é equivalente a um sistema definido pela matriz diagona iag(A1, A2, ..., An), cujo fluxo e

tA\p

é também uma familia de matrizes diagonais com valores préprios e'**. A solucdo com condicao

inicial genérica x(0) = Y _,; cx vy é portanto uma sobreposi¢ao
n
x(t) = Z ey
k=1

O comportamento qualitativo assimptético das solugoes é entao determinado pelos sinais dos
valores proprios. Por exemplo, se todos os valores préprios sao negativos, ou seja, A\ < 0 para
todo k = 1,...,n, entdo todas as solugdes decaem exponencialmente, e em particular x(¢) — 0
quando ¢t — co. Neste caso a origem é um equilibrio “assimptoticamente estavel”. Se todos os
valores proprios sao positivos, ou seja, A > 0 para todo k = 1,...,n, entao todas as solugoes com
condigdo inicial x(0) # 0 se afastam exponencialmente da origem, e em particular ||x(t)|| — oo
quando t — oco. Neste caso, a origem é um equilibrio “assimptoticamente instavel”.

No caso geral, uma compreensao do comportamento qualitativo das trajetérias passa pela
compreensao da forma normal de uma matriz genérica A, que nem sempre é diagonalizivel.

Schrodinger equation.  The wave function (¢, x) of a non-relativistic quantum particle obeys
the Schridinger equation (in units such that the mass and the reduced Planck constant are one)

iaﬁw 19%
ot 20z

This is a partial differential equation, but written as

.0
in 19 = Hp) (11.3)

where H = —%A +V(z) is the Hamiltonian operator, it looks like a linear homogeneous equation
for the time dependent “vector” |¢(t)) with “coordinates” 1 (x,t). Its solutions are formally

(1)) = e [4(0))

It turns out that H is a self-adjoint operator defined on the Hilbert space H where |¢) lives
(which is typically infinite-dimensional, and therefore self-adjointness must be properly defined),
and therefore the exponentials e “*# are unitary operators. If we forget the complications of infinite
dimensions (as Dirac did in his great book [Di47]), we may assume that the spectral theorem
says that there exists a basis |e;),|e2),|es),... of H made of unitary and pairwise orthogonal
eigenvectors of the Hamiltonian, i.e. such that

Hley) = Ej ley)

for some real eigenvalues E7, Fo, F3, ..., the possible energies of the particle. Therefore, if the
initial state is a superposition

[W(0)) = tx lex)
k
then the solution of the Schrédinger equation (11.3) is

[(t)) = Zeﬂmk Vi |ex)

k

The reader may suspect that quantum mechanics seems much simpler than Newtonian mechanics,
where interesting problems involve “non-linear” differential equations, which are difficult to solve
(as the Kepler problem, solved by Newton) or actually impossible to solve analytically (think of
the 3-body problem). The point here is that, although the differential equation is linear, it lives
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in a infinite-dimensional space and the self-adjoint Hamiltonian operator H, which generates the
dynamics, is quite difficult to understand. The task to finding the spectrum of H is typically a very
hard problem, and is one of the subjects of modern “functional analysis”. Important examples are
the “free particle”, where H ~ —A is proportional to the Laplacian, the “harmonic oscillator”,

where H ~ —A + 22, the hydrogen atom or in general a “particle in some potential”, where
H~-A+V(z)...

11.2 Campos lineares no plano

Comegamos pelo caso de dimensao dois, onde ja sao presentes todos os fenémenos tipicos do
caso geral e as provas sao simples.

Sistemas lineares no plano. Um campo linear no plano é definido, na base canénica, por uma

matriz quadrada real 2 x 2

a b
=(0 )
O sistema linear definido por A é
T\ b x . T = ax + by

<y>_( d>(y> ou seja, { J = cx+ dy (11.4)
Sejam Ay e A_ os valores préprios de A pensada como matriz complexa, ou seja, as raizes
complexas do polinédmio carateristico c4(z) = Det(zI — A). O produto Ay A_ dos valores préprios

é igual ao determinante ¢ := Det(A) = ad — be, e a soma Ay + A_ dos valores préprios é igual
ao traco p := Tr(A) = a + d. O polinémio carateristico é 22 — pz + ¢, e os valores préprios sao

portanto
pE VA
T2

o 2

At

onde A = p? — 4q.

Trés casos distintos sao possiveis. A matriz que define o campo é diagonalizavel sobre os reais:
isto acontece quando A > 0 (pois neste caso a matriz admite dois valores préprios reais e distintos)
ou quando A = 0 e a matriz é proporcional & matriz identidade (o que é independente da base
escolhida). A matriz que define o campo admite apenas uma reta de vetores préprios: isto acontece
quando A = 0 e a matriz ndo é proporcional a matriz identidade. Finalmente, a matriz que define
o campo nao admite valores préprios reais: isto acontece quando A < 0, e portanto as raizes do
polinémio carateristico sao dois niimeros complexos conjugados com parte imaginaria nao nula.

Campos lineares planares diagonalizaveis. Se a matriz A é diagonalizdvel sobre os reais (e,
em particular, A > 0), entao admite dois vetores préprios independentes vy, com valores préprios
reais Ay € R, respetivamente (ndo necessariamente distintos), assim que Avy = Ayvy. Na base
formada pelos vetores vy e v_ o campo linear L é portanto definido pela matriz diagonal

(X O

()
eM? 0
()

A solugao com condigao inicial genérica x(0) = avy + bv_ é portanto

cujo fluxo é também diagonal

x(t) = ae’Mlvy + be*-tv_

A origem é o tnico equilibrio se os dois valores préprios sao diferentes de zero. E dita nodo estdvel
se AL <0 (logo se ¢ > 0 ep < 0), assim que todas as trajetérias convergem exponencialmente para
a origem. E dita nodo instdvel se Ay > 0 (logo se ¢ > 0 e p > 0), assim que todas as trajetérias
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com condicao inicial nao nula divergem exponencialmente. E dita e ponto de sela se os valores
préprios tém sinais opostos, por exemplo A_ < 0 < Ay (logo quando ¢ < 0). Neste terceiro caso,
as trajetorias que comecam na reta gerada por v_ convergem exponencialmente para a origem, e
todas as outras trajetérias divergem, desenhando curvas parecidas a hipérbolas.

Nodos estavel, nodo instavel e ponto de sela.

Se um dos valores proprios é nulo, por exemplo A_ = 0, entao todos os pontos da reta gerada por
v_ sao solugoes de equilibrio. As outras trajetérias vivem em retas paralelas ao vetor préprio v,
e se afastam ou se aproximam exponencialmente da reta gerada por v_ dependendo se o sinal de
Ayt € positivo ou negativo, respetivamente. Se os dois valores préprios sao nulos, o sistema é trivial
e todos os pontos do plano sao pontos de equilibrio. E claro que estas ultimas duas possibilidades
nao representam sistemas “genéricos”, pois nao persistem ao fazer pequenas perturbagoes dos
parametros.

Nodos com um valor préprio nulo.

Campos lineares planares com apenas uma reta invariante. O segundo caso é uma
matriz A que admite apenas um espaco préprio de dimensao um, contendo um vetor proprio vy,
com valor préprio real A. Seja w um vetor nao nulo independente de vyi. Entao a matriz que
representa o campo linear na base vy, w é uma matriz diagonal superior do género

A ¢

0 n
A segunda entrada diagonal p é também igual a A (pois uma segunda entrada diagonal diferente
seria mais uma raiz do polinémio carateristico, logo mais um valor préprio diferente e portanto
mais um vetor préprio independente) e a entrada superior direita ¢ é diferente de zero (pois caso

contririo a matriz seria diagonalizdvel). Ou seja, o campo linear envia Lvy; = Avy e Lw = ¢vi+Aw
com c # 0. Na base formada pelos vetores v; e vy := ¢~ 'w, o campo linear L é portanto definido

pela matriz triangular superior
Al
Jy = ( 0 A ) (11.5)

1t
tJx _ At
e _6(01>

A solugao com condigao inicial genérica x(0) = avy + bva é portanto

cujo fluxo é

x(t) = e ((a + bt)vy + bvy)

A origem é dita nodo degenerado, estavel ou instdvel, dependendo se o sinal de A é negativo ou
positivo, respetivamente.
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Nodos degenerados estavel e instavel.
Discuta o caso em que o valor préprio do nodo degenerado é A = 0.

Blocos de Jordan no plano.  Uma prova mais abstrata do fenémeno ilustrado acima introduz
a ideia das “cadeias de Jordan”, os tijolos elementares da forma normal de Jordan de uma matriz.

Seja L o campo linear no plano R? definido, na base canénica, pela matriz A. Assumimos que L
admite apenas um espago proprio de dimensao um, gerado pelo vetor préoprio vi; com valor préoprio
A. Isto significa que o nicleo do operador Ly := L — X é Ker(Ly) = Rv;. Por razoes dimensionais,
também a imagem de L) tem dimensao um. A intersecao destas duas retas nao pode ser trivial, caso
contréario o plano seria uma soma direta R? = Im(Ly) @ Ker(L,) de dois subespacos invariantes,
logo o operador L seria diagonalizdvel. Isto significa que Im(Ly) = Ker(L,), e em particular existe
um vetor (ndo nulo) vo tal que Lyvy = vi. Os vetores vy e va, que formam uma “cadeia de
Jordan”, sao independentes. De facto, seja a;vy + asve = 0. Aplicando o operador L) obtemos
Ly(a1vi+azvy) = agvy =0 (pois Lyvy = 0e Lyva = vy), e portanto as = 0. Mas entdo a;vy =0
implica que também a; = 0. Finalmente, basta observar que, na base formada por v; and vy
(chamada “base de Jordan”), o operador L é representado pela matriz (11.5), pois Lv; = vy e
LV2 =V + )\VQ.

Campos lineares planares sem vetores préprios. O terceiro e ultimo caso é um campo linear
L definido por uma matriz A sem valores proprios reais (e portanto com A < 0). Podemos pensar
que a mesma matriz real A define um operador L€ no plano complexo C?, a “complexificacio
do operador L definido no plano R?. Este operador L® admite dois valores préprios distintos e
conjugados

A =atiw.

com w > 0 (conjugados porque o polinémio carateristico tem coeficientes reais, e diferentes porque
o operador L nio admite valores préprios reais). Se vy € C? é um vetor préprio associado ao valor
proprio A4, assim que Avy = A;vy, entdo v_ = vV é um vetor préprio com valor préprio A_,
pois
AV_ = AW = AV+ = A+V+ = )\J’_ﬁ = )\_ V_
(sendo A real). Os vetores vi e v_ sdo independentes sobre os complexos, por serem vetores
préprios de LE associados a valores préprios diferentes. Os vetores
S Vo) (ve Vo)
e =—(v v_ e e =—(vy—v_
T 2"
sao reais, tendo como coordenadas as partes reais e as partes imaginarias das coordenadas do
vetor v, respetivamente. Sdo também independentes, logo formam uma base de R?> € C2. De
facto, se ae; + be_ =0 com a,b € R, entdao

a—1b n a+1b
v
2 7 2
e isto implica a +ib = 0 pela independéncia dos vo. Observando que vi = ey +ie_, um calculo
elementar mostra que

v_=0

Aey =ae; —we_ e Ae_=ae_+twey

Portanto, a matriz que representa o campo linear L na base formada por e} e e_ é a matriz

(2 2)-e ()= (2 3)
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soma de af e da matriz anti-simétrica —w.J, com

0 -1
(1)
Como toda matriz comuta com os multiplos da identidade, pelo teorema 10.5 podemos cal-

cular separadamente os fluxos de ol e —wJ e depois multiplicar. O fluxo da parte diagonal é
simplesmente e **! = e[, O fluxo de —w.J é, de acordo com (10.13),

R :( cos(wt)  sin(wt) )

—sin(wt) cos(wt)

e representa uma rotagao horédria do plano com frequéncia angular w. O resultado é que o fluxo
do campo linear, na base formada por e; e e_, é

GHaT-wl) _ jat cos(wt)  sin(wt)
—sin(wt) cos(wt)

A solugao com condigéo inicial genérica x(0) = ae; + be_ é portanto
x(t) = €™ ((acos(wt) + bsin(wt))ey + (—asin(wt) + beos(wt))e_)

Finalmente, se U denota a matriz invertivel cujas colunas sao as coordenadas dos vetores e, na
base candnica, entdo a solugao do sistema (11.4) com condi¢des iniciais x(0) e y(0) é

(o) =veer (b e Yo (00

Se a = 0 (ou seja, se p = 0), entdo as érbitas sdo elipses a? + b? = constante. A origem, que é
um equilibrio estdvel mas nao assimptoticamente estavel (pois a trajetéria de um ponto préximo
nao converge para a origem, mesmo ficando numa sua vizinhanga) é chamada centro. Este caso
corresponde a um oscilador harmoénico.

Se a # 0, as 6rbitas sdo espirais logaritmicas, que saem da origem ou entram na origem,
dependendo do sinal de a. A origem é dita foco estdvel se a < 0 (ou seja, se p < 0), e foco instdvel

se a > 0 (ou seja, se p > 0). Os focos estdveis, em que todas as trajetérias nao nulas convergem
exponencialmente para a origem, correspondem ao caso fisico de um oscilador amortecido.

Focos estdvel, centro, e foco instével.

Desenho global dos campos lineares planares. E claro que a estabilidade ou instabilidade
de nodos ou focos é preservada ao fazer pequenas perturbacoes dos parametros, pois as partes
reais dos valores préprios mantém os seus sinais. Esta é uma figura famosa que mostra os possiveis
retratos de fase, dependendo do trago p = TrA e do determinante ¢ = Det A da matriz A que define
o sistema linear no plano (vejam, por exemplo, o classico [HS74] de Hirsch e Smale).
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dx _ p=A+D
ar =AX*BY  g-ap-BC
%:CX+D}/ A=p*-4q

By Maschen, from Wikimedia Commons.

e.g. Oscilador harménico. Um exemplo paradigmatico é o oscilador harménico, cujas solugoes
podem ser obtidas, naturalmente, pelos métodos elementares descritos na segao 3.2. A equacdo de
Newton § = —w?q é equivalente ao sistema (de Hamilton)

{ g=p
p=-wq

0 1
=( )

As raizes do polinémio carateristico de A sao +iw, assim que a origem é um centro. Naturalmente,
neste caso é ficil determinar explicitamente as solugbes, pois a mudanga de varidveis @ = wq e
P = p transforma o sistema em

definido pela matriz

P=—-wQ

;L 0 w
v=( %)

oA ( cos(wt)  sin(wt) >

—sin(wt)  cos(wt)

{ Q=uwP

definido pela matriz

O fluxo é

e consiste numa rotagao horaria com velocidade angular w do espago de fases Q-P.

e.g. Oscilador harménico amortecido. A equacdo de Newton § = —2aq — w?q do oscilador
amortecido (com « positivo, no caso fisico) é equivalente ao sistema

qg=p
p=—w?q—2ap

definido pela matriz


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Phase_plane_nodes.svg
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As raizes do polinémio carateristico sao
24 = —aEvVa? — w?

Se o atrito é pequeno, a < w, entao a matriz nao é diagonalizavel, mas a sua complexificada tem
valores préprios complexos conjugados e nao reais —a + i) com frequéncia Q = Vw? — a2 <w e
com parte real negativa. A origem é um foco estdvel (sistema sub-critico).

Se o atrito é grande, a > w, entao a matriz é diagonalizdvel com valores proprios negativos
—a =+ k, onde k = Va? —w? < a. A origem é um nodo estdvel (sistema super-critico).

O caso intermédio é o caso critico (e pouco provével) em que a = w. A matriz admite um
tnico valor préprio negativo, igual a —a, e nao é diagonalizavel. A origem é um nodo degenerado
estavel.

e.g. Oscilador invertido. Outro exemplo paradigmatico é o oscilador invertido, descrito pela
equacao de Newton § = w?q, logo pelo sistema

{ g=p
p=uwq

definido pela matriz

Esta matriz é diagonalizavel, e os valores préprios A4 = Zw tém sinais opostos. A origem é,
como esperado, um ponto de sela. O equilibrio é de facto instavel, as solugoes com condigao inicial
fora da reta associada ao valor préprio negativo A_ divergem exponencialmente.

Discuta os casos degenerados quando pelo menos um dos valores préprios é nulo (ou seja,
Det(A) = 0). Considere, por exemplo, os sistemas definidos pelas matrizes

10 0 O 0 1
0 0 0 -3 0 0
Esboce o retrato de fase (ou seja, algumas érbitas em torno da posigao de equilibrio no espago
de fases) dos seguintes sistemas lineares homogéneos.

{ T=x—y {i‘2l‘+y {:i:4x {:'v3:c+4y

y=xr+y y=xr+y y=2r—y y=—10z -9y
T = 6x + by T=—x+2y T=—-Tr+y T =—Tr+ 10y
y=x+2y y =3y y=—4x — 3y y = —4x + 5y
T=y T=—x+ 5y T=x+ 5y
y=—4x y=—-5C—y y=—-5T+y

Determine também a solucao com condigdes iniciais genéricas x(0) = g e y(0) = yo.
A corrente que circula num circuito LRC é solucao da equacao diferencial homogénea

.. .1
LI+ RI+1=0
+RI+

Escreva o sistema linear correspondente, e esboce os possiveis retratos de fases dependendo dos
valores dos parametros L, R e C.

[Ap69] Vol. 2, 7.12
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Ciclotrao. A forca de Lorentz que age sobre uma particula de carga g em um campo magnético B
é igual ao produto vetorial F = (¢/c) v x B, onde v é a velocidade da particula e ¢ ~ 299,792, 458
m/s denota a velocidade da luz. Consequentemente, a equacao do movimento (de Newton) da
particula de massa m é ‘

mv ==-vxB
c

Se o campo é homogéneo e constante, por exemplo B = Bk com B independente da posigdo e
do tempo, entdo a componente vertical v, da velocidade v = (v,vy,v,) é constante (pois tem
derivada nula), e as componentes v, ¢ v, satisfazem o sistema de EDOs lincares

onde w = ¢B/mc é chamada frequéncia de ciclotrao. As trajetérias da particula sdo hélices
r(t) =ro + (Acos(wt + @), Asin(wt + @), v,t)

onde os parametros rg,v,, A, ¢ dependem da posigao e da velocidade iniciais.

11.3 Forma normal de Jordan

Blocos de Jordan. Seja L : V — V um operador linear definido num espago linear complexo
de dimensao finita. Dado um escalar A € C, denotamos por L) o operador L — A. Se o ntcleo de
L) néo é trivial, entdo A é um valor préprio de L, e V, = Ker(L)) é o espago préprio associado.

Um vetor nao nulo v € V é dito vetor préprio generalizado se estd no ntucleo de alguma
poténcia de Ly, ou seja, se existe A € C tal que LYv = 0 para algum inteiro minimal n > 1. Este
inteiro n é dito periodo de v, e o vetor v é também dito Ly -ciclico (a érbita de v pela aplicagao
L) é formada por n vetores nao nulos distintos).

Se o periodo é n = 1, entdo v é um vetor préprio de L. Em geral, os n vetores

V] = Lﬁ_lv Vg = LS\L—QV e Va1 = Lyvy, Vp, =V (11.6)

sdo vetores préprios generalizados, pois Lvy, = L’f\Lz_kv = LYv =0, e vi é um vetor préprio
com valor préprio A. O espaco gerado pelos vi’s é L-invariante porque

Lvy = L(L;‘*kv) = L;\“kﬂv + )\Lg\“kv =vVi_1+ vy
onde, naturalmente, vo = (L — AI)"v = 0.

Teorema 11.1. Sev € um vetor Ly-ciclico de periodo n, entdo osn vetores (11.6) sdo linearmente
independentes e geram um subsespaco L-invariante de vetores proprios generalizados.

Demonstracdo. Seja ayvi+agve+---+a,vy, = 0. Ao aplicar L;\kl aos dois termos da igualdade,
temos que a,vi; = 0, logo a, = 0. Ao aplicar L;\“z aos dois termos da igualdade que sobra
a1vy 4+ asve + -+ + ap—1vy—1 = 0, temos que a,_1v; = 0, logo também a,_; = 0. E assim a
seguir.

O

O ntcleo Ker(L’/{) é chamado espaco proprio generalizado de ordem k. E imediato ver que
Ker(Ly) C Ker(L3) C --- C Ker(LY).

Se os vetores (11.6) geram o préprio espago V, que portanto é isomorfo a V = Ker(L%}) ~ C”,
entao o espago V é dito ciclico. O calculo acima mostra que

Lvy = Avy e Lvy = Avy + vi_1 se 2<k<n
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Entao, a matriz que representa L nesta base é

Al
Al

I

. (11.7)
A1

A
Em particular, v; é um vetor préprio com valor préprio X\. O espago préprio V) = Ker(Ly) é a
reta V), = Cvy, ou seja, a multiplicidade geométrica do valor préprio A é igual a 1. A matriz (11.7)
é dita bloco de Jordan de dimensdo n, e a base (11.6) é dita base de Jordan, ou cadeia de Jordan

de comprimento n.
Observe que um bloco de Jordan de dimensao n é da forma

Jy=A+N

onde N é a matriz nilpotente (triangular superior)

N = (11.8)
0 1
0

que verifica NE, = E,_1, se E, denotam os vetores coluna da base candnica de C", e N™ = 0.
O operador definido pela matriz N, que envia (z1,Z2,23,...,2Tn) — (2, Z3,...,T,,0), é também
chamado deslocamento esquerdo.

O polinémio carateristico de um bloco de Jordan Jy de comprimento n é Py, (2) = (z — )",
e portanto a multiplicidade algébrica do valor préprio A é n. O polinémio minimal (o polinémio
monico p(t) de grau minimo tal que p(J) = 0) é também My, (z) = (z — )™ (comparado com o
polinémio minimal da matriz AI, com I matriz identidade de ordem n, que é apenas My (z) =

(z = A).

e.g. Quase-polinémios e derivada. O modelo de um bloco de Jordan é o operador derivacao
D :V — V, definido por (Df)(t) := f'(t), no espaco linear V dos quase-polinémios f(t) = p(t)e*
de grau deg(p) < n. Se A = 0, entdo D™ = 0, pois a n-ésima derivada de um polinémio de grau
< n é nula. Em geral, ¢ imediato verificar que (D — \)™ = 0. O vetor préprio é f(t) = e
valor préprio A. A base de Jordan é

, com

e)\t te)\t t2 At 1 tn—l eAt

stle o=

Nesta base, o operador D é representado pela matriz (11.7).

Fluxo de um bloco de Jordan. Consideramos um bloco de Jordan .J, de dimensao n, definido
em (11.7). O exponencial de ¢ Jy define o fluxo do sistema linear

X:JAX

cujo espago de fases é um espago ciclico C". Como a parte nilpotente N comuta com A\I, podemos
calcular separadamente os exponenciais e depois multiplicar. Sendo N nilpotente de periodo n,
temos que N™ = 0 e portanto também N* = 0 se k > n. Consequentemente, a série que define o
exponencial de tN é de facto um polinémio de grau n — 1, pois

t tnfl
etN = T4 tN+4+-N?24+...40 —___NnL,
2 (n—1)!
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O exponencial da parte diagonal é e'*I, e finalmente

t tn_l
et = et <I+tN+ §N2 4ot )'N"_1>

(n—1
t2 tn—l
1 t 5 . .2. m
¢
1t L
— ot '
1 t
1

Sendo uma corre¢ao polinomial desprezivel se comparada com um crescimento ou um decai-
mento exponenciais, é claro que o comportamento assimptotico das trajetérias do sistema linear
definido por um bloco de Jordan apenas dependem do sinal da parte real de A\, desde que nao seja
nula.

Teorema 11.2.  Se R(A\) <0, entdo para todo 0 < oo < |R(X)| existe uma constante C' tal que

et > v|| < Ce | v| se t>0.

Demonstragdo. Se vi,va,...,v, é uma base de Jordan, entdo um vetor genérico é v.= ", apvy.
E claro que

eI v =M (Z a; Pik(ﬂ) Vi
i

onde 0s p;(t)’s s@o certos polindmios de grau < n, que apenas dependem da dimensao n do bloco

de Jordan. Seja $(A) = —p < 0. Consideramos 0 < « < p, e definimos € = p — a > 0. Podemos

definir uma norma no espago ciclico gerado pelos vi’s de acordo com ||v|| := maxy, |ag|. Entdo, se

M = max;  M;; denota o valor mdximal dos M, = sup ,~, e~ *“pix (t)| (que sao finitos porque
e > 0), é claro que B
ety < Meat v]

para todos os tempos positivos ¢ > 0. Como todas as normas de um espago de dimensao finita
sdo equivalentes, a mesma afirmacao é verdadeira se usamos a norma euclidiana, possivelmente
substituindo a constante M com alguma outra constante C'. O

Assim, se R(A) < 0, todos os vetores sdo contraidos pelo fluxo de Jy, e decaem exponencialmente
para zero quando t — 0.
Invertendo a dire¢ao do tempo, é claro que se R(\) = p > 0e p > 8 > 0, entdo existe uma
constante C' tal que
le~t o < Cet o]l V20

Assim, se R(A) > 0, todos os vetores sao dilatados pelo fluxo de Jy, e decaem exponencialmente
para zero quando t — —oc.

Forma normal de Jordan. Acontece que todo operador linear num espago linear complexo de
dimensao finita é uma soma direta de blocos de Jordan.

Teorema 11.3 (forma normal de Jordan).  Seja L é um operador linear de um espago vetorial
complexo de dimensao finita C". O espago € uma soma direta C* = Vi ® Vo @ --- @ Vg de
subespacos L-invariantes ciclicos.
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Se em cada subespago invariante ciclico escolhemos uma base de Jordan, a matriz que representa
L na base resultante é uma matriz diagonal em blocos

Jy 0 ... 0
0 Jy, ... 0

J= . 7 , (11.9)
0 0 ... J,

onde cada Jy, = Al + Ny é um bloco de Jordan da forma (11.7) de dimensdo nj; < n. Os
Ak’s, nao necessariamente diferentes, sao os valores proprios de L, ou seja, as raizes do polinémio
carateristico P4 (z) = Det(zI — A), se A é a matriz que representa L na base canénica. De facto,
o polinémio carateristico é um produto Pa(z) = [[, (z — Ax)™. A multiplicidade algébrica de
cada valor préprio A é igual & soma das dimensoes nj; dos blocos de Jordan com Ay = A. A
multiplicidade geométrica do valor préprio A é a dimensdo do espago préprio Ker(Ly), que é
igual & cardinalidade de blocos de Jordan com A = A. O polinémio minimal de A é um produto
Ma(z) = [l ep(a)(z = M), sendo p a dimensao do maior bloco de Jordan com Ay = A.

Se A é a matriz que representa o operador L na base candnica (ou em qualquer outra base),
entdo existe uma matriz invertivel U (cujas colunas sdo os vetores das bases de Jordan) tal que
U YAU = J. A forma candnica J é tnica a menos de permutacdes dos blocos. Em particular, a
matriz pode ser representada como uma soma

A=A+N

1 ¢ uma matriz

de uma matriz semi-simples, ou seja, diagonalizavel, A = U(MI @ Aol & ... ) U™
nilpotente N = U(N; @ N @ ...)U~! que comutam.

As demonstragoes classicas do teorema 11.3 sdo elementares mas demoradas, e podem ser

encontradas, por exemplo, em [Ax97, Co22, HS74, La87]. Uma prova elegante e moderna é esbogcada

por Terence Tao no seu blog What’s new.

Forma normal de Jordan de matrizes reais. Consideramos agora um operador L : R® —
R™, definido, na base candnica, pela matriz real A € Mat,, x,(R). Podemos pensar em A como
numa matriz complexa, que define a complexificacdo , LC : C* — C", e como tal conjugada,
de acordo com o teorema 11.3, a uma matriz diagonal em blocos (11.9). Como A é real, o seu
polinémio carateri stico tem coeficientes reais, e portanto os valores préprios de A sao numeros
reais A ou pares de nimeros complexos conjugados A = o +iw e A = o — iw.

Teorema 11.4 (forma normal de Jordan real).  Seja L um operador definido no espago vetorial
real R™. Entao o espaco total é uma soma direta

R" = (@ EA> o P E.x
AeR AEC\R

de subespagos invariantes Ey, associados aos valores proprios reais \’s, e E, 5, associados aos
;

pares de valores proprios conjugados ndo reais X, \.

Numa base apropriada, a restricao do operador L a cada subespacos invariantes Ey, com A € R,
é um bloco de Jordan da forma (11.7). Numa base apropriada, a restricao do operador L a cada
subespagos invariante E, 5, com A=a+iw e C\R , é uma matriz da forma

Ryx 1

Hx= (11.10)

com


https://terrytao.wordpress.com/2007/10/12/the-jordan-normal-form-and-the-euclidean-algorithm/

11 SISTEMAS LINEARES 222

Consequentemente, numa base apropriada, o operador L é representado por uma matriz dia-
gonal em blocos (11.9), onde cada bloco Ji é da forma (11.7) ou (11.10).

Demonstracdo. De acordo com o teorema 11.3, C™ é uma soma direta de subespagos V  invariantes
para a complexificagdo do operador L. A matriz que define o operador complexificado numa base
apropriada é uma soma direta de blocos de Jordan.

Consideramos um bloco de Jordan com valor préprio real A. Se x = x+ iy é o vetor Ly-ciclico
que gera o espaco ciclico V, entao x ou y é um vector Ly-ciclico real. Este vetor gera portando
um espago ciclico real Ey, e portanto uma cadeia de Jordan de dimensao real igual a dimensao
complexa de Ej.

Consideramos agora um bloco de Jordan associado a um espago ciclico V), com valor préprio
A = a+iw que ndo é real (ou seja, com w # 0. Entéo o operador complexificado também admite o
valor préprio conjugado A = av—iw, e o correspondente espaco ciclico V1. E claro que as dimensoes
de V) e V), sao iguais, pois se v is Ly-ciclico entao v é Ly-ciclico, e vice-versa. Procedendo como
no caso planar (i.e. usando um raciocinio andlogo ao utilizado na demontrag¢ao do teorema 7.7), é
entao facil verificar que o subespago invariante V, @ V5 C C™ d4 origem a um subespaco invariante
real E ax C R™, de dimensao real igual a dimensao complexa de V, onde o operador é um bloco
do género (11.10). O

e.g. factorizagao de operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes. De
acordo com o teorema de Picard-Lindelof 1.3, o espago das solucées da EDO linear homogénea com
coeficientes constantes de ordem n

2™ 4+, 12V 4t agi +ard +agz =0 (11.11)

é um subespaco linear H C C*°(R) de dimensao dim H = n do espago C*°(R) das fungées z : R — C
infinitamente derivaveis. Pode ser caracterizado como sendo o nticleo H = KerL do operador
diferencial com coeficientes constantes

L=0"4a,_ 10" '+ +ad*>+a10+ao.

E claro que a EDO (11.11) é equivalente a um sistema linear em R™, e portanto pode ser estudada
com os métodos ilustrados até agora. No entanto, existe também uma outra possibilidade, que
revela o significado analitico dos blocos de Jordan.

As solugbes de (11.11) sdo combinagdes lineares (finitas) de “quase-polinémios”. De facto, a

conjetura z(t) = e** é uma solugao de (11.11) se z é uma raiz do polinémio caratéristico

P(z):=2"+ 12"Vt aZ? +arz+ag.
Pelo teorema fundamental da &lgebra, o polinémio P(z) é um produto
Pz)=(z=2)" (z=X)™ ... (2 = Ap)™

de factores (z — Ag)™, onde os A, € C sdo as raizes (em geral, complexas) do polindmio, e os
inteiros ni > 1 as respetivas multiplicidades algébricas. As multiplicidades algébricas satisfazem
ny+ne+---+ng=n.

A correspondéncia entre o polinémio P(z) e o operador L = P(9) é um isomorfismo entre
algebra dos polindémios em uma varidvel complexa e a algebra dos operadores diferenciais com
coeficientes constantes. Ou seja, combinagoes lineares de polinémios sdo enviadas em combinagoes
lineares de operadores diferenciais, e ao produto pontual entre dois polinémios corresponde o
produto, i.e. a composi¢do, dos operadores diferenciais (que é comutativa quando os coeficientes
sao constantes). Consequentemente, o operador L também factoriza num produto

L=(0—=X)"(0—=X\)"...(0—X)™.

Os operadores (0 — A\g)™, com Ag’s diferentes, comutam. Consequentemente, o nicleo de L
contém os nicleos de cada um dos factores. O nicleo de (0 — A;)™ ¢é o espaco de dimensao ny
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dos quase-polinémios p(t)e*t, onde p(t) é um polinémio de grau deg(p) < ng. Portanto, a solugao
geral de (11.11) é uma sobreposicao

2(t) = pr(t) M,
k

onde )\, € C sdo as raizes do polindémio carateristico, com multiplicidades algébricas ng, e os
pr € C[t] sdo polindmios arbitrdrios de grau deg(py) < ng.

Se os coeficientes ay’s da equagao diferencial linear (11.11) sdo nimeros reais (como acontece
frequentemente na fisical), entdo o polinémio caraterfstico possui rafzes reais ou pares de raizes
complexas conjugadas. E entdo possivel construir um espaco de dimensao real n de solugoes reais,
da forma seguinte.

A cada raiz real A\, € R com multiplicidade algébrica n; > 1 estd associado o espago de
dimenséo real ny dos quase-polinémios reais que anulam o operador (9 — A;)™*, ou seja, o espago
linear de dimensao real n; dos quase-polinémios

p(t) ™!
com deg(p) < ng.

A cada par de raizes complexas conjugadas A\, = oy + iwy € A\ = ay, — iwy € C (com wy, > 0),
de multiplicidade algébrica ny, ou seja, a cada factor

(0= X)™ (0= Xe)™ = ((0 — a)® + wi)™
de L, esta associado o espaco linear de dimensao real 2n; dos quase-polinémios
p(t) e cos(wy) + q(t) e " sin(wyt)

onde p, g € R[t] sdo polinémios reais de grau deg(p) < ny, e deg(q) < ng.

Verifique que o espago das solugdes de 9"z = 0 é o espago linear Pol.,, dos polinémios de
grau < n.

Verifique que o nucleo do operador linear Ly := 0 — A é o espaco linear de dimensao 1 gerado

pela funcdo e,

Seja My o operador modulacdo, definido por (Myxz)(t) := e*x(t). Verifique que
d—A=MoM, !
(ou seja, M) realiza uma conjugagao entre os operadores 0 e d — \), e portanto
(D —=N)" =Mo" My~* .

Deduza que o niicleo da poténcia (9 — \)", com n > 1, é o espago linear (de dimensao n) dos
quase-polinémios p(t)e* de grau deg(p) < n.

Determine a solugao geral das seguintes ODEs lineares
T —F—4ct+4r=0 T ==z T H+2i4+2x=0 T 4+2i+1=0

[Ap69] Vol. 2, 6.9.
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11.4 Campos lineares hiperbdlicos

Espacgos estdvel, neutro e instdvel Seja L € End(R™) um campo linear, definido na base
candnica pela matriz real A. O fluxo do sistema linear

x = Ax

é dado por ®; = e*. O comportamento assimptético do fluxo em cada subespaco invariante (ou,
com abuso de linguagem, cadeia de Jordan) Ey ou EA,X descrito no teorema 11.4 depende da
parte real do valor préoprio A correspondente.

E possivel representar o espago de fases como soma direta de trés subespagos invariantes

R"=E  oE°@oEt

onde o espago estdvel E~ é a soma direta das cadeias de Jordan com R(A) < 0, o espago instdvel
E* é a soma direta das cadeias de Jordan com R()\) > 0, e finalmente o espago neutro EY é a soma
direta das cadeias de Jordan com $(\) = 0.

Pogos e fontes. O sistema linear, ou, melhor, o ponto de equilibrio 0, é chamado pogo (em inglés,
sink) se todos os valores préprios tém parte real negativa, i.e. R(\) < 0, assim que R"® = E~. Por
exemplo, nodos e focos estaveis no plano sao pogos.

O sistema linear é chamado fonte (em inglés, source) se todos os valores préprios tém parte real
positiva, assim que R” = ET. Por exemplo, nodos e focos instdveis no plano sao fontes.

E claro que uma inversao da dire¢ao do tempo transforma um pogo numa fonte e vice-versa
pois (et4) ™1 = ¢4, O seguinte teorema diz que os pogos sdo os sistemas lineares cujas trajetérias
decaem exponencialmente quando ¢ — oo.

Teorema 11.5. O sistema linear x = Ax € um pogo sse satisfaz uma das sequintes condi¢oes
equivalentes:

i) todos os valores proprios (da complexifica¢do) de A tém parte real negativa,

it) todas as solugdes decaem etAv — 0 quando t — oo,

ii1) existem um expoente o > 0 e uma constante C tais que para todos os v € R"

HetA vl|<Ce v se t>0 . (11.12)

Demonstragio. E ébvio que iii) = ii). E também claro que ii) = i), pois se algum valor préprio
tem R(A) > 0, entdo é ficil encontrar, na cadeia de Jordan correspondente, uma solugdo que nao
decai quando ¢ — oo. Para provar que i) = iii), comegamos por observar que iii) acontece em cada
cadeia de Jordan, pelo teorema 11.2. Mas se fixamos uma norma em cada subespago de uma soma
direta (por exemplo a restrigao da norma euclidiana), entdo podemos definir uma norma no espago
total considerando o mdximo (ou a soma, ou a raiz quadrada da soma dos quadrados) entre as
normas das componentes dos vetores. Relativamente a esta norma temos claramente a desigualdade
(11.12) com algum expoente « > 0 estritamente inferior ao menor dos |R(\)|’s e alguma constante
C'. Pela equivaléncia de todas as normas em R” (teorema 10.1) a mesma desigualdade é verificada
realativamente a toda outra norma, com possivelmente uma constante C' diferente. O

Mudando a direcao do tempo, obtemos também uma caraterizacao das fontes. Todas as tra-
jetérias nao nulas de uma fonte divergem exponencialmente, ou seja, satisfazem

HetA VH > CePtv| se t>0

para algum expoente 8 > 0, alguma constante C.
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Campos lineares hiperbdlicos. Um campo linear L é chamado hiperbdlico se o espetro da sua
complexificagao é disjunto do eixo imaginario, ou seja, se todos os valores préprios A, reais ou
complexos, tém parte real R(A) # 0. O espago de fases de um campo hiperbdlico é entao uma
soma direta

R*"=E- @ E"

apenas dos subespacgos estavel e instavel.

E claro que pocos e fontes sao hiperbdlicos, mas o caso mais interessante é quando ambos os
espacos ET sdo nio vazios. Um argumento anilogo a prova do teorema 11.5 mostra a seguinte
caraterizagao de um campo hiperbdlico.

Teorema 11.6.  Seja A um campo hiperbélico em R™. O espaco de fase é uma soma direta
R™ = E- ®E™T dos supespacos invariantes estdvel e instdvel, e existem expoentes positivos o, 3 > 0
e uma constante C tais que

letAv| < Ce ~ot||v| se veET e t>0

le~tv| < Ce ~Pt||v|| se vEET e t>0

O fluxo de um campo hiperbdlico contrai os vetores do espaco estavel e dilata os vetores do
espago instavel. De facto, os espagos estavel e instavel podem ser caraterizados como os conjuntos
dos vetores v satisfazendo e**4v — 0 quando ¢ — oo, respetivamente. Se os dois subespacos nao
sdo vazios, trajetérias genéricas e?4v, que nao comecam em E~ UE™, divergem quando ¢t — +o0.

Os campos lineares hiperbdlicos sdo o modelos paradigmaticos de uma grande classe de sistemas
dindmicos, tratada na teoria moderna dos sistemas dinamicos. Uma introdugéo classica é [HS74].

11.5 Sistemas lineares forgados

Sistemas forcados. Um sistema linear nao homogéneo, ou forcado, é uma lei

X = Ax+£(t) (11.13)

7

para o vetor x(t) € R™, onde A € Mat, x, (R) e f(¢) € R™ é uma “forga” dependente do tempo.

As solucdes da equacdo homogénea associada y = Ay sio y(t) = ¢4z, onde z = y(0) é um

vetor constante. A conjetura x(t) = e z(t) (obtida ao fazer “variar as constantes” da solucio da
homogénea) é solucao de (11.13) sse

Aettz4 ez = Aetz 4+ £(),
e portanto sse z(t) é solucao do sistema simples

z=e (L),
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Pelo teorema fundamental do célculo, aplicado a cada entrada da matriz,

z(t) = z(to) + /t e A () dr.

to

Sendo z(ty) = e '4x(ty), a solucao de (11.13) com condicdo inicial x(ty) = xq é

t
x(t) = et A x / DAL () dr .

to

A primeira parte desta solucao é, como ja observado, a solu¢ao do sistema homogéneo. A segunda
é a parte mais interessante, sendo a “resposta” do sistema, inicialmente em repouso, a forca f
que age entre o tempo inicial ¢y e o tempo final t. Se aproximamos o integral com uma soma de
Riemann, esta resposta é aproximada por

UL (1) + e TIAR (1)) + DAL (1) 4 LT DAR (7, )

sendo os tempos tg < 71 < 7o < --- < T,_1 < t em numero suficiente. Esta é uma soma pesada das

forgas f(7x), e o operador que “pesa” cada uma destas forgas é elt=™)A que depende do intervalo

de tempo t — 7 entre o instante 7, em que agiu a forca e instante ¢ em que observamos a resposta.
Mais uma vez, mais facil do que lembrar esta férmula é 1til lembrar o método.

Oscilador forcado. A posicao e o momento linear do oscilador harmoénico forcado satisfazem o
sistema

¢=p

p=—q+ f(t)

onde f(t) é uma forga externa. O fluxo da parte homogénea, definida pela matriz anti-simétrica
A= (25§), ¢ uma rotacio
‘A cost sint
et = .
—sint cost

A solugéo com condigéo inicial arbitraria ¢(0) = ¢ e p(0) = po é portanto

()= ) ()« [ 273) () o

Em particular, a solugao com condi¢ao inicial nula admite a representacao integral

q(t) = /0 sin(t — 7) f(7r) dr,

(isto é suficiente pois p(t) = ¢(t), de acordo com a primeira das equagdes). Assim, a resposta
do oscilador é uma “convolucdo” entre a forca f(t) e a “resposta impulsiva” sint. A teoria da
transformada de Laplace generaliza esta observacao.

Considere o sistema forcado
q=q+p
p=p+e’

Determine a solugédo com condigéo inicial arbitraria ¢(0) = g e p(0) = po.

Considere o sistema forcado
q=-q+p
p=-p+t

Determine a solugdo com condigéo inicial arbitraria ¢(0) = o e p(0) = po.
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Osciladores acoplados e forcados. Consideramos um sistema de dois osciladores acoplados
e forcados, com lagrangiana

L=1(#2+22%) +Lw? (a7 +23) + Le (@ — 22)* + filar, ) + fo(wo,t).

onde 9f1/0x1 e Ofy/0xs sao as forgas externas que agem sobre o primeiro e o segundo oscilador,
respetivamente.
Um caso simples é uma forca constante, do género fi(xx,t) = xy f(t). Nas coordenadas (nao
ortonormadas) ¢ = (z1 +x2)/2 e Q = (x1 — 22)/2 que diagonalizam a forma quadratica da energia
potencial em auséncia de forga externa, as equagoes de Euler-Lagrange assumem a forma

§=-wqt2f(t) e Q=-922Q,
onde ) = Vw? +2e ~ w+¢e/w? +.... Portanto, a forca age sobre o centro de massa do sistema,

de coordenada ¢ e frequéncia prépria w, mas nao sobre a oscilagoes “internas”, descritas pela
coordenada @ com frequéncia prépria Q.

Determine a solugéo geral (pode assumir que w = 1).

[Ap69] Vol. 2, 7.17.
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