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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures on
“Complementos de Célculo e de Geometria Analitica” for students of FIS and ENGFIS during
the a.y.’s 2013/14, 2014/15, 2017/18, 2018/19, 2019/20, 2020/21 and now 2021/22. They are
rather informal and certainly contain mistakes (indeed, they are constantly actualised). I tried
to be as synthetic as I could, without missing the observations that I consider important.

Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all I plan to lecture. So, I
included sketched paragraphs or whole chapters (those marked with an *), about material that
I think should/could be lectured within the same course, given enough time. Some chapters,
on first order differential equations and on basic linear algebra, are included for completeness,
being lectured in Calculus or in Linear Algebra during the previous semester.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material
can be found in [Ap69)].

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:
e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”.
means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Black paragraphs form the main text.

Blue paragraphs deal with examples, applications and ideas relevant in physics, engineering
or other sciences. They are the real reason why all this maths is worth studying.

Red paragraphs (mostly written in english) are more advanced or non trivial facts and
results which may be skipped in a first (and also second) reading.

O indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher, SketchBook or Paintbrush on my MacBook, or taken
from Wikipedia, or produced with Python and Matlab .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported License.
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CONTEUDO 3

Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B ¢ a intersecao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reuniao dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Nuameros. N:={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais. 7 := {0,+1,+2,+3,...}
denota o anel dos niimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros
racionais. R e C sao os corpos dos nimeros reais e complexos, respetivamente.

Fungoes. Uma funcdo f:X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X x Y tal que para cada x € X existe um tnico y := f(z) € Y, dito
imagem de z, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio sio claros, uma func¢ao pode
ser denotada apenas por x — f(x), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de z. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) :={f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da fungéo f : X — Y é o conjunto f(X) := {f(x) com x €
X} CY dos valores da fungao. O grdfico da funcdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :=={(z,y) e X XY t.q. y=f(z)} CX xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcao identidade Ix : X — X é
definida por Ix () = z, e o seu gréfico é a diagonal {(r,z) com z € X} C X x X.

A restricao da funcdio f : X — Y ao subconjunto A C X é a funcéo f|, : A — Y definida
por f|, (a) = f(a).

A composicao das fungoes f: X Y eg: f(X)CY — Z éafuncdo go f : X — Z definida
por (g0 f)(x) = g(f(x)), ou seja,

iy =fz) =z =g(y) =g9(f(z))

Uma funcao f : X — Y é injetiva se x # a2’ implica f(x) # f(2'), e portato a imagem f(X)
é uma “cépia” de X. Uma fungdo f: X — Y é sobrejetiva se todo y € Y é imagem y = f(z)
de algum z € X, ou seja, se Y = f(X). Uma funcao f: X — Y é bijetiva/invertivel se é injetiva
e sobrejetiva, e portanto admite uma funcao inversa f~':Y — X, que verifica f~1(f(z)) =z e
f(f~Y(y)) =y paratodososr € X ey €Y.

Espaco euclidiano. R" denota o espago euclidiano de dimensao n. Fixada a base canodnica

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...), ..., e, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
X = (21,Z2,...,%y) = 21€] + To€2 + -+ + Tpey
de coordenadas ' € R, com i = 1,2,...,n.

O produto interno Euclidiano/candnico é definido por

Xy :=T1y1 +Tay2 + -+ TpYn = Z dijTiTy .
ij

(onde (d;;) é a matriz/simbolo de Kronecker igual a d;; = 1 na diagonal e d;; = 0 se i # 1).
O produto interno Euclidiano realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* :=
Homg(R™,R) e o préprio R™: o valor da forma linear (ou co-vetor) & € (R™)* =~ R"™ no vetor
xeR" é&(x) =€ -x.

A norma Euclidiana do vetor x € R" é ||x|| := v/x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
X,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

A y) = Ix =yl = V(@ —y1)? + -+ (20— ya)?.

A bola aberta de centro a € R™ e raio € > 0 é o conjunto B.(a) := { x € R” s.t. ||x—al <e}. Um
subconjunto A C R™ é aberto em R™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com ¢ > (0 suficientemente pequeno.
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Os pontos e as relativas coordenadas no plano Euclidiano R? ou no espaco Euclidiano 3-
dimensional R? (ou seja, as posicoes dos pontos materiais da fisica) sdo também denotados, con-
forme a tradigdo, pelas letras r = (z,y) € R®> our = (z,y,2) € R3. Entdo r := ||r| denota o
comprimento do vetor r, ou seja, a distancia do ponto r da origem do referencial.

Caminhos. Se ¢t — x(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) € R™ é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferencidvel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco Euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

. dx .. d?x L d3x
X = — Xi=— X = —
dt’ dt?’ dt3’
Em particular, a primeira derivada v(t) := x(¢) é dita velocidade, e a sua norma v(t) := ||[v(¢)| é

dita velocidade escalar (speed, em inglés). A segunda derivada a(t) := X(t) é dita aceleragao.

Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R® — R definida num dominio X C R".
Um campo vetorial é uma funcio F : X C R® — R* F(x) = (F1(x), Fa(x),..., Fx(x)), cujas
coordenadas F*(x) sao k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X € R® — R* no ponto x € X é a aplicacio linear
dF(x) : R® — R* tal que
F(x +v) = F(x) + dF(x) v + of|[v]})

para todos os vetores v € R™ de norma ||v| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F'/027(x)) € Matgxn(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X C R™ — R no ponto x € X ¢ a forma linear du(x) : R" — R,

_ Ou

0
du(x) := a—xl(x) dzq + a—;;(x) dog + -+ +

ou
Ooxy,

(x) dzy,

(onde dxg, o diferencial da fungdo coordenada x +— xp, é a forma linear que envia o vetor v =
(v1,v2,...,0,) € R™ na sua k-ésima coordenada dzp(v) := vx). A derivada do campo escalar
diferencidvel u : X C R® — R na diregdo do vetor v € R™ (aplicado) no ponto x € X C R", é
igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x +tv) B =du(x)v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel u : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R” — R"
tal que
du(x) v = Vu(x) - v

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Equacgoes diferenciais ordinarias

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.1-7

As equagoes diferenciais ordindrias (ODEs) sdo a linguagem da fisica Newtoniana. Formalizam
a nossa ideia do “determinsimo”, de que o presente de um sistema fisico determina, através de
algumas “leis da natureza”, o seu futuro. Estas leis tém a forma de equagoes diferenciais.

Equacgao de Newton. A trajetéria ¢t — r(t) de uma particula de massa prépria m num referen-
cial inercial ¢ modelada pela “equagio/segunda lei de Newton” '

_F
a?

onde p é o momento linear, definido por

B mv
P \/ 1—112/02’

sendo v =1 a velocidade, v = ||v| a velocidade escalar (em inglés, speed), e ¢ ~ 299 792458 m/s
a velocidade da luz, e onde F é o campo de for¢as que age sobre a particula. Em geral, a forca
F(r,v,t) depende da posi¢ao r da particula, da sua velocidade v, e possivelmente (em sistemas
que nao sao isolados) também explicitamente do tempo ¢.

No regime nao relativistico, quando v < ¢, o momento linear é p >~ mv, e portanto, se a massa
m é constante (isto ndo acontece com um foguetdo que queima combustivel ou um corredor que
transpiral), a equacdo de Newton assume a forma mais conhecida

ma=F

onde a = v =t denota a aceleracdo da particula. Este é o arquétipo de uma “equagao dife-
rencial”, que fisicos e engenheiros querem aprender a resolver, analiticamente ou numericamente,
para calcular trajetoérias e fazer previsoes.

Particula livre. A trajetéria t — r(t) de uma particula livre (néo relativistica) de massa m num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

p=0 ou seja, ma=20, (1.1)
Em particular, o momento linear p := mv é uma constante do movimento, de acordo com o
“principio de inércia de Galileo” ? ou a “primeira lei de Newton” 3. As solucoes da equacao de
Newton (1.1) da particula livre, ou seja, as trajetdérias com aceleragdo nula, sdo as retas afins

r(t) = s+ vt,

onde s = r(0) € R? é a posicio inicial e v = #(0) € R3 é a velocidade (inicial).

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ty = 0, pela posicao
r(0) = (3,2,1) com velocidade #(0) = (1,2, 3).

Determine a velocidade inicial da trajetoria de uma particula livre que passa pela posicao
r(0) = (0,1,2) no instante tg = 0 e pela posi¢ao r(2) = (3,4, 5) no instante ¢, = 2.

1¢Lex segunda: Mutationem motis proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam
qua vis illa imprimitur.” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.]

2« .. il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale
spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, ciod perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massims sistemi del mondo, 1623.]

3“Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
1687.]
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Queda livre. A queda livre de uma particula proxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mg = —mg (1.2)

onde ¢(t) € R denota a altura da particula no instante ¢, m é a massa da particula, e g ~ 980
cm/s? é a aceleracdo da gravidade préximo da superficie terrestre. E um fato experimental que
a “massa inercial” (o factor de § na (1.2)) e a “massa gravitacional” (o fator de g na (1.2)) sao
iguais. Consequentemente, a equagao de Newton reduz-se a ¢ = —g, ou seja, a lei horaria da queda
livre ndo depende da massa da particula! As solugoes da equagao de Newton (1.2) da queda livre,
ou seja, as trajetérias com aceleracao constante, sao as parabolas

q(t) = s+ vot — %th ,

onde s = ¢(0) € R é a altura inicial e vg = ¢(0) € R é a velocidade inicial.

Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura, com
velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o tempo necessario
para a pedra atingir o chao.

Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a altura
de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de novo
ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

Determine solugoes da equagao de Newton

G=1.

O exponencial. O ezponencial, de acordo com Rudin [Ru87] “the most important function in
mathematics”, é a funcao definida pela série de poténcias

o0

tn
exp(t):zza
n=0 (1.3)
2 43 p
=14+t+—-—4+=+—4+...
tth Sttt

Como lim,,_,« |1/n!|"/™ = 0, 0 raio de convergéncia é R = oo, portanto a série converge uniforme-
mente em cada intervalo limitado da reta real.

Gréfico do exponencial.

E imediato verificar que exp(0) = 1. A derivada do exponencial é o préprio exponencial, como se
pode ver derivando a série de poténcias

d 2ttt P
—(l+t+ s+ —F 4. | =0+14+t+ -+ +...
dt(++2+6+24+ ) Tlatt o+ et
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(e usando resultados sobre a derivacdo de séries convergentes). Em outras palavras, a fungao
exponencial z(t) = exp(t) satisfaz a equagao diferencial

rT=ux

com condigao inicial £(0) = 1. Também, o exponencial “transforma somas em produtos” (ou
seja, define um homomorfismo do grupo aditivo R no grupo multiplicativo R_T_ dos nimeros reais
positivos). De fato, a derivada da funcdo f(t) = exp(t) exp(a — t) é nula, e portanto, pelo teorema
do valor médio, a fungdo f(t) é constante, logo igual ao seu valor em ¢ = 0, que é exp(a). Chamando
s = a —t, temos portanto a identidade

exp(t + s) = exp(t) exp(s)
para todos os t,s € R . Em particular, exp(—t) = exp(t)~! e portanto exp(t) # 0 para todos
os t € R. Também, exp(nt) = exp(t)”™, para todo n inteiro, ou também racional. Isto justifica a
notacao usual exp(t) =: e!, onde

: 1 1 LU S ~ 2.71828
e:=exp(l) = +1+2+6+24+-~-_.
é o numero de Euler.

Mais em geral, seja D o operador linear f — Df := f’, definido, por exemplo, no espaco
linear C*°(R) da funcdes infinitamente diferencidveis na reta real. Entdo o exponencial z(t) = e**
é um vetor proprio do operador D com valor préprio A, pois satisfaz Df = Af. Na linguagem das
equagoes diferenciais,

Teorema 1.1. A funcio x(t) = zoet

, com xg constante, € a unica solucao da equacdo diferencial
T=Ar (1.4)

(i.e. a unica fungao diferencidvel cuja derivada € igual a A vezes a prdpria func¢do) com condi¢ao
inicial x(0) = xg (i.e. tal que o seu valor quando t =0 € igual a xo).

Demonstrag¢io. Se y(t) é uma (outra?) solucao de (1.4) com condigao inicial y(0) = zp, entao
o quociente ¢(t) = y(t)/e* tem derivada ¢ = ( — Ay)e~ = 0. Pelo teorema do valor médio,
q(t) é constante e, em particular, igual ao seu valor em ¢t = 0, que é zy. Consequentemente,
y(t) = zoe. O

Determine as solugoes de
T =3z ou T=—"Tz
com condigao inicial z(0) = 1/e ou z(2) = e.
Decaimento radioativo. A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional & quanti-

dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer que a
quantidade N (¢) de matéria radioativa existente no instante ¢ satisfaz a lei

N =—jN, (1.5)

onde o pardmetro 1/8 > 0 é a “vida média” dos niicleos®. A solucao de (1.5) com condigao inicial
N(0) =Ny > 06
N(t) = Nge P,

e “decai” para o equilibrio N = 0 quando ¢t — co.

40 tempo de vida de cada niicleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei Prob(X <
t)=1—e P set>0,e0set <0, emédia EX := fooo tdProb(X < t) =1/8. A equagdo diferencial, quando a
quantidade N de nucleos é grande, é uma consequéncia da lei dos grandes ntmeros.
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Se a radiacao solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante o > 0,
entdo a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei (decaimento com reposigao)

N =—-8N +a. (1.6)

A solugao de equilibrio de (1.6) é N = «/B. A diferenca x(t) := N(t) — N satisfaz a equacio
diferencial £ = —fz (ou seja, a (1.5)), e portanto a solugao de (1.6) é

N(t) = (N(0) = N)e P* + N .

Observe que N (t) — N quando t — oo, independentemente da condicao inicial N (0) (por exemplo
no instante da criagdo do Universol!).

O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo 7 necesséario até a quantidade

de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial (ou seja, N(7) = $N(0)). Mostre que o
tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0), e determine a relagio entre o tempo

de meia-vida 7 e o parametro [3.

O radiocarbono *C tem vida média 1/8 ~ 8033 anos. Mostre como datar um féssil, assu-
mindo que a proporcao de radiocarbono num ser vivente é conhecida’.

Crescimento exponencial. Um modelo do crescimento de uma populagao num meio ambiente
ilimitado é )

N = AN, (1.7)
onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se o é a taxa de

natalidade e 8 é a taxa de mortalidade, entdo A = a— 3). A solugéo estaciondria é a solucao trivial
N(t) = 0 (populacao ausente). A solugdo com condigéo inicial N(0) = Ny > 0 ¢é

N(t) = Ny e

e diverge quanto t — oo (explosdo demografical).
Se a populacao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

Se de uma populacao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa constante
v > 0, entao a populagao segue a lei '
N =AN —~.

Determine o estado estaciondrio, e discuta o comportamento assimptético das outras solugdes (veja
a solugao do problema do decaimento com reposigio).

5J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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Equagées diferenciais ordinarias. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem (resolivel para a derivada) é uma lei

% =v(t,x) (1.8)
para a trajetéria t — x(¢) de um sistema com espaco de fases X C R™ onde x(t) € X denota
o estado do sistema no instante t € T C R, x := ‘(11—’; denota a derivada de x em ordem ao tempo

t,ev:T x X — R"™ é um campo de direcées dado, que depende de x e, em geral, também
esplicitamente do tempo t.

Uma solugdo (local) da EDO (1.8) é um caminho diferencidvel ¢t — x(t) cuja velocidade
satisfaz x(t) = v(t,x(¢)) para cada tempo ¢ num intervalo I C T, ou seja, uma fungdo x : I — X
cujo grafico I' := {(¢,x(t)) € I x X com t € I}, dito curva integral de (1.8), é tangente ao campo
de diregbes v(t,x) em cada ponto (t,x(t)) € I'. Duas solugdes definidas em intervalos I, J C T que
coincidem na interse¢cdo I N J definem uma solugao no intervalo de tempos I U J. Uma solugao
x: I — X é dita maximal se nao pode ser extendida a um intervalo maior J D I. Se T'=R, ma
solugao definida para todos os tempos ¢t € R ¢é dita solugcdo global.

e

Dados um tempo tg € T' e um ponto xg € X, uma solucdo da EDO (1.8) com condi¢do inicial
x(to) = xo (ou solugdo do “Problema de Valores Iniciais”, P.V.I., ou solu¢ao do “problema de
Cauchy”) é uma solucdo definida numa vizinhanga de ¢y cujo grafico contém o ponto (tg,Xg) €
TxX.

— e —
\\\\//// — o M
| \ \
| \ N\ \
N N\ A\
PIXIOSSZI________Z22>
Ll =
I e TSN
| e NN
////\\\\\\////
/1SS e (e =7

Campo de diregdes e uma solugdo de ¢ = sin(z)(1 — #2).
O teorema de Peano © 7 afirma que, se o campo v(t,x) é continuo, entdo existem sempre
solugoes locais, i.e. definidas em vizinhangas suficientemente pequenas do tempo inicial, do pro-
blema de Cauchy. Por outro lado, a continuidade do campo de dire¢des nao é suficiente para
garantir a unicidade das solugdes. O teorema de Picard-Lindeldf © afirma que, se o campo v(t, x)

6G. Peano, Sull’integrabilita delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. Sci. Torino 21 (1886),
677-685.

7G. Peano, Demonstration de I'intégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen 37
(1890) 182-228.

8M. E. Lindelof, Sur 'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.
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¢ continuo e localmente Lipschitziano ? (por exemplo, diferencidvel e com derivada continua) na
varidvel x, entao para cada ponto (t9,%g) € T x X passa uma unica solugdo com condi¢ao inicial
X(to) = Xp-
A forma mais geral de uma EDO de primeira ordem é
F(t,x,x)=0.

Entéo também existem EDOs que nao tém solugao por razoes triviais, como por exemplo a equagao
(#)? 4+ 1 = 0 (pelo menos no espago das fungdes com valores reais!).

Esboce o campo de diregoes das EDOs
T=t T=-x+t % = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

A funcio x(t) = t3 é solucio da equacao diferencial & = 32%/% com condicao inicial z(0) = 0?
E a fungao z(t) = 07

Determine umas EDOs de primeira ordem e de segunda ordem que admitam como solugao a
Gaussiana p(t) = e=t /2,

Quase todas as EDOs tém ordem um! A forma tradicional de escrever a equacao de Newton
de uma particula nao relativistica é

mg = F(q,q,t)

onde q € R? é a posicdo. No entanto, é conveniente e 1itil ler a definicio do momento linear
P = mq ao contrario, de direita para a esquerda, como uma equagado diferencial para q. Desta
forma, a equagdo de Newton resulta equivalente ao par de equacoes de ordem um

q=p/m
p =F(q,p/m,1)

ou seja, uma equacgao de ordem um para uma variavel (q, p) que vive no espaco de fases R? x R3.
Mais em geral, uma EDO de ordem n > 2 resoltvel para a n-ésima derivada é uma lei do género

y(”) =F (t,y,y',yj, ...,y("71)>
para o observavel y(t) € R. E equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem
x = v (t,x)
para o observavel x = (x1, xa, ..., z,) € R™ definido por
T1:=9 To =1 T3 =79 Ty =y
se o campo de diregoes é definido por v(t,x) := (22, ..., Tn—1, F (£, 21, T2y oy Tp)).
Determine os sistemas de ODEs de ordem 1 que traduzem as seguintes ODEs de ordem > 1
I=-x i4+c=0 i+t+z2=0
r=t—=x T+ix+x=0 T =x

Determine uma EDO de segunda ordem que admita como solugéo a Gaussiana ¢(t) = e~t'/2,

9A fungio f: U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R" se

IL>0 taq If(@) = fI<L-llz—yl Va,yeU.
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Mostre que solucdes da EDO z(™) = 0 sdo os polinémios de grau n — 1.

Solugoes de Chandrasekhar da equagao de Lane-Emden. Um modelo do perfil de equilibrio
hidrostatico de uma estrela é a equacdo de Lane-Emden

1d [ ,d0\
e (C) = o

onde £ é uma “distancia adimensional” do centro da estrela, §(£) é proporcional & densidade, e p
é um parametro que depende da equacéo de estado P = Kp't1/? do gés que forma a estrela. O
problema fisico é determinare a solu¢do com condicoes iniciais 8(0) = 1 e df/d€(0) = 0, e o menor
zero de (§) com & > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.

Verifique que

1 sin & 1

06 =1-2¢, 0= e &)=

sao solugdes da equacdo de Lane-Emden (1.9) quando p =0, 1 e 5, respetivamente.

10

Movimento uniformemente acelerado relativistico. Por fim, podem querer saber como
aparece 0 movimento uniformemente acelerado na relatividade especial. A equagao de Newton
relativistica (por exemplo ao longo do eixo = de um referencial inercial) com aceleragdo prépria

constante g é
d v

a\/1—112/02 -7

A solugédo com velocidade e posigo iniciais nulas é

gt . c (
v(t) = ——— e portanto, ao integrar, z(t) = — 14 g2t2/c% — 1)
(t) o p g (t) FASARE /

Observem que para tempos pequenos (logo velocidades pequenas) z(t) ~ gt2/2, como esperado.
Este é chamado “movimento hiperbdlico”, pois as trajetérias vivem num ramo da hipérbole

2
g )2 gt
1) (L) =1
(02+ (c)

no espaco-tempo, cujas assimptotas sao as retas x + ¢2/g = %ct, com velocidades +c.'!

[ V)

Verifique as formulas acima.

108, Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, 1958.
11C.W. Misner, K.S. Thorne and J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973.
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2 Existéncia, unicidade e simulacoes™®

E natural colocar a questao de decidir se as equagoes diferenciais, que usamos como modelos de
fenémenos fisicos, realizam as nossas espectativas sobre o determinismo. Ou seja, se realmente as
condicoes iniciais determinam, e univocamente, o futuro de um sistema (e eventualmente também
o passado, sendo muitas leis fundamentais indiferentes a diregdo do tempo). Do ponto de vista
matematico, isto significa provar teoremas de existéncia e unicidade para as solugoes.

Ainda mais importante, para fisicos e engenheiros, é a possibilidade de simular, ou seja aproxi-
mar, solugoes, na impossibilidade praticamente certa de encontrar as solugoes exatas das equacgoes
diferenciais que descrevem os fenémenos interessantes do mundo real. Naturalmente, as simulagoes
sao crediveis se conseguimos controlar os erros introduzidos.

Iteracoes de Picard. Uma funcao diferencidvel ¢t — ¢(t), definida num intervalo I C R e com
valores num dominio X C R", é solu¢ao da equagao diferencial & = v(¢,z) com condigdo inicial
o(tg) = o se e s6 se
t
o) =0+ [ v(sp(s)) ds.

to
ou seja, se (t) é um ponto fixo do mapa de Picard P :C(I,X) — C(I,X), que envia uma fungao
¢(t) na funcao

(Po) (t) :=xo + / v (s,0(s))ds. (2.1)

to

Se a sucessao de funcoes ¢, Pp, P2p := P (P9) , ..., P"¢ := P (P""'¢), ..., obtidas iterando
o mapa de Picard a partir de uma funcdo inicial ¢, é convergente (numa topologia apropriada
definida num subespaco C C C(I,X) :={ ¢ : I — X continua} tal que P : C — C seja continua),
entdo o limite z(t) = lim,,—, o (P"¢) (¢) é um ponto fixo do mapa de Picard, e portanto uma solucao
da equagéo diferencial & = v(¢,z) com a condigao inicial dada z(tg) = zo.

e.g. Se o campo de velocidades apenas depende do tempo, ou seja o problema é a EDO simples
& = v(t), entdo o mapa de Picard envia toda funcao inicial ¢(¢) na solugao

(Po) (t) = xo + / v(s)ds

to

com z(tg) = xo.
e.g. Queremos resolver & = z com condicdo inicial (0) = 1. Comegamos pela conjetura
¢(t) = 1, e depois calculamos
t2 23
(Po) (t) =1+t (7?2¢)(t)=1+t+5 (7?3¢)(t):1+t+5+§
Entao a sucessdo converge (uniformemente em intervalos limitados) para a série de Taylor da fungao

exponencial
2 n

") (1) = LN t
(P¢)(t)—1+t+2+ ta e

que ¢é a solucao que ja conhecemos.

Contragoes e teorema de ponto fixo de Banach. Seja (X,d) um espago métrico. Uma
transformacao f : X — X é dita contracao se é Lipschitz e tem constante de Lipschitz inferior a
um, ou seja, se existe 0 < A < 1 tal que para todos z,z’ € X

As trajetdrias da transformagao f : X — X sdo as sucessoes (x,) definidas recursivamente por
Tnt1 = f(zn), se n > 0, a partir de uma condicdo inicial g € X. Os pontos fizos de f sado os
pontos p € X tais que f(p) = p.

Um espago métrico é completo se toda sucessao fundamental é convergente.
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Teorema 2.1 (principio das contragoes, teorema de ponto fixo de Banach).  As trajetdrias de
uma contracao f : X — X sao sucesssoes de Cauchy, e a distancia entre cada duas trajetérias
decai exponencialmente no tempo. Se X € completo, entdo f admite um dnico ponto fizo p, e a
trajetoria de todo ponto converge exponencialmente para o ponto fixo.

Demonstracdo. Seja f : X — X uma A-contragao. Seja xg € X um ponto arbitrario, e seja
(rn) a sua trajetéria, a sucessdo definida recursivamente por z,+1 = f(z,). Usando k-vezes a
contratividade ve-se que d (7541, 2%) < Ad(z1,20)*, e portanto que

k—1 k—1
Ad(@niron) <Y d(@nggins Tagy) < d(wn,mo) - Yy A
=0 =0
< d(l‘l Io) AT i)\j < A . d(xl CC()) .
— ) / O —_ 1 _ )\ )
=

Em particular, (z,) é uma sucessdo de Cauchy, pois para todo € > 0 existe 7 tao grande que se
n>mentdo A"/(1—A) <e.
Se (yn) é a trajetéria de um outro ponto yo € Y, a contratividade também implica que

d(x'rnyn) S A d(9607y0)7

ou seja que que a distancia entre duas trajetorias decai exponencialmente.
O limite p = lim,,_, o, x,,, que existe se X é completo, é um ponto fixo de f, porque f é continua,

) = f (lim @) = lm fe,) = lm @0 =p.

n—oo

Se p e p’ sdo pontos fixos, entdo d(p,p’) = d(f(p), f(P’)) < Ad(p,p’) com A < 1 implica que
d(p,p’) = 0, o que mostra que o ponto fixo é inico. Comparando a trajetéria de z e do ponto fixo
p (que é a sucessao constante), ve-se que

d(zn,p) <A™ - d(z0,p),

ou seja, que a convergéncia z,, — p é exponencial. O

Utilize o teorema do valor médio para mostrar que uma funcao f : R® — R™ de classe C! é
uma contragdo sse existe A < 1 tal que |f’'(z)| < A para todo = € R".

Mostre que uma transformacao f : X — X tal que

d(f(z), f(2')) < d(z,2')

para todos x, ' € X distintos pode nao ter pontos fixos, mesmo se o espaco métrico X for completo.

Teorema de Picard-Lindelsf. '? O teorema de existéncia e unicidade bésico para equacoes
diferenciais ordinarias é o seguinte.

Teorema 2.2 (Picard-Lindelof).  Seja v(t,z) um campo de velocidades continuo definido num
dominio D do espago de fases extendido R x X. Se v € localmente Lipschitziana (por exemplo,
diferencidvel com continuidade) com respeito a sequnda varidvel x € X C R™, entdo existe uma e
uma dnica solugdo local da equagio diferencial & = v(t,x) que passa por cada ponto (to,zo) € D.

12M. E. Lindel6f, Sur 'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.
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Demonstrag¢do. Seja I x B = [ty — &,to + €] x Bs (79) uma vizinhanga sufiientemente pequena de
(to, o), onde B = Bs (z0) denota o disco fechado de centro x( e raio § in X. Pela continuidsde
do campo de velocidades v(t.x) existe K > 0 tal que |v(t,z)| < K se (t,z) € I x B. Pela condicao
de Lipschitz, existe M > 0 tal que |v(t,z) —v(t,y)| < M|z —y| set € I e x,y € B. Podemos
reduzir, se necessdrio, o raio ¢ de I de maneira tal que Ke < § e Me < 1. Seja C = C°(I, B)
o espago das fungoes continuas t — ¢(t) que enviam I em B. Munido da norma do supremo,
|6 — @lloc := sup,es |(t) — o(t)| este é um espago métrico completo (de fato, um espago de
Banach). O mapa de Picard (2.1) envia C em C, pois
t
[ (P¢) (t) — ol < [ [v(s,o(s))|ds < Ke<6.

to

Finalmente, dadas duas fungoes ¢, ¢ € C, acontece que

[ (Po) (1) = (Pe) (1)) S/t v (s,0(5)) = v (s, 0(s)) | ds

< Me -sup |p(t) — o(t)],
tel

e portanto
IPé = Polloc < Me - [|¢p — ¢l -

Sendo Me < 1, o mapa de Picard é uma contracao. O teorema segue do principio das contragoes
2.1. O

Solugoes exatas e simulagoes. Exceto poucos casos importantes, resolvidos por matematicos
e fisicos famosos (como a queda livre, a lei de Hooke/oscillador harménico, o problema de Ke-
pler, ...), ndo hd nenhuma esperanca de resolver “analiticamente” as equagoes diferenciais que
descrevem fenémenos interessantes do mundo real (leis da fisica, problemas de engenharia, ... ). E
necessario fazer “simulagoes”, ou seja, calcular valores aproximados das solugoes.

Método de Euler/diferéncgas finitas. Considere o problema de simular as solugoes da EDO
& =wv(t,x) (2.2)
O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximagao linear
x(t+dt) ~z(t) +v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt = 7 suficientemente pequeno. A solugdo z(t,), nos tempos t, = to + nr, com
condigao inicial x(tg) = xo é estimada pela sucessdo (2, )nen, definida recursivamente por

’.’I;n+1 =2p + 0(tn, Tn) -T.‘

Se a solugao verdadeira admite segunda derivada, é natural esperar, pela férmula de Taylor
com resto, que o erro
en = x(ty) — Tp

introduzido em cada passo seja da ordem de 72. Num intervalo de tempo fixado [to,to + T,

dividido em N subintervalos de comprimento 7 (assim que T'= NT), o erro acumulado deve ser
entdo da ordem de N 72 ~ T'T, que converge para zero quando 7 — 0.
Por exemplo, em Python


https://www.python.org
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# scientific libraries
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# parameters and initial conditions

g8 = 1 # initial position

t@ , T=0 , 1 # initial and final times
dt 0.001 # time step for integration

# vector field

def vectorfield(x, t):
dgdt = x
return dqdt

np.arange(t@, T, dt) # times
np.zeros(len(t)) # positions

qle] = q@

for 1 in range(@,len(t)-1):
q[i+1] = q[i] + vectorfield(q[i],t[i]) * dt

Euler integration

# picture

plt.figure()

plt.plot(t, q , label='trajectory')
plt.title("Euler method")
plt.xlabel( ‘time"')

plt.ylabel( ‘position’)

plt.legend()

Estimagao dos erros no método de Euler. Este argumento pode ser feito riguroso, com
algumas hipdteses a priori sobre a solucao.

Usa o seguinte lema, de interesse independente, que descreve um crescimento quase-exponencial.
Observe que a equagdo recursiva y,+1 = Ay, + 8, com A positivo mas # 1, descreve um cresci-
mento/decaimento (dependendo se A é superior ou inferior a 1) exponencial com reposi¢io/recolha
(dependendo se 3 é positivo ou negativo), e a sua solugao é y,, = A" (yo—7)+7, sendoy = 5/(1—XN)
o equilibrio.

Teorema 2.3. Seja (yn) uma sucessio de nimeros nio negativos que verifica

yn-i-l SAyn‘i‘B
com N\, >0 e \#1. Entdo
AT —1

<\
Yn S AYo + N1

3.

A demostracao é simples, por inducao.

Assumimos entao que exista e seja tinica a solugao de & = v(¢, x) no intervalo I = [tg, tg+7], com
condicao inicial z(tg) = x¢. Assumimos também que a sua segunda derivada seja uniformemente
limitada, i.e.

#(t)] < M (2.3)
e que o campo de velocidades seja Lipschitziano na segunda variavel, i.e.
‘U(ﬁ,I) - U(t7 y)' < K |.’IJ - y| ’ (24)
também uniformemente em t € I.

Teorema 2.4.  Seja x(t) a dnica solugdo de & = v(t,x) no intervalo [to,to + T] com condi¢ao
inicial x(tg) = xo. Se o campo satisfaz (2.4) e a solugdo satisfaz (2.3), entdo a diferenca entre o0s
x(tn), comt, =tg+nt e0<n <N, e os termos da sucessdo xg,T1,Ta,...,TN, obtida usando o
método de Euler com passo 7 =T/N, é limitada por

(1+ Km)"

|x(tn) — zn| < MTT.
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Demonstracdo. Usando a férmula de Taylor com resto de Lagrange e a propria equagao diferencial
Z(ty) = v(tn, z(t)), podemos escrever

|[2(tns1) = Tngr| = |2(tn +7) — Tn — V(tn, n) 7|
= |@(tn) + &(tn) T+ 3E(tn + 6) 72 — Ty — V(tn, 20T
= |2(tn) — Tn + (V(tn, 2(tn)) — V(tn, n)) T+ 3E(tn + 6) 72|

onde 0 < § < 7. Pela deigualdade do triangulo e as hipdteses (2.3) sobre a segunda derivada da
solugdo e (2.4) sobre o campo vetorial,

[2(tnt1) = Tnga| < [@(tn) — an| + [0(tn, 2(tn)) = v(tn, 20)| 7+ |%$(tn +9) 7'2‘
<|a(tn) — xp| + K7 |2(tn) — x| + M72/2.

Portanto, a sucessao dos erros &, = x(tn) — x,, satisfaz

M 2
el < (14 K1) feu] + =5
Pelo teorema 2.3, com g9 = 0, A = (1 + K7) e 3 = M72/2, temos
QA+Er)m—1__,
W< SERT T 29
L
e portanto o resultado. O

Convergéncia do método de Euler. Como natural esperar, a cota superior aos erros no
teorema 2.4 é méxima quando n = N, o nimero total de passos no intervalo [to,to + T]. Quando
o passo 7 — 0, o nimero de passos N = T'/7 tende para o co. Mas
N
+Kn)Y O+ e
2K 2K 2K

quando N — oo. Consequentemente, nas hipdteses do teorema 2.4, os erros sao uniformemente

limitados por

M

eKT
n<M77
lenl < M o7 7

logo convergem para zero uniformemente quando 7 — 0.
e.g. Considere a equagao diferencial
T=x
com condigao inicial £(0) = 1, que define o exponencial. Se o passo é 7 > 0 e o tempo final é
t =n7 com n € N, entdao o método de Euler fornece a aproximagao

z(t)~z, =(1+7)"
onde n = t/7 é o nimero de passos. No limite quando o passo 7 — 0, as aproximagoes convergem

para a solugio z(t) = ef, pois

m(l—i—T)t/T: lim (1—1—2) =e.

i
T—0 n—o0

Simule a solugao da EDO & = (1 — 2t) x com condicao inicial 2(0) = 1. Compare o resultado

com o valor exacto z(t) = et’tQ7 usando passos diferentes, por exemplo 0.01, 0.001, 0.0001 ...

Aproxime, usando o método de Euler, a solugao do oscilador harménico
{ i=p
p=—q

com condigao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto ¢(1) = cos(1),
usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...
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Método RK-4. O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solucao de
z=w(t,x) com condigdo inicial  x(tg) = xo

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar z(tg + n - dt) com a sucessdo (z,) definida
recursivamente por

Tp4l = Tp + % (k1 4 2kg + 2k3 + ky)

onde t,, = tg + n - dt, e os coeficientes k1, ko, k3 e k4 sao definidos recursivamente por

ki = v(tn,xn) kZZU(tn'F%,xnﬁ‘%-kl)

ky=v(tn+ L2, + % ko)  ka=v(t, +dt,z, +dt-ks)

Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.

Simulagoes. Existem software livres e proprietdrios que permitem resolver analiticamente, quando
possivel, ou fazer simulagoes numéricas de equagoes diferenciais ordinarias e parciais.
Por exemplo, a livraria SciPy de Python contém a fungad odeint

# scientific libraries

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

# parameters and initial conditions
qd = 0.3 # initial position
p8 = 0.3 # initial momentum
friction coefficient
proper frequency
10 # initial and final times
time step

# vector field
def oscillator(y, t, beta, omega):
9, p=Y
dgdt = p
dpdt = - (omega ** 2) % q — beta * p
return dgdt, dpdt

# integration

t = np.arange(t@, T, dt) # times

yd = q@, p@ # set initial conditions

trajectory = odeint(oscillator, y@, t, args=(beta, omega))
q, p = trajectory.T

plt.figure()

plt.plot(q, p , label='orbit"')
plt.title("ODE integration")
plt.xlabel( ‘position’)
plt.ylabel( ‘momentum')
plt.legend()



https://scipy.org
https://www.python.org
https://scipy.github.io/devdocs/tutorial/integrate.html
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3 EDOs simples, auténomas e separaveis™®
Integragao de EDOs simples. A equagdo diferencial mais simples é do género
i =u(t) (3.1)

onde o campo de diregdes v(t) depende apenas do tempo ¢, e ndo da prépria fungdo incégnita
x. Se z(t) é solugao de (3.1) entdo também xz(t) + ¢ é solucao, para todas as constantes ¢ € R.
Consequentemente, as solugoes diferem por uma constante aditiva, determinada pela condicao
inicial.

Trés solugdes da EDO simples & = ¢3 sin(t) que diferem por uma constante aditiva.

O teorema (fundamental do cdlculo) de Newton e Leibniz'? afirma que a derivada do integral
indefinido F(t) := f; f(s) ds de uma fungédo continua f(t) existe e é igual a F’(t) = f(¢). Portanto,

Teorema 3.1. Se v(t) é um campo de dire¢ées continuo definido num intervalo de tempos, entdo
a solu¢io da EDO simples (3.1) com condigdo inicial x(tg) = xo € determinada por meio de uma
integracao, ou seja, € dada por

z(t) = xo —l—/ v(s)ds (3.2)

to

Demonstragao. Pelo teorema fundamental do célculo, a derivada da (3.2) é &(t) = v(t), e o seu
valor no instante ty é z(tg) = xo, pois o integral fttoo v(s) ds é nulo. A unicidade é um exercicio. [

Por causa deste teorema, as equacoes diferencias simples sao ditas integrdveis, e “integrar”
(uma equacao diferencial) é usado como sinénimo de “resolver”.

Integre (ou seja, determine a solugdo geral) as seguintes EDOs, definidas em oportunos
intervalos de tempo

P=2—-t+3t2+5t° d=et d=cos(3t) d=1/t

Determine z(t) sabendo que

Mostre que a solucao do teorema 3.2 é tnica (considere duas solugoes, calcule a derivada da
diferenga, e utilize o teorema do valor médio . ..)

13 A solugdo do anagrama
6accdael3eff7i319ndo4qrrds8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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Foguetao. Se um foguetdo de massa m(t) no espago vazio (ou seja, sem forgas gravitacionais!)
expulsa combustivel a uma velocidade relativa constante —V e a uma taxa constante m = —a,
(com « > 0) entdo a sua trajetéria num referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

d
pn (mv) = m(v—-V), e portanto mo = —aV .

onde v(t) := ¢(t) é a velocidade e ¢(t) a posigao.

Resolva a EDO 7 = —a para a massa do foguetdo, com massa inicial m(0) = my, e substitua
o resultado na equagao de Newton, obtendo

) aV
= —
mgo — ot

(desde que 0 <t < m./a, onde m. < mg é a massa inicial do carburante). Calcule a trajetéria do
foguetao com velocidade inicial v(0) = 0 e posicao inicial ¢(0) = 0, valida para tempos ¢ inferiores
ao tempo necessario para acabar o combustivel.

Se ¢(t) representa a altura e o foguetao estd sujeito a forgdo gravitacional préximo da su-
perficia da Terra, entao a equagao de movimento fica

mv = —aV —mg

Calcule a trajetéria do foguetdao com velocidade inicial v(0) = 0 e posigao inicial ¢(0) = 0, e
determine a altura atingida no instante ¢ = m./a em que o combustivel acaba.

Campos de vetores e EDOs auténomas na reta. Um campo de vetores v : X — R, definido
num intervalo X C R, define uma EDO auténoma

z=uv(x). (3.3)

A palavra “auténoma’ indica que o campo v(x), portanto a dindmica modelada pela equagao
diferencial, ndo depende explicitamente do tempo. Se x(t) é solugdo de (3.3), entdo também
z(t — ¢) é solugdo, para todos os tempos ¢ € R. Consequentemente, a fisica modelada por uma
EDO auténoma é invariante para translagoes no tempo.

Duas solugdes da EDO auténoma i = x2 que diferem por uma translagio no tempo.

Se xog é um ponto singular do campo de vetores, ou seja, um ponto onde v(zg) = 0, entdo a
trajetoria constante

x(t) = xo

para todos os tempos t € R é uma solugao estaciondria, ou de equilibrio, da equagao diferencial
auténoma (3.3).
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Equilibrio e outras duas solu¢oes da EDO auténoma & = —x.

Se xy é um ponto regular do campo continuo v(x), ou seja, se v(zg) # 0 (e portanto, pela
continuidade, v(x) continua diferente de zero numa vizinhanga de xg), entdo uma solugao local de
(3.3) com condicao inicial z(tg) = x¢ pode ser determinanda “separando as varidveis”, ou seja,
fazendo formalmente

dx dx
— () L

i
e integrando os dois membros,
dx
—— = [ dt
v(x)
entre limites de integragao apropriados. Ou seja,
Teorema 3.2. Se zg € um ponto reqular do campo continuo v(x), entdo uma solu¢éo da EDO
auténoma (3.3) com condig¢ao inicial x(tg) = xg € dada implicitamente por

Ty
/IO o) =t—tg (3.4)

Se o campo v(x) € diferencidvel, esta solugao € inica.

Demonstrag¢ao. Assumimos que o campo de velocidades v é continuo, e seja J = (z_,x4) o in-
tervalo maximal contendo zy onde v é diferente de zero. Definimos a funggon H : R x J — R
como

H(t,x):t_to_/g”;(lz).

Se t — ¢(t) é uma solugao do problema de Cauchy, entdo um calculo mostra que 4 H (t,(t)) =0
para todo tempo t. Consequentemente H é constante ao longo das solugoes do problema de Cauchy.
Sendo H (tp,x9) = 0, concluimos que o grafico de toda solugdo pertence ao conjunto de nivel
Y={(z) e Rx Jst. H(t,x) =0} Afuncido H éderivavel, e o seu diferencial dH = dt+dz/v(x)
néo é nulo. De fato, as duas derivadas parciais 0H /9t e OH/Jx sdo sempre diferentes de zero. Pelo
teorema da fungao implicita o conjunto de nivel ¥ é, numa vizinhanga I x J do ponto (tg,xq), 0
grafico de uma fungao diferencidvel x — t(x), assim como o gréfico de uma fungao diferencidvel
t — x(t), a fungdo iversa de t(z), que é uma solugdo do problema de Cauchy. De fato, a sua
derivada é, pelo teorema da funcao inversa,

i) =1/ (1 (el0)) = vlo)

e a condigao inicial é z(tp) = xo. O

Observe que a fungao t(x) — ¢y tem a interpretacdo do “tempo necessério para ir de xg até z”.
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Considere as seguintes EDOs auténomas

t=-3x d=zx-1 i=2> i=\x

t=(x—-1)(z-2) & =e" t=(x—1)(z—-2)(x—3)

definidas em intervalos convenientes. Encontre, caso existam, as solucoes estacionarias. Desenhe
0s respectivos campos de vetores e conjeture sobre o comportamento das solucoes. Integre, quando
possivel, as equacoes e calcule solugoes. Determine, quando possivel, umas férmulas para a solucao
do problema de Cauchy comcondicao inicial 2(0) = xz( e esboce a representacao grafica de algumas
das solugbes encontradas.

Atrito e tempo de relaxamento. O atrito pode ser modelado como sendo uma forga propor-
cional e contréria & velocidade. Portanto, a equacao de Newton (em dimensao 1) de uma particula
livre de massa m em presenca de atrito é

mg = —vq

onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”. A velocidade v := ¢ satisfaz

U = —=v
T

onde 7 = m/y > 0. A solucio é v(t) = e ~*/7v(0), assim que 7 é um “tempo de relaxamento”,
o tempo necessdrio para reduzir a velocidade de um fator 1/e. A energia cinética T := %mv2 da

particula satisfaz

L2
T=-2T,
T

e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2, ou seja, mais rapidamente.
Calcule a trajetéria de m§ = —yq com posigao inicial ¢(0) = g e velocidade inicial ¢(0) = vy.

Paraquedista. Um modelo da queda de um paraquedista é
mo = —aw|v| — myg,

onde v(t) := ¢(t), q(t) € R é a altura no instante t, m > 0 é a massa, g ~ 9.80 m/s? é a aceleragao
da gravidade proximo da superficie terrestre, e & > 0 é uma constante que depende da atmosfera
e do paraqueda (um valor realistico é a ~ 30 kg/m).

Mostre que a velocidade v(t) do paraquedista converge para o valor estaciondrio 7 = y/mg/a
quando t — oo.

Circuito/filtro RC. A tensao sobre o capacitor num filtro/circuito RC é modelada pela lei de
Kirchoff

o1
CV 4+ 5V =0

Verifique que a solugdo com tenséo inicial V(0) = V; é
V(t) = VO eft/T

onde o tempo carateristico do filtro é 7 = 1/(RC).
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Logistica. Um modelo mais realista da dindmica de uma populagdo N(¢) num meio ambiente
limitado é dado pela equacdo logistica

N =AN(1—-N/M)

onde a constante positiva M é a populagao maxima permitida e A > 0. Observe que N ~ AN
se N« M, eque N — 0 quando N — M. A “populacio relativa” z(t) := N(t)/M satisfaz a
equagao logistica “adimensional”

t=Az(l—x). (3.5)

As solugdes de equilfbrio sao T = 0 (populacido ausente) e T = 1 (ou seja, N = M, populacio
méxima). A solugao de (3.5) com condigdo inicial 2(0) = z¢ # 0, 1 pode ser determinada separando
as varidveis e integrando, e é dada em forma implicita por

x t
/&:/Ads
w0 Y1 =vy) Jo

Use a identidade
1 1 1

— =+
yd-y) y 1-y
e deduza que a solugdo com condicéo inicial 2(0) = z¢ € (0,1) (fora deste intervalo o modelo néo

faz sentido fisico) é
1

1+ (L -1) e

x(t)

Discuta o comportamento assimptético das solugoes da equacgao logistica.

\.\\\\,\.\.\Y\\\,\.\.\\,\.\\\\,\\.\\,

N

h

Epidemias. Num surto epidémico, a taxa de crescimento do ntimero I(t) de individuos infetados,
dentro de uma populacao total constante N, é proporcional ao produto do niimero de individuos
infetados e o nimero S(t) = N — I(t) de individuos saudédveis (e portanto susceptiveis de serem
infetados), ou seja,

I=XI(N-1)

com A > 0.

Determine a lei de crescimento da populacao infectada relativa x(t) := I(¢)/N, e discuta o
comportamento assimptético de x(t).

14Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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Crescimento super-exponencial /explosao. Um outro modelo de dindmica de uma populagao
em meio ilimitado é _

N =\N?,
ou seja, a taxa de crescimento é proporcional aos pares de individuos contidos na populagdo. A
solugdo estaciondria é a solugao trivial N(t) = 0.

Mostre que a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0 é

1

N(t) = —5,
Q Nyt =t

definida para tempos ¢t < 1/ANy. Este modelo prevé uma catéstrofe (populagio infinita, explosao)
ap6s um intervalo de tempo finito!

Fazer modelos. Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

A taxa de variacdo da temperatura de uma chévena de ché é proporcional & diferenca entre
a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

A velocidade vertical de um foguetdo é inversamente proporcional & altura atingida.
A taxa de crescimento da massa de um cristal cibico é proporcional & sua superficie.
Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional a sua superficie.

A taxa de crescimento de uma populacao de marcianos é proporcional ao numero de trios
que é possivel formar com a dada populacao.

Campos de vetores e EDOs auténomas. Um campo de vetores v : X — R” no espago de
fases X C R™ define uma equagéo diferencial ordindria autdnoma (que ndo depende explicitamente
do tempo, como todas as leis fundamentais da fisica)

x = v(x). (3.6)

As imagens x(I) = {x(¢) com t € I} C X das solugdes/trajetérias x : I — X (com I C R
intervalos) no espaco de fases sao ditas drbitas, ou curvas de fases, do sistema auténomo.
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Se X € X é um ponto singular do campo de vetores, ou seja, um ponto onde v(X) = 0, entdo
o caminho constante x(t) = X para todos os tempos ¢ € R é uma solucdo da EDO auténoma (3.6).
As solugoes constantes sao chamadas solucoes de equilibrio, ou estaciondrias.

Solugoes periddicas  sao solugdes globais tais que x(¢t + T') = x(¢) para todo ¢ e algum tempo
T > 0 minimal, dito periddo. As drbitas correspondentes sdo curvas fechadas.

aS

Se a EDO (3.6) satisfaz um teorema de existéncia e unicidade (pelo teorema de Picard-Lindelof
2.1, é suficiente que o campo seja Lipschitziano, por exemplo diferencidvel com continuidade), entao
para cada ponto do espago de fases passa uma e uma tnica érbita (que pode ser o préprio ponto
no caso de uma solugdo estaciondria). Em particular, érbitas diferentes ndo tém intersegoes, e
portanto as 6rbitas definem uma “partigao” do espacgo de fases.

Esboce o campo de dire¢bes e o campo de vetores das EDOs auténomas

T =—x T=x—1 t=x(1—x)
t=(x—-1x-2)(z—-3) i=(x—1)>*z-2)?
{d—p {d—2q {q—qp

p=—q p=-p/2 p=p—gq

determine as solugdes de equilibrio, e conjeture sobre o comportamento qualitativo das (outras)
solugoes.

Campos completos e fluxos de fases. Seja v: X C R” — R"™ um campo de vetores definido
num dominio X C R™ (ou numa variedade diferencidvel). Se por cada ponto do espago de fases
passa uma e uma Unica solugdo global (i.e. definida para todos os tempos), entdo o campo de
vetores é dito completo. Seja Py(xg) := @(t) é o estado no tempo ¢ da solugdo que passa por
X no instante 0. Um campo completo define/gera portanto um fluzo de fases, um grupo de
transformacoes ®; : X — X, com t € R, tais que

@tO(PS:(D,H,S € ¢OZIdX Vt7S7ER
Vice-versa, um fluxo de fases diferencidavel define um campo de vetores
di(x) —x
v(x) := lim Bulx) = x ,
t—0 t

dito “gerador infinitesimal” do grupo de transformacgoes. As curvas t — ®;(xg) sdo as solugdes de
% = v(x) com condigao inicial x(0) = xo.
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Determine os campos de vetores que geram os seguintes fluxos no plano R?
O(z,y) = (Mz, ey
D, (x,y) = (cos(t) x — sin(t) y, sin(t) x + cos(t) y)
Pu(z,y) = (z +ty, y)

Produto direto de EDOs. O produto direto EDOs auténomas & = v(x) e y = w(y) é o sistema

auténomo
z=v(x)
{ v =w(y)
As solugoes do sistema sdo os caminhos ¢ +— (z(t),y(t)), onde z(t) e y(t) sdo as solugbes das
EDOs auténomas & = v(x) e § = w(y), respetivamente. A curva de fases que passa pelo ponto
(0,90) € R?, onde v(wg) # 0 (ou onde w(yg) # 0), é (localmente) o gréfico de uma funcao
x> y(x) (ou y— xz(y)) que satisfaz a EDO

2.5 (« 5-2)

dy ~ w()

Determine as solugoes e as curvas de fases do sistema
{ T=2
y=2Ay
quando A =0,%£1,2,... e quando A =1/2,1/3,....

EDOs separdveis. A solugdao da uma EDO separdvel

dy  w(y)
dr  v(z) (8:7)

com condigdo inicial y(zg) = yo tal que v(xp) # 0 e w(yy) # 0, é dada em forma implicita por
/ tdg / Y _dn_
o V(&) Sy, w(n)

Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

dy dy dy dy sinx
- =—x — ==z = = kxyP = =
dz /v dx /v dx Y dr  siny
i = ta® ti +t = t2 i = t3/22 zd = e3¢ i=e"
t—1 -1 —z?
i=— i =0 (2 +1) & = 2o i =t(2® — )



3 EDOS SIMPLES, AUTONOMAS E SEPARAVEIS* 26

Allometric laws. If two organs/tissues/components of a living body/organism/community grow
with different (but both constant!) relative growth rates o and 3, say

= ax and v =By

(the independent variable ¢ may be time, or a linear dimension, or something else), then they
satisfy the relation
Ldy 1 dv
By dt  ax dt
Eliminating “dt”, we get the linear/separable/homogeneous ODE
dy ]
29 _ a) 2
& (Bla) Y,

Its solution is the allometric law '° '°

y=c-x" or, equivalently, logy =~ -logx + logc,

with “scaling exponent” v = 8/«, and some constant ¢ = xz(/yo related to the initial conditions

x(to) = w0 and y(to) = yo-
A famous example is Kleiber’s law '" (mouse-to-elephant curve)

BMR = c- M3/4

which relates the basal metabolic rate BMR to the mass M of an animal.
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Fig. 1. Log. metsabol. rate/log body weight

Original graph of body size versus metabolic rate hand-drawn by Max Kleiber
(source Wikipedia)

The heart rate T and the mass M of an animal are related by the allometric law

T=c- MY

15W. D’Arcy Thompson, On Growth and Form, 1917, 2nd ed. 1942 [Cambridge University Press, 1992].

16 Julian S. Huxley, Problems of Relative Growth (2nd ed.), Dover, 1972.
7M. Kleiber, Body size and metabolism, Hilgardia 6 (1932), 315-351. M. Kleiber, Body size and metabolic rate,

Physiological Reviews 27 (1947), 511-541.
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4 Sistemas conservativos*

As equacoes diferenciais ordindrias da fisica matematica, em particular da mecéanica classica, sa-
tisfazem o principio de minima agao, e tém uma estrutura particular no espago de fases.

Constantes do movimento. Sejav: X C R" — R”, com coordenadas v(x) = (v1(X), ..., vn(X)),
um campo de vetores que define a EDO auténoma

X = v(x)

num espago de fases X C R". Os observdveis sao as fungoes ¢ : X — R. Os observéaveis que
assumem valores p(x(t)) constantes ao longo das solugdes x(t) de x = v(x) sao ditos constantes do
movimento, ou integrais primeiros. Pela regra da cadeia, o observavel diferenciavel ¢ : X — R
é uma constante do movimento se e s6 se a derivada de Lie de ¢ ao longo do campo v é igual a
Z€ero, ou seja,

0

Lk

&

(£00) (%) = 3" £ (x) - v (x) = 0.
k=1

Q

para todos os pontos x € X.

As 6rbitas/curvas de fases estao contidas nas hiperficies de nivel 3. := {x € X t.q. ¢(x) =c¢}
das constantes do movimento. Se o sistema admite k£ constantes do movimento independentes
©1, P2, ..., pr (ou seja, tais que os diferenciais dp;(x) sdo linearmente independentes em cada
ponto x), entao as 6rbitas do sistema estao contidas nas intersegoes das k hiperficies de nivel, umas
sub-variedades de co-dimensao k. Em particular, a existéncia de n — 1 constantes do movimento
independentes permite determinar as drbitas.

Verifique que o sistema x = Ax, onde A é uma matriz diagonal com DetA # 0 (ou seja, todos
os valores préprios sdo # 0) nao admite constantes do movimento néo triviais (i.e. constantes).

One-dimensional Newtonian motion in a time independent force field. The one-dimensional
motion of a particle of mass m subject to a force F'(x) that does not depend on time is described
by the Newton equation

mi = F(z).

Define the potential (energy) as (the opposite of) some primitive U(z) = — [ F(z) dz of the force,
so that the Newton equation looks
dU

Cdx

mi =

(z),
The total energy
1
E(z,) = imi‘Z +U(x)

(which of course is defined up to an arbitrary additive constant) of the system is a constant of
the motion, i.e. is constant along solutions of the Newton equation. In particular, once a value £
of the energy is given (depending on the initial conditions), the motion takes place in the region
where U(z) < E, since the kinetic energy %mﬁ is non-negative. Conservation of energy allows to
reduce the problem to the first order ODE

2
.2
= —(EF-U(x)),
= (B-U)
which has the unpleasant feature to be quadratic in the velocity #. Meanwhile, if we are interested
in a one-way trajectory going from some xzq to z, say with = > xg, we may solve for & and find the

first order autonomous ODE

i= |2 (E-U@).

m
There follows that the time needed to go from x( to x is

t(m):/xL.
w0/ (B =U(y))
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The inverse function of the above t(x) will give the trajectory x(t) with initial position x(0) =

and initial positive velocity ©:(0) = y/ 2 (E — U(w)), at least for sufficiently small times ¢.

Sistemas conservativos. [LL78] A trajetéria t — r(t) € R® de uma particula de massa m > 0
(suposta constante!) num campo de forgas conservativo é modelada pela equagdo de Newton

mr =F
onde a for¢a é F(r) = —VU(r), e U(r) é um(a energia) potencial. Um sistema isolado de N pontos
materiais, com posigoes r,(t) € R? e massas my > 0, com a = 1,2,..., N, é modelado pelas

equagoes de Newton
Mmata = Fo a=12,....N

onde a forga que atua sobre o a-ésimo ponto material é

ou oU 8U>

a=—V,U:=~- (m, @7@

i.e. o oposto do gradiente, com respeito as coordenadas ro = (Z4, Yo, Za), de uma energia potencial
U(ry,ra,...,rN). A energia cinética é

N ,
K := Z §ma||va||
a=1

onde v, = T, é a velocidade do a-ésimo ponto material.

Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)

N
1
E=K+U=>Y_ gmallVall® + U (r1, 12, xy)

a=1

é uma constante do movimento, ou seja, que %E = 0 ao longo das trajetorias.

Mecanica lagrangiana e hamiltoniana. Um sistema mecanico é descrito por um espaco das
configuracoes M, tipicamente um aberto de R™ ou, em geral, uma variedade diferencidvel, com
coordenadas locais q = (q1,¢2,...,¢n) € R"™, e uma lagrangiana L : TM — R, uma fungao
L(q,q) que depende das coordenadas e das velocidades generalizadas q = (¢1,¢a,...,¢n). Por
exemplo, o espago das configuracoes de um sistema de N pontos materiais é o espago dos vetores
q=(ry,ro,...,r,) € R*N onder, € R} com a =1,2,...,N, representa a posicio do a-ésimo
ponto. A lagrangiana é

. mey .
L(q7q> = ZTHI'OZHQ - U(r17r2a"'7ra) :

(03

A agdo de uma trajetéria [to,t1] — q(t) € M entre a posicao q(tg) = qp € a posi¢ao q(t;) = q; é
o integral

Slt — q(t)] := / " L(a(t).a(t)) dr

to

O principio de minima a¢do (de Hamilton) afirma que as trajetdrias fisicas sdo os pontos criticos
da agao, mantendo fixas as posigoes inicial e final. A variagao 0.5, dada uma variagoes infinitésimas
q(t) + dq(t) da trajetdria com dq(tg) = dq(t;) = 0, é dada por

oL _.
/ Z( -0q;(t) aqi&ﬁ(t)) dt
oL d oL
= /t0 XZ: <aqi - dt%) 5q;(t) dt

(integrando por partes a segunda soma e usando as condigdes de fronteira).

0S
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Portanto, os pontos criticos da acao sao as solugoes das equacdes de Euler-Lagrange

d (OL oL
— = =1,2,... . 4.1
dt(aq.i) Loisizen (1.1)

A forma linear p = (p1,p2...,Pn) = pidqr + p?dgs + -+ + p"dg, € TiM, de coordenadas
p' = 0L/94¢;(q), é dito momento. O espaco X = T*M ~ R" x (R")*, com coordenadas (q,p),
é dito espaco de fases do sistema mecanico. As equagoes de Euler-Lagrange sao equivalentes as
equacoes de Hamilton

0H OH
'i = .i = — ) = 1,2,..., 5 42
4 Op; P 9q; ' " (42)

onde a hamiltoniana do sistema, H : X — R, é a “transformada de Legendre” da lagrangiana,
definida por

H(q,p) = sup (P-4q— L(q,q9))

1 2
- — pal?+U(q) .
Ea 2me |©+U(a)

O espago das configuracoes de um sistema de N pontos materiais é o espago dos vetores
q=(ry,ro,...,r,) € R?*N onder, € R} com a = 1,2,..., N, representa a posicio do a-ésimo
ponto. A lagrangiana é

. Ma . 12
L(qv q) = Z TQ”I‘OLH - U(rlvrQa BERE) I'a) ;
(o9
onde U é a energia potencial da interagao. Verifique que as equacoes de Euler-Lagrange sao
equivalentes as equagoes de Newton m,r, = F,.
Mostre que a hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que

d

SH(a(t). p(H) =0

ao longo das solugoes das equagoes de Hamilton. Deduza que as érbitas do sistema no espago de
fases X estdo contidas nas curvas/superficies de nivel { H(q,p) = ¢} da hamiltoniana.

Sistemas nao inerciais, principio de equivaléncia. [Ar87, LL78]

Péndulo matematico. A equagao de Newton que modela as oscilagbes de um péndulo é
6 = —w?sin(0),

onde w = +/g/¢ , g ~ 980 cm s~ 2 ¢ a aceleracdo gravitacional, £ o comprimento do péndulo e 6 é
o angulo que o péndulo forma com a vertical.
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D m

No espago de fases, de coordenadas 0 e p := 9, a equagao assume a forma do sistema

0=np
p = —w?sin(f)

Verifique que a energia

H(9,p) = %pQ + w?(1 — cos())

é uma constante do movimento.

Esboce as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as tra-
jetorias.

Show that the motion with energy E is given by
‘ / de
2(E — cos(0))

Define the new variable x := ,/E%rl sin(6/2) and the square energy K := (/£ and show
that the motion reads

i=+/(1—-22)(1 — K222)
Deduce that time is given by the so called Jacobi’s elliptic integral of the first kind

' _/ dx
V(1 —a?)(1 - K?2?)
whose solution (i.e. x as a function of time t) is “defined” as the elliptic function z(t) = sn(t, K)

(see [7] ). ’

Oscilador harménico/lei de Hooke. As pequenas oscilagoes de um péndulo a volta da posigao
de equilibrio 8 = 0, ou as oscilagoes de uma particula sujeita a lei de Hooke, sao modeladas pela
equagao do oscilador harmaonico

j=—-u’q.
No espaco de fases, de coordenadas g e p := ¢, a equacao assume a forma do sistema

{ g=p
p=—wq
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Verifique que a energia
1 1
H(g,p) := 5p* + 5w’¢’
é uma constante do movimento.

Esboce as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as tra-
jetorias.

Fixada uma energia positivaF, o movimento acontece no intervalo (x_,x;) com zy =
+V2E /w, e a velocidade satisfaz a equagao quadratica

2?2 = wy/(|z4]? — 22).

Determine a trajetéria de z_ até x < z..

Calcule o tempo necessario para deslocar o oscilador de z_ até x4, e mostre que nao depende
da energia E.

Retratos de fases do péndulo matematico e do oscilador harménico.

Gravidade real e velocidade de escape. A distancia r de uma particula de massa m do
centro da Terra satisfaz a equacao de Newton

. R?
mi=-mg—,
r

onde R ~ 6.3710 x 10° m é o raio (médio) da Terra (assim que, naturalmente, r > R) e g =
GM/R =~ 9.80665 m-s~2 a aceleracdo gravitacional préxima da superficie da Terra, sendo G =~
6.674x10~ " m3.kg~'-s72 a constante gravitacional e M ~ 5.9736 x 10?4 kg a massa da Terra. Nesta
aproximagao, consideramos o verdadeiro campo gravitacional gerado pela Terra, cujo potencial é
U(r) = mgR?/r, mas desprezamos a influéncia da Lua assim como dos outros planetas. Se o
movimento da particula é radial, entao a energia total, que é conservada, é dada por

assim que

Escreva o integral que representa o tempo necessario para deslocar a particula da superficie
da Terra, ou seja, ro = R, até uma altura h = r — R > 0 acima da superficie, dada uma energia
inicial E > mgR (ou seja, uma velocidade inicial positiva).

Determine a menor velocidade inicial necessaria para fugir do campo gravitacional da Terra,
ou seja, para atingir uma altura infinita (chamada velocidade de escape).
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5 EDOs lineares de primeira ordem*

[Ap69] Vol. 1, 8.1-7

EDOs lineares de primeira ordem. Uma EDO linear de primeira ordem é uma lei

& +p(t) z = q(t) (5.1)

para o observéavel z(t), onde os “coeficientes” p(t) e ¢(t) sdo fungbes continuas definidas num
intervalo de tempos (por exemplo, em toda a reta real).

Se z1(t) e x2(t) sdo duas solugoes da EDO linear de primeira ordem (5.1), entao a diferenca
y(t) = x1(t) — x2(t) é uma solucdo da equacao homogénea associada

y+pt)y=0 (5.2)

O espago das solugoes da equagao homogénea (5.2) é um espago vetorial de dimenséo 1, uma reta
‘H =~ R gerada, por exemplo, pela solugao

yi(t) =e Jiy p(s) ds .

que vale y; (tp) = 1 no instante inicial tg. Portanto, o espaco das solugoes da equagao linear (5.1)
é uma reta afim z + H, onde z(¢) é uma solugdo particular de (5.1).
A solugao da EDO linear (5.1) com condigao inicial x(ty) = x¢ pode ser determinada usando
o método da “variacdo das constantes/dos parametros”. O primeiro passo consiste em determinar
uma solucdo nao-trivial y(¢) da equagdo homogénea (5.2) (por exemplo, a solugao (5.3), que tem
valor 1 no instante inicial). O segundo passo consiste em substituir a “conjetura”

z(t) = A1) y(t)
(o fator A\ é o parametro que varia!) na equagao nao-homogénea (5.1), deduzir a EDO simples
M+ +py=q =  dy=g¢
(porque Ay + pAy = 0, sendo y uma solu¢do da homogénea) para o pardmetro A(t), e integrar
t
q(s)
A(t) = A(to) +/ ——=ds,
to Y(8)

usando a condicao inicial xg = A(tp) y(tp). Observe que se y(ty) = 1, como sugerido, entéo
o = A(tg). O resultado é a seguinte receita (mas é mais fcil lembrar o método!).

Teorema 5.1. A solugdo da (5.1) com condigdo inicial x(ty) = xqg €

t to
fE(t) —e fto p(u) du <.’E0 + efto p(u) duq(s)ds) .

to

Determine a solucao geral das EDOs lineares de primeira ordem
2& — 6z =e? i+ 2=t d4z/tP=1/t2 i+tr=1t

definidas em oportunos intervalos da recta real.

Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

2t —3r=e t € (—o0,00) com z(0) =1

3t t € (—o00,00) com x(l) =2

T+r=e€
th —x =13 t € (0,00) com z(1)=3
T4tx=t t € (—o00,00) com z(0) =0

dr/df + rtan 6 = cos 6 te(—n/2,7/2) comr(0)=1
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Queda livre com atrito. Um modelo mais realista da queda livre de uma particula proxima da
superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia pode ser modelada como
sendo uma forga proporcional e contraria a velocidade, assim que a equagao de Newton escreve-se

mg = —vq—myg

onde v > 0 é um coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢ satisfaz a EDO linear de
primeira ordem

my = —yv —mg.
Resolva o problema com condigao inicial v(0) = 0.

Mostre que a velocidade v(t) converge para um valor assimptdtico T quando ¢ — oo, inde-
pendentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

Utilize a solugdo encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigao inicial ¢(0) =
qo > 0.

Circuito RL. A corrente I(¢) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO )
LI+ RI=V(t)

onde V() é a tensao que alimenta o circuito.

As solugoes da equagao homogénea, ou seja, com V' (t) = 0 (circuito desligado), sdo proporcionais
a e~ (B/D) e portanto decrescem exponencialmente com tempo de relaxamento 7 = L/R. Se o
circuito é alimentado com tensdo constante V(t) = E, entao a solugio estaciondria é a I = E/R
(lei de Ohm). A diferenga x(t) = I(t) — I é solucio de i = —(R/L)x, e portanto a solucio com
corrente inicial I(0) = Iy é

_ R _
Ity =T+e L (I,—T)
assimptotica a lei de Ohm.

Quando a tensdo que alimenta o circuito é varidvel, entdo a solugdo com corrente inicial I(0) =
Iy é

_y 1 ! &
It)y=¢T Io—&—z/eL V(r)dr) .
0

Resolva a equagao para um circuito alimentado com uma tensao alternada V (¢) = E sin(wt).
Verifique que a solucéo com I(0) =0 é

1(t) = e sin (wt — 6) + e
- VRZ £ w212 S R2 + w2L2¢

onde ¢ é uma fase que depende de w, L e R.

Lei do arrefecimento de Newton. Numa primeira aproximagao, a temperatura 7'(t) no
instante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢ é M(t) pode ser
modelada pela lei do arrefecimento de Newton

T = k(T — M(t))

onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo). A solucéo com condigao
inicial T'(0) =Tp ¢

T(t) = ekt <To+k /0 Y dr) .
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Se a temperatura do meio ambiente é mantida constante M(t) = M, entdo a diferenga
x(t) :==T(t) — M satisfaz a EDO
T =—kx.

Determine T'(¢) e diga o que acontece quando t — oo

Determine a solucdo assimptdética (ou seja, quando ¢ é grande) quando a temperatura do
meio ambiente é a funcdo periédica M (t) = M sin(wt).

Uma chévena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja tempe-
ratura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10 minutos, determine
a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.

Equacgoes de Bernoulli. Uma EDO da forma
& +p(t) z = q(t) =",

onde p e ¢ s@o fungdes continuas num intervalo I C R e n # 0, 1 (caso contrario trata-se de uma
normal equagao linear da primeira ordem), é dita equacdo de Bernoulli.

Verifique que z(t) = 0 é uma solugéo de equilibrio da equagido de Bernoulli.

Seja k = 1—n. Mostre que z(t) é uma solugao positiva da equagao de Bernoulli com condigéo
inicial z(tp) = 7o > 0 se e s6 se a funcio y(t) = x(t)* ¢ uma solugio da EDO linear

y+kp(t)y =kq(t)

com condicio inicial y(tg) = (z0)'/*.

Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equagoes de Bernoulli:
i +x =2 (cost —sint) t € (—oo0,00) com z(l) =2

ti+e =22 logt t € (0,00) com z(3) =0
t—z/t=tyr  t€(0,00) comx(l)=1
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6 Simetrias e EDOs homogéneas™

ref: [Ar89] I.1

Simetrias de uma equagao diferencial. Seja v : X — R” um campo de vetores que define a
EDO auténoma
X =v(x) (6.1)

num espago de fases X C R™ (ou, em geral, numa variedade diferencidvel). Uma simetria do
campo v, ou da EDO auténoma (6.1), é um difeomorfismo g : X — X que deixa invariante o
campo de vetores, ou seja, tal que

v(9(x)) = Dgx v(x)

para todo ponto x € X, onde Dgyx denota a derivada de g no ponto x. Se o vetor v(x) é a
velocidade ¢(0) de uma curva t— ©(t) que passa por x no instante ¢ = 0, entao, por definigdo, o
vetor Dgy v(x) é a velocidade 1(0) da curva ¢t — ¥(t) := g(¢(t)), que passa por g(x) no instante
t = 0. Consequentemente, se ¢(t) é uma solugao de (6.1) e g é uma sua simetria, entdo também
g o p é uma solugao.

Mais em geral, uma simetria da equacao diferencial

x = v(t,x) (6.2)

é uma simetria do campo de diregdes v (¢, x), ou seja, uma simetria do campo de vetores (1, v(¢,x)),
definido no espago de fases ampliado R x X. A cada curva integral da EDO (6.2) corresponde uma
solugdo da EDO auténoma (¢,%) = (1,v(t,x)), e vice-versa. Consequentemente,

Teorema 6.1.  As simetrias de uma equagao diferencial, X = v(x) ou X = v(t,x), enviam
solugdes/curvas integrais em solugdes/curvas integrais.

E claro que as simetrias de uma equacao diferencial formam um grupo (de difeomorfismos do
espaco de fases ou do espacgo de fases ampliado).

Uma equacdo simples x = v(t), definida em X C R™, é invariante para translagoes x — x+a,
com a € R™. O grupo das suas simetrias contém portanto o grupo aditivo R™.

Uma equagdo auténoma x = v(x) é invariante para translagoes no eixo dos tempos t +— ¢+,
com 7 € R (que sdo simetrias do espago de fases ampliado). O grupo das suas simetrias contém
portanto o grupo aditivo R.

Homotetias e fungdes homogéneas. As homotetias (positivas) do espago Euclidiano R™ sao
as transformagoes x — Ax, com A > 0. As regides D C R™\{0} invariantes por homotetias sao
chamadas regioes homogéneas.

Uma fungdo f : D — R (ou um campo vetorial), definida num dominio homogéneo, é dita
homogénea de grau k se

fOx) = N f(x) YA>0 e VxeD,
Em particular, é dita homogénea (de grau 0) se é invariante para homotetias, ou seja, se

fOx) = f(x) YA>0 e VxeD.

Teorema 6.2 (Euler). Uma fungdo diferencidvel f : D — R é homogénea de grau k sse

(x, Vf(x)) =k f(x)

para todos os pontos X € D.
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Prove o teorema de Euler (calcule as derivadas em ordem a A dos dois termos f(Ax) e A\ f(x)
quando A = 1).

Determine os polinémios homogéneos de grau 1, de grau 2 e de grau 3 no plano R2.

Mostre que as unicas fungées homogéneas e continuas definida em todo o espago R™ sao as
constantes (observe que as fungdes homogéneas sdo constantes ao longo das semi-retas que saem
da origem, logo, se a origem estd no dominio da fungéo ...).

Determine o grau de homogeneidade dos campos de forcas eldstico e gravitacional/elétrico,
definidos por

F(r) = —r e F(r) = —”r%,

respetivamente (o segundo definido para r € R3\{ 0}).

Diga se as seguintes fungoes f(x,y), definidas em oportunos dominios do plano, sdo ho-
mogéneas:
z? — 2y

m Sln(y) COS(.’L‘)

x/y e’y

EDOs homogéneas. Uma EDO homogénea é uma equacao diferencial
z=v(t,x)

definida, num dominio D C R? do plano de coordenadas (t,x), por um campo de dire¢des ho-
mogéneo, ou seja, tal que v(At, Ax) = v(¢, z) para todos os A > 0. As homotetias (¢, z) — (At, \x),
com A € R, enviam curvas integrais de uma EDO homogénea em curvas integrais.

| FLTULULL LV VLAY
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A mudanga de varidvel y(t) := z(t)/t, num dominio onde ¢t > 0 ou ¢t < 0, transforma uma EDO
homogénea & = v(t, z) numa EDO separdavel y + ty = v(1,y). Ou seja,

’j::v(l,x/t) = y+ty =v(1,y) se y:x/t‘

Seja & = v(t,z) uma EDO homogénea. Mostre que, se ¢(t) é uma solu¢do e A > 0, entdo
também ¢(t) := X - ¢ (t/A) é uma solugao.

Seja ¢(t) uma solugao da EDO homogénea = = v(t, z) tal que (1) =5 e ¢(2) = 7. Se ¢(t)
é uma outra solugao tal que ¢(3) = 15, quanto vale ¢(6)?

Resolva as seguintes EDOs homogéneas

r—t
r = —t r = r = 1 t
z /x = x +z/
[ z dy
[ = % f— — 'L/t —_ — 1
T=ua/t & 21:6 + ; . y/x + sin(y/z) ,

definidas em oportunos dominios, e esboce a representacao grafica de algumas das solugoes.
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Equacao de Newton com forgas homogéneas. Considere a equacao de Newton
mi = F(r)

para a trajetéria t — r(t) € R® de uma particula sujeita a una forca homogénea de grau k, ou seja,

tal que
F(\r) = \*F(r)

para todos os A > 0 e todo os pontos r € R3\{ 0}. As quase-homotetias
(t,r) — (T,R) = (\*t, \°r),

com A > 0, enviam curvas integrais em curvas integrais se os “pesos” « e [ satisfazem a relacao

B(l —k) =2a.
De fato, se r(t) é uma solugdo, entao
m @R _ m NP2 e _ M2 p(r) = A2 AP F(R) = F(R)
dT? dt?

sendo F(R) = A* F(r). Em particular, uma érbita fechada de dimensio linear L e perfodo de
revolugio T é enviada numa 6rbita fechada de dimensdo linear L' = AL e periodo de revolucao
T’ = \*T, e portanto o quociente 7% /L® é constante.

Considere uma forca constante (e.g. a gravidade préximo da superficie da terra)
F(z) x 1,

e determine a relagao entre espago percorrido e tempo necessario.

Considere a forga eldstica (e.g. lei de Hooke, oscilador harménico)
F(z) x —z,

e deduza que os periodos das érbitas fechadas nao dependem das amplitudes das oscilagoes.

Considere uma forga elastica “fraca”
F(z) < —3,
Determine o periodo das pequenas oscilagoes em quanto fungao da amplitude.

Considere a forga gravitacional

r
F(r) « ———,
[[e][?
e deduza a terceira lei de Kepler'®: “os quadrados dos perfodos de revolucio T’ sio proporcionais
aos cubos das distancias médias L do Sol aos planetas, ou seja, 72/L? é uma constante”.

18 Johannes Kepler, Harmonices mundi, 1619.
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7 Numeros complexos e oscilagoes

ref: [Ap69] Vol. 1, 9.1-10 ; [MWS5] Vol. 2, 12.6.

Histéria muito breve. Os ndmeros complexos foram inventados/descobertos no século XVI
como un truque “soffstico” para resolver polinémios do género x> + px 4+ ¢ = 0. Hoje em dia,
fazem parte da formulagao das leis fundamentais da Natureza, como, por exemplo, a equag¢do de
Schrodinger

oY h?

da mecanica quantica, ou os integrais de Feynman

/ eiS[:r,] /h D
paths

da teoria quantica dos campos.

Nas palavras de Roger Penrose [Pe(5],

complex numbers, as much as reals, and perhaps even more, find a unity
with nature that is truly remarkable. It is as though Nature herself is
as impressed by the scope and consistency of the complex-number system as
we are ourselves, and has entrusted to these numbers the precise operations
of her world at its minutest scales.

Exponencial e fungoes trigonométricas. A fungdo exponencial, definida pela série de
poténcias
¢ itn trtries gy g Ly
el = o z z — — e
o n! 2 6 24 120 ’
é a (linica) solugdo da equagdo diferencial & = z com condi¢do inicial 2(0) = 1. As fungoes

e“t, obtidas com uma reparametrizacio do tempo, descrevem um decaimento ou um crescimentos
exponencial, dependendo do sinal do parametro real a.
As séries de poténcias das fungoes trigonométricas,
Lo 1.4 . L3 L 5
cost =1 2t +24t e sint =t 6t +120t
parecem ser formadas pelas partes par e impar do exponencial, respetivamente, mas tém sinais
alternados. Uma maneira, aparentemente artificial, de obter os sinais alternados consiste em
considerar uma reparametrizacao do tempo do género t — it, onde ¢ € um “ndmero imaginario”
que satisfaz i = —1 (este truque, chamado “rotagao de Wick”, resulta ser uma arma poderosa nas
maos dos fisicos teéricos modernos). Se definimos z(t) := €' e calculamos a sua derivada de acordo
com as regras algébricas usuais, observamos que esta funcao é solucao da equagao diferencial z = iz
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(que nao tem significado fisico, pois contém o nimero imagindrio 7). No entanto, ao derivar uma
segunda vez, chegamos a
Z=—z,

que é a equagao diferencial do oscilador harmonico, cuja solugoes sao as fungoes trigonométricas!
De fato, a substituicao do tempo real ¢t pelo tempo imaginério it na série de poténcias que define
o exponencial, mostra que formalmente

) 1 1 1 1
it . 2 .3 4 -5
e —1+zt—72t —f6zt +—24t —&——120275 + ...

1 1 1 1
=(1—2t24+ —t*— ... ot — P —t° — .
( 2" T >+Z< 6" T 120 ’

Esta é a famosa formula de Fuler,

’ et :cost—i—isint‘

O corpo dos nimeros complexos. Do ponto de vista algébrico, o corpo dos niumeros complexos
¢ C := R(i), onde i = —1. Ou seja, é o conjunto C das expressdes formais z = x+iy, com z,y € R,
que chamamos “numeros complexos”, munido das operacoes bindrias “soma’”, definida por

(z1 +iy1) + (w2 + iy2) := (21 + 22) +1 (Y1 + ¥2) (7.1)
e “multiplicacao”, definida por
(w1 +iy1) - (22 +iy2) = (v122 — y1y2) + i (v1y2 + 2201) - (7.2)

E subentendido que dois niimeros complexos x1 + iys € To + iys SA0 iguais sse r1 = To € Y1 = Yo.
E também conveniente denotar simplesmente x + i0 = x e 0 + iy = iy. Em particular, x — x + 0
define uma inclusao R C C, e as operagoes definidas acima sao as usuais operacoes no corpo dos
reais.

Sei:=0+i-1¢€ C, entdo i-i = —1, ou seja, =i sdo (as Unicas) “raizes quadradas de —1”.
De fato (e esta é a origem das férmulas acima), somas e multiplica¢des entre niimeros complexos
podem ser manipuladas como as correspondentes operagdes entre ntimeros reais (ou seja, usando
as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e depois substituindo 7 - i por —1.

E natural identificar os nimeros complexos z = (z +iy) com os pontos/vetores (z,y) do plano
R?, e denotar a correspondéncia com z + iy ~ (x,y). Entdo a soma z; + z» corresponde & soma
dos vetores z1 &~ (z1,y1) € 22 = (x2,y2) do plano. A reta real R C C é naturalmente identificada
com o eixo dos x’s em R?, e a reta “imagindria” iR C C é naturalmente identificada com o eixo
dos y’s.

O conjunto C, munido da operacao + definida em (7.1), é um grupo abeliano aditivo, cujo
elemento neutro é 0 := 0 4 ¢0. O oposto do nimero complexo z = x + iy é o niimero complexo
—z = (—x) +i(—y) (denotado simplesmente por —z = —z — iy), que verifica z 4+ (—z) = 0. Somar
um numero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde a uma translagdo no plano complexo
C ~ R2.

Todo z = z + iy # 0 admite um unico inverso multiplicativo, um nimero complexo 1/z tal que
z-(1/2)=(1/z) -z =1, dado por

1 T .y

- = -1
z x2+y2 x2+y2’

como é facil verificar (observe que se z # 0 entdo x2 + y? > 0). Consequentemente, o conjunto
C* := C\{ 0}, munido da operagao - definida em (7.2), é um grupo abeliano, o grupo multiplicativo
dos numeros complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 4 0. As poténcias inteiras de
um ntimero complexo sdo definidas por recorréncia: z"*t! := z-z", se n > 1, sendo 2% := 1. Se
z € C*, entdo as poténcias negativas sao definidas por z=™ := (1/2)". Por exemplo, i = —1, e
il =1/i=—i.
A propriedadde distributiva (21 +22) 25 = 2123+ 2223, que implicitamente foi usada na definigao
da multiplicagao, mostra que C é um corpo. Contém, como subcorpos, o corpo dos reais R, que a
sua vez contém o corpo QQ dos racionais. No entanto, nao é possivel extender a ordem de R a uma
ordem de C compativel com as operagoes, ou seja, o corpo dos nimeros complexos nao é um corpo
ordenado.
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Calcule

(2+143)+ (3 —12) (1—14)-(2—1) (144 +(1—14)-(2—15)

Na identificagao C ~ R? definida por = + iy ~ (x,y), o produto (a + ib)(z + iy) é dado por

a —b T
b a Y
Em particular, se a 4+ ib # 0, entao o produto é

JET <cos0 sinH) <x>

sinf  cosf Y

onde tanf = b/a se a # 0, ou § = /2 se a = 0. Esta férmula revela o significado geométrico
da multiplicagao: a multiplicacao por um numero complexo a + ib diferente de zero corresponde a
uma rotacado de um agulo 6 e uma homotetia de razao va? + b2.

Represente na forma z + iy os seguintes niimeros complexo

1 2—1 1—1 i
3 0\ 2 17 N3
. 1—143 2+
! 1+ 141 1+7 2414 ( 3) ’ ( )

Conjugacgao. O conjugado de z =z + iy é

Z:i=x—1y,

ou seja, a imagem do ponto = + iy ~ (x,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C. A
conjugacao respeita soma e produtos, ou seja, verifica

21+ 20 =21+ 22 e 2122 =21 %22

(a segunda identidade nao é 6bvia, mas um “milagre” que relaciona multiplicacio e geometria
euclidiana do plano). Observe também que a conjugacao é uma involugao, ou seja, z = z.
Os numeros reais

x=R(z) = z e y=S(z) := %

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe

que z = Z sse z é real, i.e. sse §(z) = 0.

Moédulo. A conjugacdo permite definir N(z) := 2z = 22452, que é um niimero real ndo-negativo
(o “médulo” de z no sentido da teoria de ntmeros), e portanto o mddulo, ou valor absoluto, de

z=x+ 1y,
|z] :=V2zz = Va2 +y?

que ¢ a norma euclidiana do vetor (x,y) € R%. Em particular, |z| = 0 sse z = 0. O valor absoluto
é multiplicativo, ou seja,

|zw] = |z] [w]
e, consequentemente, |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso multiplicativo de um nimero complexo
z # 0 é entéo
1/z=%/|2%.

Os nimeros complexos de norma um definem a circunferéncia unitdria S := {z € C; |z| =1} C
C, que é um subgrupo do grupo multiplicativo C*, isomorfo ao grupo U(1) das transformacoes
unitérias do espago euclidiano complexo C.
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Verifique que z1 - 23 = 27 - 23.

Numeros complexos e matrizes reais 2 x 2. A cada nimero complexo z = x + iy é possivel
associar uma matriz real 2 x 2 definida por

— _ (T Y
M(z).xIerJ(y v >v

=(1 )

satisfaz J2 = —I (que lembra a identidade i = —1). Observem que a imagem desta aplicacdo
M : C — Matax2(R) é um subconjunto préprio do espago linear de todas as matrizes reais ( g 2 ),
o plano definido pelas equagoes a —d=0e b+ c = 0.

E imediato verificar que este é um isomorfismo entre as duas estrututras algébricas. Ou seja, a
soma z 4w entre os ntimeros complexos z e w corresponde & soma M (z)+ M (w) entre as matrizes,
e o produto zw entre os nimeros complexos z e w corresponde ao produto M (z)M (w) entre as
matrizes (que é portanto comutativo para estas classe de matrizes). O determinante da matriz
correspondente ao ntiimero complexo z é

Det M(z) = 2° +9° = |2|?,

onde I denota a matriz identidade e

o quadrado do valor absoluto de z. Em particular, se z # 0 entdo M(z) é invertivel, e a sua
inversa é M (z)~! = M(1/z). Também interessante é observar que M(zZ) = M(z) .

Interprete, e prove, a seguinte identidade entre ntimeros reais:
(a® 4+ b*)(c* + d?) = (ac — bd)?* + (ad + bc)? .

(quando a, b, ¢, e d sao inteiros, esta é a identidade de Diofanto, ou de Brahmagupta-Fibonacci, que
diz que “um produto de duas somas de dois quadrados é também uma soma de dois quadrados”)

Raizes de polinémios reais de grau dois. Um polinémio de grau dois com coeficiente reais
¢ uma funcdo do género f(x) = ax? +bx + ¢, com a,b,c € R e a # 0. Para calcular as suas rafzes,
ou seja, os pontos onde f(z) = 0, podemos dividir por a, e considerar o polinémio ménico (ou seja,
tal que o termo de grau maior tem coeficiente um)

f(z) =22 +2az+p
(o fator 2 estd para simplificar as contas). Ao “completar o quadrado” temos que
22 420z+B=22420z+a%> -+ 7
=(z+a)?+(B—0a?)
e portanto as raizes sao solugoes de
(z4+a)? =a® - 5.

O ntimero § := a? — 8 é chamado “discriminante” do polinémio. Se § > 0, temos duas raizes reais
24 = —a + /0, eventualmente coincidentes quando 6 = 0. Em termos dos coeficientes originais
a, b, c, esta é a famosa “férmula resolvente”

_ —bxVb? —dac
a 2a

2+

Se § < 0, e portanto § = —w? para algum w > 0, o polinémio nio admite raizes reais. No entanto,
podemos observar que (+iw)? = §. Entao temos duas raizes complexas e conjugadas

’zi:—a:tiw.‘

Nos dois casos, o polinémio moénico fatoriza como produto

f(2) = (2= 2z4)(z = 2-)

de duas raizes, simétricas em relagao ao eixo real.
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Resolva as seguintes equagoes
2 _ 2 _ 2 _
z“+5=0 z°—2242=0 zZ“+z4+1=0
Representacao polar. A representacdo polar do niimero complexo z = x + iy ~ (x,y) € R? é
onde p = |z| = /22 + 32 > 0 é o mbdulo de z, § = arg(z) € R/27Z é um argumento de z, ou seja,

um angulo tal que x = pcos(f) e y = psin(f) (logo definido a menos de multiplos inteiros de 27),
e o niimero complexo unitério e’ € S é (provisoriamente) definido pela férmula de Euler

e’ .= cos(f) +isin(6). (7.3)

a custa, portanto, das fungodes trigonométricas cos e sin, supostas definidas anteriormente (e.g. num
curso de célculo). Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de
um numero z o Unico argumento que satisfaz Arg(z) € (—m, 7).

E imediato verificar que o conjugado de z = pe® é

pe 10 = pe—zﬁ
ou seja, a conjugagao apenas muda o sinal do argumento. Por exemplo, i = —i = 1/i.

Produto em representacao polar. Se zZ1 = 1€i01 € 29 — 26192 entao as férmulas de adicao
’
para seno € coseno mostram que

2120 = prpoe’1702) (7.4)

Por exemplo, o quadrado de um ntimero complexo z = pe ¥ é 22 = p? ¢ 29, Também, se 22 # 0
b b) b)

A1 _ &61(91—92)
zZ2 P2

Estas férmulas revelam, mais uma vez, o significado geométrico da multiplicacao entre niimeros
complexos. Uma primeira consequéncia é que o inverso do niimero complexo z = pe’?, com p > 0,
é 27t = p~le™. Outra é que a multiplicacdo por z = pe’? # 0, no plano C ~ R2, ou seja, a
transformacdo w — zw, corresponde a uma homotetia w — pw de razéo |z| = p > 0 (uma dilatacao
ou contracio se p # 1) e uma rotaciao w — e w de um angulo 6.

Em particular, a multiplicacao por um ntmero complexo de médulo um, ou seja, da forma e’
com 6 real, corresponde a uma rotagao anti-horaria de um angulo 6. Por exemplo, a multiplicacao
por i = e'™/2 é uma “raiz quadrada’ da rotacio z — ez = —z de um angulo 7, i.e. uma rotacio
de um angulo 7/2.

0

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:
—i i—1 144 3—4

Calcule

et e—'mr/2

Poténcias e raizes. As poténcias do nimero complexo z sdo definidas recursivamente por

=1 = se n>1

Observe que , 4
(,oe i6 )" =p" eind (7.5)

Em particular, 2™ # 0 se z # 0. Consequentemente, é possivel definir poténcias negativas se
z # 0, por meio de z ™™ := 1/z". Os pontos { 2", n € Z} desenham uma espiral no plano
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complexo, se |z| # 1. Por outro lado, as diferentes poténcias de um nimero complexo unitério e
pertencem a circunferénci unitaria, e formam um conjunto finito se § é um multiplo racional de 7.

Sen=1,2,3,..., entao cada nimero complexo w # 0 possui n raizes n-ésimas, i.e. n nimeros
complexos z que resolvem

P=w.

De fato, as raizes n-ésimas de w = pe’?, com p # 0, sdo os niimeros
25 = Wez(eJrQﬂ'k)/n

com k=0,1,2,...,n—1. Os pontos z; formam os vértices de um poligono regular de n lados,
inscrito na circunferéncia de raio {/p e centro 0. Em particular, os ntimeros complexos

Ck — ez?ﬂ'k/n7
com k=0,1,2,...,n—1, que resolvem ({;)™ = 1 e portanto pertencem a circunferéncia unitdria,

sdo chamados raizes n-ésimas da unidade. Observe que (x = ((1)¥, onde ¢; = €27/ ¢ uma raiz
“primitiva”.

Calcule

Vi Ve Vit Y

Resolva as equagoes
22=-1 2 =1 2> =81.

Raizes de polinémios. Um polinémio de grau n é uma expressao (fungdo complexa de uma
varidvel complexa)
f(2) =anz" +an_ 12" - Farz+ag (7.6)

onde os coeficientes ax’s sao nimeros complexos e o primeiro é a, # 0. Um nimero complexo p
é uma raiz do polinémio f(z) se f(p) = 0. As raizes de f(z) sdo também as raizes do polindmio
ménico f(z)/an = 2™ +by_12"" 1 + -+« + b1z + by, que é chamado polinémio mdnico, e vice-versa.
Gauss provou em 1799 o que hoje é chamado teorema fundamental da dlgebra.

Teorema 7.1 (Gauss). Todo polindmio de grau n > 1 admite (pelo menos) uma raiz em C.

Demonstragao. E claro que, a menos de dividir pelo coeficiente de grau méximo, basta provar o
teorema para um polinémio ménico f(z) = 2" + 12"V 4+ 4+ a1z+ag comn > 1. E também
claro que se |z| = R é suficientemente grande entdo também |f(z)| ~ R™ é grande, por exemplo
superior ao valor de |f(0)] = |ag|. Pelo teorema de Weierstrass, a fungdo continua z — |f(z)]
atinge um minimo no disco fechado |z| < R, e, pela observagao anterior, este minimo é atingido
num ponto p com |p| < R, e é também um minimo absoluto de |f(z)| no plano complexo. A menos
de uma translagao (ou seja de considerar o polinémo f(z — p)) podemos assumir que o minimo é
atingido na origem, e portanto que o polinémio tem a forma

f(z) =a+2™(bg+brz+ -+ bp2")

com by # 0, m > 1, e que o seu minimo mddulo é |f(0)] = |«|. Queremos provar que a = 0, ou
seja, que a origem é uma raiz do polinémio f(z). Seja entdo a = pe ¥ # 0. O polinémio é da
forma o+ B(z), onde $(z) é um polinémio de grau m > 1 que se anula na origem. Se o médulo de
z é muito pequeno, entao

B(z) = 2™(bg + b1z + - + bp2®) ~ 2by .

Ao variar z numa circunferéncia suficientemente pequena & volta da origem, $(z) d4 pelo menos

uma volta (de fato, m voltas) em torno da origem, e portanto necessariamente o seu argumento
assume valores préximos do oposto do argumento de . Entéo, se a # 0 e 5 é pequeno, é claro
que |a + B| < ||, como mostra a figura seguinte.
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Mais precisamente, num ponto onde 6(2) ~ce ~W com e < 0,

() = la+ B = |pe ¥ +ee | = p—e < a],
o que contradiz o fato de |a| ser o minimo absoluto de |f(z)]. O
Se p uma raiz do polindmio (7.6) de grau n > 1, entao
F2) = F2) = £(p) = an(z" = p") + -+ ar(z = p).

Entao a identidade

gt = (2= p) (PN 2 ozph? 4 phY)

implica que o polinémio fatoriza como f(z) = (z — p) g(z), onde g é um polinémio de grau n — 1.
Consequentemente,

Teorema 7.2. Um polinémio monico de graun > 1 fatoriza no produto
f(z)=(z=p1)(z=p2)...(z = pn)
onde p1,pa,...,Pn SGO as Suas N raizes, nao necessariamente distintas.

A fatorizagao é tnica, a menos de permutagoes dos fatores. Vice-versa, é evidente que existe um
tnico polinémio ménico de grau n cujas raizes sao n nimeros complexos distintos p1, pa, ..., Pn.

Se p é uma raiz do polinémio f(z) = anz™ + an_12""1 + -+ + a1z + ap, entdo p é uma raiz
do polinémio f(z) := @, 2"+ --- + @1 2 + ag, obtido de f(z) trocando cada coeficiente pelo seu
conjugado. Se os coeficientes de f(z) sdo reais (i.e. a = @), entdo f = f. Consequentemente,

Teorema 7.3.  As raizes ndo reais de um polinémio com coeficientes reais ocorrem em pares de
numeros complexos conjugados, p e P.

Em particular, um polinémio real de grau impar admite sempre pelos menos uma raiz real
(também consequéncia do teorema de Bolzano).

Verifique que (14 2+ 22+ -+ 2")(1 — 2) = 1 — 2! e portanto, se z # 1,
1— gt
l4+z422 4 2"=—"

1—=z

0 com @ # 277 e real, calcule a parte real e deduza

1+ cos(f) + cos(20) + - - - + cos(nb) = % + W

Considere z = ¢

Mostre que se w é uma raiz n-ésima néo trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1) entdo

14wt +wWd+ .+ P =0.
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Férmula de de Moivre. A férmula de Euler (7.3) e a (7.5) implicam a férmula de de Moivre
(cos(0) + isin(F))" = cos(nd) + isin(nf) . (7.7)

Ao calcular as poténcias a esquerda usando a férmula do bindmio, é entdao possivel deduzir
férmulas para cos(nf) e sin(nf) enquanto polinémios em cosé e sinf, com expoentes < n. Por
exemplo,

cos(26) = cos? § — sin® § e sin(20) = 2 cos 6 sin 6.

Consequentemente, existem polindmios algébricos T, (x) de grau n > 0, (chamados polindmios de
Chebyshev) tais que
cos(nf) = T,,(cos )

(observe que as poténcias pares de sin # podem ser substituidas por poténcias pares de cos 6 usando
a identidade trigonométrica).

Calcule os polinémios de Chebyshev para valores pequenos de n, por exemplo Ts, T5 e Ty.

)" ()

Exponencial complexo. A férmula de Euler (7.3) e a propriedade (7.4) permitem definir o
exponencial de um nimero complexo arbitrario z = x + iy como

Calcule

z

e = e” e = e (cosy + isiny) (7.8)

Assim, o mdédulo de e* é igual ao nuimero real e*, que ¢é estritamente positivo, e um argumento
de e* é igual a y, a parte imaginaria de z. Em particular, e* # 0. E imediato entao verificar que o
exonencial complexo satisfaz a regra do produto

ou seja, define um homomorfismo do grupo aditivo C no grupo multiplicativo C*. Em particular,
o exponencial de um niimero complexo nao é nulo, e o inverso multiplicativo de e* é

Oscilagoes. Uma curvat — (z(t),y(t)) no plano R? ~ C pode ser representada, usando a notagao
complexa, como a fungdo (complexa de uma varidvel real) z(t) = x(t) + i y(t). A sua velocidade,
o campo vetorial v(t) = (&(t), y(t)) (pensado aplicado no ponto z(t)), é entao 2(t) := @(t) + i y(t).
Dado w real e positivo, a fungao
z(t) — eiwt

descreve um ponto que percorre a circunferéncia unitaria do plano complexo no sentido anti-horério
com “frequéncia angular” w, i.e. uma rotagdo cada perfodo T = 27 /w, e portanto frequéncia
v =w/(27) (medida em Hertz, rotagbes por segundo).
Mais em geral, a funcao
2(t) = ce™?,

onde ¢ = pe ¥ é um pardmetro complexo, descreve um ponto que percorre a circunferéncia de
raio |¢| = p no sentido anti-hordrio. Um célculo elementar mostra que a velocidade desta curva é
2(t) = iw ce™?, ou seja, z(t) satisfaz as equacao diferencial linear

Z = 1wz

que contém o numero imagindrio i, e portanto nao tem sentido fisico. Mais interessante é derivar
uma segunda vez, e observar que a curva z(t) também satisfaz

Z=—wz
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com condigbes iniciais z(0) = ¢ e 2(0) = iwc. Consequentemente, a parte real (e também a parte
imaginéria) de z(t),
q(t) = R[z(t)] = pcos(wt + )

é uma solucao real da equagao diferencial do “oscilador harménico”

§=—wq

t+wt 2

De fato, as duas curvas e sao solucoes de 2 = —w<z, e as solugoes trigonométricas podem ser

obtidas ao fazer combinagoes lineares complexas

(eiwt + efiwt ) e cos(wt) _ 2l (eiwt _ efiwt)

cos(wt) =
i

| =

Identifique as condicdes iniciais ¢(0) e ¢(0) enquanto fungdes de z(0) = pe®.

Determine as constantes complexas ¢ e d tais que a curva z(t) = ce “! + de™*! seja solugao
de ? = —w?z com condigdes iniciais z(0) = a e 2(0) = b.

A NANVANYA
\VERVERV/

Oscilagao q(t) = pcos(wt + ).

Sobreposigoes. Sew; =w+eewy =w— ¢, a sobreposi¢do das duas oscilagdes z1(t) = e“1t e
29(t) = 2! pode ser representada como

Z(t) — eiwlt + eint
_ eiwt (eiat 4 e—iat) _ 2eiwt COS(Et)
O seu valor absoluto |z(t)| é méximo quando wit = wat (mdédulo 27), e minimo quando wyt—wst = 7
(médulo 27).

Em particular, se ¢ < w, entdo a sobreposi¢ao consiste numa modulagéo lenta (com perfodo
27 /e > 27 /w) da frequéncia fundamental w ~ wy ~ ws.

Sobreposicao ¢(t) = sin(0.95 - t) + sin(1.05 - ¢).

Oscilagoes amortecidas. A curva definida pela funcao z(t) = el@ti)t descreve um ponto no
plano complexo que percorre uma espiral centrada na origem. Se a < 0, entdo sua parte real (ou
a sua parte imagindra),

q(t) = e cos(wt)

descreve uma oscilagao amortecida.



7 NUMEROS COMPLEXOS E OSCILACOES

\ o

Gréfico de g(t) = e sin(6t).

47
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8 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.8-14 ; [MWS5] Vol. 2, 12.6-7

Equacao de Newton num potencial quadréatico. A equagido de Newton

4= —Pq (8.1)
determina a trajetéria de uma particula (de massa unitdria) no campo de forgas gerado por um
potencial quadrético U(q) = %ﬁq? Uma solugao de equilibrio é a solugdo trivial ¢(¢) = 0 para

todo tempo ¢, e é a Unica se 8 # 0.
Se 8 =0, é evidente que as solugoes da equacao de Newton

que neste caso é a equagao da particula livre, sao
q(t) =a-+bt

com a,b € R constantes arbitrarias, que descrevem movimentos retilineos uniformes.
Se B = w? > 0, um calculo elementar mostra que duas solucoes da equacdo de Newton

chamada oscilador harmdnico, sdo ¢4 (t) = cos(wt) e p_(t) = sin(wt). Por linearidade, uma
solugao é também uma sobreposicao

q(t) = acos(wt) + bsin(wt)
com a,b € R constantes arbitrarias, que descrevem oscilagdes de frequéncia angular w, logo periodo

T = 27 /w, em torno da posicao de equilibrio.
Se 8 = —k? < 0, um célculo elementar mostra que duas solucdes da equacio de Newton

chamada oscilador invertido, sdo qi(t) = e**t

p4(t) = cosh(kt) = (M + e~k)/2 ¢ p_ (1)
solucao é também uma sobreposicao

q(t) = aek® + be™* = ccosh(kt) + dsinh(kt)

, ou também, ao fazer uma mudanza de base,
sinh(kt) = (ef* — e7*)/2. Por linearidade, uma

com a,b, c,d € R constantes arbitrarias. As solugoes genéricas se afastam do equilibrio, e de fato
divergem, quando ¢ — +o0.

Particula num potencial quadratico com atrito. O atrito é modelado como sendo uma
forga proporcional e contraria a velocidade. A equacao de Newton de uma particula num potencial
quadrético com atrito é portanto da forma

Gg=—vq—pq, (8.2)

onde 7 = 2« é um coeficiente de atrito (positivo ou nulo no mundo real, também negativo nos
manuais de matematica). Um cdlculo elementar mostra que a fungao ¢(t) = e~*'y(t) é uma solugao
da equagéo de Newton (8.2) sse y(t) é uma solugao da equagio de Newton sem atrito

j=—0y
com § = 3 — a2, que j4 sabemos resolver. Consequentemente, solucoes de (8.2) sao
a(t) = e="(a + bt)

se a? = B (um caso muito particular), ou

q(t) = e (aer 4 be M)
se 0 < a? — 3 = k? (atrito grande), ou

q(t) = e *(a cos(wt) + bsin(wt))

se 0 < B — a? = w? (atrito pequeno).



8 EDOS LINEARES HOMOGENEAS COM COEFICIENTES CONSTANTES 49

Problema com valores iniciais. A intuigao fisica, ou melhor, a nossa ideia de “determinismo”
implicita na fisica newtoniana, diz que uma equagao de Newton m¢ = F determina univoca-
mente o futuro e o passado se sdo dadas a posigao ¢(0) = ¢qo e a velocidade ¢(0) = vy iniciais da
particula. No caso da particula num potencial quadratico com atrito, ou seja, das equagoes lineares
homoégeneas (8.2), encontramos espagos de solugoes dependendo de dois parametros, ou seja, pares
de solugdes. Duas solugoes, g4 (t) e g—(t), sdo suficientes se conseguimos representar toda solugao
como combinagdo linear ¢(t) = a ¢4 (t) + bg_(t). Mas isto significa que o sistema linear

aq(0) +bq-(0) = qo
aqy(0) +bg-(0) = wvo

admite uma tnica solugdo para todo vetor (qo,vo) de condigdes iniciais, e portanto que o determi-
nante ¢4 (0) ¢_(0) — ¢ (0) ¢_(0) é diferente de zero. E imediato verificar que este é o caso dos pares
de solucoes encontradas no paragrafo anterior. E claro também que o tempo inicial {5 = 0 pode
ser substituido por qualquer outro tempo, sendo a equacao de Newton invariante por translagoes
no tempo.

Independéncia linear e Wronskiano. Fixado um intervalo I C R, consideramos o espago
linear C*(I) das fungoes reais f : I — R com derivada f'(t) continua. O (determinante) Wronskiano
entre duas fungdes f(¢) and g(t) deste espago é a funcao

INE O
Wro(t) := Det ( OO )

Se f(t) e g(t) sdo linearmente dependentes ou seja, se existem constantes (a, 3) # (0,0) tais que
af(t) + Bg (t) = 0 para todos os tempos ¢ € I, e, derivando, também af(t) + Sg(t) = 0, entao
Wf ¢(t) = 0 para todos os tempos, pois o sistema homogéneo

(Fo 30) (5)-(3)
[ g() B 0
admite uma solugao nao trivial. Consequentemente,

Teorema 8.1. Se Wy ,(to) # 0 em algum ponto to € I entao f(t) e g(t) sao linearmente inde-
pendentes.

Num intervalo onde g(t) # 0, o determinante Wronskiano é o “numerador” da derivada do
quociente f(t)/g(t), sendo o “denominador” g(t)? # 0. Consequentemente, ¢ nulo sse o quociente
é constante, logo se f(t) é proporcional a g(t).

No entanto, duas fungoes podem ser independentes e ter determinante Wronskiano nulo em
algum ponto, ou até em todos os pontos!, como mostra o exemplo de Peano'? das funcoes f(t) = t>
e g(t) = t|t|]. O problema é que duas fungdes podem ser independentes num intervalo I mas
linearmente dependentes se pensadas apenas em sub-intervalos J C I (é o caso do exemplo). Isto
pode acontecer quando pelo menos uma das fungoes nao é analitica, assim que a informacao local,
os valores num subintervalo (arbitrariamente pequeno), ndo determina o comportamento global,
os valores em intervalos grandes.

No caso das solugoes de uma equagao diferencial linear as coisas sao mais simples. Se ¢4 e ¢_
sao duas solugoes da mesma EDO linear

E+p(t)d+q(t)z =0

(com coeficientes nio necessariamente constantes!), definidas num intervalo I C R, entdo um
célculo elementar mostra que o Wronskiano satisfaz a equacao diferencial

d
ZWoro- () = —p(t) W, (1),

19G. Peano, Sur le déterminant Wronskien, Mathesis 9 (1889), 75-76.
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Ao integrar, obtemos a identidade de Abel

— [t s)ds
Woy o (1) = Ty, (1),

onde tg € I é um tempo inicial arbitrario. Em particular, o determinante Wronskiano é ou
identicamente nulo ou sempre diferente de zero.

Calcule os determinantes Wronskianos
We—atﬂge—at 5 Wefatekt’efatefkt e We—at sin(wt),e=t cos(wt)

quando k # 0 e w # 0, e verifique que as soluc¢oes encontradas no pardgrafo anterior sdo pares
de solugoes independentes da equagao linear homogénea com coeficientes constantes genérica & +
2at + Pxr = 0.

Verifique que as funcdes f(t) = t? e g(t) = t |t| ndo sdo linearmente independentes enquanto
fungbes definidas na reta real (mas s@o idénticas na semi-reta positiva, e proporcionais, logo line-
armente dependentes, na semi-reta negativa). No entanto, o Wronskiano é W ,(t) = 0 para todos
os tempos t .

Unicidade das solugoes. Uma equacdo diferencial ordindria linear homogénea de sequnda
ordem com coeficientes constantes genérica é uma equagao

a+bx+cx=0

onde os coeficientes a, b e ¢ sdo nimeros reais (e, nos casos fisicos, positivos!). Sendo a # 0 (caso
contrario trata-se de uma equagao de ordem um), é claro que a equagao é equivalente a

i+20d+Br=0 (8.3)

com 2a = b/a e = ¢/a, que depende de apenas dois parametros. Os exemplos anteriores mostram
que admite sempre um par de solugoes independentes, e portanto uma solugao para cada condigoes
iniciais 2(0) = x¢ e #(0) = vy. Esta solugao é tnica, como segue do teorema de Picard.

No entanto, é interessante provar a unicidade usando uma ideia no mesmo tempo mais elementar
e mais profunda. J4 vimos que x(t) = e~ *'y(t) é solugao de (8.3) sse y(t) é solugao de §j = Ay,
com A = o2 — . Portanto, é suficiente provar o teorema de unicidade para esta equacio.

O operador laplaciano em dimensdo um é o operador A := D?, onde D = d/dt denota o
operador derivagdo, que envia f(t) em (Df)(t) := f'(t). A equagdo f” = \f pode portanto ser
escrita

Af=Af,

e diz que f(t) é um vetor préprio do laplaciano, com valor préprio A. O teorema de unicidade é
uma consequéncia imediata do seguinte resultado, caso particular de um teorema profundo sobre
os operadores diferenciais “elipticos”.

Uma fun¢ao f(t) é dita analitica se a sua série de Taylor Y. ° o ¢, (t — t9)", centrada em
um ponto arbitrério to do seu dominio e definida pelos coeficientes ¢, = f((ty)/n!, tem raio de
convergéncia positivo, e converge para a prépria fungao dentro do disco de convergéncia.

O ingrediente essencial da prova é a seguinte observacao, caso particular de um fenémeno
chamado “bootstrap”. A identidade f” = Af implica que f(t) admite derivadas de todas as
ordens, e que podemos calcular enquanto funcoes apenas das primeiras duas. De fato, a terceira
derivada é f”" = (") = Af’, a quarta derivada é f"" = (f"") = (\f') = M\f"" = \2f, ...e, por
inducao, as derivadas de ordens par ou impar sao

f(2n) —\" f e f(27L+1) = \" f/7 (84)
respetivamente.

Teorema 8.2. As func¢oes préprias do laplaciano na reta real sdo fungdes analiticas.
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Demonstrag¢ao. Seja f(t) uma fungao prépria do operador laplaciano com valor préprio A, ou seja,

uma funcao duas vezes derivavel, definida na reta real, que satisfaz a equacao diferencial f” = \f.
_ ™)
= !

n

As identidades (8.4) implicam que os coeficientes ¢, : da série de Taylor de f centrada em

0 sao limitados por
A"
n!
se C denota o maximo entre |f(0)| e |f/(0)|. Pela férmula de Hadamard (ou seja, pelo critério da
raiz/razao), o raio de convergéncia da série de Taylor ZZO:O cpt™ é 0o. Consequentemente, a série
de Taylor converge em toda a reta real. Falta entao provar que converge para a prépria funcao f.
Fixado um intervalo limitado [— R, R], seja K o mdximo de |f(t)| e |f'(t)| quando [¢| < R (que
existe porque f e f’ sdo continuas). Entao, pelas (8.4), as derivadas de f sao limitadas por

r 0] < KA

quando [t| < R. Seja P,_1(t) = Z;é i t* o polinémio de Taylor de grau n — 1. Pela férmula
de Taylor com resto
() (¢
1(0) ~ Paalt) = 1 g

onde ¢ é um ponto entre 0 e t. Consequentemente, quando |t| < R o erro é limitado por

A" R™
70) - Pt < & 2T
que tende para 0 quando n — oo. Isto prova que a série de Taylor ZZOZO cpt™ converge para f(t)
para todo t, e uniformemente em cada intervalo compacto. O

Teorema 8.3. O espaco das solucdes de uma equacao linear homogénea de ordem 2 com coefi-
cientes constantes (8.3) € um espago linear de dimensdo 2.

Demonstracdo. Como visto, é suficiente provar o resultado para a equagao & = Az. Usando a
linearidade, é suficiente provar que a tnica solu¢do com condigoes iniciais z(0) =0 e #(0) =0 ¢é a
solugdo trivial z(t) = 0. As férmulas (8.4) implicam entdo que todas as derivadas de z(¢) em t =0
sao nulas. Isto quer dizer que todos os coeficientes da série de Taylor de x(t) centrada em 0 sdo
nulos. Pela analiticidade, o teorema 8.2, a fungao z(t) é identicamente nula. O

EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes, polinémio carateristico. O
uso dos exponenciais complexos permite uma leitura unificada e conceptualmente mais elegante
dos trés casos tratados acima, que estende de forma natural as equacoes homogéneas de ordem
superior.

Consideramos uma equagao linear homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes

Z+42ai+ Pz =0 (8.5)

onde « e f3 sdo coeficientes reais (mas também é possivel considerar coeficientes complexos). A
ideia, de Euler ?°, é que

as suas solugoes sao (sobreposigoes de) exponenciais complexos z(t) = e**

201.. Euler, De integratione aequationum differentialium altiorum gradurn, Miscellanea Berolinensia 7 (1743).
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pelo menos no caso genérico. Isto acontece porque as derivadas de um exponencial sao proporcionais
ao proprio exponencial, e consequentemente uma equagao homogénea com coeficientes constantes
para um exponencial e** ¢ uma equacao algébrica para a sua “frequéncia”’ z. De fato, ao substituir
a conjetura z(t) = e** mna (8.5) temos que

22 £ 2aze” 4+ Be*t = (22 + 2024 B) e = 0.

Observando que os exponenciais sao diferentes de zero, temos que z(t) = e** é uma solugao (com-
plexa) de (8.5) se z é igual a uma das rafzes z4 = —a £ y/a? — § do polindmio caratéristico

’P(z) ::z2+2az+5.‘

A equagdo P(z) = 0, que determina as raizes, é também chamada equagao carateristica.
Se o2 — B = k% > 0 as duas raizes sdo reais, e portanto duas solucoes independentes sio os
exponenciais reais 4 (t) = e~ (®F¥ A solucio geral é portanto uma combinacao linear

z(t)=e* (ae +be) .

Se a? — 8 = —w? < 0, as duas rafzes nao sdo reais (mas sao complexas conjugadas), e duas
solugoes independentes sao os exponenciais complexos x4 (t) = e~ (@Fiw)t Neste caso, duas solucdes
reais, logo a solucgao geral com significado fisico, podem ser obtidas usando a féormula de Euler e a
paridade das fungoes trigonométricas, pois

z(t) = e (a et 4 be_m)
= e " (a cos(wt) + ia sin(wt) + b cos(wt) — ib sin(wt))
—e ot (c cos(wt) + d sin(wt))

sec=a+bed=1i(a—0b). Estas solugoes sao reais se ¢ e d sdo coeficientes reais.

Quando a? = B, o polinémio carateristico tem uma raiz dupla z = —«, que é real, e 0 método
fornece apenas a solugao x(t) = e~*'. Para encontrar uma segunda solugio independente temos
que compreender o limite de um plano gerado por z.(t) = e** e x,4. = e(*te)t quando € — 0. Se
€ # 0, o plano contém a sobreposicao (e(z""g)t — e*!) /e, que no limite quando € — 0 é a derivada
em ordem a z da nossa primeira solugao, ou seja,

z+e)t zt
fm C et e
e—0 3
A posteriori, podemos verificar que esta também é solugao da equacao diferencial, que neste caso
pode ser escrita (D — a)?z = 0 (sendo D = d/dt o operador derivagao). Assim, o espaco das
solucoes é um plano gerado pelas duas solucoes independentes e e te~, e a solucdo geral é
uma sobreposicao
z(t) = e " (a+bt) .

Resumindo, temos portanto a seguinte receita: o espago das solugbes de (8.5) é um espago
linear ‘H de dimensao 2 gerado por

elmath)t o el-a—k)t se z+ = —atk, com k>0 (rafzes reais e distintas)
e cos(wt) e e “sin(wt) sezy=—a+iw, com w >0 (raizes complexas conjugadas)
e e te ot se z+ = —a (raiz dupla)

Se ¢4 (t) e ¢_(t) formam uma base de H, entdo a “solucdo geral” é

2(t) = cr 64 (t) + c_6_ (1)

onde c4 € R sao constantes arbitrarias. Sendo as ¢ independentes, estas constantes sao univoca-
mente determinadas pelas condigbes iniciais 2(0) = z¢ e ©(0) = vg, ao resolver um sistema linear
determinado. E claro que o tempo inicial ¢ = 0 pode ser substituido por qualquer outro tempo tg.
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Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
T—2x=0 492 =0 3+ =0 T—2=0

T+2c—2=0 T+2t4+x=0 T+4c 452 =0 T—4c4+2=0.

Resolva os seguintes problemas com condigoes iniciais (ou problemas de Cauchy).
Z4+2x=0 comx(0)=0ex(0)=2
F4+2=0 coma(0)=1ex(0)=0
Z+4t+52=0 com z(0) =2 e £(0)
&—17t+ 13z =0 com z(3) =0e &(3) =
Z—2t—2r=0 comx(0)=0ex(0)=9
F—4t—xz=0 comz(l)=2ex(l)=1.

Determine umas equacoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solugoes os
seguintes pares de funcoes:

e e e, e 'sin(2t) e e fcos(2t), sinh(¢) e cosh(t),
et e te 3, sin(2t +1) e cos(2t+2), 3 e bt.
Oscilador harménico. As pequenas oscilacbes de um péndulo 0 = —w? sin(f) em torno da

posicao de equilibrio estavel 8 = 0 sao descritas pela equagao de Newton do oscilador harmdnico

—wq (8.6)

onde w > 0 é a “frequéncia (angular) caracteristica”. Esta é uma equagao universal, pois descreve
as pequenas oscilagoes de qualquer sistema Newtoniano unidimensional numa vizinhanca de um
equilibrio estdvel genérico.?’ No espaco de fases R?, de coordenadas ¢ e p := ¢, a equacao assume
a forma do sistema
q=7p
{ . (8.7)

p=-wq

7

A solugao com condigoes iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vy é
Vo .
q(t) = qo cos(wt) + — sin(wt) .
w
As trajectérias ¢(t) = acos(wt) + bsin(wt) podem ser escritas como
q(t) = Asin (wt + ) ou Acos (wt + @) ,
onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos coeficientes a e b, ou seja, dos dados iniciais
q(0) = qo e ¢(0) = vo (usando as férmulas cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) e sin(a £ b) =

sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)). Mais simples é usar exponenciais complexos, e observar que, por
exemplo, A cos(wt + ¢) é a parte real de Ae?(“!+9),

21 “The harmonic oscillator, which we are about to study, has close analogs in many other fields; although we start
with a mechanical example of a weight on a spring, or a pendulum with a small swing, or certain other mechanical
devices, we are really studying a certain differential equation. This equation appears again and again in physics and
other sciences, and in fact is a part of so many phenomena that its close study is well worth our while. Some of the
phenomena involving this equation are the oscillations of a mass on a spring; the oscillations of charge flowing back
and forth in an electrical circuit; the vibrations of a tuning fork which is generating sound waves; the analogous
vibrations of the electrons in an atom, which generate light waves; the equations for the operation of a servosystem,
such as a thermostat trying to adjust a temperature; complicated interactions in chemical reactions; the growth of
a colony of bacteria in interaction with the food supply and the poison the bacteria produce; foxes eating rabbits
eating grass, and so on; ...”

Richard P. Feynman [Fe63]
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A energia

1 1
E(q,p) == 5;02 +5 w’q®

¢ uma constante do movimento. Ou seja, se (¢(t),p(t)) é uma solugdo do oscilador harménico,

entao

d _8E . 9E .,
%E(q(t),p(t)) = quJrafpp—perw qq

=p(H+w’p) =0

para todo o tempo t. Consequentemente, as 6rbitas do oscilador harménico estao contidas (de
fato, sdo iguais!) nas curvas de nivel da energia F, que sao elipses.

Phase portrait Trajectory
0.35
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£ 02 - 025
2 forward orbit 5 —— frajectory
E 0o s initial state = 000 s initial position
g 02 2 g5
-04 -0.50
-0.6
-0.75
-1.0 —0.5 0o 05 10 o 5 10 15 20
position g time t

A variavel complexa z := p + iwq satisfaz a EDO de primeira ordem
zZ=1iwz,
cuja solucdo é z(t) = z(0)e™*. A energia do oscilador é dada por E = 1|z|2
Determine a energia em quanto fungao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.
“Elimine” dt no sistema (8.7), e mostre que as curvas de fases s@o solugdes da EDO exacta
pdp+w’qdg =0,

equivalente a dF = 0, cujas solugoes implicitas sdao as curvas de nivel de E.

Oscilagoes amortecidas. Consideramos a equagao das oscilagoes amortecidas

| = —Bq—w?q| (8.8)

onde w é a frequéncia prdpria do oscilador (em auséncia de atrito) e 5 > 0 é um coeficiente de
atrito (com as dimensées do inverso de um tempo).

Por exemplo, a corrente I(t) que circula num circuito RLC satisfaz a equagao LI+RI+I /C =0.
Assim, a frequéncia prépria do circuito é w = 1/v/LC e o coeficiente de atrito é § = R/L.

Outro exemplo sao as oscilagoes de um objeto de massa m sujeito a uma forca de Hooke de
constante eldstica k e a uma forga de atrito proporcional e contraria a velocidade por um fator ~.
A equacao de Newton que determina o deslocamento x da posic¢ao de equilibrio é m& = —yi — kx.
Neste caso, a frequéncia prépria é w = y/k/m e o coeficiente de atrito é 8 = v/m.

No espaco de fases, de coordenadas ¢ e p := ¢, a equagao (8.8) assume a forma do sistema

{ qg=p
p=—w?q—Pp

A energia
1 1
E = —p® + -w?¢®
(ap) = 5p" + 5w'q
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nao é uma constante do movimento, mas decresce, ou seja, ¢ “dissipada”, a uma taxa proporcional
a energia cinética, pois

d __9E. OE

7E_7+7: .+w2 _ 2<0.
o o it P=" (p+wiq)=—-Bp" <
E conveniente definir o = 3 /2, chamado coeficiente de amortecimento. A equagao carateristica
da (8.8) é (2 + a)? = —(w? — a?), e portanto a natureza das suas raizes dependem do sinal de
2 2
w? — a®.

O sistema ¢é dito sub-critico se o < w?, ou seja, se o atrito é pequeno (quando comparado com
a frequéncia prépria). Neste caso, as solugoes sao

q(t) = Ae “sin (Qt + @) (8.9)

oscilagoes de frequéncia Q = vw? — a2 cuja amplitude decai com tempo carateristico 7 = 1/a.
Sendo 2 < w, o perfodo 27 /) das oscilagdes é superior ao periodo préprio 27 /w. Se o atrito é muito
pequeno, ou seja, @ < w, entdo em primeira aproximagao a frequéncia é Q ~ w — a?/2w? + .. ..
Por outro lado, a frequéncia ) tende para zero (e, consequentemente, o perfodo das oscilagoes
tende para o o0) quando o — w™.

Phase portrait Trajectory
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Quando o < w, e portanto Q ~ w, é til quantificar a perda de energia AE = E(t) — E(t+T)
ao longo de um perfodo T ~ 27 /w. Um célculo mostra que a energia total é aproximadamente
E(t) ~ %A2w2e_5t (se desprezamos termos com média nula ao longo de um periodo e termos de
ordem «? comparados com termos da ordem w?). Entao a perda relativa de energia ao longo de
um periodo é

E Q

onde o Q-factor é definido por @ := w/f.
O sistema é dito super-critico se a® > w
880

AE 27

2, ou seja, se o atrito é grande. Neste caso, as solucdes

q(t) = Ae “sinh (kt + )

onde k = va? —w?. Observe que k < a, e portanto ¢(t) — 0 exponencialmente, e sem oscilar,
quando t — oo.
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O caso intermédio é o caso critico, quando o? = w? (uma condigdo muito dificil de observar!).
A equagao carateristica admite uma unica raiz, —«, e as solugoes sao

q(t) = (a + bt)e .

Também neste caso, as trajetérias decaem sem oscilar.

Equacao de Schrodinger estacionaria. Considere a equagdo de Schrodinger estaciondria

h? d*y
2 tY _E
2m dx? v
para a funcado de onda ¥(x) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, h = h/27 é a

constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 10734 Js.

Determine para quais valores F da energia existem solugoes nao triviais da equagao no inter-
valo x € [0,¢] com condigoes de fronteira (0) =0 e (¢) = 0 (particula numa caixa).

EDOs equidimensionais. Uma equacao diferencial da forma

dy . dy
2
ax®—5 +br—+cy=20
dx? dr Y
é dita equidimensional (é invariante pela transformacao x — Az com A > 0). A substituicio z = e
transforma a equagdo equidimensional para y(x) numa equagdo com coeficientes constantes para

2(t) = y(z(t)).

Resolva a equacao
d*y | dy
2
— — —4y =0,
¥ dz? + T T

na semireta x > 0.
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9 EDOs lineares nao homogéneas

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.15-19 ; [MW85] Vol. 2, 12.6-7

EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes constantes. Uma EDO de sequnda
ordem linear com coeficientes constantes é uma lei

i+ 200+ Bo = f(1)| (9.1)

para a trajetéria z(t), onde a, 8 € R s@o coeficientes constantes, e f(t) é uma fungdo dada, uma
forg¢a externa dependente do tempo, definida num intervalo de tempos I C R.

Se x1(t) e z2(t) sdo duas solugoes de (9.1), entao a diferenga y(t) = x2(t) — z1(¢) é uma solucao
da EDO homogénea associada

[ij + 209 + By = 0 (9.2)

obtida de (9.1) ao fazer f(t) = 0 (i.e. forga nula). Portanto, a solugdo geral de (9.1) pode ser
representada como uma soma

z(t) = z(t) +y(t),

onde z(t) é uma (apenas umal) “solugdo particular” de (9.1) e y(t) = c4 ¢4 (t)+c_p_(t) é asolugdo
geral da EDO homogénea associada (9.2), combinacéo linear de duas solugoes independentes ¢ (t)
com coeficientes arbitrarios c+ € R. Em particular,

Teorema 9.1. O espaco das solugdes de uma equacdo diferencial linera de sequnda ordem com
coeficientes constantes é um plano afim z+H, modelado sobre o espaco linear H ~ R? das solucdes
da equacdo homogénea associada.

Portanto, o problema de resolver uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes é
reduzido ao problema de determinar apenas uma solucao, por exemplo, a solucao com condigoes
iniciais triviais, dita “resposta do sistema” a forga f(t).

Adivnhar. O método mais simples e mais utilizado é “adivinhar” solucées, ou melhor, conjeturar
solugdes particulares, seguindo o instinto, a experiéncia, ou exemplos importantes e recorrentes (os
ingleses dizem “educated guess”).

Particula num campo de forcas dependente do tempo. Considere a equacao de Newton
i = f(t)

de uma particula de massa unitéria sujeita a uma forga dependendo do tempo f(t). Esta equagao
diz que ¢(t) é uma primitiva de uma primitiva de f(t), ou seja,

a(t) = /at (/b f(T)dT) ds

onde a e b s@o constantes arbitrarias. Quando a forca é particularmente simples, é possivel
adivinhar logo as solugoes. De fato, é suficiente encontrar apenas uma solugao, e depois somar
uma genérica solugao da equagao homogénea & = 0.

A equagdo da particula livre & = 0 tem solugoes z(t) = a + bt, que descrevem um movimento
inercial, ou seja, retilineo uniforme. Como esperado, formam um espaco linear de dimensao dois,
gerado pelas solugoes 1 e t.

Se a forga é constante, por exemplo f(t) = g (a aceleragao gravitacional préximo da superficie
da terra, ou um campo elétrico constante), as solugoes sao as parabolas

1
x(t) = §gt2—|—a—|—bt,

obtidas somando ao movimento inercial a solucio particular gt?/2.
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Outro caso interessante é uma for¢a periédica como f(t) = F cos(wt), com amplitude F e
frequéncia w. E claro que uma solugdo paticular é também periddica, do mesmo periodo (pois
a segunda derivada de um coseno ou de um seno é proporcional & prépria fungdo), e de fato é
imediato verificar que uma solugao é

F
x(t) = > cos(wt) + a + bt.

Também simples, embora pouco interessante na pratica, é resolver o caso de uma forca polino-
mial, ou exponencial, ou produto de polinémios e exponenciais . ..

Carga num campo elétrico alternado. A equacao de Newton
mi = qF sin(wt)

descreve o movimento de uma particula de massa m e carga g (que pode ser positiva ou negativa)
num campo elétrico alternado Fsin(wt) [KKR62]. A solugdo com posigdo e velocidades inicias
nulas z(0) = #(0) =0 é

mw mw?

E E

x(t) sin(wt)

ou seja, a trajetéria da particula é a soma de uma oscilagdo e de um movimento retilineo uniforme!
Em particular, a velocidade ndo muda nunca de sinal e oscila entre 0 e 2¢E/mw.

Considere a equagao de Newton
i=—yi+ f(t)
onde v := 1/7 > 0 é um coeficiente de atrito. Sabendo que z(0) = x¢ e ©(0) = vy, determine a

trajetéria quando a forga é constante f(t) = g, linear f(¢) = ct, ou periddica f(t) = F cos(wt).

Principio de sobreposigao. A procura de uma solugdo particular de (9.1) pode ser simplificada
usando o principio de sobreposicdo, consequéncia da linearidade do problema. Se x1(t), z2(t), ...,
2 (t) sdo solugdes das EDOs lineares

g + 202y, + Bag = fi(¢) com k=12 ...,n,
(observe que « e 3 s@o sempre os mesmos!) entdo a “sobreposi¢ao”
x(t) = x1(t) + 22(t) + - - + zn(2)
é solugao da EDO linear
&+ 2ai + Br = fi(t) + f2(t) + -+ fult) .

A ideia ¢ utilizar a estratégia dor romanos (ou dos maceddnios?), DIVIDE ET IMPERA. Ao
dividir a forga f(t) em parcelas simples fj(t), podemos esperar resolver o problema aparentemente
diffcil juntando as solugodes xy(t) dos problemas mais simples.

Determine a solugao geral de
& = sin(¢) i4c=t it+z=e"
Determine uma solugao particular de
F=14t+t> F4+i=el—e2
Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares.

F4xz=t i — P+di+3x=t>—-1 F—dr=e %
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Quase-polinémios e coeficientes indeterminados. Um quase-polindmio é um produto

de um polinémio p(t) = po + pit + - - + prt* vezes um exponencial e (real ou complexo, ou
seja, um produto de um exponencial real e?* e fungdes trigonométricas, cos(wt) e/ou sin(wt), se
A = p=tiw). O grau do quase-polinémio é o grau de p(t), e o seu exponente é A. Os polindmios
sao quase-polinémios com expoente nulo.
Ao aplicar o operador diferencial D = d/dt a um quase-polinémio (t) = p(t)e* de grau g o
resultado é
(De)(t) = (1 (t) + Ap(t))e™

que é também um quase-polinémio com o mesmo expoente A e grau < g. Mais em geral, um
operador diferencial linear com coeficientes constantes L = Y '_, axD* envia um quase-polinémio
o(t) = P(t)eM, com expoente A e grau g, num quase-polinémio

(Lo)(t) = p(t) e

com o mesmo expoente A e grau < g (mas pode produzir senos e cosenos a partir de apenas um
SENno ou um coseno).
Consideramos uma equagao diferencial ordinaria linear com coeficientes constantes, por exemplo
de segunda ordem,
aZ + bt + cx = f(t) (9.3)

(mas as mesmas consideragoes permitem tratar o caso de ordem n arbitréria), que pode ser escrita
(Lx)(t) = f(t), se definimos o operador diferencial L = aD?+bD + cI. Se o segundo membro, que
representa uma forca externa, é um quase-polinémio

f(t) = e (p(t) cos(wt) + q(t) sin(wt)) ,

com expoente A = p + iw e onde p(t) e ¢(t) sdo polindémios de grau < k (usando o principio de
sobreposicao, ¢ suficiente considerar os casos dos monémios t*, naturalmente), entdo é claro que a
equagdo (9.3) admite uma solugdo particular da forma

2(t) = P! (P(t) cos(wt) + Q(t) sin(wt)) ,

onde Q(t) e P(t) sdo polinémios de grau < k + 2.
De fato, é possivel provar que, se A é uma raiz do polinémio caracteristico az%+bz+c da equagao

homogénea com multiplicidade n < 2, é suficiente considerar polinémios da forma Q(t) = t" Q(t)
e P(t) = t" P(t), onde Q(t) e P(t) sdo polinémios de grau < k. Em particular, no caso genérico
(ndo ressonante) em que A nao é uma raiz do polinémio carateristico, basta considerar polinémios
Q(t) e P(t) de grau < k.

Os “coeficientes indeterminados” dos polinémios P(t) e Q(t) sdo obtidos ao igualar os termos
de mesmo grau na (9.3), e portanto ao resolver um sistema linear de 2(k + 1) equagoes em 2(k +1)
incégnitas (no caso geral em que w # 0, ou a metade se w = 0). Por esta razdo, este método é
chamado método dos coeficientes indeterminados. .

Usando o principio de sobreposi¢ao, é possivel determinar solugoes particulares quando o se-
gundo membro f(¢) é uma combinagao linear de quase-polinémios.

e.g. Por exemplo, uma solugao particular da equacao

i — 3%+ 2w =Fye '

pode ser determinada da forma z(t) = ae™t. De fato, ao substituir esta conjetura obtemos

(a+3a+2a)e”" = Fye™", e portanto a = F /6. Uma solugao particular é portanto x(t) = ¢ Foe™" .
Por outro lado, se consideramos a equagao diferencial

& — 3%+ 2z = Fye'

e experimentamos a conjetura xz(t) = bet, obtemos (b — 3b + 2b)e™ = ¢7!, 0 que é impossivel.
Isto acontece porque A = 1 é uma raiz do polinémio carateristico z2 — 3z + 2, e portanto e’ é
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uma solugao da equagdo homogénea associada (e, como tal, anula o primeiro membro da equagio).
Uma segunda tentativa pode ser z(t) = cte’. Ao substituir esta conjetura, e com alguma paciéncia,
obtemos (c(2 +t) — 3c(1 + t) + 2ct)e! = Fye!, ou seja, —ce! = Fye!, e portanto ¢ = —Fy. Uma
solugao particular é portanto z(t) = —Fpet .

O caso pior é quando o expoente da forga corresponde a uma raiz dupla do polinémio cara-
teristico. Um exemplo é a equacao diferencial

& —2& 4 x = Fpe'

A tnica raiz do polinémio carateristico é A\ = 1, e a solugao geral da equagdo homogénea é
portanto (a + bt)et. Neste caso, as tentativas z(t) = aet e x(t) = bte! falham (justamente porque
resolvem a equacdo homogénea!). No entanto, se substituimos a conjetura z(t) = ct?e! obtemos
finalmente 2ce! = Fye!, e portanto ¢ = Fy/2. Uma solugao particular é portanto z(t) = %Fotzet .

Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coe-
ficientes indeterminados.

P2+ x=1t3 4 ¢ &+ x = sin(t) & + 4 = 2t cos(t)

Z + 92 = sin(wt) Z 4 4z = cos(2t) i —dx = te &+ 4x = te” ' cos(2t)

t t

T+ 22 + bx = 10sint &+ 24 + bz = cos(2t) T—2x+br=e" r—x=e

Oscilagoes forgadas, batimentos e ressonancia. Consideramos a equacao das oscilacdes
forcadas

§ + w?q = Fycos(vt) ‘ (9.4)

onde w é a frequéncia propria do oscilador e v é a frequéncia de uma forga periddica.

O sistema homogéneo é um oscilador harménico, e portanto as suas solugbes sdo oscilagoes
Acos(wt + ¢), onde A e ¢ sdo constantes arbitrarias. A intuigdo sugere que o efeito da forca seja
uma oscilagao adicional de frequéncia .

Quando v? # w?, uma solucdo pode ser determinada usando a conjetura z(t) = a cos(yt), e
um céalculo elementar mostra que a solugao geral é

Fy
q(t) = Acos(wt + ¢) + m COS('yt)

Em particular, a solugao com condigoes iniciais triviais pode ser escrita

alt) = - (eos(at) = cos(wt)

T 2Q¢

sin (et) sin (Qt)

onde Q = (w++)/2 é a média das frequéncias, e € = (w—-y)/2 a semi-diferenca (usando as férmulas
de adigao trigonométricas). Quando |¢| < |w]|, e portanto Q ~ w, podemos estimar

Fo . :
q(t) ~ 5 e sin(et) sin(wt) .

Portanto, a resposta do oscilador & forga externa de frequéncia v préxima (mas diferente) da
frequéncia prépria w é uma “modulacao” lenta (de periodo 27 /e > 27 /w) de uma oscilagdo com
frequéncia prépria w. Este fendmeno é chamado batimentos (em inglés, beats), e pode ser ouvido ao
tocar contempraneamente duas cordas de um instrumento de cordas afinadas com duas frequéncias
muito préximas mas diferentes.
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Para tempos t que satisfazem et < 1, podemos aproximar a modulacdo sin(et) com o seu
polinémio de Taylor de ordem 3, e escrever a solugao como

q(t) ~ ;io sin(wt) (t - % g2t +. >

W

No limite quando € — 0 temos finalmente

q(t) ~ 2}% t sin(wt) (9.5)

Ou seja, quando v — w, a frequéncia dos batimento decresce para zero, o que significa que o
periodo dos batimentos tende para o infinito, e apenas vemos a “parte inicial” do seno sin(et) /e,
que é essencialmente uma reta t. Este fendmeno, uma resposta cuja amplitude cresce linearmente
no tempo, é chamado ressonancia.

Deduza a férmula (9.5) da ressonéncia usando a conjetura z(t) = bt sin(wt) e o método dos
coeficientes indeterminados.

Oscilagoes forcadas em notagao complexa. A equagao das oscilagdes forcadas
j+wig=[(t).

admite uma solucdo particularmente simples e elegante em notagao complexa. A varidvel complexa
z 1= p + iwq, onde p := ¢ é o momento linear, satisfaz a EDO linear de primeira ordem

Z—iwz = f(t).

Wt Por outro lado,
—iwt

Uma solugéo néo trivial da EDO homogénea associada § — iwy = 0 é y(t) = e :
o produto z(t) = A(t) ™! é uma solugio de z — iwz = f(t) se A é solucio de A = f(t)e
Consequentemente, uma solugao com condigao inicial z(0) = zg é

2(t) = et <zo + /Ot f(r)e r d7> .

Em particular, a solu¢gdo com condigdes iniciais triviais ¢(0) = 0 e p(0) = 0, ou seja, a “resposta
do oscilador” a uma forga que comega a agir no tempo ¢t = 0, é igual ao integral

2(t) = /0 t f(r) et dr
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O deslocamento ¢(t) pode ser obtido ao calcular a parte imagindria deste integral, e resulta (sendo
a forga real)

ot) = % /O F(7) sin(w(t — 7)) dr

A energia do oscilador,
1 1
E=o (0" +w?) = 5|2,

é conservada se a forga é nula. Uma for¢a f(¢), atuando do tempo t = —oco até ao tempo t = oo,
fornece ao oscilador (inicialmente em repouso) uma energia [LL78]

2

I

B(oc) - B(~o¢) = + \ |t

proporcional ao quadrado do médulo da “transformada de Fourier” de f(t) calculada na frequéncia
w.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga constante fy que age apenas no intervalo
[0,7] (ou seja, nula fora deste intervalo). O que acontece no limite quando T — 0 e f; — oo
mantendo constante o produto h = foT 7

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga inicialmente nula, que cresce linearmente de
0 até fp no intervalo [0,7], e é mantida constante e igual a f(t) = foset > T.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga igual a f(t) = sin(yt) no intervalo [0, 27 /~)
e nula fora deste intervalo.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga inicialmente nula e igual a f(t) = sin(vyt) se
t > 0. Analise o limite da resposta quando v — w.

Oscilagoes forgcadas amortecidas. Consideramos a equacgao das oscilacoes forcadas amorteci-
das

i+ Bi+w?q = Fy cos(y1)] (9.6)

onde w é a frequéncia proépria do oscilador, 5 = 2a > 0 é um coeficiente de atrito, e a forca
também oscila, com frequéncia v. Um exemplo é um circuito RLC sujeito a uma forga eletromotriz
periddica.

A solugao geral da homogénea é chamada solucao transiente, porque decai exponencialmente
e portanto é desprezével para grandes valores do tempo. Por exemplo, se a? < w? (ou seja,
se o sistema nao forgado ¢é sub-critico), entao a solucao transiente é zo(t) = Ae “'sin (2t + ).
Representa uma oscilagao com frequéncia ) = vw? — a2 que decai exponencialmente com tempo
carateristico 7 = 1/« (logo é desprezdvel quando t > 7).

Sendo a for¢ga um quase-polinémio, uma solugao particular da (9.6) pode ser determinada
usando o método dos coeficientes indeterminados, e é claro que é da forma acos(vt) + bsin(vt)
(pois %ivy nao sao raizes do polindmio carateristico da equagdo homogénea). Um cdlculo mostra
que os coeficientes a e b sdo solugoes do sistema linear determinado

(W? =y a+ pyb=F
—Bya+ (W —=9*)b=0

Consequentemente, uma solucao particular é

Fy
V@2 =72 + (87)?

Toolt) = cos(yt — 9)
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onde a fase ¢ satisfaz tan¢ = (87)/(w? — 7?). E chamada solucio estaciondria, e representa a
resposta sincronizada, mas desfasada, do sistema a forca peridédica. A funcao

1
V(@2 =12 + (8y)?

R(v) =

o fator de proporcionalidade entre a amplitude da forca e da resposta, é dita curva de ressonancia
do sistema, e o seu gréfico é do género

A curva de ressonéncia atinge um méximo para o valor v, = /w? — $2/2 da frequéncia,
chamada frequéncia de ressondncia. Se o atrito é pequeno, ou seja, se & < w, entao a frequéncia
de ressonancia é v, ~ w — (a/w)? + ..., muito préxima da frequéncia prépria do oscilador.

Discuta também o caso critico a? = w? e super-critico a? > w?.

[LL78] V.26

Circuito RLC. Os elementos de um circuito elétrico sao definidos pelas leis empiricas Vg = IR,
a lei de Ohm que define a resisténcia de um resistor, Vo = Q/C, que define a capacitincia de um
condensador, e V, = LI, que define a indutincia de um indutor/bobina. Nas férmulas, as V’s
representam as diferencas de potencial aplicadas aos elementos, ) é a carga elétrica, e I = Q a
corrente. De acordo com a lei de Kirkhoff, a forca eletromotriz, ou voltagem, V(t) aplicada a um
circuito com os trés elementos em série € igual a soma dos V, + Vi + Vi, o que produz a equagao
diferencial

LQ’+RQ+%Q:V(7§)

para a carga elétrica. Derivando, deduzimos a equacgao

. .1 )
LI+RI+ 1=V
+RI+ 5

para a corrente que circula no circuito.
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Verifique que a frequéncia prépria de um circuito ideal com resisténcia nula é w = 1/ LC.
Estime a frequéncia prépria quando a resisténcia é pequena.

Verifique que o tempo carateristico de decaimento da corrente transiente (a solugao geral da
equagdo homogénea, ou seja, a corrente do circuito alimentado com voltagem nula) num circuito
RLC é 7 =2L/R.

Determine a corrente estacionaria num circuito RLC alimentado com uma voltagem constante
V(t) = Vb (compare com a equagao das oscilagbes amortecidas).

Determine a corrente estacionara num circuito RLC alimentado com uma voltagem alternada
V(t) = Vpcos(yt) (compare com a equacao das oscilagoes forgadas amortecidas, mas observe que
a intensidade Fy da for¢a também depende da frequéncia 7).

Determine a frequéncia de ressonancia do circuito RLC'.

Impedancia complexa. A andlise dos circuitos elétricos é imensamente simplificada se idea-
lizamos correntes e voltagens usando exponenciais complexos. Consideramos um circuito elétrico
alimentado por uma forca eletromotriz (voltagem) “harménica” com intensidade Vj e frequéncia
w, por exemplo Vjcos(wt). A ideia é substituir esta expressdo por um exponencial complexo
V(t) = Voe?, assim que a voltagem fisica é a sua parte real. E claro (por exemplo, de acordo com
o método dos coeficientes indeterminados) que a resposta estaciondria (ou seja, assimptética) do
circuito é uma corrente também harmonica e do mesmo periodo, mas possivelmente desfasada, ou
seja, da forma I(t) = Ine!“'=%). O quociente

Vi) W%

It I

ip

que nao depende do tempo mas pode depender da frequéncia w, é chamado impeddincia (com-
plexa) do circuito. Assim, a resposta estaciondria do circuito, por quanto “complexo” mas linear!,
é descrita por uma “lei de Ohm”

V() =21t

e é determinada apenas por um nimero complexo Z = |Z|e, ou seja, por um valor absoluto
|Z| = Vo /Ip, chamado reatdncia, e uma fase .
Se o circuito é formado por apenas uma resisténcia R, entdao a lei de Ohm V = RI diz que a
sua impedancia é real e igual a
Zr=R

Se o circuito é formado por apenas uma bobina de indutancia L, entdo a lei V = LI implica que
Voe™!t = jwLlye ", e portanto a sua impedancia é

ZL =iwl

um nimero imagindrio puro com fase ¢, = m/2. Finalmente, se o circuito é formado por apenas
um condensador de capacitancia C, entao a carga acumulada Q = f 1dt satisfaz alei @ = CV. Ao
derivar em ordem ao tempo, temos I = CV, e portanto Ipe™?! = iwCVye'™?. Assim, a impedancia

de um condensador é 1

iwC
um numero imagindrio puro com fase oo = —m/2. Pela lei de Kirkhoff, a impedancia de um
circuito em série RLC' é uma soma

Zo =

1
Z:ZR+ZL+ZCZR+i<wL—>
wC

Em particular, a reatdncia é minima, logo a resposta é maxima, quando a parte imaginaria da
impedéancia é nula, ou seja, quando w = 1/v/ LC, a frequéncia de ressonincia do circuito.
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Mais em geral, se uns circuitos de impedancia 71, Zs, Z3, ... estao em séries, entao a tensao
total é uma soma V =V, + Vo + Vs + ... = Z11 4+ ZsI + Z3l + ..., pois a corrente I é a mesma.
Assim, o circuito resultante tem impedancia

Zsériezzl+Z2+Zg+...

Por outro lado, se uns circuitos de impedancia Z1, Z,, Z3, ... estao em paralelo, entao a
corrente é uma soma [ = I; + I+ I3+ ... eatensdo V = Z11; = Zoly = Z3I3 = ...é a mesma.
Consequentemente, a impedéancia total do circuito Zparalelo = V/I é a média harmdnica entre as
impedancias dos elementos, ou seja,

’1/Zparale10 = 1/Zl + 1/Z2 + 1/23 4+ ... ‘

Também interessante é a poténcia P = VT dissipada pelo circuito, ou, melhor, a sua média (P)
calculada ao longo de um perfodo T' = 27 /w. Neste célculo é necessdrio usar as quantidades fisicas,
ou seja, as partes reais dos exponenciais complexos, os cosenos. Entao a poténcia instantdnea é
P(t) = (VE/]Z|) cos(wt) cos(wt — ), e a sua média ao longo de um perfodo T é

inversamente proporcional a reatancia do circuito e proporcional ao coseno da fase. Em particular,
a poténcia dissipada é maxima quando ¢ = 0 (por exemplo, apenas uma resisténcia), e é nula
quando ¢ = £7/2 (por exemplo, apenas uma bobina ou una capacidade).

Calcule a impedancia complexa de um circuito RLC e a sua frequéncia de ressonancia.

Representagao integral da resposta de um oscilador. Uma solugao particular (com condigoes
iniciais triviais) da equac@o do oscilador harménico forcado & + w?z = f(t), com uma forca f(t)
arbitraria, é

() = i /0 F() sin (w(t — 7)) dr, 9.7)

uma “convolugao” da funcado sin(wt) com a forga f(¢).

Esta férmula pode ser verificada com um célculo elementar (cuidado, o tempo ¢ aparece nos
limite de integracao mas também na fungao dentro do integral!). No entanto, a técnica importante,
que permite obter férmulas integrais que resolvem “todas” as equacgoes lineares com coeficientes
constantes, é a transformada de Laplace, que, infelizmente, ndo faz parte do programa de esta
unidade curricular. A ideia subjacente é representar uma forca arbitraria como sobreposicao de
exponenciais . . .

Calcule o limite da solugao (9.7) quando w — 0, e conjeture que uma solucao particular da
equagcao de Newton & = f(t) é

x(t) :/o f(r)(t—=m7)dr.

Verifique esta conjetura.

Verifique e que uma solugdo particular da equagao & — k%x = f(t) é

() = %/O F(r) sinh (k(t — 7)) dr
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Variagao das constantes. Um método aparentemente elegante para resolver EDOs lineares ¢é
o seguinte. Uma solugao particular da EDO linear ndo homogénea

@+ ax+ Bx = f(t) (9.8)
pode ser determinada usando a conjetura
2(8) = Ay (8) 6 (6) + A (8) 6 (1) (9.9)

onde ¢4 (t) e ¢_(t) sdo duas solugoes independentes da equagdo homogénea § + agy + Sy = 0, e
A+ () sdo “coeficientes/parametros/constantes” varidveis. Um cédlculo (e muita paciéncia) mostra
que

54205+ Pz = % (Neos + 220 ) +a (oo + 202 ) + (g + 20 )

Em particular, (9.9) é solucdo de (9.8) se (mas nio s6 se!) as derivadas A dos coeficientes
satisfazem o sistema linear ) .
{ Apor+Ao- = 0

Xedr+r 6 = f
O determinante da matriz 2 X 2 que define o sistema é o Wronskiano
Wo oo (1) = 04 (1) - (1) — 61.(8) - (1),

que é diferente de zero porque as ¢+ sao independentes. A tnica solucao do sistema é

~ o f : o+ f
)\ = - )\7 = =",
i W¢+ - W¢+ , o
e portanto os coeficientes podem ser umas primitivas
ft) ft)
re) == [o-0p a0 = [ontng e,
" Ws 6 (1) T Wy (1)

definidas a menos de constantes aditivas arbitrarias (que correspondem, em (9.9), a somar solugoes
da equacao linear homogénea).

Como podem observar nos exercicios seguintes, é dificil arranjar exemplos de equacoes diferen-
ciais “interessantes/realisticas” cuja solugdo possa ser obtida por este método de forma razodvel.
Infelizmente, pelo menos de acordo com Gian-Carlo Rota??, “the much-trumpeted method of va-
riation of parameters is pathetically useless”.

Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em intervalos de
tempo convenientes, utilizando o método de variacao dos parametros.

t

F4r=1/sin(t) F4+20+r=e" &4 4d 44 = e *logt.

sin(t) . . i et
= tan(t — 44+ 8x =
cos?(t) 4o = tan(t) ToArdse cos(2t)

T+ x=

EDOs lineares de ordem superior. Pode existir um universo paralelo ao nosso, onde a
equacao de Newton (se calhar um senhor com 3 cabegas) assume a forma

mi =F,

sendo a for¢a uma fungdo F(x,%,%,T,t) da posicdo z, da velocidade &, da aceleracdo i e da
“arrancada” (em inglés, jerk) T da particula, e, possivelmente, do tempo ¢. O espaco de fases tem,
neste universo, dimensao 4. Engenheiros, fisicos e matematicos deste universo teriam, justamente,
interesse em resolver equacoes diferenciais lineares de ordem 4, do género

E 4 a¥ 4 i+ yi 4 dr = f(t).

22G.-C. Rota, Ten lessons I wish I had learned before I started teaching differential equations, MAA meeting at
Simons College, april 24, 1997. https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/Rota.pdf
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A boa noticia é que engenheiros, fisicos e mateméaticos do nosso planeta ja conhecem as técnicas
para resolver este tipo de equacdes, pois sdo as mesmas que usamos no planeta Terra: conjetura e**
para resolver a equagdo homogénea (e agora o polinémio carateristico terd grau 4), e método dos
coeficientes indeterminados para determinar uma solugao particular quando a forga é um quase-
polinémio.

Isto vale, naturalmente, para equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes de ordem
arbitrario.

Oscilador harmonico tralfamadoriano. Por exemplo, o oscilador harménico no planeta Tral-
famador®® deste universo paralelo pode ser do género (o fator 4 apenas simplifica as férmulas
sucessivas)

F = —dwtx.

As quatro raizes do polinémio carateristico sdo + (w % iw). A solugdo geral é portanto uma
sobreposigao
z(t) = Ay ™ cos(wt + ¢4) + A_ e cos(wt + ¢_),

onde os parametros A+ e ¢+ dependem das condigbes iniciais. A origem é um equilibrio hi-
perbdlico: as solugdes genéricas (com A4 # 0) divergem exponencialmente, quando ¢ — co. Nao
hé como fazer relégios de péndulo no planeta Tralfamador.
So it goes.

Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares homogéneas:
T =0 T =0 T +x=0 T +iE=0 T+2i4+x=0

Determine umas solugoes particulares das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos
coeficientes indeterminados:

W 2% 4 3i 42 +ar=t—1 EF+a=sinlt) T4+4i=e '

23Kurt Vonnegut, Slaughterhouse-Five, or The Children’s Crusade, Delacorte, 1969.
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10 Espacos euclidianos

ref: [Ap69] Vol. 2, 1.11-17 ; [La87] Ch. V

Espacos euclidianos. Um espacgo euclidiano é um espacgo vetorial E, real ou complexo, munido
de um produto interno/escalar (também dito hermitico se o espago é complexo), uma aplica¢ao
que associa a cada par de vetores x,y € E um escalar (x,y) € R ou C (dependendo se o espago é
real ou complexo), satisfazendo os axiomas

E1 (simetria hermitica) (x,y) = (y,x), Vx,y € E
E2 (linearidade) (x, \y + pz) = A (x,y) + p (x,2) vx,y,z€ EeVA peRouC.
E3 (positividade) (x,x) > 0 se x # 0.

Se o0 espago é real o axioma E1 diz simplesmente que (x,y) = (y,x). O axioma E2 diz que o
produto interno é linear na segunda variavel, e o axioma E1 entao implica que é “anti-linear” na
primeira variavel, ou seja, que

(Ax +py,z) = A(x,2) + i (y, 2)

(mas hé textos, em particular de matemadtica, onde acontece o contrario). Esta propriedade é
também chamada “sesquilinearidade”. Pela E1, o produto escalar de um vetor com si proprio é um
nimero real, e a E3 diz que este niimero é nao negativo, ou seja, (x,x) > 0, e que é nulo apenas
quando x é o vetor nulo. O axioma E3 também implica que o tnico vetor x tal que (x,y) = 0 para
todos os y € E é o vetor nulo 0.

Quando necessario, por exemplo quando nas consideracoes entram dois ou mais espagos eucli-
dianos diferentes, o produto interno do espaco euclidiano E serd denotado também por (-, -)g.

Os espacgos euclidianos R” e C”. Os arquétipos de espagos euclidianos de dimensao finita,
reais ou complexos, sao os seguintes.
O espaco euclidiano real R™, munido do produto interno “usual”

(X,y) = z1y1 + ToYa + -+ + Tnyn

Se representamos x e y como vetores coluna X e Y, respetivamente, entao o produto interno
assume a forma de produto linhas por colunas X Y.
O espago euclidiano complexo (ou, simplesmente, hermitico) C”, munido do produto interno
(hermitico) “usual”
(x,y) =T1y1 + Tay2 + - + Tayn
Em termos de vetores coluna, o produto interno hermitico é X*Y', se o asterisco denota o
“transposto conjugado”, ou seja, X* = X' Nesta defini¢ao, seguimos a tradigao de fisicos e
engenheiros de usar produtos hermiticos lineares na segunda varidvel e anti-lineares na primeira
(os mateméticos fazem o contrario).
Em particular, os espagos euclidianos mais simples s@o os préprios corpos R e C.

Matriz de Gram. Seja E um espaco euclidiano de dimensao finita n, e seja ej,eq,..., e,
uma sua base. Pela linearidade, o produto interno entre dois vetores arbitrarios x = >, zrej e
Y = >, Y€k € determinado pelos produtos internos

gij = (ei,e;)

entre os vetores da base, que formam uma matriz G = (g,5), chamada matriz de Gram, ou matriz
da métrica. De fato, a E2 implica que

(x,¥) =Y Tigijy; =X Gy.
7

. . . =T .
Pelo axioma E1 esta matriz satisfaz GT = G no caso real, e G = G no caso complexo. O axioma
E3 implica que a matriz G é “definida positiva”, no sentido em que X' Gx > 0 para todo vetor nio
nulo x. Em particular, as entradas diagonais sdo positivas, ou seja, g;; = (e;,€;) > 0.
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Norma euclidiana. A norma (euclidiana) do vetor x € E é a raiz quadrada nao negativa

]| := /(% %)

ou seja, o quadrado da norma de x é [|x||? = (x,x) (é mais facil “calcular” o quadrado da norma,
que é apenas uma soma de produtos, do que a prépria norma, que involve uma raiz quadrada). E
claro que ||x|| > 0. Pelas E2 ¢ E3, o tnico vetor com norma 0 é o vetor nulo 0. Pelas propriedades
El e E2, (Ax,Ax) = A\ (x,x). Isto significa que a noma é “positivamente homogénea”, ou seja,
satisfaz

Ixll = Al

E importante observar que o produto escalar pode ser reconstruido a partir da norma euclidiana
que define, de acordo com a identidade de polarizacdo

4(x,y) = Ix+yl* = Ix —yl* +ilx+iy|* —i]x — iy (10.1)

cuja prova é um calculo elementar. Se o espaco euclidiano é real, logo os valores dos produtos
escalares sdo reais (e a multiplicagdo por ¢ ndo faz sentido), a identidade de polarizagdo é mais
simples, apenas

4(xy) =x+yl*—lx -yl (10.2)

Um vetor é dito unitdrio se a sua norma ¢ igual a um. Todo vetor nao nulo x é proporcional
a um vetor unitdrio, por exemplo u = x/||x||. Este processo é chamado “normalizacdo”. O vetor
unitario u proporcional a um vetor nao nulo x nao é Unico. Se o espago é real, sempre podemos
multiplicar u por £1. Se o espaco é complexo, temos ainda a liberdade de multiplicar u por uma
fase arbitraria *?, com 6 € R.

Um célculo elementar mostra que a norma euclidiana, num espago euclidiano real ou complexo,
satisfaz a identidade do paralelogramo

I+ y 12 + [l = yII* = 2 1] + 2|yl

Ortogonalidade e projegées. Os vetores x e y de E sdo ditos ortogonais/perpendiculares
quando (x,y) = 0, e uma notagao é x L y. Esta relacdo é claramente simétrica. Pela E3, o tinico
vetor x ortogonal a todos os vetores de um espago euclidiano, ou seja, tal que (x,y) = 0 para
todos os y € E, é o vetor nulo x = 0. Um célulo elementar mostra que ||x + y|* — [|x> — [|y||* é
igual ao dobro da parte real de (x,y). Vale entao o teorema de Pitdgoras: se X e y s@o ortogonais
entao

%+l = lIx|* + llyll*-

Seja v € E um vetor nao nulo. Todo vetor x € E pode ser representado de maneira tnica como
soma
X=AV+WwW

de um vetor \v proporcional a v e um vetor w ortogonal a v. De fato, a condicao de ortogonalidade
(v,x — Av) = 0 obriga a escolher

_vx
vl

A
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O vetor Av é dito projecao (ortogonal) do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o coeficiente
A é dito componente de x ao longo de v. Em particular, a componente de x ao longo de um vetor
unitdrio u é o produto escalar (u,x).

Se x nao é proporcional ao vetor ndo nulo y (e, em particular, ndo é nulo), entdo a norma da
diferenca x — A\v entre o vetor x e a sua projecao Ay sobre y é estritamente positiva. Um calculo
mostra que )

0< flx — y? = e - X0
Iy
Consequentemente,

Teorema 10.1 (desigualdade de Schwarz). O mddulo do produto escalar entre dois vetores x,y €
E € limitado por

16, y)| < [x[llyll]

e a tgualdade verifica-se sse os vetores X ey sao linearmente dependentes.

Se o espaco euclidiano é real, é entdo possivel definir o dgngulo 6 entre dois vetores ndao nulos
X e y pela identidade

X,
cosf = oY)
[yl
sendo o ultimo um numero real entre —1 e 1.
Métrica euclidiana. Consequéncia importante da desigualdade de Schwarz é que a norma

satisfaz a desigualdade do tridngulo (ou seja, é subaditiva),
Ix+yll <=l +lyll-

A distancia/métrica (euclidiana) entre os vetores/pontos x e y de E é definida por

[d(xy) =[x -yl

E imediato verificar que d é uma distancia, ou seja, que é simétrica, ndo negativa e nula apenas
quando os vetores sao iguais, e que satisfaz a desigualdade do triangulo

d(x,y) <d(x,2) +d(z,y) .

Verifique a identidade de polarizagao.

Mostre que num espaco euclidiano real a identidade de polarizacao é
I+ yII* =[x — ylI* = 4 (x,¥)
e deduza que ||x +y| =[x —y|| sse (x,y) =0.
Mostre que num espaco euclidiano real vale a lei dos cosenos
e+ yII* = [1xI1* + [y 1* = 2 (x,y) = [Ix]* + [[y]|* = 2 x|l [ly]| cos®

onde 6 é o angulo entre x e y.

Mostre que a norma, e portanto a distancia, satisfazem a desigualdade do tridngulo (calcule
|x + y||? e use a desigualdade de Schwarz ...).

[Ap69] 15.12.
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Dual de um espago euclidiano. Seja E um espaco euclidiano. O axioma E2 implica que cada
vetor y € E define uma forma linear &, € E*, de acordo com

£y (%) = {y,x)
Portanto, a correspondéncia y ~— &, define uma inclusio E C E*, que é anti-linear (ou seja,
§>\y = /\gy)~

Se o espago euclidiano tem dimensao finita, esta inclusao E C E* é claramente uma bijegao,
caso elementar do teorema de representagao de Riesz.

Teorema 10.2. Seja & uma forma linear definida no espago euclidiano de dimensdo finita E.
Entao existe um dnico vetor'y € E tal que

£(x) = (v, x)
para todo x € E.
Demonstracao. Fixada uma base ortonormada ei,es,...,e,, podemos representar cada vetor
X = ri1e1+troes+---+x,e,. A forma linear £ é entdo definida pelas suas coordenadas &1, &s, ..., &,

tais que
E(x) =& +&xo+ -+ &y

Sey:=¢ e +& ex+ -+ &, e, entdo é imediato verificar que £(x) = (y,x). A unicidade é
evidente, pois se (y,x) = (y’,x) para todo x, entéo a diferenga z =y — y’ satisfaz (z,x) = 0 para
todo x, mas o tnico vetor que tem produto escalar nulo com todos os vetores é o vetor nulo. [

Delta de Dirac. Em dimensao infinita, o teorema de Riesz precisa de mais hipoteses sobre o
espago. Por exemplo, seja E o espago euclidiano das fungdes continuas f : [0,1] — C, munido do
produto escalar (f,g) = fil f(t)g(t)dt. A delta de Dirac na origem é o funcional linear definido
por
6(f) = f(0)
que associa a cada fungao continua o seu valor na origem. E claro que néo existe nenhuma funcao
continua ¢(t) tal que
1
[ @ fwde=50)
-1

para toda fungdo continua f(t).

Sistemas ortonormados. Num espago euclidiano, ha uma relagao simples entre ortogonalidade
e independéncia. Uma familia (finita ou infinita) de vetores nao nulos v;’s dois a dois ortogonais,
i.e. tais que (v;,v;) = 0se i # j, é dita familia/sistema ortogonal.

Teorema 10.3. Uma familia ortogonal de elementos nao nulos de um espaco euclidiano E €
independente.

Demonstra¢ao.  Sejam vi,...,v, vetores nao nulos e (dois a dois) ortogonais, i.e. tais que
(vi,vj) =0sei#je|vg| # 0 para todo k. Se Avq + Ava + -+ A\, v, = 0, entdo, ao calcular os
produtos internos com os vetores v, obtemos A vk||? = 0 para todos os k. Sendo os |vg| > 0,

todos os A\, sao nulos. O
Em particular, todo o conjunto ortogonal de n vetores vi,Vvs,..., Vv, nao nulos num espago
euclidiano E de dimensdo n é uma base. Os vetores uy := vi/||vi|| formam entdo uma base

ortonormada, ou seja, uma base formada por vetores unitarios ortogonais.
Conjuntos independentes, nao necessariamente finitos, podem ser feitos ortogonais, de acordo
com o seguinte algoritmo.
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Teorema 10.4 (ortogonalizacdo de Gram-Schmidt).  Seja vi,va, ..., um conjunto independente
de vetores do espaco euclidiano E. Entao existe um conjunto ortogonal ui,us,... tal que, para
todos n = 1,2,..., o espago Span(vy,va,...,Vv,) gerados pelo primeiros n vetores v’s coincide
com o espag¢o Span(uy, g, ..., u,) gerado pelos primeiros n vetores u’s.
Demonstracdo. Basta definir o conjunto uy, us,...,u,,... recursivamente por
<U1, V2>
uy =vi Uy =Vy — —— 5 W
[y |
(w1, vig1) (uavpy1) (Unvig1)
lln+1_Vn+1< 5 U1 5 U2+ Uy,
[[aa | s [y

Ou seja, u, 41 € obtido retirando de v,,;1 a soma das suas projegoes sobre os uy, . .., u,. E imediato
verificar que u,+1 ndo é nulo (caso contrario v, 41 seria uma combinagio linear dos vy,...,v,) e
é ortogonal ao subespaco Span(up,us,...,u,), e portanto a todos os ug com k < n. O

Em particular,

Teorema 10.5. Todo espago euclidiano de dimensao finita admite uma base ortonormada.

Isometrias. Sejam E e F dois espagos euclidianos, reais ou complexos (mas os dois definidos
sobre o mesmo corpo), com produtos internos (-, -)g € (-, -)p, respetivamente. Uma transformacao
linear T : E — F é uma isometria (linear) se preserva os produtos internos, ou seja, se

<TX, TY>F = <X7 Y>E

para todos x,y € E. E evidente que uma isometria preserva a ortogonalidade, ou seja, se
x | y entdo também Tx L Ty. Também preserva as normas, ou seja, | Tx||r = ||x||g para todos
x € E, e consequentemente as distancias. Em particular, envia sistemas ortonormados em sistemas
ortonormados. Toda isometria é injetiva (pois preserva as normas), logo invertivel na sua imagem,
e a sua inversa 7! : Im(T') — E é também uma isometria.
Se existir uma isometria bijetiva 7' : E — F (observe que a inversa T-! : F — E é também
uma isometria), os espagos euclidianos E e F sdo ditos isomorfos.

Sejam (e1,es,...,e,) e (fi,fs,...,f,) duas bases ortonormadas dos espagos euclidianos de
dimensao finita E e F, respetivamente, e seja T : E — F a transformagao linear tal que T'(ey) = fj
para todo k = 1,...,n. E imediato verificar que T' é uma isometria bijetiva. O teorema 10.5 entao
implica

Teorema 10.6. Todo espaco euclidiano de dimensdo finita € isomorfo a R™ ou C™, dependendo
se real ou complexo, munidos do produto interno usual.

Uma “inclusdo” (z,y) — (z,9,0) é uma isometria de R? em R3, que nio é sobrejetiva.

Uma projecdo ortogonal (x,v, z) — (z,y,0) ndo é uma isometria de R? em R3.
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/? spaces. The simplest infinite dimensional Euclidean space is the space ¢2 of those infinite
sequences X = ()pen = (1,72,23,...) € CY of complex numbers x;, € C with finite norm
|x/|? == >, |@k|? < oo, equipped with the inner product

LS
<Xa Y> = ZTk Yk
k=1

(convergence of the inner product comes from Cauchy-Schwarz inequality applied to finite sums
and convergence of the infinite sums defining the norms of the two vectors). The infinite system
e; = (1,0,...), ee = (0,1,0,...), ...is made of pairwise orthogonal unitary vectors. Any vector
x € (? may be interpreted as a formal sum >~ | (€,,X) e,.

In some precise sense, any reasonable (complete and separable) infinite dimensional complex
Euclidean space is isomorphic to £2.

Also useful are spaces of two-sided sequences (zx)kez = (..., Z_2,2_1, Lo, X1, T2,... ), equipped
with the obvious inner product.

L? spaces. Typical Euclidean spaces of interest in analysis of PDEs (and in physics) are spaces
E made of continuous (or at least integrable) functions f : X — R or C, defined in some domain
X which may be an interval like [—, 7], the whole real line R, some open region X C R™ (or more
sophisticated objects called “manifolds”, and so on), equipped with the L? inner product defined
as

(f,9) = /Xmg(t)dt.

For this to make sense we must require finiteness of the norm

112 = /X PP dt < oo

In some sense, this space is too small, and one should “complete” it in order to include the limits
of its fundamental sequences. Lebesgue theory of integration permits this step. It is also too large,
since it includes non-zero functions with zero norm (for example, any function which differs from
zero only in a countable set). So, one should restore positivity of the inner product identifying
functions which differ by something that has zero norm. This means passing to a quotient space.
The result is a complete Euclidean space called L?(X). In some other sense, this space is still too
large, since interesting linear operators, such as differential operators, may only be defined in strict
subspaces made of those functions which admit a sufficient number of derivatives. For example,
one may consider the subspace C°(X) C L?(X) of infinitely differentiable functions with compact
support. It turns out that this subspace is “dense” in L?(X) (this means that for any f € L*(X)
and any precision £ > 0 we may find a smooth function with compact support g € C°(X) such
that ||f - g]| < ).

When f(¢) is a time-dependent “signal”, as for example an electric current or the amplitude of
a sound wave, then its squared modulus |f(t)|? is a “power”, hence its time integral [, |f(t)|* dt
has the meaning of an “energy”.

If a continuous-time signal f(t) is “sampled” at integer multiples of some sampling time 7 > 0,
we get a discrete-time signal z,, := f(n7), with n € N or Z, which is a sequence. The L? inner
product is then approximated/replaced by the ¢? inner product.

Polinémios de Legendre. Seja E o espaco euclidiano das fungées continuas f : [-1,1] — R,
munido do produto interno

1
()= [ f®a .
—1
Os polinémios homogéneos vg(t) = 1, vi(t) = t, va(t) = 2, ..., v,(t) = t" , ...formam uma

familia independente de E. A ortogonalizagao de Gram-Schmidt produz a familia dos polindmios
de Legendre,

t)=1, L@#)=t, Lt)=t>—=, L) =t3-2t,
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Complemento ortogonal, projegao ortogonal. Seja E um espaco euclidiano, real ou com-
plexo. O complemento ortogonal do subconjunto ndo vazio X C E (ndo necesariamente um
subespago) é o conjunto

’XJ- ={veE tq (x,v)=0 VXGX}‘

dos vetores ortogonais a todos os vetores de X. E claro que X1 é um subespaco linear de E,
independentemente de X ser um subespago ou ndo. De fato, se (x,v) = (x,w) = 0 para todo
x € X, entdo, pela linearidade do produto escalar, também (x,Av) = 0 e (x,v+w) = 0 para
todo x € X e todo escalar .

E evidente que {0} = E e E* = {0}. A positividade do produto escalar claramente implica
que X N X+ c {0}.

Seja S C E um subespaco de dimensao finita do espago euclidiano E. Entao cada vetor v € E
pode ser representado de maneira tinica como soma

v=s+t

de um vetor s € S e um vetor t € S+, ou seja, o espaco total é uma soma direta E = S @ S+. Em
particular, se também E tem dimensao finita, dim E = dim S+dim S*. De facto, se e, es,...,e, é
uma base ortonormada de S (que existe pelo teorema 10.5, ou eja, pelo teorema de Gram-Schmidt

10.4), basta escolher

n
s = Z (er, V) eg
k=1
e verificar que t := v — s é ortogonal a todos os vetores eq, ..., e,, e portanto a todos os vetores
de S. O vetor s é dito projecdo (ortogonal) de v sobre S, e o operador Ps : E — E, definido por
Ps(v) = s, é dito projecdo ortogonal sobre o subespago S.

Teorema 10.7 (teorema de aproximacdo). Seja S C E um subespago de dimensdo finita do
espago euclidiano E. A projec¢do ortogonal s = Psv realiza a distancia entre v e S, ou seja, para
todo s’ € S,

Iv - Ps)ll < Ilv -]

Demonstragao. O vetor s’ — s, que pertence ao subespaco S, é ortogonal ao vetor t = v —s, e
portanto, pelo teorema de Pitdgoras, |[v —s'[|? = ||[v —s||? + ||s’ —s||? > ||[v — s|%. O

Em dimensao infinita, este resultado é falso em geral. Projecoes ortogonais, e portanto decom-
posicdes como somas diretas E = S @ S+ sdo possiveis apenas quando o subespaco S é fechado.

Mostre que se X C Y C E, entdo Y+ C X+,
Verifique que [[v[[2 = [ls]2 + [|¢].

Verifique que Ps(E) = S, e que PgPs = Ps.
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Coeficientes de Fourier. Seja eq,es,...,e,,... um conjunto/sistema ortonormado do espago
euclidiano E (ou seja, (e;,ej) =0se i # j, e |le;|| =1). Os coeficientes de Fourier do vetor x € E
(relativamente ao sistema ortonormado ey, es, ..., €,,...) sdo os escalares

xy = (eg,X)

Fixado um inteiro positivo N, seja Ey = Span(ej,es,...,exy) C E o subespago de dimensao
finita de E, gerado pelos primeiros N vetores e;’s. A projecao ortogonal de um vetor x sobre En

é o vetor
N
XN = E Tr€r
k=1

Um célculo elementar mostra que a desigualdade ||x — xx||? > 0 implica que

N
D lanl® < IxIP?
k=1

Em particular, a série de termos nao-negativos Y, |zx|? ¢ convergente. No limite quando N — oo,
segue a

Teorema 10.8 (desigualdadde de Bessel). Seja e1,es,...,€,,... um sistema ortonormado do
espago euclidiano E. Se x € E e x; = (e, X) sdo os seus coeficientes de Fourier, entdo

oo
> lzal® < [l
k=1

Se E tem dimensao finita, e se e, es, ..., e, é uma base ortonormada, entao cada vetor x pode
ser representado de maneira tinica como x = Y, xye;. Entdo a desigualdade de Bessel é de fato
uma igualdade, o teorema de Pitagoras

n
I = lexl®
i=1

e o produto escalar entre os vetores x e y é dado pela identidade de Parseval

<X7 Y> = Zikyk

(que implica o teorema de Pitdgoras, se tomamos x =y).

[Ap69] 15.12.
Séries de Fourier. O produto interno L? no espaco H das funcoes continuas f : [, 7] — C é
1 (M —
(.0) =g [ TWotr)dr.
ﬂ- —T
Nao ¢ dificil verificar que 1, cos(t), cos(2t),...,sin(t),sin(2t),... é um conjunto ortogonal. Mais

facil é verificar que a familia (e, )nez das “harménicas”
t . int
en(t) =™,

com n € Z, é um conjunto ortonormado.
Uma combinagao linear ZJXN cne™ é chamada “polinémio trigonométrico” de grau N, e o
espaco En dos polindmios trigonométricos de grau N é um subespago de dimensao finita de E,

gerado pelas harménicas e,, com |n| < N.
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Seja f(t) uma fungdo integrdvel (por exemplo, seccionalmente continua) no intervalo [—, 7].
A sua projecao ortogonal sobre Fy é o polindémio trigonométrico

SNf Z J/c\ 1nt

onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos por

1

fn) = (en, f) = & e .

A série de Fourier de f(t) é a série formal

Zﬂn) gint — % Z ay, cos(nt) + by, sin(nt))

(a segunda é obtida da primeira usando a férmula de Euler, e os coeficientes a,, e b, sdo com-

binagoes lineares dos f(:i:n)) Se a funcao f(t) é suficientemente regular (por exemplo, diferencidvel
com continuidade), a série de Fourier converge para a prépria funcéo.

Hilbert spaces and Dirac’s notation. Physicists are interested in certain (typically infinite
dimensional) complex Euclidean spaces H called Hilbert spaces. They are characterized by a
“completeness condition” and by the fact of having an “infinite countable basis” e;,es,es, ...
Each vector may be written as an infinite sum x = ), x}, ey, with Fourier coefficients x), = (ey,x),
and (the square of) its norm is the sum of the series [|x||? = >, |zx|?. So, the correspondence
X + (21, T2, 23,...) defines an isomorphism with the space ¢2. It happens that the inner product
induces an (anti-linear) isomorphism between H and its dual H*, as is the case in finite dimension.

Paul Dirac, one of the fathers os quantum mechanics, 1nvented the following notation®*: a
generic vector is denoted by |¢) and called ket, while a generic co-vector is denoted by (¢| and
called bra, so that their pairing (¢[¢), the inner product, is a bra-ket. The orthogonal projection
over the line spanned by a unitary vector [¢)) is then written P = |¢) (1|, so that its value on the

vector |¢) reads P |¢) = [¢) (¥|¢).

Polarized photons and qubits. The smallest non-trivial quantum system has a two-dimensional
state space H = C2. A physical example is polarization of light. A photon may be left or right
polarized, hence may be in one of the orthogonal states |O) or |©). A vector in H is also called
qubit, beeing the building block of quantum computation.

We may change basis, and consider horizontally or vertically polarized photons,

<) =

)+ ) and

IOy —= [0 1= = 10) — = [0)
V2 V2 V2 v2
or else left-diagonal or right-diagonal polarized photons,

1 1
|\>=E|<—>>—E|1>-

and

1 1
V‘>:E|H>+ﬁm

24p.A.M. Dirac, A new notation for quantum mechanics, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 35 (3) (1939), 416-418.
P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, 1930.
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11 Operadores hermiticos e unitarios

ref: [Ap69] Vol 2, 5.1-10, 5.19 ; [La87] Ch. VII

Representagao matricial de operadores em espagos euclidianos de dimensao finita.
Seja H um espago euclidiano, real ou complexo, de dimensao finita. Fixada uma base ortonormada
€1, es,...,€e,, podemos representar, cada vetor x € H de maneira tinica como combinagao linear
X = ZZLI x;e; , sendo as “coordenadas” de x os coeficientes de Fourier z; = (e;,x), logo como o

vetor coluna
T

z2
X:

Tn

O produto escalar entre os vetores x e y do espago euclidiano complexo H =~ C" é portanto
um produto linha por coluna

_ - T
xy)=> Tyi=X Y
7

do transposto conjugado do vetor coluna X (que é portanto um vetor linha) vezes o vetor coluna
Y. Se H =~ R™ é um espago euclidiano real, entdo o produto interno é simplesmente (x,y) = XTy.
Seja T': H — H um operador linear. A imagem de cada e;, com 1 < j < n, é uma combinacao
linear T'e; = >, a;; e; dos elementos da base, onde os coeficientes a;; sdo sdo os coeficientes de
Fourier

Q5 1= <ei,Tej> (].].].)
Entao a matriz que representa o operador T na base ortonormada ei,es,...,e, ¢ a matriz
quadrada
a1 ai12 e A1n
a21 a9 e a9n
A = (aij) =
an1  ap2 e Ann

De fato, a imagem do vetor x = Zj x; e; pelo operador T' é o vetor

Tx =T E xjej = E ijej: E .%‘j E aijeizg aijacjei
J J J i i,

Em notagao matricial, Tx é representado pelo vetor coluna

a1 ai2 . A1n X

a21 a2 . ao2n To
AX =

Anp1  Anp2 . Apn In

As colunas da matriz A sao as imagens dos vetores da base candnica pela transformacao 7', ou
seja, a i-ésima coluna de A é o vetor coluna Te;.
Seja agora y = >, y;€; um outro vetor de H. O produto escalar (y,Tx) ¢ entao

(y.Tx) =) Tajx; = v AX
i

-7
Mas V' A= (ZTY) . Portanto, podemos escrever

(¥, Tx) = (T"y,x)
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se o operador T* : H — H é definido, na base ortonormada escolhida, pela matriz “transposta

conjugada”
. =T

Se o espaco euclidiano H é real, e portanto A é uma matriz real, entdo o operador T é definido
pela matriz transposta A'.

Operador adjunto. Seja H um espago euclidiano, real ou complexo, de dimensao finita. O
adjunto do operador linear T' € End(H) é o tnico operador T* € End(H) (a notacao dos fisicos
é TT) tal que

|y, Tx) = (T"y,x)]|

para todos x,y € H.

)

\

Se o espaco linear ¢ real, fixada uma base ortonormada eq, es, ..., e,, podemos considerar que
H ~ R” munido do produto interno candnico (x,y) = >, z;y;. Se A = (a;;) € Matpxn(R) é
a matriz que representa o operador T na base escolhida, entdo a matriz transposta AT = (bij),
definida por b;; := aj; (ou seja, as linhas de AT sdo as colunas de A e vice-versa), define o operador
adjunto T*. Se o espaco linear é complexo, fixada uma base ortonormada, podemos considerar que
H ~ C" munido do produto hermitico (x,y) = >, Tiy;. Se A = (a;;) € Mat,»,(C) é a matriz
que representa o operador T na base escolhida, entao a matriz do operador adjunto 7" é a matriz

. —T . _ C oA .
conjugada transposta A = (b;;), definida por b;; = @j;. Isto prova a existéncia do adjunto. A
unicidade é um exercicio.

Por outro lado, a existéncia do adjunto em espagos euclidianos de dimensao infinita é pro-
blemética.

E imediato verificar que

Mostre que o adjunto de um operador linear é tinico (lembre que o tnico vetor ortogonal
a todos os vetores de um espaco euclidiano é o vetor nulo). Observe que esta prova nao usa a
dimensao finita do espago, mas apenas a existéncia do adjunto.

Mostre que ker T* = (Im7T)* e que (KerT*)+ = ImT.
Se T é invertivel, entao (T~1)* = (T*)~ L.

Um subespaco V' C H é invariante para o operador T sse o subespaco ortogonal V= ¢é
invariante para o operador adjunto T*.

Considere o operador linear T : R? — R? definido por T'(x,y) = (z + y,y). Calcule T*.

Considere o operador linear 7' : R? — R? definido por T'(z,y) = (z, —y). Calcule T*.
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Operadores auto-adjuntos, valores médios e valores préprios. Um operador linear T :
H — H, definido num espago euclidiano H, é dito auto-adjunto ou hermitico (em inglés, self-adjoint
ou hermitian) se

| (x,Ty) = (Ix,y)| (11.2)

para todos x,y € H, ou seja, se existe o operador adjunto T* e se T* = T (mas observe que para
definir um operador auto-adjunto nao é necessdrio definir o adjunto de um operador!).

Se H~ C", e se A= (a;;) € Mat,x,(C) é a matriz que representa o operador 7' numa base
ortonormada, entao T' é auto-adjuntos sse a matriz é hermitica, ou seja, satisfaz

A =4

em coordenadas, a;; = aj;.
Um operador auto-adjunto de um espaco euclidiano real H ~ R™ é também dito simétrico, pois
é representado, numa base ortonormada, por uma matriz A = (a;;) € Mat,,«, (R) que é simétrica,
ou seja, tal que
AT =4

em coordenadas, a;; = aj;.
Um operador (auto-adjunto ou nao) I’ € End(H) define uma “forma quadratica”

[Q(x) = (x,Tx)|

pois é imediato verificar que Q(Ax) = |A\[?Q(x) para todo escalar A. Se T é auto-adjunto e se
o vetor x é unitdrio, entdo o escalar (x,Tx) é também chamado valor médio do T sobre x (na
notacao de Dirac da mecanica quantica, o valor médio do “observavel” T sobre o estado unitario
|t)) é o escalar (|T|1)), a média esperada das observagoes de T num niimero grande de experiéncias
repetidas).
Se v é um vetor préprio com valor préprio A do operador T', ou seja, Tv = Av e ||v]| # 0, entao
(v, Tv) = \||v||?, e portanto o valor préprio é dado pela expressao

(v,Tv)

A:
[vil?

(11.3)

Se T é auto-adjunto, também (v, Tv) = (T'v,v) = X ||v||?, e portanto A = X. Ou seja,

Teorema 11.1. Os walores proprios de um operador auto-adjunto sdo reais.

De fato, os operadores auto-adjuntos de um espago euclidiano complexo podem ser caraterizados
pela propriedade de ter valores médios, e a fortiori valores préprios, reais.

Teorema 11.2. O unico operador T : H — H de um espago euclidiano complexo que tem valores
médios nulos (x,Tx) =0 para todos os x € H é o operador trivial T = 0.

Demonstragao. E um exercicio verificar que um operador genérico satisfaz a identidade de pola-
r12a¢a0
<X +Y, T(X + y)> - <X -y, T(X - Y)> =2 (<X7 Ty> + <Y> TX>) (114)
Consequentemente, se os valores médios do operador T sao nulos, entao

0= (x,Ty)+ (y,Tx)

(ou seja, o operador T' é anti-simétrico!). Se substituimos o vetor y com o vetor iy (o que é
possivel apenas quando o espago é complexo), o mesmo cédlculo diz que

0= <X7Ty> - <Y7TX>

Consequentemente, (x,Ty) = 0 para todos x,y € H, e portanto Ty = 0 para todo y € H, assim
que T é operador nulo. O
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Teorema 11.3. Um operador T : H — H de um espag¢o euclidiano complexo de dimensao finita
¢ auto-adjunto sse o valor médio (x,Tx) € real para todos os x € H.

Demonstragio. Se T é auto-adjunto, entdo (v,Tv) = (T'v,v) = (v,Tv). Vice-versa, se (v,Tv) é
real para todos os v € H, entao

(v,Tv) = (v, Tv) = (Tv,v) = (v,T*Vv)

ou seja, (v, (T — T*)v) = 0 para todos os v € H. O teorema 11.2 entao implica que T =T*. [

Em geral, vetores préprios que correspondem a valores préprios distintos sao lineramente inde-
pendentes. No caso de operadores auto-adjuntos é possivel dizer mais.

Teorema 11.4. Vetores proprios com valores proprios distintos de um operador auto-adjunto sao
ortogonais.

Demonstragago. Se Tv = Av e Tw = pw, com A e p reais e v e w diferentes de zero, entao
(Tv,w) = (v,Tw) implica que (A — u) (v,w) = 0. Portanto, se A # u entdo (v,w) = 0. O

A identidade é um operador auto-adjunto.

Um operador auto-adjunto L num espago euclidiano de dimensao um H =~ C ou R é uma
homotetia Lv = Av com A € R.

Se T é auto-adjunto, entao também o7, com « real, é autoadjunto. Se T e S sao auto-
adjuntos, entao também o7 + BS, com « e § reais, é auto-adjunto.

Se T' é auto-adjunto, entdo também as poténcias 7", com n = 1,2,..., sdo operadores auto-
adjuntos. Consequentemente, se p(t) = ant™ +-- -+ a1t +ag é um polinémio com coeficientes reais,
entdo o operador p(T) := a,T" + -+ - + a1 T + ap é auto-adjunto.

Se T é auto-adjunto e invertivel, entdo o inverso T—! é também auto-adjunto.

Se T : H — H é auto-adjunto e V' C H é um subespaco invariante (por exemplo, o espago
préprio V) = ker(A — T') dos vetores v € H tais que Tv = A\v), entdo também o complemento
ortogonal V1 ¢ invariante.

Sejam T' e S dois operadores hermiticos de um espaco euclidiano E. Em geral, a composigao
T'S néo é hermitico (dé exemplos). A composi¢ao T'S é um operador hermitico sse T e S comutam,
ou seja, se T'S = ST.

Dado um operador linear arbitrdrio T € End(E) num espago euclidiano de dimensao finita
E, o operador P = T*T é auto-adjunto. Se v é um vetor préprio de P com valor préprio A,
que é real, entdo (v, Pv) = \||v||?, mas também (v,Pv) = (v,T*Tv) = (Tv,Tv) = |Tv|>.
Consequentemente, A > 0.

Verifique a identidade (11.4).

A inversdo T(z,y,z) = (—z,y, %) relativamente ao plano y-z é simétrica? E a inversao
relativamente a um plano genérico de R? passando pela origem?
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Seja S C H um subespago de dimenséo finita do espago euclidiano H, e seja P € End(H)
a projecao ortogonal sobre S, definida por Pv := (ej;,v)e; + (ey,v)es + -+ + (e,,V)e, se
€1, es,...,e, é uma base ortonormada de S. Os valores préprios de P sao 1 e 0, e 0s espagos proprios
sdo S e St respetivamente. Mostre que P é auto-adjunto, e portanto satisfaz P? = P = P*.

Operadores hemi-hermiticos. Um operador linear S : H — H, definido num espago eucli-
diano complexo H, é dito hemi-hermitico ou anti-hermitico (em inglés, skew-hermitian) se

] (x,5y) = — <Sx7y>\ (11.5)

para todos x,y € H. E claro que S = ¢T é hemi-hermitico sse T = —iS é hermitico. Em particular,
pelo teorema 11.3, os valores proprios de um operador hemi-hermitico num espago euclidiano
complexo sao imagindrios puros, ou seja, estao no eixo imaginario iR C C. Em dimensao finita,
quando é possivel definir o adjunto de todo operador, S é hemi-hermitico sse S* = —S.

Se H =~ C™ é um espago euclidiano complexo de dimenséo finita, e se B = (b;;) € Mat,x,(C)
é a matriz que representa o operador S numa base ortonormada, entdo S é hemi-hermitico se

B* = —B, ou seja, bjj = —bj;. Um operador definido em um espaco euclidiano real que satisfaz
(11.5) é dito anti-simétrico, pois a sua matriz B numa base ortonormada é anti-simétrica, satisfaz
BT = —B, ou seja, bij = —bﬂ

Assim como cada niimero complexo é uma soma z = x + 4y de um nimero real e de um ntmero
imagindrio puro, cada operador T € End(H) de um espago euclidiano complexo de dimensao finita
pode ser decomposto, de maneira tinica, como soma

T=X+1Y

de um operador hermitico X e um operador hemi-hermitico ¢Y (ou seja, i vezes um operador
hermitico Y'). Basta escolher

X=(T+T9/2 e Y = (T —T%))2i.

Observe que T* = X — Y (uma férmula que lembra o conjugado de um nurhero complexo, ou
seja, X e Y sdo moralmente a parte real e a parte imaginéria do operador T').

O operador T é normal se comuta com o préprio adjunto, i.e. se TT* = T*T. E imediato
verificar que T'= X + 1Y, com X e Y auto-adjuntos, é normal sse XY =Y X.

Se S é um operador anti-simétrico de um espaco vetorial real E, entao (x, Sx) = 0 para todo
o x € E. Em particular, S nao pode ter valores préprios diferentes de zero.

Se S é um operador hemi-hermitico, entao as poténcias pares S?* sdo hermiticas e as poténcias
fmpares S2¢t1 sdo hemi-hermiticas.

[Ap69] Vol. 2 5.5.

Operadores auto-adjuntos em dimensao infinita. Quando o espago euclidiano H tem di-
mensao infinita, operadores lineares interessantes podem ser definidos apenas em subespacos préprios
D(L) ¢ H (chamado “dominio” do operador), ou seja, sdo transformagoes lineares L : D(L) — H.
Quando H é um espago de Hilbert, um operador é dito simétrico ou hermitico se (Lx,y) = (x, Ly)
para todo x, y € D(L) (e tipicamente é pedido que o dominio seja denso em H).

O termo auto-adjunto é reservado a operadores que estao definidos em todo o espago de Hilbert,

e que satisfazem (Tx,y) = (x,Ty) para todos x, y € H. Acontece que tais operadores sao
também “limitados”, ou seja, satisfazem ||Tv|| < K ||v| para todo v € H e algum nimero minimal
K := ||T|| < oo chamado “norma” do operador T. De fato, a palavra operator ¢ usualmente

referida apenas a tais operadores limitados, e o termo operador ilimitado é usado nos outros casos.

Vice-versa, todo operador limitado 7" : H — H admite um operador adjunto 7%, definido,
como no caso de dimensao finita, pela identidade (Tx,y) = (x,T*y) (a sua existéncia, que nao é
evidente, segue do teorema de representagao de Riesz). Assim, ser auto-adjunto é equivalente a
T =T*, como em dimensao finita.
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No entanto, operadores diferenciais, assim como praticamente todos os operadores de interesse
fisico (posi¢ao, momento linear, energia, . .. ), ndo sdo limitados! A teoria dos operadores ilimitados
auto-adjuntos é muito mais delicada ...

Deslocamentos. Um espaco euclidiano de dimenséo infinita importante é o espaco ¢? das sequéncias
complexas (sinais discretos) x = (z1, 2, x3,...) de “energia” finita [|x||% := > _, |z,|* < oo, mu-
nido do produto interno

o0
<X7 y> = inkyk:
k=1
Os deslocamento esquerdo e direito sao os operadores limitados
L(zy, @0, x3,...) = (x2,23,24,...) e R(z1,xo,x3,...) = (0,21,22,...), (11.6)

respetivamente. E imediato verificar que R = L*.

Multiplicacao e derivadas. Seja E o espaco das fungoes continuas f : [a,b] — C, munido do

produto escalar (f, g) := f; F(t)g(t)dt.
Toda fungao continua m(t) induz um operador multiplicacio M € End(E), definido por

(M [)(t) := m(t) f(t)

(esta férmula lembra a agdo de uma matriz diagonal, que envia o vetor de coordenadas zj no
vetor de coordenadas myxy). E claro que (f,Mg) = (Mf,g) para todo f,g,€ E, ou seja, M é
auto-adjunto, se a fungio m(t) tem valores reais. Num certo sentido preciso, estes sao os modelos
dos operadores auto-adjuntos.

Operadores diferenciais apenas podem operar em dominios mais restritos, por exemplo nos
subespacos EF € E das funcées que admitem k = 1,2,..., ou oo derivadas continuas. Nestes
dominios, é possivel definir o operador derivada

@)(@) = f'(1),

~ . < . N . ..
as suas poténcias 9, e portanto polinémios L = > k=0 a0, chamados operadores diferenciais
com coeficientes constantes. Uma integracao por partes implica a identidade

(f,0g) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — (0f,9)

Ao escolher “condicoes de fronteira” apropriadas, por exemplo ao restringir o operador 9 ao
subespago E§° C E* das fungoes tais que f(a) = f(b), o operador 9 é anti-simétrico, e portanto
o operador momento P := —i0 é simétrico. Também importante é o laplaciano A := 02, que é
simétrico se defnido em Eg°.

Seja P : E — E o operador primitiva¢do, definido por
t
P = [ sryar.
Mostre que é anti-simétrico se definido no nucleo ker(I) da forma linear I(f) := f; f(t)dt.
Dada uma fungéo continua ¢(t) e uma fungao derivavel p(t), considere, no subespago Ef, C E?

das fungoes duas vezes derivdveis que satisfazem a condicao de fronteira p(a)f(a) = p(b) f(b) = 0,
o operador de Sturm-Liouville L : Ef7 — E, definido por

Lf:=pf) +af.

Por exemplo, se g =0 e p =1, entdo L = A, o laplaciano. Mostre que L é simétrico.
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Operadores unitarios/ortogonais. Seja H um espaco euclidiano, real ou complexo. Um ope-
rador U : H — H é uma isometria (linear) se preserva os produtos escalares, ou seja, se

(Ux,Uy) = (x,y) (11.7)

para todos x,y € H. Esta condicao implica (e, pelas identidades de polarizac¢do (10.1) ou (10.2)
é equivalente) que o operador preserva as normas, ou seja,

1Ux]| = [Ix]

para todo vetor x € H. Em particular, uma isometria é injetiva, logo invertivel na sua imagem.
E também claro que uma isometria envia um sistema ortonormado num sistema ortonormado.

Se o operador U admite um adjunto U* (por exemplo, se H tem dimensao finita ou se U é
limitado), entdo U é uma isometria sse (U*Ux,y) = (x,y), e portanto, pela arbitrariedade de y,
sse

=1

Um operador U : H — H ¢é dito unitdrio se é uma isometria sobrejetiva, logo bijetiva. Em
dimensao finita isto significa que

Uv=0U0"=1 (11.8)

ou seja que U~! = U*. Um operador unitdrio de um espaco euclidiano real é também dito
ortogonal.

Teorema 11.5.  Os wvalores prdprios de um operador unitdrio U € End(H) estao na circun-

feréncia unitdria S = {z € C  t.q. |z| =1}, ou seja, tém valor absoluto |A\| = 1. Em particular,
um operador ortogonal s pode ter valores proprios £1.

Demonstragdo. Se U é unitdrio e Uv = v, entao |A]?||v||? = (Uv,Uv) = (v,v) = ||v|]. O

Se H é um espago euclidiano de dimensao finita, entao toda a isometria é unitaria, pois envia
uma base (finita) ortonormada numa base ortonormada, e portanto é bijetiva. Vice-versa, se
(e1,e2,...,e,) e (f1,f2,...,f,) sdo duas bases ortonormadas do espago euclidiano de dimensao
finita H, entdo o operador U : H — H, definido por U(ej) = f}, é unitdrio.

Se o espaco H é complexo, logo isomorfo a C", entdo a matriz A = (a;;) € Maty,x,(C) que
define um operador unitdario numa base ortonormada é uma matriz unitdria, ou seja, uma matriz
que satisfaz

A*A=1=AA" (11.9)

ou também A~! = A*. Se u, = (a1x, a2k, .- .,a,x) denota o vetor cujas coordenadas formam
a k-ésima coluna da matriz A, entao o elemento ij da matriz produto A*A é igual ao produto
escalar (u;,u;). Portanto, a primeira das equacdes (11.9) diz que as colunas de A formam uma
base ortonormada. Da mesma forma, a segunda das equagdes (11.9) diz que as linhas de A formam
uma base ortonormada

Se o espago H é real, logo isomorfo a R™, entdo a matriz A que define um operador ortogonal
numa base ortonormada é uma matriz ortogonal, ou seja, uma matriz que satisfaz

ATA=T1=AAT (11.10)

ou também A1 = AT,
Em particular, o determinante de uma matriz que define um operador unitdrio numa base
ortonormada tem valores na circunferéncia unitaria do plano complexo, e o determinante de uma
matriz que define um operador ortogonal é igual a +1 (os pontos reais da circunferéncia unitéria).

Se T e S sao operadores unitdrios/ortogonais de um espaco euclidiano complexo/real, entao
também T—1 e T'S sdo unitdrios/ortogonais.

Os operadores unitdrios de C sdo os (operadores multiplicacdo por) niimeros complexos de
médulo um, i.e. ¢ com 6 real. Os operadores ortogonais de R sdo os (operadores multiplicacio
por) ndmeros +1.
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Exemplos de operadores ortogonais de R? sdo reflexdes e rotacoes. Verifique que toda matriz
ortogonal O € Matay2(R) com determinante DetO = 1 é da forma

cosf) —sind
RH_(siDH cos 6 )

para algum angulo 6, ou seja, é uma rotagao (anti-horaria) de um angulo 6. Verifique que se a
matriz ortogonal A tem DetA = —1, entao a matriz AJ tem DetAJ = 1, onde

(0 4)

é a matriz que define a reflexdo no eixo dos z. Consequentemente, toda matriz ortogonal é da
forma Ry ou RyJ, dependendo se o seu determinante é +1.

Mostre que ||Tx|| = ||x|| para todo x € H implica (Tx,Ty) = (x,y) para todos x,y € H
(use as identidades de polarizagao (10.1) ou (10.2)).

Se V' C H é um subespago invariante para o operador unitdrio U : H — H, entao também o
subespaco ortogonal V+ é invariante.

As translacoes Ty, : x — X + a sdo “isometrias” do espaco euclidiano R™, no sentido em que
b
preservam as distancias (pois ||Ta(x) — Ta(y)|| = ||lx — ¥||), mas néo sdo transformacoes lineares,
se a # 0.

Em dimensao infinita existem isometrias nao sobrejetivas, e portanto nao unitarias. Por
exemplo, o deslocamento direito R : £> — (2, definido em (11.6), é uma isometria. O operador
adjunto é o deslocamento esquerdo L, que claramente satisfaz LR = I. Neste caso R nao ¢
sobrejetivo, e portanto L nao ¢é injetivo.

Sejam (e, es,...,e,) e (fi,fs,...,f,) duas bases ortonormadas do espago euclidiano de di-
mensao finita H, e seja U : H — H o operador tal que U(ey) = f; para todo k = 1,...,n, definido
pela matriz cujas colunas sdo as componentes dos fj, relativamente & base (e, es,...,e,). Mostre

que U é unitario.

Verifique que se A é a matriz que define uma transfrmagdo unitaria U : C* — C™, entao as
suas colunas sao vetores de uma base ortonormada de C".

Mostre que um operador U € End(H) de um espago euclidiano de dimensao finita H é
unitario sse envia bases ortonormadas em bases ortonormadas.

Mostre que um operador U : H — H de um espacgo euclidiano é uma isometria sse envia
vetores unitdrios em vetores unitdrios (ou seja, envia a esfera unitdria na esfera unitdria), ou seja,

se |lul| = 1 implica |Uu| = 1.

[Ap69] Vol. 2 5.11.
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12 Teorema espetral

ref: [Ap69] Vol 2, 5.6, 5.11, 5.20 ; [La87] Ch. VIII

Operadores diagonalizaveis. O operador L : V — V., definido num espago vetorial de di-
mensao finita V, real ou complexo, é diagonalizdvel se existir uma base vi,vs,...,v, de V
formada por vetores proprios de L. Isto significa que a matriz que representa o operador nesta
base é a matriz diagonal

A 0 .00
0 X ... 0
A= . . . (12.1)
0 0 ... X\,
com valores préprios Aq, ..., A, tais que Lvy = Apvy (que em geral sdo numeros reais ou com-

plexos). Se A é a matriz que representa o operador L na base canénica de V =~ R™ ou C" (ou
em qualquer outa base), entdo A = G AG™! , onde G é a matriz mudanca de coordenadas, cujas
colunas sao os vetores proprios representados na base candnica.

Um operador “genérico” L : C™ — C™ é diagonalizavel. De fato, pelo teorema fundamental da
algebra 7.1, um polinémio ménico genérico de grau n (como o polinémio carateristico da matriz que
representa L numa base arbitraria) fatoriza como produto (z — A1)(z — Aa) ... (2 — A, ) de n raizes
distintas A1, Aa,..., A, € vetores préprios associados a valores préprios distintos sao linearmente
independentes (teorema 14.1 em [Co22]).

Semi-simplicidade. A caraterizacao algébrica do algoritmo indutivo que permite diagonalizar
operadores é a seguinte. Um operador L : V — V é dito semi-simples se todo subespaco
invariante £ C V admite um complementar invariante, ou seja, um subespago invariante F' C V
talque V=FE® F.

Teorema 12.1. Um operador L : V — V de um espacgo vetorial complexo de dimensao finita €
diagonalizdvel sse é semi-simples.

Demonstracao. Fixada uma base, podemos assumir que V &~ C”. Pelo teorema fundamental da
algebra 7.1, o polinémio carateristico da matriz associada ao operador possui (pelo menos) uma
raiz, e consequentemente o operador admite um vetor préoprio v, logo um subespago invariante de
dimensao um F = Cv. Se o operador é semi-simples, entao o espaco é uma soma direta C" = EQF,
onde F =~ C"~! é um subespaco invariante de dimensio n — 1. A implicacio = segue portanto
por inducdo, sendo trivial em dimensdo um. A implicagdo contréria < é ébvia, pois subespacos
invariantes de operadores diagonalizaveis sao gerados por vetores proprios. O

Toda transformacao linear 7' : V — W entre espacos vetoriais de dimensao finita é “diago-
nal”, se temos a liberdade de escolher as duas bases! Ou seja, é sempre possivel escolher uma base
de V e uma base de W (néo necessariamente a mesma se W = V) tais que T é representado por
uma matriz A = (a;;) tal que a;; =0se i # j e app, = 1 ou 0 ([Ap6Y], Vol. 2, 2.11).

Diagonalizagao em espagos euclidianos. O teorema espetral, nas suas diferentes versoes,
aborda um problema mais especifico no contexto dos espacos euclidianos. Decidir quais operadores
T : H — H de um espaco euclidiano H admitem uma base ortonormada de vetores préprios, e
portanto, se o espaco tem dimensdo finita, sdo representados nesta base ortonormada por uma
matriz diagonal (12.1).

A resposta, em dimensao finita, é a classe dos “operadores normais”, os operadores que comutam
com o préprio adjunto (isto é claramente o caso das matrizes diagonais). Esta classe contém as
subclasses importantes dos operadores auto-adjuntos e dos operadores unitarios, que tém valores
proprios reais ou unitarios, respetivamente. O caso dos operadores simétricos, que essencialmente



12 TEOREMA ESPETRAL 86

implica os outros, é devido a Cauchy?’, e foi motivado pelo problema de descrever as pequenas
oscilagoes de sistemas mecanicos em torno de uma posicao de equilibrio.

Além de um argumento indutivo, que usa as propriedades geométricas dos operadores normais
ou auto-adjuntos, o ingrediente principal da prova classica do teorema espetral é a existéncia de
pelo menos um valor préprio. Aqui é onde é preciso utilizar alguma anélise, na forma do teorema
fundamental da algebra 7.1, ou na forma aparentemente mais simples do teorema de Weierstrass
(uma funcdo continua definida num compacto atinge o seu maximo) juntamente com mais algum
calculo em vérias variaveis.

O caso de dimensao infinita é muito mais delicado, e é importante na anélise das equacoes dife-
renciais parciais e portanto na fisica dos campos. Este caso é tratado em manuais mais avancados
de anélise funcional (por exemplo, Reed e Simon, ... ).

Teorema espetral para operadores auto-adjuntos. A semi-simplicidade dos operadores
auto-adjuntos é consequéncia da seguinte observagao, cuja prova é elementar.

Teorema 12.2. Seja A: H — H ¢ um operador auto-adjunto de um espaco euclidiano H. Um
subespaco V' .C H ¢ invariante sse o subespago ortogonal V- ¢ invariante.

Demonstra¢do. Se V é invariante, v € V e w € V1, entdo (v,Aw) = (Av,w) = 0 porque
também Av € V, e portanto Aw € V1. Vice-versa, se V1 é invariante, w € V- e v € V, entdo
(Av,w) = (v,Aw) =0 porque também Aw € V=, e portanto Av € V1. O

O teorema espetral para operadores auto-adjuntos, ou simétricos no caso real, é o seguinte.

Teorema 12.3 (teorema espetral).  Seja A € um operador auto-adjunto de um espago euclidiano
de dimensao finita H. FExiste uma base ortonormada de H formada por vetores proprios de A,
com valores proprios reais.

Demonstra¢do. A prova é por indugao sobre a dimensado. O resultado é trivial num espago de
dimensao um, ou seja, quando H ~ C, onde um operador auto-adjunto é uma homotetia real. Seja
H ~ C". Pelo teorema 14.2 em [Co022] (consequéncia do teorema fundamental da algebra 7.1),
o operador A admite um vetor préprio v, que podemos assumir unitario, com valor préprio A,
que é real pelo teorema 11.3. Pelo teorema 12.2, o espaco ortogonal v ~ C"~! é um subespaco
invariante, e a restricdo de A a este subespaco é ainda um operador auto-adjunto. Pela hipdtese
indutiva, existe uma base ortonormada de vetores préprios da restricio de A a v, com valores
préprios reais. Entéo o vetor v completa esta base a uma base ortonormada de H, formada por

vetores proprios de A com valores préprios reais. O
Estrutura dos operadores auto-adjuntos. Seja A um operador auto-adjunto de um espago
euclidiano de dimensao finita H, e sejam pq, po, - - ., .y, 0s seus valores proprios, distintos e reais.

Pelo teorema espetral 12.3, o espaco é uma soma direta ortogonal H = H; @ Ho & --- & H,, de
espagos proprios Hy, = ker(ur — A). Se P, : H — Hj, denota a projegao ortogonal de H sobre o
espago préoprio Hy, entao o operador é uma soma direta de homotetias

A:MI@NQEB"'@Mm:ZMkPk
k

Se uj,us,...,u, é uma base ortonormada composta por vetores proprios, com valores préprios
reais A\1,Az, ..., A\n (n@0 necessdriamente distintos), entao

Av = Z)\k (ug, v)yug,
k

25 A.L. Cauchy, Sur I’équation & l’aide de laquelle on d’etermine les inégalités séculaires des mouvements des
planetes, FEzercices de Mathématiques 4 (1829), 140-160.
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e consequentemente a matriz que representa o operador A nesta base é a matriz diagonal

A0 ... 0
0 A ... O
A= . . . :
0 0 ... X

Em particular, se a matriz auto-adjunta A = (a;;) € Mat,x,(C) representa o operador auto-
adjunto A numa base ortonormada arbitréria (por exemplo, a base candnica), entdo existe uma
matriz unitdria U tal que

A=UAU".

As colunas de U sdo os vetores préprios normalizados ug de A representados na base ortonormada
inicial. Vice-versa, toda matriz desta forma representa, numa base ortonormada, um operador
auto-adjunto ou simétrico.

Em particular, se o espaco euclidiano é real, entdao existe uma matriz ortogonal O tal que
A=0AO". Isto mostra que um operador simétrico A é uma composicio

X o'Xx AOT X OANOT X=AX
—— 0]

de uma rotacdo O, umas homotetias A, e uma rotacao inversa O.

A projecao ortogonal sobre a reta gerada pelo k-ésimo vetor préprio (normalizado) uy é o
operador x — (uy,X) ug. Em termos de vetores coluna ¢é representada pela matriz P, = UpUj
(sendo Uy = u] vetores coluna). A expressio A = UAU* entdo mostra que a matriz A é uma
combinacgao linear

n
A=Y "NUU
k=1
de projegoes ortogonais, pesadas com os valores proprios.

O “teorema fundamental da &lgebra” (o resultado de andlise que diz que um polinémio néo
constante tem pelo menos uma raiz no plano complexo) foi utilizado, na prova do teorema espetral,
para deduzir a existéncia de pelo menos um valor préprio. Pode ser substituido pelo teorema de
Weierstrass, que afirma que uma fungao continua num compacto admite um maximo, e um pouco
de calculo vetorial elementar. Esta ideia, e portanto uma prova alternativa do teorema espetral, é
utilizada na caraterizacao dos valores préprios minimo e maximo de Rayleigh e Ritz.

-(14)

define, na base canénica, um operador simétrico L(x,y) = (y,z) do plano euclidiano R?. Os
valores préprios sio Ay = +1, raizes do polinémio carateristico c4(z) = 22 — 1. Vetores préprios
normalizados, satisfazendo Auy = 4us e ||uy| = 1, sio uy = (1,1)/vV2 e u_ = (=1,1)/V2,
respetivamente. A mudanca de coordenadas que diagonaliza A é portanto a matriz ortogonal
(cujas colunas sao as coordenadas de u; e u_)

_( cos(m/4) —sin(m/4)
Ryyy = ( sin(m/4)  cos(m/4) )

e.g. Por exemplo, a matriz

que representa uma rotagao anti-hordria de um angulo 7/4. A sua transposta, que é também a
sua inversa, é auma rotacgao hordria de um angulo 7/4, ou seja, R;T'—/4 = R_, /4. Entao a matriz A

é igual ao produto
0 1 1 0
( 1 0 ) :RTI'/4 ( 0 -1 ) R—w/4'

Mas a matriz diagonal A = (9}) é a matriz de uma reflexdo no eixo horizontal do plano. A

diagonalizagdo mostra portanto que o operador L é obtido ao fazer, nesta ordem, uma rotacao
hordria de um angulo /4, uma reflexdo no eixo horizontal, e uma rota¢ao anti-hordria de um
angulo 7/4. Moral, o operador L, representado na base candnica pela matriz A, é uma reflexdo na
reta y = x.
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Seja v um vetor préprio do operador auto-adjunto L. Mostre que (Cv)* é um subespaco
invariante de L.

Observe que um operador L = ¢T é anti-hermitico sse T é hermitico. Enuncie o correspon-
dente teorema espetral para operadores anti-hermiticos.

Determine valores e vetores préprios e diagonalize as matrizes reais simétricas

1 0 1 2 0 1 2 -3 11

0 -1 2 3 10 -3 1 11
Determine valores e vetores proprios e diagonalize as matrizes complexas hermiticas

() GR R ()

[Ap69] Vol. 2 5.11.

Observaveis e valores médios em mecanica quantica. O espago dos estados de uma
particula quéntica (ndo relativistica) ¢ um espaco de Hilbert H ~ (2, i.e. um espaco euclidiano
complexo de dimensao infinita que é completo e que admite um subconjunto denso e numeravel,
e portanto uma base numerdvel. Os “observaveis” limitados sdo operadores auto-adjuntos A (o
caso de observaveis ndo limitados, como “posicdo”, “momento”, “energia”, ...é mais delicado),
cujos vetores préprios |1),]2),|3),... formam uma base ortonormada de H. Os valores préprios
A1, A2, Az, ... (que s@o nimeros reais) sao os possiveis resultados das observagoes. Pelo teorema
espetral, o operador é uma soma pesada

A= Alk) (k|
k

de projecoes. O valor médio esperado, ao repetir a observacao do observavel A no estado unitdrio
arbitrario |¢) = )" 1, [n) um nimero grande de vezes, é o valor médio

sendo [|[9[* = 32, [vn|* = 1.

Teorema espetral para operadores normais. Seja H ~ C" um espago euclidiano complexo
de dimensao finita. Um operador N : H — H é normal se comuta com o préprio adjunto, ou seja,
se

N*N=NN*

Operadores unitarios s@o normais, pois satisfazem UU* = U*U = I. Operadores hermiticos e
hemi-hermiticos também sao normais, pois o adjunto é proporcional ao préprio operador, A* = L+ A.
Um operador T'= X +¢Y é normal sse a sua parte hermitica X = (T'+T™)/2 e a sua parte hemi-
hermitica 1Y = (T — T*)/2 comutam, pois [T,T*] = —2i[X,Y].

E claro que N é normal sse N* é normal. Os operadores normais também podem ser caracte-
rizados pela seguinte propriedade geométrica.

Teorema 12.4. Um operador N : H — H de um espaco euclidiano complexo H é normal sse

para todos os vetores v € H
[Nv] =[NV
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Demonstragio. O comutador A = [N*,N] = N*N — NN* é um operador auto-adjunto, e a
condi¢do ||Nv| = ||N*v|| é equivalente a (v, Av) = 0 para todos os v € H. O teorema é portanto
consequéncia do teorema 11.2. O

Ao aplicar este resultado ao operador N — \ e ao seu adjunto N* — X, concluimos que

Teorema 12.5. Seja N : H — H um operador normal de um espago euclidiano complexo de
dimensao finita H. Um vetor v € um vetor préprio de N com valor préprio A sse € também um
vetor proprio de N* com valor préprio A.

Um operador que admite uma base ortonormada de vetores préprios, com valores préprios
arbitrdrios, é normal. De fato, a adjunta de uma matriz diagonal A = diag(A1,...,\,) é a matriz
diagonal A* = diag(\1,...,\,), e duas matrizes diagonais comutam. A afirmacio reciproca é a
forma mais geral de teorema espetral (em dimenséo finita).

Teorema 12.6 (teorema espetral). Seja N : H — H um operador normal de um espago eu-
clidiano complexo de dimensdo finita H. Eziste uma base ortonormada de vetores proprios de
N.

Consequentemente, um operador normal é uma soma direta N = p1 Sus®- - <Dy, de homotetias
relativamente a uma decomposic¢ao ortogonal H = Hy & Hy & - - - & H,,,, onde os Hy = ker(ug — N)
sd0 os espagos préprios associados aos valores préprios distintos p1, fo, . . ., tm (que em geral sdo
nimeros complexos).

Este teorema é uma consequéncia do teorema espetral 12.3 (que vale para a parte hermitica
X e a parte anti-hermitica iY de N = X +4Y, que comutam) e do teorema 12.7. Uma prova
alternativa e independente é a seguinte.

Demonstracdo. Pelo teorema fundamental da algebra 7.1, o operador N admite um valor préprio
A. Pelo teorema 12.5, o espago proprio Hy é também um espaco préprio do operador adjunto
N*, com valor préprio A\. O subespaco ortogonal (Hy)* é N-invariante (pois, se v € Hj, entdo
(w,v) = 0 implica (Nw,v) = (w, N*v) = A(w,v) = 0 também), e tem dimensao estritamente
inferior a dimensao de H. O teorema segue por inducao, sendo trivial em dimensao um. O

Determine valores e vetores préprios e diagonalize as matrizes complexas normais
1 —i i =1
—i 1 1 i

Diagonalizagao simultanea e comutadores. Sejam L e M dois operadores definidos num
espago linear V. Se L e M comutam, e se V), = Ker(A — L) é um espago préprio de L, associado
ao valor préprio A, entdo V) é também M-invariante, ou seja, M(Vy) C Vy. De fato, se v € V),
entao

L(Mv)=M(Lv)=AMv,
e isto significa que Mv € V. Em particular,

Teorema 12.7. Sejam L e M dois operadores normais (por exemplo, auto-adjuntos), definidos
num espago euclidiano de dimensdo finita H. FExiste uma base ortonormada de vetores proprios
para os dois operadores sse L e M comutam.

Demonstragao. Se L e M comutam, a restrigdo de M a cada espaco préprio Hy = Ker(\ — L)
de L é um operador auto-adjunto, que, pelo teorema espetral 12.6, admite uma base de vetores
préprios, que sao também vetores proprios de L. Mas o espago H é uma soma direta ortogonal de
subespacos proprios de L. A outra implicagao € trivial, pois duas matrizes diagonais comutam. [

Consequentemente, se as matrizes hermiticas A e B comutam, existe uma matriz unitaria U
tal que U*AU e U*BU sao diagonais.
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e.g.  Por exemplo, as reflexdes do plano A(z,y) = (z,—y) e B(z,y) = (y,z) ndo comutam. Sao
diagoalizaveis, e representadas pela mesma matriz diagonal

(0 %)

na base canénica e na base ortonormada formada pelos vetores f; = (1,1)/v2 e fy = (—1,1)/v/2,
respetivamente.

Desigualdade de Heisenberg. Quando dois operadores auto-adjuntos nao comutam, nao
existe uma base ortonormada que os diagonaliza. A obstrucao, o comutador, assume em mecanica
quantica um significado importante.

Sejam H um espaco euclidiano, e @) um operador auto-adjunto definido em H. Fixado um
vetor unitario v, podemos calcular o “valor médio de ) no estado v”

(@Q)y = (v,Qv) ,

que é um numero real. Se v é um vetor préprio de ), com valor préprio real A, entdo o valor
médio é (v,Qv) = X. Em geral, uma medida da distancia entre Qv e um hipotético vetor préprio
associado ao valor médio (@), (que pode nao existir!) é a “incerteza”

AvQ = [[(Q = (@) )V -

Naturalmente, A, Q@ é nula sse v é um vetor préprio de (). Na linguagem da mecanica quantica,
os vetores unitarios (ou melhor, as retas Cv C H) definem os “estados” do sistema, o valor médio
(v,Qv) é o “valor esperado” (ou seja, a média de um ntmero grande de observagoes), e 0 A,Q é
0 “desvio padrao” do observavel @) no estado v.

Consideramos agora dois operadores auto-adjuntos, ) e P. Se nao comutam, nao sao di-
agonalizdveis simultaneamente (ou seja, na mesma base). O comutador [@, P] é um operador
anti-hermitico, logo i[@, P] é hermitico, e os seus valores médios sdo nimeros reais.

Teorema 12.8 (desigualdade de Heisenberg). Sejam Q e P dois operadores auto-adjuntos
definidos num espago euclidiano complexo (de dimensao finita) H. Para todo vetor unitdrio v € H,

1
2
e a igualdade verifica-se sse existem escalares reais a e b, ndo simultaneamente nulos, tais que

a(Q —(Q)y)v = ib(P — (P),)v.

Demonstragdo. Para simplificar as notagoes, chamamos Q' = Q — (Q),, e P’ = P — (P), (o que

fisicamente significa fazer translagoes nas unidades utilizadas para medir os dois observéveis). E
claro que [Q’, P'] = [Q, P]. Pela desigualdade de Schwarz 10.1,

[(Qv, Plv) [ < (1@l - [[Pv]]

e a igualdade se verifica sse os vetores Qv e P’v sdo linearmente dependentes. O segundo membro
desta desigualdade é o produto AyQ - Ay P das incertezas. O primeiro membro é o médulo de
(Q'v, P'v), que é superior ou igual ao médulo da parte imaginaria

S(QV, V) = 5 ((Q, Pv) — (Pv,Q'v))

= o . [Q.PY)

ou seja, ao moédulo de (v,i[@, P]v) (que é um nimero real, porque o comutador entre dois
operadores auto-adjuntos é hemi-hermitico). Isto prova a desigualdade.
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A igualdade verifica-se se a desigualdade de Schwarz é uma igualdade, ou seja, se Q'v e P'v
sao linearmente dependentes, e se a parte real de (Q'v, P'v) é nula, ou seja, se

(Q'v,P'V)+ (P'v,Q'v) =0

E imediato verificar que estas condicoes correspondem a existéncia de umas constantes reais
a,b € R, ndo simultaneamente nulas, tais que a Q'v — ib P'v. O

O caso em que uma das constantes a ou b é nula corresponde ao caso em que v é um vetor
préprio de um dos operadores. A desigualdade de Heisenberg é, neste caso, trivial.

2
v

Verifique que, fixado um vetor unitdrio v, entdo (A,Q)* = (Q?), — (Q)
Verifique que o comutador entre dois operadores hermiticos ¢ um operador hemi-hermitico.

Self-adjoint operators with no eigenvalues and Dirac delta functions. The multiplication
operator (X f)(x) := z f(z) is self-adjoint and bounded on the Euclidean space E as above, but
has no eigenvalues. Indeed, the eigenvalue equation reads z f(x) = A f(x), and says that f(z) =0
for all  # A, and therefore that f(x) is the zero vector of E.

Indeed, eigenvectors of the multiplication operators are Dirac delta functions §(x — \), with
0 < X <, defined by the paradoxical equation

(saying that §(z — \) is equal to zero for all  # X and so large at the single point @ = A that
its integral over the whole interval is equal to one!), and live outside the space E. The theory
of distributions, inspired by the intuition of Paul Dirac and developed by Laurent Schwartz (and
worth a Fields medal in 1950) will give a precise mathematical meaning to this physicists’ idea.

Momentum and Laplacian on the line. Let H be the complex Euclidean space of square-
integrable functions f : R — C, equipped with the inner product (f,g) = ffooo f(x) g(x)dx.

The “momentum operator” (in quantum mechanics) P = —id is symmetric when defined, for
example, on the subspace C§°(R) C H of infinitely differentiable functions with compact support
(since O is skew-symmetric). Nevertheless, it does not have any eigenvalue. Indeed, functions
satisfying Pf = Af are the plane waves e***, but no such exponential is square-integrable (indeed,
they can’t even satisfy boundary conditions like f(0) = f(7) = 0 if we were in a bounded interval).
Thus, the candidates to be eigenvectors of the momentum operator are outside the space where
the operator is naturally defined.

The “kinetic energy” P2 = —A, the positive-definite Laplacian, is symmetric too, and of course
should share its eigenvectors with P, the plane waves e, with non-negative eigenvalues \? > 0.

The theory of “Fourier transform” (to be studied next year) will reveal in which sense the Lapla-
cian is unitarily equivalent to a multiplication operator (the prototype of a self-adjoint operator).
Functions in H will be integrals

f@) = [T e ay

of “eigenfunctions” of the Laplacian, and the Laplacian —A (or also the derivative operator 0 as
well as any constant coefficients differential operator) will act on their “coefficients/coordinates”

-~ ~

f(\) as a multiplication operator f()\) — A2 f()).

Heisenberg uncertainty principle. The multiplication operator X : f(x) — x f(z) is called
“position operator” in quantum mechanics. The maximal subspace of H where both X and
P = —ih0 can be iterated as operators is the Schwartz space S(R) of infinitely differentiable
functions which decay, together with all their derivatives, faster than the inverse of any polynomial.
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A straightforward computation show that the position operator and the momentum operator do
not commute, and indeed their commutator is proportional to the identity operator

[X,P] =ih

This basic fact, together with some Fourier analysis, is responsible for the famous Heisenberg
uncertainty principle, which says that position and momentum of a quantum particle cannot be
simultaneously measured with arbitrary precision. More precisely, as follows formally from Heisen-
berg inequality 12.8, the product of the standard deviations of the measurements of the position
and the momentum cannot be made smaller than

AQ-AP >

Do St

Moreover, the sharp bound is achieved iff the state ¢ € S(R) solves the differential equation
ax o(x)—b¢'(x) = 0, modulo translations and modulations. Solutions are proportional to gaussians
o(x) ~ e~ which belong to the Schwartz space provided v > 0.

Transformacoes de Cayley. A transformacdo de Cayley

z—1
z4+1

Z

é um automorfismo da esfera de Riemann C = C U { oo}. Em particular, envia o semi-plano
superior H := {# € C t.q. ¥(z) > 0} no disco unitario D := {z € C t.q. |2] < 1}, e a “cir-
cunferéncia” R = R U {oo} C C (a fronteira ideal OH do “plano hiperbélico”) na circunferéncia
unitdria S = {z € C t.q. |z| = 1}. Esta ideia admite muitas generalizagoes.

Por exemplo, se S é uma matriz hemi-hermitica (ou anti-simétrica, se real), e portanto os seus
valores préprios sao imaginarios puros, entao I £ S sao invertiveis e comutam. Em uma base
ortonormada em que S é diagonal, I + S sdo diagonais com valores préprios correspondentes (i.e.
associados aos mesmos vetores préprios) da forma 1+t com ¢ real, ou seja, complexos conjugados.

Mas os quocientes (1 —it)/(1 4+ it) sdo unitdrios. Consequentemente, a transformada de Cayley*®

Ui=(I-S)(I+8)"

é uma matriz unitdria (respetivamente, ortogonal).

Mostre que se U é uma matriz unitdria e se [+ U é invertivel (i.e. se U nao tem valor préprio
—1) entdao S = (I —U)(I + U)~! é hemi-hermitica.

Mostre que se A é uma matriz auto-adjunta entdo U = (A —iI) "1 (A + il) é unitaria.

Forma normal de operadores ortogonais. Operadores unitarios num espaco euclidiano real
de dimenséo finita sdo representados por matrizes ortogonais, matrizes O € Mat, «,(R) satisfa-
zendo OT = O~'. Um operador ortogonal é unitario, logo normal, mas nio é necessariamente
diagonalizavel, pois os seus valores proprios podem nao ser reais. O teorema espetral para opera-
dores normais implica o seguinte resultado sobre a estrutura de uma matriz ortogonal.

Teorema 12.9. Seja U : E — E um operador ortogonal de um espago euclidiano real de dimensao
finita E = R™, representado numa base ortonormada por uma matriz ortogonal. Entao o espago é
uma soma direta E = F1 @ FEo @ --- ® Ey, de subespacos invariantes ortogonais de dimensao 1 ou
2, em cada um dos quais U é o operador 1 : R — R ou uma rotacdo Ry : R2 — R? do plano de
um dngulo 6 ¢ 7Z.

26 A. Cayley, Sur quelques propriétés des déterminants gauches, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
32 (1846), 119-123.
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Existe portanto uma base ortonormada na qual U é representado pela matriz ortogonal

O, 0 ... 0
0 Oy ... 0
0= S :
0 0 ... O

onde cada bloco nao nulo O;, de dimensao um ou dois, ¢ uma das matrizes

(1 (=1 < cosf —sind >

sinf@  cos@

Em particular, um operador unitario do espago euclidiano R*® (ou de um espaco de dimensdo
impar) admite sempre uma reta invariante, ou seja, um “eixo de rotacao”.

Demonstracdo. A prova é por inducao. Em dimensao um o teorema ¢ trivial, e em dimensao dois
é um exercicio do capitulo anterior.

Fixada uma base ortonormada, podemos assumir que E = R™, munido do produto interno
euclidiano, e que o operador é defnido por uma matriz ortogonal O. A matriz real O define também
um operador unitario no espago euclidiano complexo C™ (a complexificacao de R™), munido do

produto interno usual, poi 5T = 0T = O~'. O teorema espetral para operadores normais diz
que C™ admite uma base ortonormada de vetores préprios de O, e os seus valores préprios A sao
unitérios, ou seja, satisfazem |\ = 1.

Seja z = x + iy € C" =~ R" +iR", com X,y € R", um vetor préprio com valor préprio A = e,

assim que

U(x +iy) = e’ (x +iy).
Se o valor préprio é real, ou seja A = € = £1, entdo ou x ou y (pois um dos dois ndo é nulo)
é um vetor préprio real v com valor préprio A. A restrigao de O a reta Fy gerada por v é entao
uma multiplicagao por £1, e o espaco ortogonal a esta reta é um subespaco invariante de dimensao
n — 1.

Se o valor préprio A = € = cosf + isinf nao é real (ou seja, # ndo é um miiltiplo inteiro
de 7), entdo é imediato ver que também Z = x — iy é um valor préprio de U, com valor préprio
A = e Sendo A\ # \, os vetores z e Z sdo linearmente independentes sobre os complexos, e
isto implic que x e y sao linearmente independentes sobre os reais. Mas a parte real e a parte
imaginéria da equacao Uz = ¢z dizem que

Ux =cosfx —sinfy

Uy =sinfx + cosfy

A restricdo de U ao plano E; ~ R? gerado por x e y é portanto uma rotacao de um angulo 6, e
o0 espago ortogonal a este plano é um subsespago invariante de dimensao n — 2.
Nos dois casos, a inducao pode funcionar. O

Operadores positivos e raizes quadradas. Um operador auto-adjunto A : H — H, definido
num espago euclidiano H, real ou complexo, é dito positivo ou nao-negativo, notacao A = 0 ou
A = 0, respetivamente, se os seus valores médios sao positivos ou nao-negativos, ou seja, se

(v,Av) >0 ou (v,Av) >0

para todos os vetores nao nulos v € H (atencao, esta definigdo/condi¢do nao faz sentido para
operadores que ndo sdo auto-adjuntos, pois os escalares (v, Tv) ndo sao, em geral, nimeros reais!).
Os valores préprios do operador autoadjunto A sdo iguais aos valores médios sobre os vetores
préprios unitdrios correspondentes, portanto estas duas condigoes implicam que os valores proprios
de A sao A\, > 0 ou A\, > 0, respetivamente.
Vice-versa, se o espago euclidiano H tem dimensao finita, entao o teorema espetral 12.3 diz
que existe uma base ortonormada e, es,...,e, formada por vetores proprios de A, com valores



12 TEOREMA ESPETRAL 94

proprios reais A1, Ao, ..., Ay, assim que Aey = Agei. O valor médio de A sobre um vetor genérico
vV =wvie1 + v3e3 + - - - + v,e, € entao

(v, Av) = Ai|vi]® + Xafval® + - + A vn)? (12.2)
Consequentemente,

Teorema 12.10. Um operador A : H — H definido num espaco euclidiano de dimensdo finita H
€ nao-negativo, ou positivo, sse € auto-adjunto e os seus valores proprios sao todos positivos, ou
nao-negativos, respetivamente.

E evidente que um operador positivo é invertivel, pois nao admite o valor préprio nulo.
Se T é um operador arbitrario, entdo P = T*T é um operador auto-adjunto (a verificagdo é
imediata) cujos valores médios séo

(v,Pv) = (v, T"Tv) = (Tv,Tv) = HTV||2

Portanto T*T é nao-negativo, e é positivo se T' é invertivel.
De fato, todo operador nao-negativo P num espaco euclidiano de dimensao finita é desta forma.
Pelo teorema espetral, existe uma base ortonormada ej,es,...,e, formada por vetores préprios
de P, tais que Pej = prer com pi > 0, assim que P é representado pela matriz diagonal

A=1| . . . .
0 0 ... pn

Entéo podemos definir um operador R := v/P tal que Re, = ./prer para todo k, ou seja
representado na mesma base pela matriz diagonal

\/P1 0 cee 0
0 /P2 ... 0
VA = . o .
0 0 ... /pn
Entao ¢é claro que R é auto-adjunto, nao-negativo, comuta com P, e é uma “raiz quadrada” de P,
no sentido em que satisfaz R?> = P (e também R*R = P, sendo auto-adjunto). De forma analoga,
é possivel construir raizes quadradas positivas de operadores positivos. A notacio v/P é justificada
pelo seguinte teorema de unicidade.

Teorema 12.11. Um operador nao negativo P : H — H de um espaco euclidiano de dimensao
finita H admite uma tdnica raiz quadrada nao-negativa (que € positiva se P € positivo).

Demonstracdo. Seja R uma raiz quadrada nao-negativa de P. Pelo teorema espetral, existe uma
base ortonormada eq,es,...,e, de H formada por vetores préprios de R, tais que Rey = rpei
com valores préprios rp, > 0. Se v = vie; + vqes + - - - + v,€, é um vetor prépro de P, com valor
préprio p > 0, entao

2 2 2 2
p (vie; + vaea + -+ vpe,) = Pv = RV = vyrje; + varses + -+ +vri€,

Pela ortogonalidade, logo a independéncia, dos ey’s, isto implica que vg(p — r,%) = 0 para todo
k. Consequentemente, os tinicos coeficientes vy, # 0 de v sdo os coeficientes tais que i = p. Isto
implica que Rv = /p v. Ao variar v numa base formada por vetores préprios de P, isto fixa
univocamente o operador R. O
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Assim, a analogia entre operadores normais e numeros complexos é a seguinte. Os operado-
res normais sao os operadores diagonalizaveis numa base ortonormada, e correspondem ao plano
complexo, os possiveis valores proprios. Os operadores unitarios correspondem a circunferéncia
unitaria. Os operadores hermiticos e anti-hermiticos correspondem a reta real e a reta imaginaria,
respetivamente. Os operadores positivos correspondem & semi-reta real positiva. Naturalmente,
os operadores “genéricos” nao sao normais!

Mostre que um operador A é positivo sse é da forma A = T*T com T invertivel.
Mostre que se A é positivo entdo A% e A~! sdo também positivos.

Mostre que se um operador A admite uma raiz quadrada nao-negativa/positiva (ou seja, um
operador nao-negativo/positivo R tal que R? = A) entdo é nao-negativo/positivo.

Mostre que se um operador A admite uma raiz quadrada auto-adjunta (ou seja, um operador
auto-adjunto R tal que R? = A) entdo é nao-negativo.

Seja T : H — H um operador arbitrario. Entao T*T > 0 e consequentemente admite uma
raiz quadrada |T'| := vT*T, que é auto-adjunta. Mostre que para todo v € H

ITv|* = [[|Tv |

Matrizes de Pauli. A identidade I é uma raiz quadrada da identidade I, mas ndo é a unica.
As matrizes de Pauli s&o as matrizes unitdrias e auto-adjuntas com trago nulo

01:<(1)(1)> , 02:<?_0i> e o—g,:((l)_Ol). (12.3)

Sao utilizadas para descrever a interacao de uma particula quantica com spin 1/2 com o campo
eletromagnético, no regime nao relativistico.
E imediato verificar que Deto; = —1 e Tro; = 0. Também

0 =03 =02 = —io10903 = I

E usual também chamar og = I a matriz identidade. Assim, as matrizes oq, 01, 02, 03 formam uma
base do espaco linear real das matrizes hermiticas 2 x 2.

Determine os valores préprios e os vetores prépios das matrizes de Pauli.
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Também existem raizes quadradas de operadores negativos. Por exemplo,

0 1
=(40)
é uma raiz quadrada de —I, ou seja, J2 = —I. Dé mais exemplos.

Calcule uma raiz quadrada das seguintes matrizes hermiticas e nao-negativas
4 0 1 1
0 9 -1 1

Seja P : E — E um operador positivo de um espaco euclidiano real. Mostre que

(%, ¥)p = (%, Py)

é um produto interno em E. Em particular, se o espago E tem dimensao finita, existe uma base
ei,...,e, de E (ortonormada para o produto interno (-,-) ) em que o operador A é representado
pela matriz identidade I. Consequentemente, se x = x1e1 + - - - + z,€,, entao

(x,Px) =23 4+ + 22 .

Laplacian in a bounded interval. Let E be the space of continuous functions f : [0,7] = R
or C, equipped with the inner product (f,g) = fo7T f(z) g(x)dz. Recall that the Laplacian is the
differential operator A = 9%, namely

(Af) () := f"(z).

Let ES° C E be the subspace of infinitely differentiable functions satisfying the boundary conditions
f(0) = f(m) =0 (for example, the space of transversal displacements of a vibrating string). As an
operator A : E® — E, the Laplacian is symmetric, i.e. (f,Ag) = (Af,g) for all f,g,€ EF. It is
a simple exercise in ordinary differential equations to show that the eigenvalues of the Laplacian
are A, = —n?, with n =1,2,3,..., and the corresponding eigenfunctions are, for example,

v (z) = sin(nz) .

Observe that the Laplacian is not bounded! One may actually show that such eigenfunctions
form a “basis” of the Hilbert space H obtained from E by completion.

Show that the “positive definite” Laplacian —A is “positive”, namely satisfies

<f7_Af> >0

for all non-trivial f € E3°. Indeed, integrating by parts and using the boundary conditions,
f(0) = f(m) =0, show that

Corda vibrante e harmoénicas. As pequenas vibracoes transversais de uma corda de compri-

mento ¢, tensdo k e densidade linear p sdo modeladas pela equagao de onda
Pu 0%
— —c=— =0 12.4
8z~ ¢ a2 (12.4)

com condigoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0, onde u(z,t) denota o deslocamento transversal da
corda na posigao x € [0,¢] e no tempo t, e ¢ = \/k/p.
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O produto u(x,t) = X(x)T(t) é uma solucio “separdvel” de (12.4) se XT"” = c*X"T, e
portanto se existe uma constante A € R tal que

X" =X e T" = AT

As tnicas solugdes nao triviais da equagao diferencial X" = AX no intervalo [0, ] com condigbes
de fronteira nulas X (0) = X (£) = 0 sdo proporcionais a X, () = sin(mnz/f) (as fungdes préprias
do laplaciano no espago das fungdes que se anulam nos pontos 0 e £) e tém valores préprios
Ap i= —72n2/0? com n = 1,2,3,.... Em correspondéncia de cada n, as solugoes de T = M\, c*T
sao Ty, (t) = a,, cos (mnct/€) +by, sin (mnct/L). As solugbes separdveis do problema da corda vibrante
sao portanto as ondas estaciondrias

U (2, t)

(an cos (2mv,t) + by, sin (27r1/nt)) sin (2wz /L)
= A, sin 2nv,t + 7,) sin (272 /4y, comn=1,2,3,...

onde os coeficientes a, e b,, ou a amplitude A, = /a2 + b2, e a fase 7, = arctan(a,/b,) sdo
constantes arbitrarias, e as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

20
c e by = —, comn=1,23,...,

T n

respetivamente. A primeira frequéncia, v, = ¢/¢;, é dita som (ou tom, ou modo) fundamental, e
as outras, v, = nvy = ¢/l,, com n = 2,3,4, ..., sdo ditas n-ésimas harmdnicas (ou overtones) da

) 280\
o WO

Primeiras 5 harmonicas de uma corda vibrante.

Por exemplo, se a fundamental é o Ay de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
entdo a segunda harmoénica é o Ay de 880 Hz, a terceira estd préxima do Eg de 1318.5 Hz, a quarta
é 0 Ag de 1760 Hz, a quinta estd proxima do Cf; de 2217.5 Hz, a sexta estd proxima do E; de
2637 Hz, a sétima estd proxima do Gy de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras harmodnicas
contém a “fundamental” A, a “quinta justa” E a “terca maior” Cf, as trés notas (“trfade maior”)
do “acorde maior”!

NE o
}
[

L=

1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 Il 12

Primeiras 12 harmoénicas de uma corda cuja fundamental é C.

A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada com
uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz, 1980 Hz, ...
Onde deve colocar o dedo um violinista para obter o La5 de 880 Hz com esta corda?

Equacao de Schrodinger estacionaria. Considere a equacdo de Schrodinger estaciondria
h2
—— AY=Ev
2m

para a funcao de onda (x) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, e i = h/27 é
a constante de Planck reduzida (h ~ 6.262--- x 10734 J-s).
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Determine para quais valores F da energia existem solugoes nao triviais da equacao no inter-
valo z € [0,¢] com condigdes de fronteira ¥(0) = 0 e ¥(¢) = 0 (particula numa caixa).

Funcoes de operadores. A construgao de uma raiz quadrada positiva de um operador positivo
usa uma ideia que pode ser generalizada. Seja f(x) uma fungdo real de uma varidvel real. Se A
é um operador autoadjunto de um espago euclidiano H de dimensao finita, entao existe uma base
ortonormada de vetores préprios, na qual o operador é definido por uma matriz diagonal A com
valores proprios reais A;’s. Entdo, se os valores préprios estao no dominio natural da funcdo f(z),
é possivel definir um operador f(A) dizendo que é representado, nesta base, pela matriz diagonal
f(A) com valores préprios f(Ax)’s

Por exemplo, se A é ndo-negativo, é possivel definir a sua rais nao-negativa v/A. Também

importante, em fisica, é a funcao logaritmo logx, ou melhor a funcao xlog x, relacionada com a
entropia.

Matrizes densidade e entropia de von Neumann. Seja H o espaco de Hilbert de um sistema
quéntico, que assumimos de dimensao finita. Um estado puro é um vetor unitério |¢)) € H, ao qual
corresponde o projetor Py, := |¢) (], que é um operador nao-negativo com trago unitério TrP = 1,
e tal que P? = P. Um “ensemble estatistico” dos estados puros |¢%) (ndo necesariamente ortogonais
nem independentes) com probabilidades pj, (ntimeros entre 0 e 1 com soma ), py = 1) é descrito
pela matriz densidade

p=> i) (Wl
P

E claro que p é também um operador auto-adjunto ndo-negativo com trago unitdrio (pois o trago
¢ linear). O valor médio do observével A no estado mizto p é

Zpk (| Alor) = Tr(Ap)

A entropia de von Neumann (que é a entropia termodindmica) do ensemble quantico descrito
pela matriz densidade p é

S(p) == —Tr(p log p)

Pelo teorema espetral, p é diagonalizdvel, ou seja, existe uma base ortonormada |py) tal que
p = > 1 |ek) (pk|, onde os valores préprios A, sdo também nimeros nao negativos (porque
p = 0) com soma »_, A\, = 1 (porque Trp = 1). Entao, por definigao,

plogp:= Z(/\k log Aw) k) (@]
k

(sendo que 0log0 := 0), assim que
= Arlog A
k

Determinant and zeta function. Let A be a positive self-adjoint operator, definied in some
euclidean space of finite or infinite dimension, with eigenvalues 0 < A\; < Ay < .... The logarithm
of its determinant is the sum of the logarithms of its eigenvalues, since

log DetA = log(AA2...) =log A +1logAe +--- =Trlog A

(which of course may be divergent, in infinite dimension!). Define the zeta function of the operator

as the Dirichlet series
=1
Calz) = Z R
N

Here z is a complex variable, and it is understood that the zeta function if defined in a half-plane
R(z) > o where the above sum is absolutely convergent. This is not an issue if the operator
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is finite-dimensional, since then (4(z) is a finite sum, hence an entire function. In this case, a
computation shows that
=— Z log A\, ,
n

z=0

which extends to the remarkable identity
log DetA = —¢4(0) .

Physicists use this identity to “extract” a finite value out of an infinite product that would be
otherwise divergent, and call this “zeta function regularization”?” 2%,

Densidade das matrizes diagonalizaveis. Naturalmente, existem matrizes que nao sao
diagonalizaveis. Uma matriz diagonal superior é uma matriz quadrada S = (s;;) tal que s;; =0
se i > j, ou seja, da forma

S11 * N *

0 5929 *
S =

0 0 ... Spn

Observem que os termos diagonais A\p = sgi’s sdo os valores préprios de S, pois o seu polinémio
carateristico é cg(z) = [[,.(2 — Skk)-

Teorema 12.12 (Schur).  Toda matriz quadrada complexa A € Mat, x,(C) € unitariamente
semelhante a uma matriz diagonal superior, ou seja, existem uma matriz unitdria U e uma matriz
diagonal superior S tais que

A=USU".

Demonstragdo. A prova é por indugdo. O teorema é trivial em dimensdao um. Assumimos o
teorema verdadeiro em dimensdo n. Seja A € Mat(,41)x(n+1) (C). Pelo teorema fundamental
da dlgebra 7.1, o polinémio carateristico de A admite uma raiz A, e portanto A admite um vetor
préprio v unitario correspondente. A reta Cv é um subespaco invariante, e C"*! ¢ uma soma

direta ortogonal de Cv e o subespaco ortogonal v+, de dimensdo n. Seja eq,...,e, uma base
ortonormada de v*. A matriz que representa A na base ortonormada v, ey, ..., e, é uma matriz
em blocos
A C
(5 5)

onde B € Mat,, x,(C). Pela hip6tese indutiva, existem uma base ortonormada fi,...,f, de v+ tal
que a matriz que representa B nesta base é diagonal superior. Entao é claro que também a matriz
que representa A na base ortonormada v, fi,...,f, de C"T! é triangular superior. O

Existem opeadores/matrizes diagonalizdveis que ndo sdo normais, pois uma mudanga de co-
ordenadas diagonalizadora pode nao ser unitaria. Por exemplo, toda matriz n X n que admite n
valores préprios distintos é diagonalizavel. Os valores préprios de uma matriz triangular superior
sao os elementos da diagonal. Perturbacoes pequenas syx + € das entradas diagonais de uma ma-
triz triangular superior S = U* AU podem portanto produzir matrizes diagonalizdveis A’ = US'U*
arbitrariamente préximas de uma matriz dada A. A decomposicdo de Schur 12.12. implica entao

Teorema 12.13. O conjunto das matrizes complexas diagonalizdveis é denso em Mat, «,(C), ou
seja, para toda matriz A e todo € > 0 € possivel encontrar uma matriz diagonalizdvel A’ tal que
|A— A'|| < e.

27S.W. Hawking, Zeta Function Regularization of Path Integrals in Curved Spacetime, Comm. Math. Phys. 55.
(1977), 133-148.
28N.M. Robles, Zeta function Regularization, M.Sc. thesis, Imperial College London, 2009.
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Teorema de Cayley-Hamilton. Se p € C[z] é um polindmio na varigvel z, por exemplo
p(2) = apz® + -+ a1z +ag, e A é uma matriz n x n, real ou complexa, entdo é possivel definir a
matriz p(A) como

p(A) = agA¥ + -+ a1 A+ al.

Por exemplo, é possivel considerar o polinémio carateristico c4(z) = Det(zl — A) da prépria

matriz A, e tentar calcular c4(A).

Se A = diag(A1, Ag,...,A\,) é uma matriz diagonal, um célculo elementar (as poténcias de
A s@o também diagonais, e as entradas sdo as poténcias dos valores préprios de A) mostra que
ca(A) = 0. Uma matriz diagonalizdvel D = U~'AU tem poténcias da forma D¥ = U~1AFU, e
Consequentemente também satifaz cp(D) = U1 Py (A)U = 0, pois c¢p = ca.

De acordo com o teorema 12.13, para cada matriz A, real ou complexa, é possivel encontrar
sequéncias (Dy,)men de matrizes complexas diagonalizdveis tais que D,,, — A. Por continidade,

Teorema 12.14 (Cayley-Hamilton). Toda matriz quadrada A € uma raiz do prdprio polindmio
carateristico, ou seja, satisfaz

CA(A) =0

Se A é uma matriz n X n invertivel, entao é possivel multiplicar ambo os membros da identidade

ca(A) =0 por A~1, e obter uma férmula para a matriz inversa A~! em funcao das poténcias AY,
A A% AT

Por exemplo, mostre que a inversa de uma matriz invertivel 2 x 2 é

1
= 5 (TrA)I - 4) .
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13 Formas quadraticas e pequenas oscilacoes

ref: [Ap69] Vol 2, 5.12-18 ; [La87] Ch. VIII

Formas quadraticas reais. Uma forma quadrdtica em n varidveis reais xi,Zso,...,T, ¢ um
polinémio homogéneo de grau 2

Q($1>$2» B xn) = Zaijxil'j
i,j

com a;;’s coeficientes reais. Se as x’s sdo as coordenadas do vetor x = x,e;+xze2+... e, € R”
relativamente & base candnica, entdo uma forma quadratica pode ser pensada como um campo
escalar Q(x) = Q(x1,z2,...,x,) definido no espago vetorial real R™. A homogeneidade implica
que Q(Ax) = A\?2Q(x) para todo o escalar A € R e todo o x € R".

Os coeficientes a;; formam uma matriz quadrada n x n. Vice-versa, uma matriz quadrada
A = (a;;) € Maty,xy, (R) define uma forma quadrética

Q(x) = X TAX

onde X denota o vetor coluna (1, xs,...,2,) .

Existem muitas matrizes A que definem a mesma forma quadratica Q, sendo apenas fixados os
elementos diagonais a;;, que sdo os coeficientes de z?, e as somas a;; + a;;, que sdo os coeficientes
dos produtos mistos z;z; = x;x;. Em particular, subtituindo A por (4 + A")/2, toda forma
quadrética é definida por uma tinica matriz simétrica. E claro que combinagoes lineares de formas
quadraticas com coeficientes reais sao formas quadraticas. O espago linear das formas quadraticas
em n varidveis reais pode portanto ser identificado com o espago linear Sym,, (R) das matrizes reais
simétricas n X n.

e.g. A forma quadrdtica 2?2 + 23 +--- + 22, cujo valor é o quadrado ||x||> da norma euclidiana
do vetor x, é definida pela matriz identidade I.

e.g. A forma quadratica 2zx1x4 é definida pela matriz simétrica

0 1
1 0
Determine a matriz simétrica que define a forma quadratica

(1 — 22)* + (x2 — 3)° + -+ + (Tpo1 — zn)? + (@, — 1)

Determine a matriz simétrica que define as seguintes formas quadraticas

Qz,y) =2 -2zy—y*>  Qz,y) =22 +6zy+7y> Qz,y,2) =22 —yz

Verifique que uma forma quadratica satisfaz
Qx+y)+Qx—y) =2(Qx) + Qy))

(se Q(x) = ||x||?, esta é a identidade do paralelogramo).
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Mudanga de coordenadas e congruéncias. Seja Q(x) = >, ; aijziv; = XTAX uma

forma quadratica em R”, definida pela matriz simétrica A = (a;;) nas coordenadas z1,x2,..., %y

relativas & base candnica. A mudanca de coordenadas z; = > ;5 WigYs definida pela matriz invertivel

U = (u;;) (cujas colunas sao as coordenadas dos vetores da nova base), transforma a forma
J )

quadratica nas variaves x;’s na forma quadratica

Zaijxizj = Z Qij (Z Uz‘kyk> <Z Uje ye)
&J k ¢

%)
= § E Uik Qi Uje | Yk Yo = E bre Yr Ye
Kt o Kt

nas varidveis y;’s, onde os coeficientes sao by, = Zz Wik Qij Uje. Em termos de matrizes e
vetores coluna as coisas sdo mais simples. A mudanca de coordenadas é realizada por X = UY,
ou seja, X — Y = U~'X. Entao a forma quadréatica X T AX ¢é

XTAX =UY)TAWUY)=Y"T (UTAU)Y =Y "BY

com B = UTAU. Ou seja, a matriz simétrica que representa a forma quadritica X T AX nas

coordenadas y1, Y2, - - -, Yn € a matriz
B=U"AU

Duas matrizes quadradas A e B assim relacionadas sao ditas (linearmente) congruentes, e
representam a mesma forma quadréatica em sistemas de coordenadas diferentes. E imediato verificar
que “ser congruentes” é uma relacao de equivaléncia no espaco das matrizes quadradas. Outro
ponto de vista é pensar que duas formas quadréaticas definidas por matrizes simétricas congruentes
sao (linearmente) equivalentes.

Mostre que se A é simétrica entdo também U T AU é simétrica.

Determine a matriz que define a forma quadratica 22 — 4y — 2y? nas coordenadas =’ = 2z +y
ey =x+uy.

Determine a forma quadratica 1322 + 16xy + 5y nas coordenadas 2’ = 2z +y e 3y = 3z +2y.

Diagonalizagao de Jacobi. O fato fundamental sobre formas quadraticas reais é a possibilidade
de reduzir toda forma quadratica a uma “forma normal”, e a existéncia de um nimero finito de
possiveis formas normais.

Teorema 13.1. Uma forma quadrdtica em n varidveis reais € linearmente equivalente a uma
forma
2 2 2 2 2 2
R R e i (13.1)

com0<p+q<n.

Isto significa que toda matriz simétrica n X n é congruente a uma matriz diagonal do género

I, 0 0
L,=| 0 -1, 0 (13.2)
0 0 0

(que define a forma normal (13.1)), onde I, e I, sdo matrizes quadradas identidade em dimenséo
p e q, respetivamente, e p + ¢ < n (e os 0’s denotam matrizes nulas das dimensoes apropriadas).
Este teorema ¢é elementar, pois apenas usa a possibilidade de dividir por 2 e de calcular raizes
quadradas de niimeros positivos (e, de fato, generaliza a corpos de carateristica diferente de 2). A
prova consiste em “completar recursivamente os quadrados” até eliminar todos os produtos mistos



13 FORMAS QUADRATICAS E PEQUENAS OSCILACOES 103

do género a;;x;x; com i # j, e depois normalizar as coordenadas para reduzir todos os coeficientes
a;; ndo nulos dos termos quadréticos a;;x? a unidades, positivas ou negativas (dependendo do sinal
de ag;).

O teorema espetral (um resultado mais profundo, que usa a estrutura topoldgica da reta real)
permite enunciar e provar um resultado mais preciso utilizando a estrutura euclidiana do espago
R™. Alguns exemplos sdo suficientes.

e.g. Por exemplo, a forma quadrética
x3 — 2wy + Bl = (m% —2z172 + x%) + 43
= ($1 — .’172)2 + (23?2)2

é equivalente & forma quadrética y? + y2 nas coordenadas y; = x1 — 2 € Yy = 2To.

e.g. A forma quadrética
4rix9 = (x% + 2x119 + x%) — (w% —2r129 + x%)
= (371 + .%‘2)2 — (.’L‘l — .1‘2)2

é equivalente & forma quadrética y? — y2 nas coordenadas y; = x1 + T3 € ya = o] — To.

Determine a forma normal da forma quadratica

(1 —22)* + (x2 — 23)° + -+ + (Tpo1 — zn)? + (@, — 71)2.

Formas bilineares simétricas & formas quadraticas. Uma matriz simétrica A define uma
forma bilinear simétrica, ou seja, uma funcao B : R™ x R™ — R que é linear em cada varidvel e tal
que B(x,y) = B(y,x), por meio de

B(x,y) = XTAY .

Em coordenadas, B(x,y) = Z” z;ai;y5. Ou seja, se eq,...,e, denotam os vetores da base
canénica de R", entao a;; = B(e;, ;).

Uma forma bilinear simétrica é também chamada produto escalar, pois satisfaz os axiomas E1 e
E2 de um produto interno, embora néo seja necessariamente definida positiva (produtos escalares
nao positivos aparecem, por exemplo, no espago-tempo da relatividade especial). A fungao

O(x) =B(x,x) = X"AX ,

é entao uma forma quadratica. A forma bilinear B pode ser reconstruida usando uma das duas
férmulas
B(x,y) = 5 (Qx+y) - Q(x) — 2y))

(Qx+y)-Qx-vy)),

(13.3)

IS NG

cuja verifica é elementar. O espaco das formas quadréticas em n varidveis reais pode portanto ser
identificado também com o espago dos produtos escalares em R™.

e.g. O produto escalar definido pela forma quadratica x3 + 23 + - -+ + 22 é o produto interno
canénico (X,y) = X'y = z1y1 + T2y2 + - - + Ty, de R™.

e.g. A forma quadrética t? — z? — y? — 22 define um produto escalar no espaco-tempo de
coordenadas (¢, z,y, z) € R x R? que nao é definido positivo.
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Forma normal de formas bilineares. Uma prova conceptual do teorema 13.1, ou seja, uma
versao geométrica da estratégia que consiste em completar os quadrados, usa a forma bilinear B
associada a uma forma quadratica Q, pensada como produto escalar (ndo necessariamente positivo)
em R™.

Dois vetores x e y s@o ditos B-ortogonais se B(x,y) = 0. Um vetor x é dito B-nulo se é
ortogonal a todos os vetores de R", i.e. se B(x,y) = 0 para todo y. E claro que o conjunto dos
vetores B-nulos forma um subespaco Vj de R™, chamado nicleo de Q, onde a forma bilinear B, e
portanto a forma quadratica Q, sao identicamente nulas.

O teorema 13.1 é equivalente ao seguinte teorema.

Teorema 13.2. Uma forma bilinear simétrica em n varidveis reais € linearmente equivalente a
uma forma

T1Y1 + T2Y2 + -+ TpYp — Tp+1Yp+1 — Tp+2Yp+2 — **° — TptqYp+q (13.4)
com 0 <p+q<n.

Isto significa que, num sistema de coordenadas conveniente, a forma é definida por uma matriz
diagonal I, ;, em (13.2).

Demonstragao. Se Q(x) = 0 para todo x, entdo, pelas (13.3), a forma B é identicamente nula, e
portanto é a forma bilinear associada a matriz Iy, em qualquer base. Caso contrério, existe um
vetor vi tal que Q(vi) # 0. Seja Vi o subespaco dos vetores B-ortogonais a vq. Sendo definido
pela equagdo homogénea nao trivial B(vy,x) = 0, tem dimensdo n — 1. Consideramos agora a
restricao da forma quadrédtica a Vi. Se é identicamente nula, paramos. Caso contrario, existe
um vetor vy € V; tal que Q(vy) # 0. Os vetores de Vi que sdo B-ortogonais a vy formam entao
um subsespaco de dimensao n — 2. E claro que esta construgao pode continuar, e produz uma
sequéncia de vetores vi,...,V,,, com m < n, sobre os quais a forma quadrética nao é nula e que
sio B-ortogonais dois a dois. E entfio possivel renormalizar os v;’s (ou seja, dividir por |Q(v)]|)
e construir vetores wy’s tais que Q(w;) = £1 e B(w;, w;) = 0 se ¢ # j. Se m = n, temos uma
base de R™. Se m < n, entao a forma quadratica é identicamente nula no subespago V,,,, que tem
dimensdao n—m. E possivel entao completar uma base wi, ..., Wy, W41, . . ., W, escolhendo uma
base arbitraria wy,4+1,...,w, de V. O

Diagonalizacao de formas quadriticas em espagos euclidianos. Seja Q(x) = X 'AX
uma forma quadritica no espaco euclidiano R™, definida pela matriz simétrica A € Sym,,(R)
relativamente & base candnica eq, ..., e, (ou outra base ortonormada), onde x = x1e1 + - -+ xz e,
e X denota o vetor coluna X = (x1,...,2,) . A matriz simétrica A define um operador simétrico
T4 : R™ — R"™, e a forma quadratica é dada por

Q(x) = (x, Tax)

Pelo teorema espetral 12.3, existe uma base ortonormada vy, ..., v, de R" formada por vetores
préprios de T, com valores préprios (reais) Ay < Ay < --- < A,. Portanto existe uma matriz
ortogonal U = (u;;), cujas colunas sao os vetores préprios (ou seja, v; =Y. u;j€;), tal que

A 0 ... O

0 X ... O
U'AU=A=| . . . :

0 0 ... X\

Nesta base, a forma quadratica é “diagonal”. De fato, se x = y1vi +y2va + - - -+ y, vV, € portanto
o vetor coluna das novas coordenadas é Y = UT X, entdo

O(x)=X"TAX = (UY)TAUY)=YTAY

Este é o conteido da seguinte versao do teorema espetral para formas quadraticas, usualmente
atribuida a Lagrange 2.

29J. Lagrange, Recherches sur la méthode de maximis et minimis. Miscellanea Taurinensia 1 (1759), 18-32.
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Teorema 13.3 (Lagrange). Seja Q uma forma quadrdtica no espago euclidiano R™, definida
na base candnica pela matriz simétrica A. Existe uma base ortonormada, e portanto umas coorde-
nadas ortonormadas correspondentes yi’s, tais que a forma quadrdtica € uma combinacao linear
de quadrados

Myr +deys + o+ Ay

com coeficientes reais A\1 < Ao < -+ < A\p, que sdo os valores proprios de A.

Uma forma normal mais simples é possivel se admitimos a possibilidade de usar bases ortogonais
mas nao necessariamente ortonormadas. Sejam dp = /|Ag|, se A # 0, ou dp = 1 se Ay =
0. A mudanca de coordenadas vy — zp = diyg, definida por Y — Z = D7'Y com D =
diag(dy,ds, . ..,d,) matriz diagonal com entradas positivas (que néo é ortogonal se pelo menos um
dos valores préprios tem médulo |Ag| # 1), transforma a matriz A numa matriz diagonal

N =DTAD = (UD)" A(UD)

com valores préprios nulos ou iguais a Ag/|A\x] = +1. Nestas coordenadas, a forma quadrética
assume portanto a forma X'TAX = ZTA'Z, que é uma soma de quadrados com coeficientes
unitarios, positivos ou negativos, ou nulos. Assim, a menos de reordenar os elementos da base, a
matriz A é congruente a uma matriz diagonal

I, 0 0
Lie=| 0 -1, 0
0 0 0

com p valores préprios iguais a 1 (a cardinalidde dos valores préprios positivos de T4), ¢ valores
préprios iguais a —1 (a cardinalidade dos valores préprios negativos de A), e n — (p + ¢) valores
proéprios nulos (a dimensdo do niicleo de Ty4). Em particular, o teorema 13.1 é uma consequéncia
de

Teorema 13.4 (Gauss-Jacobi-Sylvester). Seja Q wuma forma quadrdtica no espago euclidiano
R™. Existe uma base ortogonal (ndo necessariamente ortonormada), e portanto umas coordenadas
ortogonais zy’s, tais que a forma quadrdtica €

zf+z§+~~~+z§fzg+1fzg+27~~fzz (13.5)

Lei de inércia de Sylvester. As dimensées p e ¢ na forma normal (13.5) , sujeitas & condicao
0 < p+q < n, tém o seguinte significado. Seja Q a forma quadratica definida por I, ,. Entao o
espago é uma soma direita R™” =V, & V_ &V, de um subespago V; =~ RP de dimenséo p (gerado
pelos primeiros p vetores da base candnica) onde a forma quadritica é positiva, i.e. Q(v) > 0,
um subespago V_ a R de dimensdo ¢ onde a forma quadrética é negativa, i.e. Q(v) < 0, e um
subespaco complementar Vy ~ R"~(P+9) onde a forma quadratica é nula, i.e. Q(v) = 0.

E claro que as dimensdes p e ¢, e consequentemente ng = n — (p+ q), sdo invariantes da forma
quadratica, ou seja, apenas dependem da classe de congruéncia da matriz simétrica A que define
a forma quadratica, e nao do sistema de coordenadas usado, ortogonal ou nao. Este é o contetido
da lei de inércia de Sylvester 2°, Jacobi !, e do préprio Gauss.

Teorema 13.5 (lei de inércia de Sylvester).  Toda matriz real simétrica n X n é congruente a
uma Unica matriz I, ; com 0 <p+q < n.

30J. Sylvester, A demonstration of the theorem that every homogeneous quadratic polynomial is reducible by real
orthogonal substitution to the form of a sum of positive and negative squares. Philosophical Magazine IV (1852),
138-142.

31C.G. Jacobi, Uber einen algebraischen Fundamentalsatz und seine Anwendungen, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik 53 (1857), 275-280.
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Demonstracdo. Seja Q a forma quadratica definida pela matriz simétrica I, ,. Entdo existe um
subespago V<o = V_ &V = R" 7P, de dimensao n — p, onde a forma quadratica é ndo-positiva, i.e.
Q(v) <0 sev € Vgp. Assumimos que num outro sistema de coordenadas a forma quadrética é
definida pela matriz simérica I,y o/, com p’ > p, e seja V| = R” o subespaco gerado pelas primeiras
p’ coordenadas, onde a forma é positiva. Por razoes dimensionais (p’ + (n — p)) > n) existe um
vetor nao nulo v € V<o N V. Neste vetor, Q(v) > 0, o que é uma contradicao.

A cardinalidade dos pares de inteiros nao negativos p e ¢ tais que 0 < p 4+ ¢ < n é portanto
igual ao numero de classes de equivaléncias lineares das formas quadraticas em n variaveis. Este
ndmero é (z + 1)(n +2)/2.

Diagonalize as seguintes formas quadraticas no plano euclidiano

z? + 29> Ty x? — 2xy + 9° 22 4+ zy + o> 522 — 6y + by?
522 4 5y? — 6ay 222 + 5y? — day 522 + 6xy + 5y? 2 +y? —2zy
522 — day + 2y° 222 — day —y? 222 + zy + 2y° 1122 + 4zy + 143>

Diagonalize as seguintes formas quadratica no espago euclidiano

222 — yz z? — 2zy + dyz + 6xz — 322

[Ap69] Vol. 2 5.15.

Quociente de Rayleigh-Ritz Seja T" um operador simétrico de um espago euclidiano real de
dimensao finita H. Fixada uma base ortormada, podemos assumir que H ~ R™ e que o operador
é definido, na base ortonormada candnica, por uma matriz simétrica A. Sendo nimeros reais, os
valores préprios do operador T', ou seja, da matriz A, podem ser ordenados, por exemplo em ordem
crescente

M (A) < A(4) < - < Aa(A)

(valores préprios iguais sendo repetidos de acordo com a mulplicidade geométrica). E também
conveniente denotar Apin(A) := A1(A) € Apax := An(A) 0 menor e o maior valor préprio, respeti-
vamente.

Consideramos a forma quadrdtica Q(x) = (x,7x) = X' AX definida pela matriz A. O
gradiente da forma quadrética é

VQ(x)=2Tx
A esfera unitaria S"~! C R™ é a superficie de nivel 1 da funcio f(x) = ||x||?, cujo gradiente é
Vfix)=2x.

Os dois gradientes sao proporcionais nos pontos da esfera unitaria onde Tx = Ax para algum
A. Mas isto significa que o fator de proporcionalidade A\ é um valor préprio de T, que x é um
vetor préprio de T', e que nestes pontos Q(x) = A. De acordo com a teoria dos multiplicadores de
Lagrange,

Teorema 13.6.  Os vetores e os valores proprios do operador simétrico T : R™ — R™ sao os
pontos e os valores criticos, respetivamente, da restricio da forma quadrdtica Q(x) = (x,Tx) a
esfera unitdria S™ 1 .

Uma prova alternativa, que nao usa os multiplicadores de Lagrange, é a seguinte.

Demonstracdo. Seja x € S”~! um ponto da esfera unitéria. Os “equadores” que passam por X
sdo os caminhos r(t) = cos(t)x + sin(t) v € S, onde v é um vetor unitério do hiperplano x*
(observe que x + x* ¢é o plano tangente & esfera unitéria no ponto x). Um célculo elementar, que
usa a simetria de T, mostra que a derivada da fungao f(¢t) := Q(r(¢)) é f'(t) = 2(¢(t), Tr(t)) , onde
r(t) = —sin(f)x + cos(t) v. Em particular, no instante ¢ = 0, esta derivada é f/'(0) = 2 (v,Tx). Se
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x é um extremo local da restrigao de Q na esfera unitdria, entao f/(0) é igual a zero para todos os
v € x*, e isto implica que Tx é proporcional a x. Isto significa que x é um vetor préprio de 7.
Mas o valor da forma quadratica num vetor préprio unitario é igual ao valor préprio associado. [

Sendo a esfera unitdria compacta, o teorema de Weierstrass garante a existéncia de um maximo
e um minimo da restricao da forma quadratica, e portanto a existéncia de dois valores proprios,
Amax € Amin- Este raciocinio oferece uma prova alternativa do teorema espetral (sempre baseada
no teorema de Weierstrass, como a prova que usa o teorema fundamental da dlgebra) e também a
seguinte caraterizacao variacional dos valores préprios minimo e maximo.

Teorema 13.7 (Rayleigh-Ritz). Seja T' um operador simétrico de um espago euclidiano real de
dimensao finita H, com valores proprios Apmin = A1 < Ag < -+ < A\, = Amax- Para todos x € H

Amin ||X||2 < (x,Tx) < Amax ||X||2
Os wvalores préprios minimo e mdzimo de T sdo

Amin = thin (x, Tx) e Amax = Hm”zaux (x, Tx)
x||=1 x||=1

Também pode ser 1til usar vetores ndo unitdrios. O quociente de Rayleigh-Ritz ** *° (do
operador T') é a funcao
(x, Tx)
|1
definida nos vetores nao nulos de H. O quociente de Rayleigh-Ritz calculado num vetor préprio

é o valor préprio correspondente, pois, se Tv = Av entdo Ry (v) = A. O teorema 13.7 entdo diz
que

Rr(x) =

)\min S RT(X) S )\max (136)

e que o menor e o maior dos valores préprios podem ser calculados minimizando ou maximizando
o quociente de Rayleigh-Ritz sobre todos os vetores nao nulos.

Determine maximo e minimo das seguintes funcdes na circunferéncia unitéria do plano R2.

flay) =20° —day+y°  floy) =2 +22y  flz,y) =227 + 22y +¢°

Principio min-max de Courant-Fischer. Os outros valores préprios também podem ser ca-
raterizados/calculados usando um principio variacional.

Teorema 13.8 (Courant-Fischer). Sejam A < g < -+ < N\, 0s valores proprios de um
operador simétrico T de um espaco euclidiano real de dimensao finita H =~ R"™. FEntao o k-ésimo
valor proprio A\, € igual ao minimo, sobre todos os subespacos V C R™ de dimensao k, do maior
quociente de Reyleigh R (x) calculado nos vetores nio nulos de V, ou seja,

Ak = max  Rp(x) (13.7)

min
VCH,dimV=k 0#£x€eV

e também € igual ao mdzrimo, sobre todos os subespacos V. C R™ de dimensdo n —k+ 1, do menor
quociente de Rayleigh Rr(x) calculado nos vetores nao nulos de V, ou seja,

AL = min  Rr(x). (13.8)

max
VCH,dimV=n—k+1 0#x€eV
32J.W. Strutt (later Lord Rayleigh), In Finding the Correction for the Open End of an Organ-Pipe, Phil. Trans.
161 (1870) 77.
33W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik, J. reine
angew. Math. 135 (1908).
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Demonstragao. De acordo com o teorema espetral 12.3 existe uma base uji,us,...,u, de H
formada por vetores préprios de T, ou seja, Tup = Apug. Por razdes dimensionais, todo su-
bespago V' C H de dimensao k contem pelo menos um vetor nao trivial do subespaco gerado pelos
U, Ug+1,...,U,’S, OU seja, um vetor do género x = xxUx + Tpr1Uk+1 + -+ + T, com pelo
menos um coeficiente xz; # 0. E claro que o valor do quociente de Rayleigh-Ritz neste vetor é
Rr(x) > M. Por outro lado, este valor minimal é certamente atingido no ponto ug, que pertence

ao particular subespago de dimensao k gerado pelos primeiros k vetores préprios uj, us, ..., ug.
Isto prova o principio variacional (13.7). O principio dual, (13.8), é obtido ao substituir 7' com
—T, e ao observar que A\ (=T) = A\p—p41(T). O

Métodos de Monte Carlo. Estes principios variacionais sao o fundamento tedrico dos “algo-
ritmos de Monte Carlo” para calcular/estimar os valores préprios de um operador simétrico. E
possivel gerar um nimero grande de pontos aleatérios na esfera unitaria S"~!, e assim estimar
o maximo de (x,Tx) na esfera, logo o maior valor préprio A, e o vetor préprio associado x,.
O subespaco ortogonal x;- é invariante, e a sua interse¢do com a esfera unitaria é uma esfera
x1NS" ! ~S" 2 de dimensdo n — 2. O maximo de (x,Tx) nesta esfera é entdo o valor préprio
An—1, que é atingido num vetor préprio x,,_1. E assim a seguir.

Desigualdades de Weyl. O quociente de Reyleigh é uma funcao linear do operador. Em
particular, se A e B sao dois operadores auto-adjuntos de um espaco euclidiano, e v um vetor
nao nulo, entdo Ra1p(v) = Ra(v) + Rp(v). As desigualdades de Rayleigh-Ritz (13.6) implicam
entao que

RA (V) + Amin(B) < 7zA—&-B (V) < RA(V) + )\max(B) .

Consequéncias imediatas do principio variacional de Courant-Fischer 13.8, sao as desigualdades
de Weyl (parte de uma familia maior de desigualdades) seguintes.

Teorema 13.9 (Weyl). Se A e B sao dois operadores auto-adjuntos de um espago euclidiano
de dimensdo finita, entdo

Ak (A) + Amin (B) < Ak(A+ B) < Ak(A) + Amax(B) -

Em particular, se observamos que o raio espetral do operador auto-adjunto B é o seu valor
préprio de médulo méximo, ou seja, p(B) = max{|Amin(B)|; | Amax(B)|}, temos também

Ae(A+ B) = M(A)] < p(B).

O operador A + B pode ser pensado como sendo uma perturbagao do operador A, pequena se
p(B) é pequeno. Entéo esta desigualdade diz que os valores préprios sio estdveis por perturbagoes
pequenas.

Formas quadraéticas positivas e elipsoides. Uma forma quadritica Q(x) em R™ é positiva se
9Q(x) > 0 para todo vetor x # 0.

Seja T' € End(R™) o operador simétrico que define a forma quadritica Q(x) = (x, Tx), e seja A
a matriz simétrica que define 7' na base canénica de R, assim que a forma é X T AX. De acordo
com o teorema 13.3, existem uma base ortonormada uq, us, ..., u, de vetores préprios de T', com
valores proprios reais Ay < Ay < -+ < \,. Nas coordenadas y1,¥ys, ...,y relativas a esta base,
definidas pela equacdo Y = U T X, onde U é a matriz ortogonal cujas colunas sio os uy’s, a forma
quadrética é uma combinacao linear de quadrados

XTAX = YTAY = M2 + M2 + -+ M2

onde A = UTAU = diag(\1, A2, ..., \,). Mas uma combinacio linear de quadrados é positiva
sse todos os coeficientes sao positivo. Portanto, a forma quadratica definida pela matriz simétrica
A é positiva sse todos os valores préprios de A sdo positivos, ou seja, Ay > 0 para todos os
k=1,2,...,n, ou seja, sse o operador simétrico T' é positivo.
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Se Q é positiva, entdo a desigualdade Q(x) < 1, ou seja, X " AX < 1, define um conjunto limi-
tado E C R™, dito elipsoide, cuja fronteira é a superficie quadrética (também chamada elipsoide)
de equacdo cartesiana Q(x) = 1, ou seja, X ' AX = 1. Numa base ortonormada v, v», ..., vy que
diagonaliza A, a equagdo que define o elipsoide tem a forma

2 2 2
yié_’_yig_k..._}_yiggl
pl p2 pn

onde py, := 1/y/Ag. Os ndmeros positivos p; > py > -+ > p, sdo chamados semi-eizos (principais)
do elipsoide, e os vetores préprios unitarios ug de A sao chamados direcées principais do elipsoide.
A intersegao do elipsoide E com cada reta Ruy é o segmento |yx| < pg.-

E uma consequéncia imediata do principio min-max de Courant-Fischer 13.8 que os semi-eixos
principais podem ser caraterizados pelos seguintes principios variacionais.

Teorema 13.10. Seja Q(x) uma forma quadrdtica positiva em R™, e sejam py > pa > -+ > py,
0s semi-eizos principais do elipsoide E = {x € R™; Q(x) < 1} . FEntdo o semi-eixo py € o
mdzimo, sobre todos o0s subespagos V. C R™ de dimensao k, da menor norma ||x|| de um vetor
x e ENV, ou seja,

Ph= | pmax o min ]|

e.g. Por exemplo, a forma quadrdtica Q(x,y) = 522 — 4y + 2y? é definida pela matriz

simétrica,
5 =2
A<_2 . )

As raizes do polinémio carateristico 22 — 7z 4 6 sdo os valores préprios A\; = 1 e Ay = 6. Em
particular, a forma quadratica é positiva. Vetores préprios normalizados, solugoes dos sistemas
homogéneos Auy = A\puy, sdo u; = (1,2)/v/5 e ug = (—2,1)/+/5. Sejam (2',9') as coordenadas
relativas a base ortonormada uj,uy. A mudanga de coordenadas (z,y) — (2/,3’) é definida por

(y)=U (g:), onde U ¢ a matriz ortogonal

1 1 2
U=—
NAEE
cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores u; na base canénica. Entao a forma quadratica Q
nas coordenadas z’ e i’ é definida pela matriz diagonal U AU com valores préprios 1 e 6, e é

2%+ 6y’2

O elipsoide Q(z,%) < 1 tem portanto semi-eixos p; = 1 e py = 1/1/6, e tem este aspeto:
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Mostre que uma forma quadratica em n varidveis é positiva sse existe uma base ortogonal
(mas nédo necessariamente ortonormada) na qual a forma quadrética assume a forma

2 2 2
Zit+z+ -+ 2,

Em outras palavras, a forma quadratica X T AX é positiva sse existe uma matriz invertivel C tal
que CTAC =1.

Deduza que a forma bilinear B(x,y) = X " AY, associada a uma forma quadrética positiva
9Q(x) = XTAX é um produto escalar.

Calcule os semi-eixos dos elipsoides definidos por

322 +2° <1 5% — 6xy + 5y° < 1 222 — 4y +5y° <1

Sistemas lineares e minimizacao de funcgoes quadraticas. Se a é um nimero positivo e
b um ndmero arbitrario, entao a unica solugdo da equacéo linear axz = b (ou seja, b/a) é também o
tnico minimo do polinémio quadratico f(z) = %a:ﬁ — bx. Esta observagao elementar estende em
dimensao superior.

Seja Q(x) = (x,Tx) = XTAX uma forma quadritica positiva, definida pelo operador
(simétrico) positivo T, ou seja, pela matriz simétrica positiva A. Dado um vetor b, a funcao
quadratica

f(X) = % <X, TX> - <b7X>

atinge um (tinico) minimo quando T'x = b, ou seja, sendo 7' invertivel, no ponto x = T~'b. De
fato, o gradiente de f é Vf(x) = Tx — b, e é também claro que |f(x)| é grande quando ||x|| é
grande, assim que o Unico ponto critico deve ser um minimo. Portanto, as solugdes de um sistema
linear, pelo menos quando a matriz dos coeficientes é uma matriz simétrica positiva, sdo solugoes
de um problema de minimizagao (assim como as equagoes de Euler-Lagrange!).

Teorema 13.11. Se T : R™ — R™ ¢ um operador positivo e b € R™ um vetor arbitrdrio, entdo a
solugdo da equagdo linear Tx = b e o tinico minimo da fungdo quadrdtica f(x) = 3 (x, Tx)—(b,x),
e vice-versa.

Esta observacao “geométrica/analitica” motiva métodos probabilisticos ou iterativos para apro-
ximar as solugoes de equacoes lineares, particularmente tteis em dimensao grande, quando os
métodos “algébricos” (como a eliminagao de Gauss) sdo pouco praticos.

Quadrados minimos e regressao linear. Sejam A € Mat,,x,(R) e b € R™. O problema
linear
Ax=Db

para um vetor incégnito x € R™ pode ser inconsistente, se m > n ou se b nao estd na imagem de
A. Uma solugdo de quadrados minimos (uma ideia de Gauss) é um vetor X € R™ que minimiza a
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soma €7 + &3 + - -- + 2, dos quadrados dos “erros” g; := (ZJ a;; ;) —b;, ou seja, o quadrado da
distancia eucidiana entre Ax e b. Mas este nimero é

|Ax —b||? = (Ax —b)(Ax—b)=x"ATAx—2x"A"b+b'b

Portanto, sendo o termo constante b ' b irrelevante, a solucio de quadrados minimos minimiza a
funcéo quadrética
fx)= ix"A'x—x"b’
onde A’ = ATAeb’ = ATb. Se as colunas de A sdo linearmente independentes, entdo é claro
que a matriz AT A é invertivel e positiva. Consequentemente, pelo teorema 13.11, a tinica solucao
de quadrados minimos é

x=(ATA)'ATDb

Observe que se n = m e A é invertivel, esta solucio é A~'b, como esperado.

Mostre que se A € Mat,x,(R) tem carateristica n entéo ATA € Mat,, »n (R) também tem
carateristica n, e portanto é invertivel e positiva.

Integrais gaussianos. Uma forma quadritica positiva Q(x) = X TAX em n varidveis define
uma gaussiana

exp(—3Q(x)).
que é uma fungao absolutamente integravel no espago euclidiano R™. O primeiro passo no calculo
do seu integral impréprio é a formula magica

00 1,
/ e 2% dx=+2r (13.9)

— 00

. ~ . . . — 2
em dimensao um. Pode ser verificada observando que o quadrado do integral da gaussiana e ~—* /2

. . . . C (2,2
na reta real é, pelo teorema de Fubini, igual ao integral da gaussiana e~(*"+%")/2 no plano, e o
calculo de este ultimo integral é elementar em coordenadas polares. Os integrais improéprios das
outras gaussianas em uma variavel sdo facilmente calculados mudando varidveis: se A > 0,

1 2
/ e 2 dp = /2L (13.10)

E ainda possivel acrescentar um termo linear, completar o quadrado, e calcular

oo 1 1
/ e 2N g = 1/27” ez P/ (13.11)

Colocamos entao o problema de calcular o integral impéprio da gaussiana generalizada

1 1
e~ 2200+ (bx) _ —5XTAX+BTX
nas variaveis x1, Zs, ..., T, onde A é uma matriz simétrica positiva n X n que define a forma
quadratica Q(x) = X TAX, X = (z1,72,...,7,)" e B=Db' um vetor (coluna) arbitrario de R™

(integrais deste género, generalizados a campos continuos, sdo os instrumentos bésicos da teoria
dos campos, onde o termo linear representa uma “fonte”). Pelo teorema 13.3, ou seja, pelo teorema
espetral 12.3, existe uma matriz ortogonal U, e portanto uma mudanga de coordenadas ortogonal
X — Y = U'X, que diagonaliza a forma quadritica. Se 0 < A; < Ay < --- < ), sdo o0s
valores préprios de A, entdo U AU é a matriz diagonal A = diag(\i, A, ..., An). O determinante
jacobiano é Det(Qy;/0x;) = DetU T =1, pois a matriz é ortogonal. Entdo o integral fatoriza num
produto de integrais gaussianos na reta

1 1
//---/e 7§XTAX+BTde1 dxo ... dx, = ///e —gYTAY+CTY dyy dys ... dyp
n 1 )
= H (/e —5 AYitcryk dyk>

k=1
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onde os ¢;’s sdo as coordenadas do vetor C = U'B. Estes integrais podem ser calculados
completando os quadrados e usando a (13.10), o que resulta em

1 1 1
/e -5 Meyiteryn dyy, = 03 i/ M /6 -5 Me(ynter/Ar)? dyy, = 626‘/)‘k 2777
Ak

Ao calcular o produto, observamos que [[, Ay = DetA e que Y, c2/A\, =CT"A7'C = BTA™'B.
Portanto, o resultado final é a férmula

1 2m)n/2 1 1
//~-~/672XTAX+BTde1dx2 ...dxnzi( ]7;)‘5,4 e2BTA B (13.12)
vDe

Prove as férmulas (13.9), (13.10) e (13.11).

Decomposigao polar e valores singulares. Todo nimero complexo pode ser decomposto como
produto z = pe? de um niimero real nao-negativo p = v/2Z e uma “fase” e’ = cos(f) + isin(6),
de forma tnica se z # 0. Esta decomposigao estende aos operadores.

Seja T : H — H um operador linear definido num espago euclidiano de dimensao finita H, real
ou complexo. O operador P = T*T é (auto-adjunto e) ndo-negativo. Pelo teorema espetral admite
n valores préprios nao-negativos 0 < A\; < Ay < --- < A, (ndo necessariamente distintos), e uma
base ortonormada e, eq,...,e, de vetores préprios, que satisfazem (T*T)e, = Aper. Podemos
entao definir o operador auto-adjunto nao-negativo R : H — H de acordo com

Rep =\ e

Os valores préprios de R sdo portanto as raizes quadradas oy, = +/A; dos valores préprios de T*T,
e sao chamados wvalores singulares do operador T. E claro que R? = T*T, e de fato, de acordo
com o teorema 12.11, P é a unica raiz quadrada nao-negativa de T*T, assim que faz sentido usar
a notacdo R = [T, ou também R = vT*T.

Sendo
|Tv|? = (Tv,Tv) = (v,T*Tv) = (v,R*>v) = (Rv,Rv) =|RvV|?

para todo v € H, temos que ker(T') = ker(R). Em particular, se T é invertivel, também R
é invertivel, e portanto positivo. Neste caso, é imediato verificar que o operador U := T R™!
unitario, pois

|UVIIP = (TR v, TR 'v) = (R v,T*"T R 'v) = (R™! v, Rv) = ||v|]?

para todo v € H. Consequentemente, o operador T fatoriza como um produto 7" = U R de
um operador unitario e de um operador positivo (ou também, se definimos o operador unitario
V =R T, como T =RV). Se T nao é invertivel, o argumento é menos elementar.

Teorema 13.12 (decomposigdo polar). Todo operador T : H — H de um espacgo euclidiano de
dimensao finita complexo/real, pode ser decomposto num produto

T=UR

de um operador unitdrio/ortogonal U e um operador nao-negativo R = VT*T, que € positivo se T
€ invertivel.

Demonstragao. No caso geral, podemos definir um operador U’ : Im(R) — Im(T") de acordo com
U'(Rv) := Tv. Entao para todo u = Rv € Im(R), com v € H,

[T"a]l* = 1Tv]|* = [[Rv|* = | Rv|* = |lul*.

Logo, U’ é uma isometria de Im(R) sobre Im(T") (pois estes dois espagos tém a mesma dimensao).
O operador U’ pode ser estendido a um operador unitério U = U’ @ U” de H = Im(R) @ Im(R)*
sobre H = Im(7") @ Im(T)*, escolhendo uma isometria arbitraria U” de Im(R)+ sobre Im(T)+
(que existe pelo teorema 10.6, pois estes espacos tém a mesma dimensao). O
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Pelo teorema espetral 12.3, existe uma base ortonormada de vetores préprios de R, com valores
préprios os valores singulares 0 < 01 < 03 < --- < 0,,. Entao a matriz que representa o operador
R na base canénica é igual a K"!RK, onde R = diag(oy,09,...,0,) é a matriz diagonal com
valores préprios iguais aos valores singulares de T', e K é uma matriz unitdria. A decomposicdo
polar 13.12, chamando K’ = UK ™!, entdo implica (e é equivalente) a decomposicio em valores
singulares de uma matriz quadrada arbitraria.

Teorema 13.13 (decomposicdo em valores singulares). A matriz que representa um operador
T :H — H de um espago euclidiano de dimensao finita complexo/real, pode ser decomposta como
produto

T=K RK

onde K e K’ sao matrizes unitdrias/ortogonais e R = diag(oy, 09, ...,0,) € uma matriz diagonal
nao-negativa com valores proprios iguais aos valores singulares de T'.

O significado é que existem duas bases ortonormadas, (e1,es,...,e,) e (fi,fs,...,f,) (as co-
lunas e as linhas de K e K’, respetivamente), relativamente as quais o operador é diagonal, ou
seja Ter = oxfy, com elementos diagonais o > 0. Portanto, um operador arbitrario 7" é uma
composicao

x Kx PKx K'PKx=Tx
T

de uma rotagdo K, umas homotetias reais e ndo negativas P, e uma rotacao K'.
No caso real e invertivel, toda matriz T' € Mat,, x,(R) invertivel pode ser decomposta como o
produto

T=0R

de uma matriz simétrica e positiva R = v/T*T e uma matriz ortogonal O = A R™!, ou como
produto
T =K'RK

de uma matriz diagonal positiva R = diag(o1,09,...,0,) e duas matrizes ortogonais K e K'.
Estas decomposig¢oes admitem uma interpretagao, e uma demonstragao, geométricas mais trans-
parentes. Um operador linear /matriz invertivel T’ envia a esfera unitdria S*~! C R” num elipsoide
com semi-eixos iguais ao valores singulares 0. De fato, se x é um vetor unitario e y = Tx, entao

L= x|l =77 y|* =(T7"y, T y) = (v, |TI y)

é a equacao cartesiana de um elipsoide centrado na origem definido pela forma quadrética asso-
ciada & matriz positiva |T|~2. Portanto, na base que diagonaliza |T|, a equagao é

2 2 2
2; 23 z
i
g1 03 On

Vice-versa, seja E = T(S"™!) o elipsoide imagem da esfera unitéria pelo operador linear invertivel
T, e sejam fy,f5,...,f, os eixos de E (ortogonais dois a dois e unitdrios). Existe uma tnica
transformacao ortogonal K’ que envia a base canénica de R™ nos eixos de E, i.e. (K')71(fy) = ey.
Existe uma tinica matriz diagonal positiva R~1 que envia o elipsoide (K’)~! (E) na esfera unitdria
S"~1. Entdo a composicio K := R™}(K')7!T envia a esfera unitria na esfera unitaria, ou seja é
uma transformacao ortogonal. Consequentemente, T'= K'RK.

Assim, un operador linear T : R™ — R™, ou seja, uma matriz n X n (formada por n? niimeros
arbitrdrios) consiste na escolha de duas bases ortonormadas (cada base ortonormada consiste na
escolha de (n — 1) + (n — 2) + -+ + 2 + 1 parametros, portanto duas bases equivalem a n? — n
parametros) e n nimeros ndo-negativos (os semi-eixos do elipsoide imagem da esfera unitdra pela
transformacao).

2
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e.g. O operador T : R? — R2, definido, na base candnica do plano, pela matriz
T V2 o1
0 V2
ndo é simétrico. Possui apenas o valor préprio v/2 (escolhi este niimero para ter férmulas razoavel-

mente simples & seguir) e um espago préprio 1-dimensional, gerado pelo vetor (1,0). O operador
TTT é simétrico e positivo (pois T é invertivel), e é definido pela matriz

(Y ) (0 )= (B )

Os seus valores proprios sao \; = 1 e Ao = 4, e a matriz ortogonal diagonalizadora é

2/3  \/1/3

VZ(—M m)

assim que

1 0
T'T = T
v (O ’ ) v
Consequentemente, os valores singulares de T sdo 01 = 1 e 02 = 2, e a raiz quadrada positiva de
TTT é a matriz simétrica e positiva

v o n) = (e 5

Se definimos a matriz ortogonal

rerr= ()Y (5 ) - ()

entao a representagao polar de T resulta ser

Consequentemente, a representagdo em valores singulares é

o 3 8) 6 (Ui 00) 0 2) (57 2)

sendo K' =UVeK=VT,
Verifique que T*T e TT™ possuem os mesmos valores proprios.

Forma normal de um par de formas quadréticas. Sejam K(x) = x'Kx e P(x) = x' Px
duas formas quadrdticas em R™, representadas (por exemplo, na base canénica) pelas matrizes
simétricas K e P, respetivamente. Se K é positiva, entao a matriz simétrica K define um produto
interno (X,y), = x" Ky em R", e portanto existe uma base ortogonal (ortonormada para este
produto interno) na qual K é representada pela matriz identidade. Ou seja, existe uma matriz
invertivel C' = UD, igual ao produto de uma matriz diagonal positiva D e uma matriz ortogonal
U, tal que CTKC = I, e portanto, se x = Cy, entdo x' Kx = y'y. Nesta base, a segunda
forma quadritica é representada pela matriz simétrica P’ = C'T PC, pois x' Px =y ' P'y. Pelo
teorema espetral, existe uma matriz ortogonal O que diagonaliza P’, ou seja, tal que A = OT P'O é
diagonal. Observe que a primeira forma quadrética continua sendo definida pela matriz identidade,
pois OTIO = I. Portanto, nas coordenadas z = (CO)~!'x, as formas quadréticas K e P sdo z 'z

e z " Az, respetivamente.
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Teorema 13.14 (forma normal de um par de formas quadréticas). Sejam K e Q duas formas
quadrdtica em R™. Se KC € positiva, entdo existe uma base ortogonal de R™ em que as formas
sao definidas pela matriz identidade e por uma matriz diagonal, respetivamente, ou seja, existem
coordenadas ortogonais z1, . .., zy nas quais as formas quadrdticas K e Q assumem a forma

K=2 424 +22 e Q=27+ Aozs + -+ A2

respetivamente, onde A\ < g < --- < A,

Os Ar’s (que ndo sdo os valores préprios da matriz simétrica que define Q !) sdo chamados
“valores préprios” da forma Q relativamente a forma positiva K.

Cuidado! Este resultado nao diz que as matrizes K e P sdo simultaneamente diagonalizdveis
(caso que implica KP = PK), mas apenas que as fomas quadriticas que definem sao dia-
gonais numa base comum! O que acontece é que sdo diagonais simultaneamente as matrizes
(CO)TK(CO), que de fato é a matriz identidade, e (CO)T P(CO) (e estas férmulas usam trans-
postas de CO e nao inversas!).

Pequenas oscilagoes e frequéncias préprias. Numa vizinhanga de um ponto de equilibrio
(um ponto onde a forga, ou seja, o gradiente do potencial, é nula), que podemos assumir ser a
origem do sistema de coordenadas generalizadas R™, a energia potencial de um sistema mecanico
pode ser aproximada por uma forma quadrética

U=1q" Aq,

onde A = (a;;) := (0°U/Dq;0q;(0)) é a matriz Hessiana do potencial ¢(q) na origem (que é
positiva se a origem é um minimo local). Por outro lado, a energia cinética é uma forma quadratica
positiva

i
K= %q Kq
nas velocidades generalizadas, definida por uma matriz simétrica e positiva K = (k;;). A La-
grangiana do sistema é £ = K — U, e as equagdes de Euler-Lagrange 4.1 (ou seja, as equagoes de
movimento de Newton) sdo, nesta aproximacao,
d

L Kq=-A
dt q q

Pelo teorema 13.14, existe uma transformagao linear (ndo necessariamente ortogonal!) de co-
ordenadas q — z = C~!q, tal que CTKC = I e CTAC = A é uma matriz diagonal, com valores
préprios A1 < --- < \,. Nas coordenadas z;’s, a lagrangiana é £ = %Zk ZK2 — %Zk )\kzﬁ. Se
a origem for um minimo local nao degenerado do potencial, os valores préprios sao positivos, i.e.
A > 0. Consequentemente, as equagoes de movimento assumem a forma

7Z=—Az,
ou seja, ficam decompostas nas n equagoes independentes
Fp = —wi 2 k=1,2,....n

que sao n osciladores harmonicos com frequéncias proprias wy := v/ Ax. Na préticas, estas os-
cilacoes carateristicas podem ser obtida assumindo que as solugoes das equacoes de Euler-Lagrange
sdo da forma q(t) = e “rt €, assim que

(A—wiK)€&, =0.

A equagdo carateristica Det(A—AK) = 0 determina os valores préprios A\ = w%. A estes valores
préprios correspondem vetores dois a dois ortogonais &;. As solugdes genéricas sao combinagoes
lineares de n oscilagoes

q(t) =R (Z Cy, e "t gk>

= Z Ay cos(wit + dr) &,
k
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com certas amplitudes Ay, e fases iniciais ¢. Os movimentos sdo periédicos (e desenham figuras de
Lissajous no espaco das configuragdes) ou quase-periddicos, dependendo se as frequéncias préprias
w1, Wa ...w, sao racionalmente dependentes ou nao.

Algumas figuras de Lissajous.

ref: [Ar87] V.23. ou [LL78] V.23

Osciladores acoplados. O exemplo classico é o sistema formado por dois osciladores iguais,

com lagrangianas Li = %x’kQ - lw2xi ,sendo k = 1 ou 2, acoplados com uma energia de interacao

2

%5 (r1 — x2)? dependente de um parametro positivo €, a “for¢a” da interacdo. E o caso de dois
péndulos unidos por uma mola (em repouso quando os dois péndulos estdo nas respeitivas posigoes

de equilibrio). A lagrangiana do sistema é

L= % (3512+3522) + %UJZ (xf+:c§) + %6(331 —LIZQ)Q.
Neste caso, a energia cinética é a forma quadratica definida pela matriz identidade K = I, e a
energia potencial é a forma quadratica positiva definida pela matriz simétrica

2
w*+e —€
A =
( - w?l+e )
A equacdo caraterfstica Det(A — M) = 0 tem rafzes w? e w? + 2¢. As frequéncia normais
sao portanto w; = w, a frequéncia comum dos osciladores, e ws = Vw? + 2¢. Vetores préprios
normalizados sao &, = (1,1)/v2 e &, = (1,—1)/v/2 , respetivamente. Consequentemente, nas

coordenadas normais z; = (z1 + 22)/V2 e 2o = (x1 — 22)/V/2, as equacdes de Euler-Lagrange sao
dois osciladores desacoplados

z1 = —w% 21 e Zo = —w% 29.

As solugoes com zy = 0 sdo oscilagoes sincronizadas dos dois osciladores. Quando a forca
de interacdo é fraca, ou seja, ¢ < w? e portanto wy ~ w + ¢/w é muito préximo de wy, as
solucoes genéricas apresentam o fenémeno dos batimentos. Como explicado em [Ar87], a energia
é transferida periodicamente de um oscilador ao outro, com um perfodo T' ~ 27w/e.

Determine as frequéncias normais do sistema de osciladores iguais acoplados descrito pela
lagrangiana ([LL78] V.23)

L=73(2+ 2% + 3w (2] +23) +ezi2s.

Determine as frequéncias normais do sistema de osciladores acoplados descrito pela lagran-
giana

1, 02,1 ,:2,1,.2 2 152 21 2
L=35px"+5va”+ 50 2]+ 56725 + 56 (21 — 22)° .

Oscilagoes das moléculas. [LL78] V.24
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Chains of coupled oscillators.

Semi-eixos principais e rigidez. O espago das formas quadréticas positivas definidas num
espago euclidiano R™ pode ser munido de uma ordem parcial natural: Q' > Q se Q'(x) > Q(x)
para todos x € R".

Se @' = Q, é claro que o elipsoide E’ definido por Q'(x) < 1 estd contido no elipsoide E
definido por Q(x) < 1. Vice-versa, se £’ C E entdao Q' = Q. Portanto, a ordem parcial > no
espaco das formas quadratica corresponde a ordem parcial natural, definida pela “inclusdo” C, no
espacgo dos elipsoides.

Sejam Q e Q' duas formas quadréticas tais que Q' > Q, e sejam p} > ph > -+ > pl e
p1 > pa > --- > p, 0S semieixos principais dos elipsoides E’ e E, respetivamente. O principio
min-max de Courant-Fischer 13.8, na forma do teorema 13.10, implica entao as desigualdades

pi<pi Ph<p2 N

entre os respetivos semieixos.

Se a energia cinética de um sistema mecéanico é a forma quadratica definida pela estrutura
euclidiana de R™ (ou seja, se a estrutura euclidiana é definida pela forma quadrética da energia
cinética), entdo a lagrangiana

L= 3ll4l* - 3Q(a)

descreve um sistema com energia potencial definida pela forma quadrética positiva Q. Nas coor-
denadas ortonormadas z;’s que diagonalizam o operador simétrico A que define a forma quadréatica,
as equacoes de Euler-Lagrange 4.1 assumem a forma

d

—z=— Az
dt
onde A = diag(A1, A2, ..., A,) é a matriz diagonal dos valores préprios da matriz simétrica A.
O movimento é portanto decomposto em n osciladores harménicos zj = fw,%zk de frequencias

préprias w = VAr = 1/px.

Se Q' = Q, o sistema definido pela energia potencial Q' é dito mais rigido do sistema definido
pela energia potencial Q. As frequéncias préprias entdo satisfazem as desigualdades wj, > wg. Ou
seja, os periodos das oscilacoes do sistema decrescem com a rigidez.

Conic sections. The first, tautological, definition is the following: a conic section is the inter-
section between a (right circular) cone C' C R® and a plane P C R?® (not passing through the
vertex, for otherwise we have the degenerate cases of a point, a line or two lines). The Cartesian
equation of a cone, in a convenient orthogonal coordinates system, is 22 + y? = 22, while a generic
plane is defined by a linear equation like ax + by + ¢z + d = 0. Eliminating one of the variables,
for example z if its coefficient ¢ # 0, we see that the Cartesian equation of a generic conic is

az? 4+ fry +yy2 + oz +ey+(=0

Thus, a conic is the zero level set of a second order polynomial in two variables.
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There are other definitions, much more useful in physical applications, which were already
known to Apollonius of Perga and Pappus of Alexandria. The modern route to the understanding
of them passes through the construction of the Dandelin spheres **. These are spheres tangent to
both the cone C (along a circle) and the plane P (at one point), inside the cone itself. There are
two of them, say S, in the case of an ellipse (one on each side of the plane) or an hyperbola (one
in each branch of the hyperbola), and only one for a parabola (say, the one with “+”). The points
where the Dandelin spheres touch the plane P, say Fy := Sy N P, are called foci of the conic
section. It is clear that when the plane P is orthogonal to the axis of the cone, the two foci coincide
and the conic section is a circle. Each Dandelin sphere touches the cone at a circle C'y, belonging
to a certain plane Py (perpendicular to the axis of the cone, hence horizontal in the picture), and
the intersection of each of those planes with the plane P determines a line Dy := Py N P, called
directriz of the conic section.

Dandelin spheres of an ellipse.

Second definition: focal properties. Consider a moving point r in the Euclidean plane P =~ R2.
Let f1 :=d(r, F1) denote the distances between r and the foci Fiy, and let §1 := d(r, D+ ) denote
the distances between r and the directrices Dy. Then, the moving point r describes

e an ellipse iff f, + f_ = constant;
e an hyperbola iff |f; — f_| = constant;
e a parabola iff f, =d,.

The constant above is the distance, along a generatrix of the cone, between the two circles C'N S.
Proofs rely on the elementary observation that all segments between a sphere and an external
point, tangent to the sphere, have the same length (see the picture above in the case of an ellipse).

34@G. Dandelin, Mémoire sur quelques propriétés remarquables de la focale parabolique, Nowveauz mémoires de
U’Académie royale des sciences et belles-lettres de Bruzelles 2 (1822), 171-200.
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Third definition: eccentricity. The three conditions above may be merged into one single con-
dition relating the distances between the moving point and one focus or one directrix, respectively.
A moving point r in the plane describes a conic section if the ratio e := f /d; is constant, i.e.

f+ = 65+ . (1313)

The constant ratio e is called eccentricity of the conic section. One has an ellipse if e < 1, an
hyperbola if e > 1, and a parabola if e = 1.

Polar equation. Consider the Euclidean plane R?, with coordinates x-y. Modulo a translation,
we may assume that one of the foci is at the origin, say F. = (0,0). Modulo a rotation, we may
also assume that the directrix is a vertical line D = { = d}, for some d = d(F, D) > 0. Then,
if the moving point has polar representation r = re’ = (rcos(6),rsin(f)), the defining equation
(13.13) reads

r=el|rcos(f) —d.

Solving for r, we get

_ ed
~ ecos(f) + 1

If e < 1, the only solution is the one with the + sign, and the curve is an ellipse (e < 1) or a
parabola (e = 1). If e > 1, the curve is a hyperbola, with the two solutions corresponding to its
two branches. It is this form of the conics which appears when solving Kepler’s problem.
Cartesian equations. Good looking Cartesian equations are those which are symmetric w.r. to

the origin, i.e. such that r and —r both belong to the curve. The canonical form of an ellipse or a
hyperbola is then

22 Y2

2 21—t

a?  a?(1—e?)

The foci are Fly = (fae,0), while the directrices are the vertical lines Dy = {z = ta/e} .
If e < 1, hence the curve is an ellipse, we may write

=1.

LY (13.14)

where a > 0 and b = av/1 — €2 < a are the semi-axis, and Fy = (+¢,0), with ¢ = va? — b2, are
the foci. The case e = 0, hence a = b and ¢ = 0, is a circle centered at the origin.
If e < 1, hence the curve is a hyperbola, we may write

SC2 y2

with ¢ > 0 and b = av'e? — 1. The foci are Fi = (+¢,0) with ¢ = va? + b2.
The canonical form of a parabola, with focus at F' = (h,0) and directrix D = {z = —d} is

(13.16)

Use the Dandelin spheres to prove that the tautological definition of the conic sections implies
their focal properties.

Check that the canonical Cartesian equations (13.14), (13.15) and (13.16) of the conic sections
satisfy the focal properties as well as (13.13).

Compute the area of the region bounded by the ellipse of (13.14).
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Equacoes de segundo grau no plano e cénicas. Uma equagao de segundo grau
az® + 2bxy +cy* +ar + Py +v=0, (13.17)

no plano de coordenadas x e y, onde a,b,...,y sao coeficientes reais, define uma cdnica. Uma
mudanga de coordenedas oportuna, de fato uma rotagéo e uma translacio (logo uma isometria do
plano), pode reduzir a equagao (13.17) a uma “forma canénica”.

Seja
a b
=G 2)

a matriz simétrica que define a forma quadratica Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, a parte quadratica
do polinémio (13.17). Pelo teorema espetral 12.3, esta pode ser diagonalizada por uma mudanga
ortogonal de coordenadas, que podemos assumir ser uma rotagao (a menos de reordenar as coor-
denadas). Ou seja, existe um angulo 0 tal que nas varidveis 2’ e y’, definidas por

' = xcosf + ysinf Yy = —xsin® + ycosd
a equagao (13.17) é transformada em

A"V +p) +da + 8y +7=0, (13.18)

onde A e p sdo os valores proprios de A, e &' = acosf + Bsinf e 3/ = fcosf — asinf. Observe
que o produto dos valores préprios é igual a Ay = ac — b?> = DetA.
Se os dois valores proprios, A e i, sdo diferentes de zero, ou seja, se DetA # 0, entdo é possivel
completar os quadrados, ou seja, fazer uma translacao

:C//:.’I,‘/—f—g iy//:y/_"_,'77
com & = %,\ en= %, e transformar finalmente a (13.18) em
)\(:C//)2 +M(y”)2 — (5,

N2 "2
onde § = % + B v. Esta é a equacao de uma elipse se Ay > 0 e § tem o sinal correto,

4p
de uma hipérbole se A < 0 e § # 0, ou de alguma cénica degenerada como um ponto (como
22 + 9% = 0), dua retas (como x? — y? = 0) ou o conjunto vazio (como x? + y? = —1).

Se um dos valores préprios é igual a zero, por exemplo A = 0 e u # 0, entdo podemos completar
um quadrado e fazer uma translagao, até obter

2 /w7

u(y")* = o'a".

Esta é a equagao de uma pardbola, ou de uma reta se também «o” = 0.

Finalmente, se os dois valores préprios sao nulos, ou seja, A = p = 0, entao temos apenas uma
equagao de grau um do género o'z’ + 'y’ ++' = 0, ou seja, uma reta afim.

Se sabemos a priori que a cénica definida pela (13.17) ndo é degenerada, entdo o género é
determinado pelo sinal do determinante d := DetA = ac — b*> = A\u da matriz que define a forma
quadratica: é uma elipse se d > 0, uma hipérbole se d < 0, e uma pardbola se d = 0.

e.g. Colocamos o problema de identificar a cénica definida pela equacdo cartesiana
222 —dzy —y? —4x+ 10y —13=0.
A forma quadrética 222 — 4zy — 32 é definida pela matriz simétrica
_ 2 =2\ 3 0 T
(5 3)-v (@ )

com valores préprios 3 e —2, onde a matriz ortogonal diagonalizadora é

= mlA)
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Nas varidveis

a equagao define a hipérbole

Identifique e esboce as cénicas definidas pelas equagoes

P +ry+22=0 52% + 5y% — 6xy —2=0 222 +5y? —dzy —1=0
5x2+6xy+5y2—10\/§x—6\/§y+2:0 2?4y -2y —3x—y—1=0
522 —day + 242 — 6 =0 202 —day —y? — 4z + 10y — 13 =0
22% — 6y + 2% —8x + 12y — 10 =0 20 fay+2y2 —4=0

[Ap69], vol. 2, 5.15.

Quadrics. Quadrics are surfaces defined, in the Euclidean space R3, by a degree 2 Cartesian
equation like

az? + by? + c2® + 2day + 2eyz + 2fxz+ar + By + vz + 6 =0

A similar procedure, diagonalization of the quadratic form Q(z,y,2) (the degree 2 part of the
polynomial above) and then a translation (completing squares), shows that any non-degenerate
quadric (not reduced to the empty set, a point, lines or planes, conics times lines, ... ) is equivalent,
modulo an isometry, to one of the following models:

an ellipsoid

2 2 2
x Y z
2tpta-!
an hyperbolic hyperboloid
2 2 2
2 e 2!
and elliptic hyperboloid
22y 22 _
2 2!
an elliptic paraboloid
2 2
€z Y
@2
an hyperbolic paraboloid
2 2
T Y
2 70

(above, of course, all the parameters a, b, ¢ are positive numbers).
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You may play with surfer to visualize quadrics, or create new amazing surfaces.

Motion in a central force and Kepler problem. Consider the Newton equation

mit = F (r) - (13.19)
describing the motion of a particle/planet of mass m > 0 in a central force field F(r) = F'(r) T.
Above, we use the traditional notation r := |r|| for the length of the vector r € R3. If v =1
denotes the velocity vector, then a computation shows that the angular momentum L :=r x v
is a constant of the motion. If at some (initial) time the vectors r and v are not parallel,
then L # 0 and the motion occurs in the plane orthogonal to L. We may therefore choose a
reference Cartesian system (i, j, k) in which L = Lk for some L > 0, and write the position vector
as r(t) = pcos(0)i+ psin(f)j for some time-dependent angle 6 and lenght p = ||r||. In polar
coordinates Newton equation (13.19) reeds

p— p? = F m

p=r (0)/ (13.20)
po+2p0 =0.

The second equation (13.20) says that the “areal velocity” (“velocidade areal”) ¢ := p?0 is a

constant of the motion, and this is Kepler’s second law (which therefore holds for all central

forces). We specialize now to Newton’s gravitational force F(p) = —SmM where M is the mass

of the Sun and G is the gravitational constant. It may be observed that the first equation (13.20)
then reads P

where we defined the “effective potential energy” as

Ve (p) = gmé?/p* —GmM/p.

(;
——
~— |
u/,/
-
v ]

Kepler’s effective potential and some energy level sets.
The conserved energy is therefore
E =1imp® + Iml/p* —GmM/p.

Now we set p = 1/ and look for a differential equation for x as a function of §. Computation
shows that dx/df = —p/f, and, using conservation of £, that d*z/d§? = —p?p/¢%. There follows
that the first Newton equation (13.20) reads

d*x L GM
— 4t r=——.
do? 12
This is an harmonic oscillator with unit frequency forced by a constant force, and its general
solution is oM
x(0) = 7(14—6008(9—90))

for some constants e and 6y. Back to the original radial variable we get the solution

PG
~ 1+ecos(f—6p)’

p(0)


http://imaginary.org/program/surfer
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Hence, orbits are conic sections with eccentricity e and focus at the origin. We get an ellipse for
0 < e < 1, corresponding to negative energy, hence to planets, and this is Kepler’s first law. We
get a parabola for e = 1, corresponding to zero energy, or an hyperbola for e > 1, corresponding
to positive energy.

Hodograph, Hamilton’s theorem and Feynman’s lost lecture. Our “brute force” de-
rivation of Kepler orbits may be substituted by more elegant and geometric considerations. You
may want to take a look at the original papers by Hamilton *°, Milnor ° and the famous lost

lecture, now recovered!, of Feynman®’.

Integer binary quadratic forms: topograph and rivers. Since ancient times, mathematici-
ans have been interested and fascinated by values of integer binary forms at integer points. This is
the case of Pythagorean (integer) triples z2 +1? = 22, which were known to Babylonians, or integer
solutions of (what Euler named) Pell equation 2> — 2y? = 1, which Greeks used to find rational
approximations of v/2, and its generalisation 2> — ny? = z, considered by Indian mathematicians.
The modern theory of integer quadratic forms starts with Gauss’ Disquisitiones Arithmeticae in
1801, and it is the origin of many fundamental concepts and ideas of modern algebra (rings, ideals,
...), due to Kummer, Kroenecker, Dedekind, Dirichlet, ... Here we sketch a modern and visual
approach discovered recently by Conway>®.

Consider a binary quadratic form Q(z,y) = ax?+ hay+by? with integer coefficients a, b, h € Z.
We are interested in its values when both x and y are integers, i.e. at integer lattice points
(n,m) € Z%. From homogeneity, we know that Q(np,nq) = n>Q(p,q), hence it will be sufficient
to compute the value only at primitive lattice points, those points (p,q) with relatively prime
(integer) coordinates. Also, we may change sign to both p and ¢ without altering the value of the
quadratic form, thus, we may consider pairs £(p, ¢), which we’d better write p/q and identify with
points in the projective rational circle P*(Q). Such points may be arranged in a planar “map”,
called topograph by Conway, in regions separated by a 3-valent tree T' (which has been rediscovered
many times during history, and takes the name of Farey tree®’, or Serre tree’’) which magically
reflects the arithmetics which generate them: the Euclidean algorithm [HW59]. Conway made the
fundamental observation that this arithmetic, in turns, will recursively generate all the primitive
values of the quadratic form in a simple a “visual” way as a consequence of the parallelogram law.

The tree T is naturally embedded in the hyperbolic plane H, for example, in the Poincaré unit
disk model. A view of the global picture of primitive lattice points is shown in the picture, together
with a portion of it

35W.R. Hamilton, The hodograph or a new method of expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad. 3 (1846), 344-353.

36J. Milnor, On the geometry of the Kepler problem, Amer. Math. Monthly 90 (1983), 353-365.

37D.L. Goodstein & J.R. Goodstein, Feynman’s Lost Lecture, the Motion of Planets Around the Sun, Norton &
Company, 1996.

38J.H. Conway, The sensual (quadratic) form, Carus Mathematical Monographs 26, Mathematical Association
of America, 1997.

39A. Hurwitz, Uber die Reduktion der binéren quadratischen Formen, Math. Annalen 45 (1894), 85-117.

40J.-P. Serre, Arbres, amalgames, SLa, Astérisque 46 (1977).
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The rule which generates it, starting with the initial seed ey = +(1,0) and e; = £(0, 1), is vector
addition. Observe that vector addition (p,q) + (r, s) corresponds, in the projective rational line,
to computing the “mediant” (p+1r)/(¢+ s) of the fractions p/q and r/s. Regions H\T correspond
to reduced fractions p/q € P(Q). Geodesic rays in the tree have end-points which are naturally
identified with points a € P(R), limit of the reduced fractions on both sides of the ray.

The parallelogram law

Qv +w) 4+ Q(v—w) =2(Q(v) + Q(w))

may be seen as an iterative formula prescribing the value of the quadratic form at v 4+ w given its
values at v, w and at v — w. The first three values, say at the primitive vectors (0, 1), (1,0) and
(1,—1), are the parameters a,b and a + b — h of the quadratic form.

For example, the values of the Pythagorean quadratic form Q(z,y) = 2%+ y?, which is positive
definite, are shown in the picture on the left. The positive and negative values of an indefinite
quadratic form as Q(x,y) = x? — xy — y?, in the picture on the right, divide the map into two
regions, bounded by a river ... Moreover, the values around the river may be shown to be
bounded, and therefore recur (as in our case). The river has two endpoints which may be naturally
identified with two points o and @ in P(R), the roots of the quadratic equation Q(z,1) =0, ...

B

A nice account of all that, and much more, is in the book*! that Hatcher is preparing.

41 A. Hatcher, Topology of Numbers (https://pi.math.cornell.edu/~hatcher/TN/TNpage.html)
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14 Simetrias, grupos e grupos de matrizes

ref: [Ap69] Vol 2, 5.11, 5.20

Simetrias e grupos de transformacoes. As “simetrias” sdo, grosso modo, movimentos do
espago ambiente (seja o que for) que deixam invariada uma figura ou um padrdo no qual esta-
mos interessados. A estrutura matemética que captura esta ideia é a nocdo de “grupo”, desco-
berta/inventada por Lagrange, Ruffini, Abel, Galois ...no inicio do século XIX para compreender
a fatorizagao dos polinémios, reconhecida por Liouville, Jordan, ...e finalmente enraizada na ge-
ometria moderna gracas as intuicoes de Klein, Hilbert, Poincaré, ... *?

A ideia bésica e concreta de um grupo é simples. Uma familia de “transformacoes”, de algum
espago ou conjunto, que podem ser “compostas” (ou seja, podem agir uma apds outra) para
produzir mais transformacoes, e que podem ser “desfeitas”. A transformacgdo que desfaz uma
transformacao dada é chamada (transformagao) “inversa”’. Em particular, uma transformacao e
a sua inversa podem ser compostas para formar a (transformagcao) “identidade”, a transformacao
que deixa tudo como esta.

ex: Descreva as simetrias das seguintes figuras.

ex:

Simetrias em fisica. As simetrias também tém um papel fundamental na nossa descrigao e
compreensao da Natureza. *3

Na mecanica cléssica, sao responsaveis pelas leis de conservagao, de acordo com o famoso
teorema de Noether **. Por exemplo, a invariancia da lagrangiana por tanslacdes do tempo implica
a conservagao da energia, a invaridncia por translacoes do espaco implica a conservacao do momento
linear, a invariancia por rotagdes implica a conservagao do momento angular, ...

Grupos de isometrias do espago euclidiano de dimensdo 3 também descrevem as simetrias
dos cristais (e sdo por isto chamados “grupos cristalograficos”), dos flocos de neve, ou de outras
estruturas bioldgicas ou quimicas.

Ainda mais fundamental é o papel das simetrias de “gauge” na teoria quantica de campos,
desde a eletrodinamica quantica as teorias nao-abelianas de Yang e Mills. Por exemplo, no Modelo

42Marcus Du Sautoy, Symmery: A Journey into the Patterns of Nature, Harper, 2007.

43A. Zee, Fearful Symmetry. The Search for Beauty in Modern Physics, Princeton University Press, 2017

44E Noether, Invariante Variationsprobleme, Nachr. D. Kénig. Gesellsch. D. Wiss. Zu Géttingen, Math-phys.
Klasse. (1918), 235-257.
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Padréo aparece o grupo SU(3) x SU(2) x U(1), os fatores sendo responséaveis pelas trés interagoes
fundamentais, forte, fraca e eletromagnética. O grupo SU(2) é também central na “loop quantum
gravity” ...

Permutagoes e grupos de transformagées. Seja X um conjunto nao vazio. As permutacoes
de X sao as transformagoes f : X — X invertiveis, ou seja, injetivas e sobrejetivas. Fixado X, uma
permutagao sera denotada simplesmente por f, e a imagem de um ponto x € X pela permutacdo
f por f().

O conjunto Per(X) é munido de uma operagao bindria natural, a lei de composi¢ao, que associa
as duas permutacoes f e g, nesta ordem, a permutacao fg:= f o g, definida por

(fog)(x) = flg(x))

se ¢ € X. A composigio é claramente associativa, ou seja, satisfaz f(gh) = (fg)h para todas
as permutagoes f, g, h. A transformacgao identidade, definida por e(x) = x para todo o = € X. E
claro que fe =ef = f para toda permutacao f. Toda permutacao f, sendo invertivel, admite
uma permutacdo inversa f~1, tal que f~1(f(x)) = z e f(f~'(z)) = x para todo x € X. Isto
significa que ff~' = flf =e. E também facil verificar que a inversa da composicao fg é
(fg) t=g7'f"

Um grupo de transformagées é um subconjunto nao vazio G C Per(X) que contém a trans-
formacao identidade e, contém a inversa f~! de toda f € G, e contém a composicao fg de todas
f,9€G.

Exemplos triviais sdo o préprio Per(X), chamado grupo das permutacées de X, e o grupo
G = {e}, formado por apenas a transformagio identidade. Grupos de transformagoes interessantes
sao construidos considerando as permutagoes de um espago X que respeitam alguma estrutura do
espago, ou que satisfazem certas propriedades. Por exemplo, se X é um espaco linear, podemos
considerar as permutagoes que preservam a sua estrutura de espago linear, que formam o “grupo
linear geral” dos automorfismos de X. Se X é um espago métrico, podemos considerar as per-
mutacoes que preservam as distancias entre os pontos e X, que formam o “grupo das isometrias”
de X ...

Grupo simétrico. Por exemplo, se X, ~ {1,2,...,n} é um conjunto finito formado por n
elementos, entao S,, := Per(X,,) é um grupo de transformagdes chamado grupo simétrico. E claro
que o grupo simétrico S,, é formado por n! =n-(n—1)...2-1 permutagés (n possibilidades para
escolher a imagem de 1, n — 1 possibilidades para escolher a imagem de 2, ...).

Grupos (abstratos). Os axiomas que definem um grupo abstrato sdo modelados sobre as pro-
priedades dos grupos de transformagoes.

Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao bindria/lei de composicdo interna
G x G — @, que associa a cada par ordenado (a,b) € G x G um elemento ab € G, que verifica os
seguintes axiomas:

G1 (propriedade associativa) (ab)c = a(be), para todos a,b,c € G.

G2 (existéncia do elemento meutro) existe um elemento e € G, chamado “elemento neutro”, tal
que eg = ge = g para todo g € G.

G3 (ezisténcia do inverso) para todo g € G existe um elemento g~! € G, chamato “inverso de g7,
tal que gg ' =g lg=e.

Os grupos de transformagoes sdo exemplos de grupos. Se a lei de composicao satisfaz também
0 axioma

G4 (comutatividade) ab = ba, para todos a,b € G,

entdo o grupo é dito comutativo, ou abeliano (em homenagem ao matemdtico noruegués Niels
Henrik Abel). Quando o mesmo conjunto G admite diferentes estruturas de grupo, é conveniente
denotar o produto com algum simbolo, como por exemplo na notacao “multiplicativa” a - b. Neste
caso, o elemento neutro é também denotado por 1. Em um grupo abeliano, costuma ser também
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usada a notagao “aditiva” a + b para a composicao de a e b. Entao —g denota o inverso de g, e 0
denota o elemento neutro.

A propriedade associativa diz essencialmente que as paréntesis sao desnecessarias. Assim que,
por exemplo, o elemento (a(bc))d, obtido pela série de operagoes ¢ — be — a(be) — (a(be))d, pode
ser sem ambiguidade denotado por abed.

Em um grupo (abeliano ou nao), as equagdes (nas incégnitas x ou y, dados a,b € G)

ar=1> e ya =25

admitem sempre solucdes tinicas, dadas por = a~'b e y = ba~!, respetivamente (que sao iguais
se 0 grupo ¢ abeliano). Em particular, o elemento neutro é tinico, assim como o inverso de cada
elemento.

Dado um elemento g de um grupo, é possivel definir as suas poténcias g, com n € Z. Basta
definir g% = e e g"*! :=g-g" se n > 0, e as poténcias negativas por g~" := (g ~!)". E imediato
verificar que vale a lei dos expoentes g"¢g™ = ¢"t™. Em notacdo aditiva, a n-ésima poténcia do
elemento g é naturalmente denotada ng = g+ g+ -+ ¢ (ou seja, n vezes g).

Na pratica, os elementos de um grupo podem ser “parametrizados” por um conjunto de
“parametros” a € A, que podem ser nimeros, angulos, ..., assim que um grupo concreto aparece
como um conjunto G = { g ; o € A}, e regras para calcular os produtos gngs = g-.

Em particular, pode acontecer que um grupo seja finito, ou seja, formado por um numero finito
de elementos, G = { go = €,91,...,9n—1}. Neste caso, o nimero |G| := n dos seus elementos é
chamado ordem do grupo (finito) G. A lei de composi¢ao de um grupo finito pode ser apresentada
na forma de uma “tabuada de multiplicar”, uma matriz quadrada n X n onde no elemento da
i-ésima linha e da j-ésima coluna aparece o produto g;g;.

Mostre que o elemento neutro de um grupo é tinico.
Mostre que o inverso ¢g~' de todo elemento ¢ de um grupo é tnico.
Mostre que (ab)™! =b"ta"1.

e.g. Grupos aditivos de nameros. Os conjuntos Z, Q, R e C, munidos da lei “adi¢ao”
a,b— a+ b, sao grupos abelianos.

e.g. Espacos vetoriais. Todo espago vetorial V, real ou complexo, é um grupo abeliano, se
munido da lei “adi¢ao” v,w +— v +w. O elemento neutro é o vetor nulo 0, e o inverso do vetor v
é o vetor oposto —v.

e.g. Grupos multiplicativos de ndmeros. Os conjuntos Q* := Q\{0}, R* := R\{0} e
C* := C\{0}, munidos da lei “multiplicagdo” a,b — a - b, sdo grupos abelianos.

Determine a tabuada de multiplicar do mais simples dos grupos nao triviais, um grupo
G = {e, g} formado por apenas dois elementos, a identidade e e um outro elemento g # e.

Mostre que na tabuada de multiplicar de um grupo finito cada coluna ou cada linha contém
cada elemento do grupo exatamente uma vez.

e.g. Rotagoes do plano. As rotacdes do plano R? formam um grupo comutativo. De fato, a
composicao de duas rotacoes anti-hordrias Ry e Ry é uma rotagao Ry Ry = Ro4¢.

As rotacoes do espaco euclidiano R3 também formam um grupo. Mostre com um exemplo,
abstrato ou fisico, que o grupo das rotagoes em dimensao 3 nao é comutativo.

Calcule a tabuada de multiplicar dos grupos simétricos Sy e S3.
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Verifique que o grupo Ss nao é comutativo. Deduza que o mesmo acontece com S, se n > 3.

Grupo diedral. O grupo das simetrias de (ou seja, das isometrias do plano euclidiano que
preservam) um poligono regular de n > 3 lados é chamado grupo diedral, e denotado por D,.

Contém as n rotagoes rp de angulos 27k/n (centradas no centro de massa do poligono), com
k=0,1,2,...,n—1, ou seja, a rotaciao r de um angulo 27/n e as suas poténcias 72,73,... 1" = e,
e as n reflexdes s1, $9, . .., S, n0s eixos de simetria do poligono (as n medianas, quando n é fmpar,
ou as n/2 diagonais e as n/2 retas que unem os pontos médios dos lados opostos, quando n é
par). E facil verificar (comege pelo caso mais simples n = 3) que composicoes destas rotagoes e
reflexoes sao ainda rotagoes ou reflexoes deste tipo. Por exemplo, é claro que a composicao de duas
rotagdes é uma rotagdo. A composicao de duas reflexdes é uma rotagéo, possivelmente trivial (pois
as reflexdes sdo “involugdes”). Se s = s1 é uma das reflexdes de D,,, e r é a rotacdo de um angulo
27 /n, entdo as outras reflexdes sdo obtidas como produtos sr* ou r*s. Consequentemente, D, é
um grupo finito de ordem 2n.

Descreva explicitamente os grupos diedrais D3 e Dy, as simetrias de um triangulo equilatero
e de um quadrado.

Verifique que os grupos diedrais nao sao comutativos.

Grupos livres. Seja A = {a,b,c,...} um “alfabeto”, ou seja, um conjunto finito de “letras”. O
grupo livre gerado por A é o conjunto F4 das “palavras” finitas nas letras a, b, c,... do alfabeto e
nas “letras inversas” a=',b=!, ¢!, ..., munido da operacdo “concatenacio”. Isto significa que, por
exemplo, o produto das palavras sobre e mesa, nesta ordem, é a palavra sobremesa. A identidade
do grupo é a palavra vazia, formada por nenhuma letra. De acordo com os axiomas de grupo, cada
vez que numa palavra aparecem juntas uma letra e a sua inversa, como por exemplo as letras c e

¢! na palavra abcc™lde. .., é possivel omitir a “sflaba” cc™! e substituir a palavra por abde. ...

Assim, os elementos de F4 sao as “palavras reduzidas” do género af'a3? a5®...a%™ com a, € A
e ai € Z\{0}.

E claro que F4 nao é comutativo se o alfabeto A contém pelo menos duas letras.

Grupos livres formado por isometrias hiperbdlicas aparecem na teoria dos grupos kleinianos,
e podem ser utilizados para gerar conjuntos de Cantor ...Em topologia algébricas, correspondem

aos grupos fundamentais de “bouquet de circulos”.
Identifique o grupo livre num alfabeto de apenas uma letra.

Grupo afim. Translagoes z — z+a e homotetias z — Az geram o grupo afim do plano complexo,
o grupo Aff(C) das transformacoes

z2 gra(z) = Az +a,

coma € Ce)leCx.
Calcule o inverso de gy 4, € & COMPOSICAO Gx 4 Gpu.b-
Verifique que o grupo afim nao é comutativo.

Grupo linear geral. O grupo Aut(C") dos automorfismos do espago linear complexo C™ é o
conjunto das aplicacGes lineares invertiveis L : C® — C™, munido da lei de composicao L, M +—
Lo M. O elemento neutro é a aplicagdo identidade. Da mesma forma, é definido o grupo Aut(R")
dos automorfismos do espaco linear real R™.

Fixada uma base de C™ (por exemplo, a base candénica), uma transformagao linear invertivel
é definida por Z — AZ, onde A é uma matriz complexa n x n invertivel e Z € C" é um vetor
coluna. A composicao das transformacgoes Z — BZ e depois Z — AZ é a transformacao Z +—
ABZ, e corresponde portanto ao produto “linhas por colunas” entre as matrizes A e B. O grupo
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Aut(C™) pode portanto ser identificado (tecnicamente é “isomorfo”, no sentido explicado a seguir)
ao conjunto GL(n, C) das matrizes n X n invertiveis A, munido do produto “linhas por colunas”

A B~ AB,

chamado grupo linear geral complexo em dimensdo n. A condigdo que decide se uma matriz
quadrada A é invertivel é Det A # 0, portanto

| GL(n,C) = {A € Mat,,x, (C) t.q. DetA # 0} |

Todo grupo formado por matrizes n x n é um “subgrupo” de GL(n,C), no sentido, também
explicado a seguir, que é um subconjunto que é ele préprio um grupo. Um exemplo é o grupo linear
geral real

| GL(n,R) := {A € Mat,x, (R) t.q. DetA # 0} |

das matrizes invertiveis reais n x n. E isomorfo ao grupo Aut(R™) dos automorfismos do espago
linear real R™.

Homomorfismos e isomorfismos. Um homomorfismo do grupo G no grupo H é uma trans-
formagao ® : G — H que “envia produtos em produtos”, ou seja, tal que

D(g) @(g") = P(g99")

para todos os ¢g,9" € G. E imediato verificar que a imagem da identidade é a identidade, ou seja,
®(e) = e, e que a imagem do inverso de g é o inverso da sua imagem, ou seja, ®(g~ 1) = ®(g)~! .
Um homomorfismo invertivel é chamado isomorfismo. A existéncia de um isomorfismo entre
dois grupos, G e H, é uma relacdo de equivaléncia, denotada por G ~ H. Grupos isomorfos sao
indistinguiveis do ponto de vista da estrutura de grupo.

e.g. Exponencial. A funcéo exponencial x — e® satisfaz a equacdo funcional
T = eTeY
e em particular ¢ = 1 e 1/e®* = e7%, logo define um isomorfismo exp : R — RY entre o
grupo aditivo R e o grupo multiplicativo R dos reais positivos. O isomorfismo inverso é a fungao
logaritmo
bt
logt := —
1 t
O exponencial complexo exp : C — C* define um homomorfismo do grupo aditivo C no grupo
multiplicativo C*. N&o é invertivel, sendo periédico de periodo 27i.

Mostre que o grupo formado pelas simetrias de um cubo é isomorfo ao grupo simétrico Sy
(uma simetria do cubo induz uma permutacgao das 4 diagonais ...).
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Endomorfismos e automorfismos. Um homomorfismo de um grupo G no préprio grupo G é
chamado endomorfismo. Um endomorfismo invertivel é chamado automorfismo. E claro que a
composigao de dois automorfismos é também um automorfismo, assim que o conjunto Aut(G) dos
automorfismos de um grupo G, munido da lei “composicao”, forma um grupo, chamado grupo dos
automorfismos de G.

Um elemento a de um grupo G define dois automorfismos L, : G - G e R, : G —» G
(multiplicacao & esquerda e & direita), definidos por

Lu(g) == ag e Ra(g9) = ga,

respetivamente. As multiplicagoes L, e R, comutam. Dado um elemento a € G, a composi¢ao
VU, :=L,R,-1 = R,-1L,, que envia
g agcf1
é um automorfismo, chamado conjugacdo (observe que é a mesma férmula que define matrizes
semelhantes, ou seja, a mudanca de coordenadas para uma matriz que representa um operador
linear!).

Verifique que um endomorfismo ¥ : G — G é um automorfismo sse ¥ ~1({e}) = {e}, ou
também sse U(G) = G.

Subgrupos e quocientes. Um subgrupo do grupo G é um subconjunto H C G que forma um
grupo com respeito a lei de composicao de G. Isto significa que H contém a identidade e, contém
o inverso a~! de todo a € H, e contém também o produto ab de todos a,b € H.

Subgrupos triviais de G sdo o préprio G e o subgrupo minimal {e}.

Todo g € G gera um subgrupo, o grupo ciclico (g) formado pelas suas poténcias g", com n € Z.
Se finito, a ordem de (g) é também chamada ordem do elemento g.

O niicleo de um homomorfismo ® : G — H é ker ® := ®~1{e} | o conjunto dos g € G tais que
U(g) é a identidade em H. E imediato verificar que o ntucleo de ¢ é um subgrupo de G.

Seja H C G um subgrupo do grupo G. A classe lateral a esquerda (em inglés, left coset) de
um elemento g € G é o subconjunto

gH :={gh, comh e H}

(num grupo aditivo, é mais natural usar a notagao g + H). E imediato verificar que o grupo G é
uma reuniao disjunta de classes de equivaléncia (ou seja, pertencer a mesma classe é uma relagao
de equivaléncia). E entéo possivel definir o espago quociente G/H, cujos elementos sao as classes
de equivaléncia esquerdas (ou, de forma equivalente, um “representante” g para cada classe de
equivaléncia gH ).
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Em geral, o espago quociente nao tem uma estrutura natural de grupo. Isto acontece quando
H é um subgrupo normal, ou seja, quando gH = Hg para todo g € G. Neste caso, é possivel
definir um produto
(aH) - (bH) := (ab)H

em G/H (que nao depende dos representantes escolhidos a e b), e verificar que este produto faz

de G/H um grupo, chamado grupo quociente. E claro que todo subgrupo de um grupo abeliano é
normal.

De forma andloga é possivel definir classes laterais a direita Hg, e portanto espagos ou grupos
quociente H\G.

O centro do grupo G é o conjunto Z(G) dos elementos h € G que comutam, ou seja, satizfazem
gh = hg, com todos os elementos g € G. E imediato verificar que Z(G) é um subgrupo normal de
G. E claro também que um grupo ¢é abeliano sse é igual ao préprio centro.

Mostre que o subconjunto nao vazio H C G é um subgrupo se ab € H e a~! € H para todos
a,be H.

Mostre que o subconjunto nao vazio H C G é um subgrupo de G se ab~! € H para todos
a,be H.

Seja H um subgrupo de G. Verifique que se ¢’ € gH, entdo também g € ¢'H, e portanto
/!
g H=gH.

Considere o grupo aditivo dos nimeros inteiros Z. O subconjunto 27 dos nimeros pares é
um subgrupo? E o subconjunto 27 + 1 dos niimeros impares?

Seja X um conjunto e A C X um subconjunto. Mostre que
Gy :={f€Per(X) t.q. fla)=a Vaec A} e " :={f €Per(X) t.q. f(A)=A}

sao subgrupos de Per(X).

Seja G um grupo, a € G, e L, o automorfismo g — ag. Sendo L, uma permutacao de G, todo
grupo G pode ser considerado um subgrupo de um grupo de permutagoes, por exemplo de Per(G).
Em particular, se G é um grupo finito composto de |G| = n elementos, entdo a — L, define um
homomorfismo injetivo de G no grupo simétrico S, = Per(G) (teorema de Cayley-Jordan).

Seja H um subgrupo finito do grupo G. Mostre que cada classe gH de G/H contém exata-
mente |H| elementos (ou seja, existe uma bijegdo de H sobre cada classe gH). Deduza que se G
¢é também finito, entao |H| divide |G| (teorema de Lagrange). A cardinalidade de G/H, ou seja, o
nimero de classes diferentes gH em G, é chamada indice de H em G, e denotada por [G : H]. O
teorema de Lagrange assume entdo a forma “tautolégica”

Gl =[G H)-|H].

Se H é um subgrupo normal do grupo finito G, entdo [G : H| = |G/H]|.
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Mostre que um subgrupo H C G é normal sse h € H implica ghg~! € H para todo g € G
Mostre que GL™ (n,R) = {A € GL(n,R) : DetA > 0} é um subgrupo de GL(n, R).

Toros. 7Z é um subgrupo do grupo aditivo abeliano R. Em geral, Z™ é um subgrupo do grupo
aditivo abeliano R™, formado pelos vetores de coordenadas inteiras. O quociente T" := R"/Z" é
chamado toro de dimensao n, e é um grupo abeliano. Cada ponto do toro, ou seja, cada classe
2 4+ Z"™, admite um tdnico representante x no “dominio fundamental” [0,1)™.

Por exemplo, o toro T! é obtido do segmento [0, 1] ao identificar os pontos 0 e 1, ou seja, é uma
circunferéncia.

O toro T? é obtido do quadrado [0,1] x [0,1] ao identificar os lados opostos da forma natural.
E portanto a superficie de um “doughnut”.

Circunferéncia. A circunferéncia unitdria S := {z € C s.t. |z| = 1} é um subgrupo do grupo
multiplicativo C*. A aplicacdo “exponencial” exp : z — €>™® é um homomorfismo do grupo
aditivo R sobre o grupo S. O nitcleo é o subgrupo Z C R. Portanto, R/Z ~ S.

Aritmética modular. Seja n € N. Os multiplos inteiros de n formam um subgrupo nZ do
grupo aditivo Z, e o quociente Z,, := Z/nZ é um grupo finito de ordem n. Os elementos sdo as
classes [k] = k +nZ com k = 0,1,...,n — 1, e o elemento neutro é a classe [0]. A lei “adigao” é

(a+nZ)+ (b+nZ) = (a+b)+ nZ.
Esta é, por exemplo, a aritmétrica que utilizam os relégios, que medem o tempo médulo 12
horas.

Raizes da unidade. Seja G, := {# € C t.q. 2" =1} C S C C* o grupo multiplicativo
das rafzes n-ésimas da unidade. A aplicacio “exponencial” exp : k + nZ — e2™/" realiza um
isomorfismo Z,, ~ G,,.

Mostre que um grupo ciclico de ordem n, ou seja, um grupo do género (g) = {e, g, 9>,...,9" 1}
com g" ! =g¢~!, é isomorfo a Z,,.

A multiplicagao em Z também passa ao quociente, e portanto define uma lei de composicao
interna em Z/nZ. Se p im nimero primo, entdo o conjunto (Z/pZ)* dos elementos nao nulos
(i.e. diferentes da classe 0 + pZ) de Z/pZ é um grupo abeliano multiplicativo se munido da lei
“multiplicagdo” (a + pZ) - (b+ pZ) = (a - b) + pZ.



14 SIMETRIAS, GRUPOS E GRUPOS DE MATRIZES 133

Mostre que, se n > 3, o grupo ciclico Z,, é um subgrupo do grupo diedral (gerado pela rotagao
de um angulo 27 /n), que é um subgrupo do grupo simétrico, ou seja,

Zn C D, CS,.
Presentacoes: geradores e relagoes.

e.g. Grupos diedrais. Por exemplo, o grupo diedral D,, é gerado por uma rotagao r de ordem
n (a rotagdo de um angulo 27/n) e uma reflexdo s (num dos eixos de simetria do poligono regular),
de ordem 2. As outras reflexdes podem ser obtidas como composi¢des de poténcias de r com s.
Estes geradores satisfazem, portanto, as relagoes "™ = e, s2 = e e também srs = r~1). Assim,

D, ={e, r|r", s?, (sr)2>

Produtos. Dados dois grupos, H; e Ha, é possivel construir um grupo produto G = Hy X Hs
considerando pares ordenados (h1, he), com hy € Hy e hy € Ha, e definendo o produto da maneira
natural

(hla h2) ' ( /la hl2) = (hl /11 h2h/2)

A identidade é o produto das identidades. H] = H; x {e} e H), = {e} x Hy sao subgrupos
normais isomorfos a H; e Ho, respetivamente, e é claro que os grupos quocientes sdo G/H]| ~ Hs
e G/H) ~ H;.

Iterando esta a construgao, é possivel definir produtos finitos szl G}, de grupos.

Mostre que o produto Z x Z3 é isomorfo a Zg.

Grupo linear especial. O determinante de uma matriz quadrada, a aplicacgo A — DetA, é
um homomorfismo
Det : GL(n,C) — C*

do grupo linear geral complexo sobre o grupo multiplicativo dos ntimeros complexos diferentes
de zero (pois o determinante de um produto é igual ao produto dos determinantes). O seu ntcleo,
o conjunto

| SL(n,C) := {A € GL (n,C) t.q. Detd = 1} |

das matrizes complexas com determinante igual a um, é portanto um subgrupo do grupo linear,
chamado grupo linear especial.
Da mesma forma, o grupo linear especial real

| SL(n,R) := {A € GL (n,R) t.q. Detd = 1} |

é o subgrupo do grupo linear real formado pelas matrizes reais com determinante igual a 1. O
determinante de uma matriz quadrada real A é igual ao quociente

Vol(A(O))
DetA =+ ——%
¢ Vol(O)
entre o volumes do hipercubo OJ := [0, 1]™ e o volume da sua imagem A(O) pela transformagao

linear definida por A, com sinal positivo ou negativo dependendo se A preserva ou inverte a ori-
entagdo. Consequentemente, SL(n, R) representa o grupo dos automorfismos de R™ que preservam
o volume e também a orientacao.
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Isometrias. Um espaco métrico (X,d) é um conjunto ndo vazio X munido de uma métrica, ou
seja, uma funcgdo “distancia” d : X x X — [0, 00) que satisfaz os axiomas:

M1 (simetria) d(z,y) = d(y, ) ;
M2 (positividade) d(z,z) =0, e d(z,y) >0sex #y ;
M3 (desigualdade do triangulo) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) .

Exemplos sao os espacgos euclidianos R™ e C™, munidos da distancia definida pela norma eucli-
diana, d(x,y) = ||x — y||, e os seus subconjuntos X C R" ou C".

Uma permutagdo f : X — X do espago mérico (X,d) é dita isometria se preserva as
distancias, ou seja, se

d(f(z), f(y)) = d(z,y)

para todos os z,y € X. E imediato verificar que a identidade é uma isometria, a inversa
de uma isometria é uma isometria, e a composicao de duas isometrias é ainda uma isometria.
Consequentemente, o espago Isom(X) das isometrias de (X, d) é um subgrupo do grupo Per(X)
das permutagoes de X.

Translagoes. O espago vetorial R™ (ou C") é um grupo abeliano relativamente a operagao
“soma”, a + b. O elemento neutro é a origem 0. Os seus elementos podem ser pensados como
“translagoes” do proprio espaco R™. De fato, cada vetor a € R™ define uma transformacgao in-
vertivel T, : R — R"™, definida por

Ta(x) :=x+a,
com inversa (Tp)™! = T_a. A composicio é T, o Ty, = Turp. O elemento neutro 0 define a
translagao trivial x — Tp(x) = x. O grupo T(n) das translagdes de R™ representa as mudangas da
origem do referencial. Se R™ é munido da distancia euclidiana d(x,y) = ||x — y||, entdo o grupo

das translagoes é um subgrupo do grupo das isometrias de R™.

Grupo ortogonal e rotacgoes. O grupo das isometrias lineares do espago euclidiano R™ é o
subgrupo dos automorfismos de R™ que preservam o produto escalar canénico. Fixada a base
candnica (ou outra base ortonormada), a transformacao linear X — AX, onde X € R™ é um vetor
coluna e A € Mat,x,,(R), é uma isometria sse ATA = AAT = I (ou seja, se A é invertivel e a
sua inversa é A~! = AT). Portanto, o grupo das isometrias lineares de R™ é isomorfo ao grupo
ortogonal

O(n) = {A € GL(n,R) t.q ATA=AAT =1}

O grupo especial ortogonal é o subgrupo

| SO(n) := O(n) NSL,(R) |

formado pelas matrizes ortogonais com DetA = 1. E chamado grupo das rotacdes, ou grupo das
isometrias lineares “diretas” de R™ (ou seja, isometrias lineares que preservam a orientagao).

Mostre que o determinante de uma matriz A € O(n) é DetA = £1.
Identifique os grupos O(1) e SO(1).
Rotagoes do plano e O(2). O menor grupo ortogonal néo trivial é O(2), que contém o grupo

SO(2) das rotagoes do plano. Seja
a b
=0 0)

uma genérica matriz real 2 x 2. A condicdo AT A = I é equivalente a

a?+P=1 ab+cd=0 BP+d?=1
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e a condicao DetA = 1 é equivalente a
ad —bc=1

A primeira condicao diz que existem um angulo 6, definido a menos de miltiplos de 27, tal que
a = cosf e ¢ = sinf. Ao multiplicar por b a segunda condigdo, e usando a quarta e depois a
terceira, obtemos a = d. Ao multiplicar por a a segunda condigao, e usando a quarta e depois a
terceira, obtemos b = —c¢. Consequentemente, o grupo SO(2) é o grupo das matrizes

Ry — ( cosf) —sinf )
sinf  cosf
com # € R (definido a menos de miltiplos inteiros de 27). Tais matrizes definem de fato rotagoes
de um angulo 0 no sentido anti-hordrio, e a lei de composicao é RgRy = Rg44. Topologicamente, o
grupo das rotagoes do plano é portanto uma circunferéncia, parametrizada pelo angulo € R/27Z.
Consideramos a matriz J = ((1) _01), que estd em O(2), é uma involugao, ou seja, J? = I, e tem
determinante DetJ = —1. Se B € O(2) tem determinante DetB = —1, logo nao é uma rotagao,

entdo A = BJ € SO(2). Consequentemente, existe um angulo 6 (definido a menos de multiplos
inteiros de 27) tal que

cosf)  sinf
B=RyJ = ( sin@ —cosf )

Assim, do ponto de ista topoldgico o grupo O(2) é uma reunido disjunta de duas circunferéncias,
o subgrupo SO(2) e o subconjunto SO(2) - J.

Diga se as seguintes matrizes sao ortogonais e se sao rotagoes.
1 0 0 1 0 1
0 -1 -1 0 1 0
O conjunto das matrizes A € O(n) com DetA = —1 é um subgrupo de O(n) ?

Rotagoes do espago de dimensao 3. O grupo das isometrias lineares do espaco euclidiano R?
(o espago onde acontece a fisica newtoniana) é o grupo dos operadores ortogonais, representados
numa base ortonormada por matrizes do grupo ortogonal O(3).

Uma matriz ortogonal A, pensada como matriz complexa, é unitdaria. Consequentemente, os
seus valores préprios (enquanto matriz complexal!) satisfazem |A| = 1, ou seja, estdo na circun-
feréncia unitaria do plano complexo. O polinémio carateristico de A é um polinémio de grau 3
com coeficientes reais. Portanto, pelo menos uma das raizes é real, por exemplo A = £1 (os dnicos
pontos reais da circunferéncia unitdria), e as outras duas raizes sdo complexas conjugadas, por
exemplo Ay = et | com 6 € R/277Z. Entdo DetA = AA A_ = \.

Se A = DetA = —1, entdo Det(—A) = 1, e portanto —A € SO(3), ou seja, A é a composic¢ao
A = JR de uma rotacdo R € SO(3) e a inversdo J := —I € O(3). Em particular, o grupo O(3) é
a reuniao disjunta do subgrupo SO(3) e da classe —SO(3) := J - SO(3) (que néo é um subgrupo).
Enquanto grupo, o grupo ortogonal O(3) é isomorfo ao produto SO(3) x Cs do grupo das rotagoes
vezes o grupo ciclico Cy = { £I}. E suficiente portanto compreender as rotagoes.

Seja R € SO(3). Se n é um vetor préprio unitario de R associado ao valor préprio A = 1, entédo
o complemento ortogonal nt ~ R? é um subespaco invariante para R, e a restricio R|,. é também
uma rotagao, representada por uma matriz de SO(2). Portanto, em um referencial ortonormado
i, j/, k' tal que k’ = n, a rotagdo R é representada pela matriz

cosf) —sinf 0
Roxy = | sinf cosf 0 |,
0 0 1

Se o angulo 6 nao é um multiplo inteiro de 7, entao a reta nR é o unico espago préprio de R, e é
chamada “eixo de rotagao”. Finalmente, R é da forma

O RO
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com O € SO(3). A mudanca de coordenadas ortogonal O que envia n no eixo k’ é determinada
por dois dngulos, por exemplo a longitude ¢ € [0,27] e a latidude ¢ € [—7/2,7/2] de n (que é um
ponto da esfera unitdria S? = {v € R? : ||v|| =1} C R?). Isto significa que as matrizes do grupo
SO(3) podem ser parametrizadas por 3 dngulos.

O mesmo argumento utilizado acima mostra que toda rotagdo R € SO(2n+ 1) de um espago
euclidiano de dimensdo fmpar R?"*! admite um “eixo de rotacdo”, ou seja, uma reta invariante,
formada por vetores préprios com valor proprio 1. Mostre, com exemplos, que isto nao acontece
com as rotacoes de um espaco euclidiano de dimensao par R2™.

Angulos de Euler. Uma parametrizacao conveniente do grupo da rotacoes, usada para tratar
problemas de fisica e engenharia como o corpo rigido, usa um sistema de angulos chamados “angulos
de Euler”.

Uma rotagdo R € SO(3) envia o referencial canénico i, j, k, que define as coordenadas cartesia-
nas z, ¥, z, num outro referencial ortonormado I, J, K, que define coordenadas cartesianas X,Y, Z.
Se K # +k (i.e. se R ndo é uma rotagdo em torno do eixo dos z), entdo a interse¢do entre os
planos z-y e X-Y determina uma reta, chamada “linha dos nés”. Nesta reta, é possivel individuar
um vetor unitario n de maneira tal que uma rotacao anti-horaria de um angulo 0 < a < 27 em
torno de k, definida pela matriz

cosa —sina 0
Rox = sina cosa O ,
0 0 1

envia i em n. Existe entao um angulo 0 < 8 < 7 tal que uma sucessiva rotagado em torno de n
(que agora é o eixo i), definida pela matriz

1 0 0
Rgi=| 0 cosB —sinf |,
0 sinf8 cospf

envia k em K. Finalmente, existe um angulo 0 < v < 27 tal que uma sucessiva rotagao em torno
de K (que agora é o eixo k), definida pela matriz

cosy —siny 0
Ry=| siny cosy 0 ,
0 0 1

envia n em I. Assim, a rotagio genérica é uma composigao de trés rotagoes

R= R RgiRax .

Angulos de Euler (from https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles.svg).
(Lionel Brits / CC BY https://creativecommons.org/licenses/by/3.0)


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Eulerangles.svg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0
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Diga se as seguintes matrizes sao ortogonais e se representam rotagoes.

cos@ 0 —sinf 1 0 0 1 0 O
0 1 0 0 -1 0 0 -1 0
sinf 0 cosé 0 0 -1 0 0 1

Calcule explicitamente o produto R xRgiRax -

Isometrias euclidianas. O grupo das isometrias do espaco euclidiano real R™ é também cha-
mado E(n) = Isom(R"™). Toda a isometria do espago euclidiano R™ é do género

X}—)TAX‘i‘a

com a € R™ e T4 uma isometria linear definida, na base canénica, por uma matriz A € O(n),
ou seja, é a composigdo de uma “isometria linear” (uma isometria que preserva a origem) e uma
translacao.

E claro que se f : R™ — R™ é uma isometria e se f(0) = a, entao a transformacao ¢g : R” — R",
definida por g(x) = f(x) — a é também uma isometria e fixa a origem, i.e. g(0) = 0. A afirmacao
acima é portanto consequéncia do seguinte

Teorema 14.1. Seja g : R" — R™ wma transformacao que preserva as distancias euclidianas
entre os pontos de R™ e que envia a origem na origem, ou seja, g(0) = 0. Entao g € uma
transformacao linear que preserva os produtos escalares, logo definida, na base candnica, por uma
matriz A € O(n).

Demonstracao. Se g preserva as distancias e fixa a origem, entao também preserva as distancias
da origem, ou seja, as normas (pois ||g(x)|| = d(g(x),0) = d(g(x),¢(0)) = d(x,0) = ||x]|). Pelas
identidades de polarizagéo (10.2), g também preserva os produtos escalares, ou seja, (9(x), g(y)) =

(x,y).
Seja eq, eq,...,e, é uma base ortonormada, por exemplo a base canénica. Entao também os
vetores f1,fy, ..., f,, definidos por f;, = g(ey), formam uma base ortonormada, pois g preserva os

produtos escalares. Se x =), xpe, é um vetor arbitrario, com coordenadas z; = (e, x) na base
ortonormada e, entao a sua imagem é

9(¢) = > (B g(x)) fr = > (g(ex), 9(x)) f = Y (e, x) £ = Y i
k

k k k

também porque g preserva os produtos escalares. E claro que esta férmula implica que g € linear.
Mas uma isometria linear é definida, num referencial ortonormado, por uma matriz ortogonal (a
matriz que envia os ey’s, pensados como vetores coluna, nos Aey = fi’s). O

Uma isometria x — T4x + a é chamada direta se preserva a orientacdo, ou seja, se DetA = 1
e portanto A é uma rotacdo. Observem que translagoes e isometrias lineares ndo comutam. Em
geral, a composigdo de x —y =Tuyx +a e depoisy — Tgy + b, com A, B € O(n) ea,becR", é

x = Tpax+ (Tpa+Db).

Verifique que o grupo T(n) das translagoes x — x + a é um subgrupo normal de Isom(R"),
e que o quociente Isom(R™)/T(n) é isomorfo ao grupo O(n).
Grupo de Galilei. A equagdo de Newton %(mi‘) = 0 de uma particula livre nao relativistica
de massa m em um referencial inercial é invariante para o grupo das isometrias euclidianas E(3),
gerado pelas translagoes r — r+q, com q € R?, e pelas isometrias lineares r — Or, com O € O(3).
Também é invariante, de acordo com o principio de inércia de Galileo, se passamos de um referencial
inercial a outro em movimento retilineo uniforme relativamente ao primeiro, ou seja, r — r + V¢,
onde V é uma velocidade constante. E subentendido que o tempo t nao muda, sendo absoluto na
fisica nao relativistica. Estas simetrias do espaco-tempo R3 x R, de coordenadas (r,t), formam o

grupo de Galilei.
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Infinite dihedral group. Also interesting are isometries of discrete spaces, such as metric
graphs. The simplest discrete metric space is certainly the space of integers Z, equipped with its
obvious metric d(n, m) = |n —m|. Its isometry group is called infinite dihedral group, and denoted
Dy, :=Isom(Z). It can be generated by a reflection s and a translation r, for example the reflection
n — —n about the origin, and the unit translation n +— n + 1, so that

Do = (s,r|s*=e, srs =r"1)

More interestingly, it may be generated by two reflections = and y, for example the reflection
n — —n about the origin, and the reflection n — 1 —n about the point 1/2 (if we think at Z inside
the real line), so that

Dy = (s,t]|s* =12 =¢)

Grupo unitario. O grupo dos automorfismos unitdrios do espago hermitico C™ é o subgrupo
dos automorfismos que preservam o produto hermitico canénico. A transformagao Z +— AZ, onde
Z € C™ é um vetor coluna e A € Mat, x,(C), é unitdria sse A*A = AA* = I. O grupo dos
automorfismo unitarios de C™ é portanto isomorfo ao grupo unitdrio

| U(n) := {4 € GL(n,C) t.q. A"A =1}

O determinante de uma matriz unitaria satisfaz |DetA| = 1. O grupo especial unitdrio é o subgrupo

| SU(n) := U(n) NSL(n,C)|

formado pelas matrizes unitarias com determinante igual a um.

O grupo U(1). O grupo U(1) é o grupo multiplicativo dos niimeros complexos z = = + iy de
médulo |z| = 1, ou seja, a circunferéncia unitdria S C C. Todo nimero complexo de médulo um
pode ser representado por e’ = cos(f) + isin(f), com § € R/27Z. E imediato verificar que a

correspondéncia
oif .y [ €08 0 —sinf
sinf  cosf
é um isomorfismo U(1) ~ SO(2).
Identifique SU(1).

O grupo SU(2). As matrizes unitarias sao normais, logo diagonalizaveis sobre os complexos
numa base ortonormada, e tém valores préprios unitdrios. Em particular, uma matriz A € SU(2)
tem valores préprios Ao = e ¥ para algum angulo 6, pois o produto é A\;A\_ = DetA = 1.
Portanto, uma matriz genérica de SU(2) é da forma

eia 0 .
AU( . ew)U

com U € SU(2). E também claro que, a menos de reordenar os vetores proprios, basta considerar
valores 0 < # < 7 do parametro.
_(« B
4= ( v 9 )

Seja
uma genérica matriz complexa 2 x 2. A condicdo AA* = I é equivalente a
o +18F =1 PP +]6P=1 ay+85=0
e a condigdo DetA = 1 é equivalente a

ad—py=1
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Ao multiplicar por v a terceira condicdo e usando a quarta e depois a segunda, obtemos o = 6.
Ao multiplicar por § a terceira condigao e usando a quarta e depois a segunda, obtemos 8 = —7.
Consequentemente, o grupo SU(2) é o grupo das matrizes complexas

=(57)

> + =1

com « e 7y numeros complexos tais que

Em particular, se identificamos os pontos (a, ) € C? com os pontos (z,y, s,t) € R* por meio de
a=z+iyey=s+it, o grupo SU(2) é uma esfera S3 = { 22 + 4% + s> +t2 = 1} C R%

Quaternices e Spin(3) ~ SU(2).

Grupos de Poincaré e de Lorentz. O espago-tempo de Minkowski, o espago-tempo da teoria
da relatividade restrita®®, é o produto cartesiano M = R x R?, de coordenadas (t,r) = (¢,7,y, 2)
(ou seja, uma coordenada temporal ¢ e 3 coordenadas espaciais r = (x,y, z)), munido da métrica
de Minkowski, a métrica pseudo-euclidiana definida por

t,r), (t,r')) =Pt —r-r

((t,r), (¢,

onde ¢ > 0 denota a “velocidade da luz”. A pseudo-norma do vetor (¢,r) é portanto
It )l? = 22 — (2 +y* + 2%).

Um ponto (¢,r) é de tipo tempo se ||(t,r)| > 0, de tipo espago se ||(t,r)| < 0, e de tipo luz, ou
nulo, se ||(t,r)|| = 0.

O grupo das isometrias de M é chamado grupo de Poincaré.  Translagbes, no tempo t € R
ou no espaco r € R? fazem parte do grupo de Poincaré. As isometrias lineares, as transformacdes
lineares de R x R3 que preservam a pseudo-norma de Minkowski, formam o grupo de Lorentz
0(1,3). E claro que as isometrias do espaco BEuclidiano R?®, de coordenadas r = (z,y,2), sao
transformacgoes de Lorentz, e em particular O(3) C O(1,3). O grupo de Lorentz restrito é o
subgrupo SO™(1,3) € O(1,3) das transformacdes de Lorentz que preservam a dire¢io do tempo e
a orientacao do espaco.

E claro que SO™(1,3) contém o grupo as rotacdes SO(3). Mais interessantes sdo as trans-
formagoes de Lorentz chamadas boosts (ou seja, “empurrdes”), que descrevem as coordenadas
(t',2',y,2") em um referencial em movimento retilineo uniforme relativamente a um referencial
inercial (¢,x,y,2). Se o eixo x é escolhido na diregao da velocidade v = vi, entao a transformagao
de Lorentz é

v t —vzx/c?
V1—0v2/c?

, T — vt

e
V1—0v2%/c?

/:

2=z

onde |v| < ¢. Em particular, a transformacdo linear que envia (ct,x) em (ct’,2’) é definida pela
matriz dois por dois
Io— coshp —sinhp

® \ —sinhgy coshe
onde o “4ngulo hiperbdlico” ¢ (chamado, em inglés, rapidity) é definido por tanh ¢ = v/¢, ou seja,

1 v/c

coshp = ——— e sinhp = ———.
V1—v%/c? V1—v%/c?

45 A. Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Korper, Annalen der Physik 17 (1905), 891-921. [On the electrody-
namics of moving bodies, The Principle of Relativity, 1923]
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Observe que —00 < p < 00 se —c < v < ¢, e que ¢ = 0 se v = 0, que corresponde a Hy = 1. A
matriz H, define uma “rotacao hiperbélica” de um angulo hiperbélico ¢.
Para obter boost com velocidade em uma direcao arbitraria v, é suficiente aplicar uma rotacao
do espaco euclidiano R? que envie v em vi.

Verifique a lei de composicao H,Hy = H,4y, que corresponde a lei de adig¢ao das velocidades

(escalares)
u—+v

W=
(u,0) = w 1+wuv/c?

Verifique que se |u| < ¢ e |[v| < ¢ ent@o também |w| < c.
SL(2,C) & grupo de Lorentz.

Grupo de Weyl/Heisenberg. Em mecéanica quantica, assim como em andlise de Fourier, sdo
importantes os operadores de translagdo Ty, com q € R", definidos por

(Tqf)(x) == f(x+aq).
e os operadores de modula¢do My, com p € (R™)* ~ R", definidos por
(Mp f)(x) := P f(x).

O dominio dos operdores pode ser o espago C°(R™) (onde vivem as fungdes prdprias, que sao
as ondas planas), ou subespacos de L*(R™), onde é possfvel definir o produto interno L?, como
o espaco das funcoes de prova D(R™) (as fungdes infinitamente diferencidveis com suporte com-
pacto) ou o espaco de Schwartz S(R™) (as fungbes infinitamente diferencidveis tais que todas as
derivadas decaem mais rapidamente que o inverso de qualquer polinémio quando ||x|| — c0). Estes
operadores sdo unitérios relativamente ao produto L2, pois

/ |f(x+q)|2dx1-~-dxn:/‘f(X)|2d£E1...d$n
" R

[ 1m0l e = [ 100 e

A composicao W(q,p) = MpTq é chamada operador de Weyl. Os operadores translagdo e
modulacao geram o grupo de Weyl, ou grupo de Heisenberg reduzido, Wey, ~ R™ x R™ x S,
parametrizado por p € R™, q € R" e z € S, de acordo com a identificagao

MPTq z = (pa q, Z) .
O produto, que corresponde a composicao dos operadores MpTy z, com z € S, é dado por
(p,a,2) - (P,d, %) = (p +p . a+d, zZ’e“"q')
O grupo de Heisenberg (nao reduzido) é o conjunto Heis,, = R™ x R™ x R, munido do produto

(p,q.t)- (P, d,t') = (p+p,q+d,t+t'+p-q)

e é claro que a aplicacio (p,q,t) — (p,q,e’) é um homomorfismo do grupo de Heisenberg
sobre o grupo de Heisenberg reduzido. E possivel realizar o grupo de Heisenberg como um grupo
de matrizes. De fato, a correspondéncia M : Heis, — Mat(,12)xn+2)(R), que envia (q,p,t) €
R™ x R™ x R na matriz

1 pr ... pp t
0o 1 ... 0 ¢
Mp,aqt)= |+ =+ . 1
0 0 ... 1 gqn
o 0 ... 0 1

é um homomorfismo do grupo de Heisenberg Heis,, no grupo GL(n + 2, R).
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Verifique que Ty My, = ePIM,Ty,.

Verifique que o centro do grupo de Heisenberg é o subgrupo Z(Heis,,) ~ R dos elementos da
forma (0,0,t), e que o quociente Heis,, /Z (Heis,,) é (isomorfo a)o grupo aditivo abeliano R™ x R".

Grupo simplético.

Plane waves and Pontryagin dual. A plane wave is a complex valued function e¢ : R" — C
defined by _
ee(x) 1= 2T
for some “wave vector” & € (R™)* ~ R" (an alternative definition omits the factor 27). For

example, a plane wave
eZ-rrz’(wt—p~r)

in the space-time R x R?® with coordinates (¢,r), describes a (transversal) wave traveling in the
direction of the vector p € R? with frequency w (observe that vectors and covectors have different
dimensions, e.g. if ¢ is time and r is a length, then w is a frequency while p is the inverse of a
length, hence the distinction between a linear space and its dual is real!).

Any plane wave is a continuous (actually infinitely differentiable) homeomorphism from the
abelian additive group R™ into the abelian multiplicative group S = {z € C s.t. |z| =1} of unit
complex numbers, i.e.

ce(x+y) = ec(x)ee(y)
The set R of all plane waves, or, technically, the set of all continuous homomorphisms e¢ : R" — S,
equipped with the group law
(eg - ee)(x) = ee(x) eer (%),
is called Pontryagin/topological dual of the abelian (topological) group R", and, as an abelian
group, it is isomorphic to R" ~ (R™)*, the isomorphism being e¢ <> &.

Lattices and reciprocal lattices. A (Bravais) lattice is an additive subgroup

A=7Zvi+2Zvy+---+7Zv,

={n1vi +ngve +...n,v, with ny,ne,...,n, € Z} CR"

of the additive group R™, generated by n linearly independent vectors vi,vs,...,v, € R" called
primitive vectors. A plane wave eg(x) := e2™%€* in R is A-periodic, i.e. satisfies e¢(x+Vv) = eg(x)
for all x € R™ and all v € A, provided the wave vector &€ belongs to the reciprocal lattice

A= {€€ (R st €-veZ VveA}c (),
isomorphic to the dual subgroup
At = {ee eR™ st. ee(v)=1 VveA}CcRe.

For example, the reciprocal lattice of the one-dimensional lattice A = A\Z C R, with A > 0, is
A, = A'Z C R ~ R*. Physicists are mainly interested in lattices A = Zv, 4+ Zvy + Zv; C R?
generated by three independent vectors vy, va, v3 € R3, since they describe (the positions of atoms
in) crystals. The volume of a fundamental domain (or primitive unit cell) for such a lattice
A C R? (a domain F C R? such that UyepaTy(F) = R3, and such that the different images T\, (F)
and Ty (F) for v # v/ in A have disjoint interiors), or, equivalently, the volume of the quotient
space R3/A, is

VO](RB/A) = |V1 . (V2 X V3)| .

The reciprocal lattice is the lattice A, = Z&, + Z&, + Z£&; C (R3)* generated by the co-vectors

Vo X V3 V3 X V1 V1 X Vg

Si= ooy ST ooy &7

Vi - (Vg X V3) Vo - (V3 X V1) V3 - (Vl X Vg)

(under the identification (R3)* ~ R? induced by the Euclidian scalar product).
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15 Exponencial e algebras de Lie

ref: [Ap69] Vol. 2, 7.1-10, 7.12

Normas. Uma norma no espago linear V, real ou complexo, é uma fungao real nao-negativa
|-l : V= [0,00) que satisfaz os axiomas

N1 (positividade) ||x| > 0 vx # 0.

N2 (homogeneidade) | Ax|| = |\|||x]| VAeR ou CeVxeV.

N3 (desigualdade do triangulo) ||x +y| < ||x|| + ||yl Vx,y € V.

Um espago normado é um espaco vetorial V munido de uma norma. A distdncia entre os pon-
tos/vetores de V ¢ definida por d(x,y) = ||x — y|.
E imediato verificar que

n

Il i= s ol e =3

sao normas no espago R™ ou C". De fato, estas normas sao os dois extremos de uma familia de
normas parametrizadas por um nimero 1 < p < oo, definidas por

n 1/p
x|, = (Z Iwil”>

i=1

Quando p = 2 esta é a norma euclidiana usual ||x||2 = 1/(x, X), definida & custa do produto interno
usual.

Use N3 para deduzir a desigualdade do triangulo
d(x,y) < d(x,2) + d(z,y)
para a distancia.

Uma norma || - || é euclidiana (ou seja, é definida & custa de um produto interno (-, -) usando
lIx|| = (x, x>1/2) sse satisfaz a identidade do paralelogramo.

Dada uma norma || - || no espago vetorial R™ (ou C"), e um operador linear invertivel A €
Aut(R"™), verifique que ||v]|4 := ||Av]|| é uma norma.

Normas equivalentes. Duas normas ||| € || - || no mesmo espago vetorial V séo equivalentes
se existem constantes ¢, C' > 0 tais que para todo x € V

clxllp < lxlla < Clx[ls

Normas equivalentes definem a mesma nogao de limite, ou seja, a mesma “topologia”.

Teorema 15.1. Todas as normas num espacgo vetorial de dimensao finita sao equivalentes.

Demonstrag¢ao. Fixada uma base (arbitréria) eq,...,e, de V & R" ou C", é possivel definir uma
norma declarando que os e;’s formam uma base ortonormada. Basta dizer que a norma do vetor

v=>3 ke 6 |v]2 = (3, \fuk\Q)l/Q (esta é uma norma euclidiana, induzida pelo produto interno
tal que (e;,e;) = d;;). Seja || - || uma outra norma em V. Se v =}, vie, entdo

1/2 1/2
VI < fowl llexll < (Zlvk2> (Z IIek||2> = M|vll2
k k k
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onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz 10.1, e onde a constante positiva M é

M= (2; ||ek||2) -

Isto mostra também que ||-|| é uma fungao continua se a topologia é definida pela norma ||-||2. Por
outro lado, a esfera unitéria S := {v € V : ||v||3 = 1} é compacta (porque estamos em um espago
de dimensao finita!), logo a funcdo continua || - || atinge um minimo em S, que é necessariamente
positivo, pela N1. Ou seja, existe m > 0 tal que ||v|]| > msev €S. Sev # 0 é um vetor genérico
com norma ||[v|lz = A > 0, entdo v/A € S, e portanto

VI = 1A/ = Av/AZ Am = m|v]2

Logo, m vz < [[v]| < M |[v]]2. -

Este resultado é importante porque diz que a topologia de um espaco linear de dimensao finita,
ou seja, os conceitos de limites e vizinhangas, nao dependem da particular norma usada na defini¢ao
(desde que seja usada uma normal).

Normas na dlgebra das matrizes quadradas. O espago Mat,, x,(C) das matrizes quadradas
n X n é um espaco linear isomorfo a €. Como tal, admite muitas normas, todas equivalentes.
Por exemplo, a norma de uma matriz A = (a,;) pode ser

1A = lagl  A13 = lai;> .. Al = H}%X|az'j|
i.j 0. '

A segunda destas normas é a norma definida pelo produto escalar de Hilbert-Schmidt, definido por
(A,B), =Tr(AB").

Outra possibilidade importante é considerar o operador z — Az do espaco euclidiano C™
definido pela matriz A, e definir a norma do operador de A como

Az
I|A] = sup |Az|| = sup 142
2eCn | ||z]|=1 ozzecn ||zl

onde ||z|| denota a norma euclidiana de um vetor z € C". O operador A dilata ou contrai cada
vetor nao nulo z de um fator ||Az||/||z|]]. A norma do operador é o supremo destes fatores de
dilatacao. Ou seja, ||A|| é o menor raio R tal que a imagem da bola unitaria B;(0) = {||z]| < 1}
pela transformagao linear definida por A estd contida na bola Br(0) = { ||z|]] < R} . De acordo
com a decomposigido em valores singulares 13.13, A(B;(0)) é um elipsoide com semieixos iguais
aos valores singulares 1 < 03 < --- < 0, de A (as raizes quadradas dos valores préprios de A*A).
Consequentemente, ||A|| = o, 0 maior dos valores singulares.
O produto linhas por colunas (ou seja, a composigao das transformagoes lineares) faz do espago
das matrizes quadradas uma &lgebra. E facil provar que algumas de estas normas sao “sub-
multiplicativas”, ou seja,

IAB|y < Al Bl e [[AB[ < [|A]l]|B] (15.1)
Em particular, considerando A = B e iterando,

1AM < AT e 1AR] < [l Al1%
Mostre que || Al < [|A]l1 < n? || Al|so-
Mostre que ||AB||1 < ||A|loo ||B|l1- Deduza a primeira das desigualdades (15.1).

Prove a segunda das desigualdades (15.1).
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Mostre que ||AB|looc < 1 ||A]loo ||Bllco- Deduza que

1A% oo < n* I AIIS -

Séries de Neumann. Se a matriz N é pequena, por exemplo tem raio espetral p(N) < 1, entao
a série
I+N+N*+ N3+

é convergente, e claramente é a inversa de I — N. A prova é a mesma que funciona no caso da

série geométrica.
Esta observagao sugere uma estratégia para resolver sistemas lineares. O sistema AX = B é

equivalente ao problema (I — N)X = C se existe uma matriz invertivel M tal que MA=I1—- N e
MB = C. Se o raio espetral de N é pequeno, entdo a solugdo é X = (I + N + N? +...)C.

Exponencial de uma matriz. O exponencial da matriz quadrada A = (a;;) € Mat,, «,(C) é a
matriz quadrada e, ou exp(A), definida pela série de poténcias

=0 " (15.2)

A definicio é bem posta porque cada entrada de e é a soma de uma série absolutamente
k)~ ~
convergente. De fato, se agj) sdo as entradas de A*, entdo

k :
at] < 4o < nF|lAE, .

Portanto, as séries dos valores absolutos das entradas de e” sao limitadas pela série convergente

\a(-j-)| |a(-?)| nk ||A||’c
. y L v E o _ nllAlle
(51] |a'LJ| 9 + 6 +... ] < 2 il =e .

Em alternativa, basta observar que, pela (15.1), os termos da série que define o exponencial sdo

limitados por
[A* /Y < || A]*/R!

e que a série Y ||Al|F/k! = el Al ¢ convergente. Em particular, isto prova a desigualdade

||eA|| < el

Exponencial de um operador. Se A e B sdo matrizes semelhantes, ou seja, A = UBU !
com U € GL(n,C), entdo também os exponenciais sao semelhantes, pois as poténcias de A sao
A" = UB"U~! para todo n > 0, e portanto
e =1+UBU ' +3UBU ™" +...
=U(I+B+iB*+...)U! (15.3)
=UePU .

Consequentemente, se L : V — V é um operador do espago linear de dimensao finita V =~ C"
ou R™, representado em uma base fixada pela matriz A, entdo a férmula (15.2) define um operador

1 1
eL:I+L+§L2+6L3+...

Pela obervagao (15.3), esta defini¢do nao depende da base escolhida.
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e.g. O exponencial da matriz nula é

=1

3

pois todos os outros termos da série de poténcias sdo nulos. Portanto, o exponencial do operador
nulo é o operador identidade.

e.g. Exponencial de matrizes nilpotentes. Uma matriz N € Mat,,«,(C) é nilpotente se
alguma sua poténcia é nula, ou seja, se N™ = 0 para algum inteiro minimal m > 1 (e neste caso
é chamada nilpotente de ordem m). Sendo também nulas todas as poténcias superiores N* com
k > m+ 1, a série de poténcia que define o seu exponencial é de fato uma soma finita

1 1
eN=I4+N+=-N?+... + NmL

2 (m—1)!

Assim, as entradas do exponencial de uma matriz nilpotente sao polinémios nas entradas da matriz.
m

Exponencial de matrizes diagonalizaveis. Se A é uma matriz em blocos, como por exemplo

(0 e)

com B € Mat,x,(C) e C = Mat,xm(C) entdo também todas as suas poténcias sdo matrizes em

blocos .
. ([ B 0
A ( 0 C*

Consequentemente, o seu exponencial é também uma matriz em blocos

Em particular, se A é uma matriz diagonal

A0 ... 0
0 X ... O
A= . .. :
0 0 ... A

com valores préprios \;’s, entao o seu exponencial também é diagonal

eM 0 0
0 e 0

eA = .
0 0 et

com valores préprios e*’s. Consequentemente, se A é diagonalizdvel, ou seja, A = UAU ™' com

A diagonal e U invertivel, entdo o seu exponencial é diagonalizdvel, pois, pela (15.3),

e 0 0

0 et ... 0
eA=UrU=U L . Ut

0 0 et

Uma consequéncia importante é a relagao entre o exponencial e os invariantes principais de
uma matriz quadrada, o determinante e o traco:
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Teorema 15.2. Se A é uma matriz quadrada, entdo

Det (e?) = ™4 (15.4)

Esta férmula é evidente se A é diagonalizavel, e segue por continuidade no caso geral (porque, de
acordo com o teorema 12.13; o conjunto das matrizes diagonalizaveis é denso no espago Mat,, x,(C)
das matrizes quadradas complexas).

Calcule o exponencial das seguintes matrizes

(oo) (0 4)

7N\
O N
w o
N—
wW =
N~

01 0 01 0 2 01
0 0 1 0 0 O 0 5 0
0 0 O 0 0 3 0 0 3
Mostre que
) =et" e () =N

Mostre que um vetor préprio de A é também um vetor préprio de e. De fato, se Av = Av

entdao etv = etv.

Derivar matrizes. Uma matriz quadrada podezser pen2sada como um vetor do espago linear
real Mat,,»,,(C), que é naturalmente isomorfo a C* =~ R?"". Assim, uma “matriz dependente do
tempo” A(t) pode ser pensada como uma curva t — A(t) neste espago vetorial. E portanto natural

calcular a sua derivada em ordem ao tempo, quando existir, e chamar %A(t) = A(t) “velocidade”

da curva no instante t. Se A(t) = (a;;(t)), entdao A(t) é uma matriz cujas entradas sio as derivadas
a;j(t).

E claro que a derivada é linear, ou seja, se A(t) e B(t) sdo duas curvas de matrizes quadradas
da mesma dimensao e A é um escalar, entao

4

.. d .
ZA+B)=A+B e Z(0) =24

E também possivel definir a curva “produto linha por colunas” C(t) = A(t)B(t), cujas entradas
sdo as sobreposicoes de produtos c;;(t) = >, aix(t)by;(t). Aplicando a regra de Leibniz a cada
entrada, temos

() = D (aar () by () + ain(8) by (1))

k

Mas isto significa que

d

S (AB) = AB + AB (15.5)

ou seja, a regra de Leibniz também se aplica ao produto entre matrizes! (naturalmente, até este
ponto os mesmas consideracoes se aplicam a curvas de matrizes retangulares, quando os produtos
fazem sentido, mas isto nao é relevante para a nossa discussdao). Seja agora G(t) uma curva
composta por matrizes quadradas invertiveis. Entdo o produto de G(t) com G(t)~! é igual a
G(t) G(t)~! = I para todo tempo t, e portanto a sua derivada é a matriz nula. Aplicando a regra
de Leibniz (15.5),
d -1 Y =1 d 1
0= 7 (GG )—GG +Gdt(G )
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e finalmente, multiplicando & direita por G~!, descobrimos que a derivada da matriz inversa é

d

L (G =-¢"" GG™! (15.6)

uma férmula que lembra a derivada do inverso de uma fungao!

Equacgao diferencial & subgrupos a um pardmetro. Dada uma matriz A € Mat,,x,(C),
podemos construir a familia das matrizes

G(t) := e, com t€R.

E imediato ver que G(0) = I. As séries de funcdes t ~ (e'1);; que definem as entradas de
e!4 convergem uniformemente em cada intervalo limitado da reta real, assim como as séries das
derivadas das entradas. Portanto, ¢ — G(t) define uma curva G : R — Mat ,«, (C), que passa
pela identidade quando t = 0.

Em particular, as derivadas em ordem a ¢t podem ser calculadas derivando cada termo. O
resultado é que

d > ¢k

- G = EA’““ = AG(t)=G(t) A (15.7)
k=0 "
Em particular, A comuta com G(t).
A derivada de F(t) := etde™'4 ¢ igual, pela regra de Leibniz (aplicada a cada entrada do
produto), a

F(t)= AF(t) - F(t)A=0

porque A comuta com G(t). Pelo teorema do valor médio, F'(t) = F'(0) = I. Consequentemente,
G(t) = et é invertivel, e a sua inversa é G(—t), ou seja,

(etA)—l _ e—tA )

Em particular,

Teorema 15.3. O exponencial envia o espacgo linear das matrizes quadradas, reais ou complexas,
no grupo geral linear, real ou complexo, respetivamente, ou seja,

exp(Mat,, x»(C)) C GL(n,C) e exp(Maty,xn(R)) C GL(n,R).

O exponencial também resolve umas equagoes diferenciais no espago das matrizes, de acordo
com o seguinte

Teorema 15.4. Seja A € Mat, x,(C). A dnica solu¢ao da equagdo diferencial
X = AX ou X=XA
com condigao inicial X(0) = Xy € GL(n,C), €
X(t) = et X, ou X(t) = Xgett,

respetivamente.

Demonstra¢io.  As férmulas (15.7) dizem que e!4 X, ou Xge' sio solugdes. Para provar a
unicidade, basta observar que, se X (t) é uma solucio, entdo a quociente H(t) = e *4 X(t) ( ou
X (t)e ~t4 no segundo caso) satisfaz, pela regra de Leibniz e as (15.7),

H(t) = —Ae "X (t) + e M AX(t) = 0

pois A comuta com e~ *4. Pelo teorema do valor médio (aplicada a cada entrada da matriz),
H(t) = H(0) = X, e portanto X (t) = e "1 Xj. O
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Em geral, se A e B ndo comutam, eA*5 # edeB £ eBed (e a expressio de Z tal que e? = e? P,

ou seja, moralmente “log(exp(A)exp(B))”, em termos dos comutadores iterados de A e B, é
chamada formula de Baker-Campbell-Hausdorff). O que é verdade é o seguinte

Teorema 15.5. Se A e B comutam, ou seja, se AB = BA, entdo

’ GAHB _ A B _ B A

Demonstragdo. Se A comuta com B, entdo todas as poténcias A¥ comutam com todas as poténcias
B, e consequentemente com os exponenciais e'? e et respetivamente. Entdo a derivada de

H(t) _ et(A+B) o etAetB
é, usando as formulas 15.7,
H(t) = (A+ B)e!ATB) _ AtAetB _ et 4etB B — (A+ B) H(t)

Pelo teorema 15.4, H(t) = e!A*TB) [ (0). Mas H(0) = 0, logo H(t) = 0 para todo ¢, em particular
para t = 1. O

Em particular (sendo que todos os miltiplos tA de uma matriz quadrada A comutam),

’eoA 7 o GHASA _ (t+s)A ‘

Isto significa que a familia dos G(t) = e*4

GL(n,C), ou seja, a correspondéncia t — G(t) = e
aditivo R no grupo GL(n, C).

Geometricamente, ¢ — G(t) é uma curva no grupo linear, passando pela identidade quando
t = 0, que resolve a equacao diferencial G = AG. A matriz A é dita gerador (infinitesimal) do
subgrupo { G(t)} ter, e pode ser obtida calculando o limite

A:G(o):yr% %
—

,com t € R, é um subgrupo a um parametro do grupo
t4 6 um homomorfismo continuo do grupo

E a derivada, ou seja, a “velocidade” da curva G(t) no instante t = 0.

Vice-versa, é possivel provar que

Teorema 15.6. Todo subgrupo a um pardmetro t — G(t) de matrizes de GL(n,C) que seja
diferencidvel na origem é da forma e para alguma matriz A.

Demonstra¢do. Seja A = G(O) a velocidade do subgrupo em ¢ = 0, quando G(0) = I. A derivada
nos outros pontos também existe e é igual, pelas propriedades de grupo, a

G(t+¢e)—G() G(e)G(t) — G(t)

GO) =ty = —— = lm, =
- lim %G(t) — G(0)G(1) = AG(D).

Pelo teorema 15.4, G(t) = e!4G(0) = 4. O
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Verifique que as identidades eAT? = e4ef = eBe sio em geral falsas quando A e B nao

comutam. Por exemplo, considere

(0d) ()

Verifique que se A é simétrica/ entdo também e é simétrica.

Verifique que se A é hermitica entdo também e” é hermitica.

A

Mostre que se A é anti-simétrica (real) entdo e”* é ortogonal.

A

Mostre que se A é anti-hermitica entdo e é unitdria. Deduza que se H é hermitica entao

e & unitéria.

Use a identidade (15.4) para verificar que o exponencial de uma matriz A com trago nulo,
TrA = 0, é uma matriz do grupo linear especial, i.e. e € SL(n,C).

[Ap6Y] wol. 2, 7.12.

e.g. Grupos a um parametros gerados por matrizes nilpotentes. Por exemplo, a matriz

0 1
N =
(50)
(que representa o operador derivacdo na base 1, x do espago linear dos polinémios de grau < 1)
é nilpotente de ordem 2, e portanto

1 ¢
tN _ _
e I+tN(O 1)

A matriz

M =

o O O
O O =
o~ O

(que representa o operador derivacdo na base 1, x, 22/2 do espaco linear dos polinémios de grau
< 2) é nilpotente de ordem 3, e o seu quadrado é

0 0 1
M2=]10 0 0
0 00
Portanto
1 1t 3t?
eM—T+tM+=-t?M=| 0 1 ¢
2 00 1

Considere o espago vetorial V' = Pol<, (R) dos polinémios f(x) = apz™ + -+ + a1 + ag de
grau < n. O operador derivada envia o polinémio f(z) no polinémio (D f)(xz) = f/(z). Determine a
matriz D que representa o operador derivada na base de V' formada pelos monémios ey, () := x* /k!,
com k =0,1,...,n. Calcule o exponencial e'”, e verifique que

(€Pf) (@) = flz+1)

ou seja, e!P = Ty, onde o operador translagio é definido por (T;f)(x) = f(x +t).
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Grupos a um parametros gerados por blocos de Jordan. Se A = A+ B, entdo e = e*e?,

porque Al comuta com todas as matrizes. Em particular, é simples calcular o exponencial de um
“bloco de Jordan”
A=X+N

onde N é uma matriz nilpotente, por exemplo de ordem m:

eMHN A (I+N+ INZ 4ot (mil)!N’”_l) .

Verifique que se

entao
1t
tA _ At
o100
Verifique que se
A1 0
A= 0 x 1
0 0 X
entao
1t 3t
et=eMl 0 1 ¢
0 0 1

Rotagoes do plano. O exponencial de uma matriz anti-simétrica é uma matriz ortogonal. O
caso mais simples é em dimensao 2. Seja

J— 0 -1
(V)

Observe que J nio é diagonalizével sobre os reais, pois o polinémio carateristico é 22 + 1, e a suas
raizes sdo +i. O quadrado de J é J? = —I (assim como o nimero imaginario i, cujo quadrado
é i = —1), e portanto todas as suas poténcias sJ* @o iguais a +.J ou +I, com periodicidade 4.
A férmula de Euler € = cos@ + isin @ sugere que também a matriz e*’ seja relacionada com as

fungoes trigonométricas. De fato, ao escrever as séries de poténcias de ¢t que definem as entradas
de e/, é imediato reconhecer que

1,2 144 1,43 1 45
etJ:< 171524»?1557'” 7t+§t27705 +>
t—i - 1l L

é imediato reconhecer que

sint cost

ot — < cost —sint ) (15.8)

é uma rotagao do plano de um angulo ¢ no sentido anti-horario.
Rotagoes hiperbdlicas. A matriz simétrica

-(21)

é diagonalizavel sobre os reais, pois representa uma reflexao na reta y = z, e portanto tem valores
préprios £1. De fato, é imediato ver que

B 10 T
su (L))o
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onde U = R;/4 ¢ uma rotagao de um angulo 7/4. O seu exponencial é portanto

t
etSU<% 69t>UT

Mais interessante é calcular o exponencial usando diretamente a série de poténcias. O quadrado
de S é S? = I, e portanto as poténcias sdo iguais a S ou a I, dependendo da paridade. Entao

142, 144 1,3 1 45
et5_<1+12§+214t5+... t+61t2+1%0t4+...>
R U R ¥ R LA
e finalmente
ts [ cosht sinht
© = ( sinht cosht ) (15.9)

Esta é uma rotacdo hiperbdlica do plano. O caminho ¢ — (cosht,sinht) descreve um ponto
que percorre um ramo da hipérbola 2 — 4> = 1 do plano. As rotacdes hiperbélicas sdo, em
uma interpretacao conveniente das coordenadas, os “boost” do grupo de Lorentz da relatividade
especial.

Verifique que

(0 -0 A __ [ cosf —sinf
A_(H O) = e_(sinf) cos&)

e
_ (A =0 B_ [ cosf —sinf
B_)\I+A_(9 A ) = © = (sin& cos 6 )
Se P é uma proje¢ao, ou seja, satisfaz P? = P (é “idempotente”), entdo
e’ =T+ (e—~1)P.
[Ap69] vol. 2, 7.12.
Grupos de matrizes. O determinante é uma funcdo continua Det : Mat, x,(R) — R (de fato,

um polinémio de grau n nas entradas da matriz, ou seja, nas coordenadas do espaco linear). O
grupo linear geral real GL(n,R) é portanto um aberto de R"2, sendo o conjunto das matrizes com
DetA # 0 (ou seja, uma matriz suficientemente préxima de uma matriz invertivel é invertivel).
Da mesma forma, o grupo linear geral complexo GL(n,C) é um aberto do espaco linear real
C" ~ R2.

Um grupo de matrizes é um subgrupo G C GL(n,R) ou G € GL(n,C) que é um conjunto
fechado relativamente a topologia do grupo linear correspondente. Exemplos sdo os préprios grupos
lineares gerais, e os subgrupos especiais, ortogonais e unitarios considerados no capitulo anterior
(e outros que nao teremos tempo de considerar).

E possivel provar, usando o teorema da fungao implicita, que todos estes grupos sao “variedades
diferencidveis”, de fato, subvariedades do aberto GL(n,R) C R™ ou GL(n,C) C R2"” . Também,
as operagoes de grupo, o produto (g, h) — gh e a inversdao g — g~ !, sdo fun¢oes diferencidveis de
GxG—->GeG— G

e.g. O grupos linear especial SL(n,R) é um subgrupo fechado de GL(n,R) por ser o conjunto
de nivel 1 da fungéo continua “determinante” Det : GL(n,R) — R.

e.g. O grupo ortogonal O(n) é um subgrupos fechado de GL(n,R) por ser a imagen inversa
da origem pelas fungao continua f : GL(n,R) — R"™ definida por f(A) = AT A — I (observe que
cada coordenada desta func¢do é um polinémio de grau 2 nas entradas da matriz A).
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e.g. O grupo ortogonal especial SO(n) = SL(n,R)NO(n) é também um subgrupo fechado de
GL(n,R) por ser uma intersecao de dois fechados.

e.g.  Da mesma forma, também SL(n,C), U(n) e SU(n) sdo subgrupos fechados de GL(n, C),
logo grupos de matrices.

U(1) ~ SO(2) é uma circunferéncia S'. O grupo unitario U(1) é o grupo multiplicativo dos
nimeros complexos de médulo um e?, que formam a circunferéncia unitdria S! ¢ C do plano
complexo. E isomorfo ao grupo SO(2) das rotacgoes do plano, através do isomorfismo

i,  cos # —sinf
€ cosf  sinf

SU(2) é uma esfera S®. O espaco linear Matgy2(C) é isomorfo a C* ~ R8. O grupo especial
unitario SU(2) é o grupo das matrizes complexas 2 x 2 da forma

son=(5 7))

onde a = & +iy e 8 = u+ iv sdo dois niimeros complexos tais que |a|? + |3]?> = 1. Esta condicio
define a esfera unitéria S® = { (z,y,u,v) € R* : 22 +9%+u?+v? = 1} dentro do espago euclidiano
real C? ~ R?* de coordenadas (o, 3) ~ (z,y,u,v). E claro que a aplicacdo S3 — Matax2(C),
definida por (a, 8) — A(a, ), é injetiva. Assim, o grupo especial unitdrio SU(2) é uma esfera de
dimenséo real trés S3 C RS,

Espago tangente na identidade. Seja G um grupo de matrizes, real ou complexo, e seja
e = I a identidade. Consideramos curvas diferencidveis ¢ — g¢(t) de matrizes g(t) € G, definidas
num intervalo de tempos (—e, ) em torno da origem, que passem pela identidade ¢(0) = e quando
t =0. A velocidade de uma tal curva no tempo t = 0 é uma matriz X = §(0) € Mat, x,(C).

O espago de todas as possiveis velocidades X = ¢(0) da curvas diferencidveis que passam pela
identidade (ou melhor, as classes de equivaléncias das curvas que tém a mesma velocidade em e) é
chamado espacgo tangente ao grupo no ponto e, e denotado por T.G.

Por exemplo, se o grupo de matrizes é o préprio GL(n, C), e se A é uma matriz n X n arbitraria,
entdo a curva e’ — tA passa pela identidade com velocidade A. Portanto, o espaco tangente T,G
é o préprio espago Mat, «,,(C). O mesmo acontece para grupo linear geral real GL(n,R).

O espago tangente na identidade de um grupo de matrizes tem uma estrutura natural de espago
vetorial real (ndo é gralha, “real”, independentemente do grupo ser formado por matrizes reais ou
complexas!).

Teorema 15.7. O espa¢o TG € um subespago vetorial real de Maty,x,(R) ou de Mat, x,(C),
dependendo se G € real ou complexo.
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Demonstragao. De fato, seja g(t) uma curva que passa pela identidade g(0) = e com velocidade
X = g(0). Se X € R, ent@o a curva reparametrizada f(¢t) = g(At) também passa pela identidade
f(0) = e, e a sua velocidade quando t = 0 é, pela regra da cadeia, f(0) = AX. Em particular,
a curva constante ¢(t) = g¢(0 - t) tem velocidade ¢(0) = 0. Por outro lado, seja h(t) uma outra
curva que passa pela identidade 2(0) = e com velocidade Y = h(0). Entdo a curva produto
£(t) = g(t) h(t) também passa pela identidade quando ¢t = 0. Pela regra de Leibniz (15.5), a sua
velocidade quando t =06 £ (0) = X + Y.

Observem também que se a curva g(t) tem velocidade X = §(0), entdo a curva g(t)~! tem
velocidade — X na identidade, pois a velocidade da curva constante g(t) g(t)~! = e na identidade
é0. O

Paréntese de Lie. A estrutura multiplicativa do grupo se reflete em mais uma operacao natural
no espaco tangente na identidade. Todo g € G define um automorfismo ¥, := LyoR -1 € Aut(G),

de acordo com
Uy(h)=ghg'.

Como ¥, fixa a identidade, pois ¥,(e) = e, envia curvas passando pela identidade em curvas
passando pela identidade. O seu diferencial, calculado no ponto I, é portanto um automorfismo
do espacgo tangente na identidade, denotado por

Ad, == dV,|, € Aut(T.G)

Explicitamente, se ¢ — h(s) é uma curva passando por h(0) = e com velocidade A(0) =Y, entéo
a velocidade da curva s — U, (h(s)) = gh(s) g~! quando s =0 é

Ad,Y =gYgt.

O mapa Ad : G — Aut(T.G), que envia g no automorfismo Ady, é chamado representacdo
adjunta do grupo. O seu diferencial na identidade, ad := d Ad|, : T.G — End(7.G), define uma
transformacao bilinear T.G x T.G — T.G, chamada paréntese de Lie, de acordo com

’ [X,Y] = adXY‘

Para calcular a paréntese de Lie, consideramos uma curva ¢(t) com ¢(0) = X. Entao

d
[X’ Y] = % Adg(t)Y

t=0

d —1
i g()Y g(t) -

=g(0)Y g(0)™" — g(0)Y g7'(0) 9(0) g~*(0)
— XY -YX

Assim, a paréntese de Lie entre dois vetores do espago tangente na identidade é simplesmente
o “comutador” entre as matrizes (o que justifica ter utilizado a mesma notagéo). Esta derivagao
mostra que o comutador entre duas matrizes de T, G é também uma matriz de T,G, coisa que nao
era evidente a priori. E imediato entdo verificar que a paréntese de Lie/comutador é linear nas
duas varidveis, é anti-simétrica, ou seja, satisfaz

[X’ Y] = _[Yv X]
e satisfaz a identidade de Jacobi

[X7 [Y, Z]] + [Y7 [ZvX]] + [Z7 [XaYH =0.

Verifique que Vg é um automorfismo do grupo G.
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Verifique que Adgy, = Ady Ady,.
Verifique que o comutador satisfaz a identidade de Jacobi.

Algebra de Lie de um grupo de matrizes. O espaco tangente T.G, munido da estrutura
de espago linear real e da paréntese de Lie [-,:] (que é anti-simétrica e satisfaz a identidade de
Jacobi), é chamado dlgebra de Lie do grupo de matriezes G. Costuma ser denotado pelas letras
germadnicas correspondentes as letras que denotam o grupo: por exemplo, g denota a algebra de
Lie do grupo G. A dimensao real de g é chamada dimensdo do grupo de matrizes G.

Sendo um espaco linear de dimensao finita, a algebra de Lie de um grupo de matrizes admite
uma base finita X1, Xo,..., X,,. Os comutadores sao combinacoes lineares dos préoprios elementos
da base, logo expressoes do género

X0, X5] =) i X,
ijk

com certos coeficientes cfj que dependem da base escolhida e da estrutura do grupo, chamados
constantes de estrutura. Observe que se o grupo é comutativo entdo Ad é constante, e portanto a
sua derivada é nula. Assim, a algebra de Lie de um grupo abeliano é comutativa, ou seja é formada
por matrizes que comutam.

E claro que a dlgebra de Lie do grupo linear geral real GL(n,R) é

gl(n,R) = Mat, xn(R)

pois toda matriz X define um subgrupo a um pardmetro X que passa pela identidade com

velocidade X. Da mesma forma, a dlgebra de Lie do grupo linear geral real complexo GL(n,C) é
gl(n,C) = Mat,, x,(C), pensado como espaco vetorial real de dimensdo 2n?.

Para compreender as algebras de Lie dos grupos especiais é 1til a seguinte observacao, que
revela o significado geométrico do traco de uma matriz: é o diferencial do determinante calculado
na identidade. De fato, o determinante de uma pequena variacao I + ¢ X da matriz identidade
tem um desenvolvimento

Det(I+eX)~1+eTrX +...
onde os outros termos sd@o quadraticos em . Ao calcular a derivada, temos

Teorema 15.8. Seja g(t) é uma curva derivdvel em GL(n,C) passando por g(0) = I com veloci-
dade §(0) = X. Entdo

d

— Detg(t =TrX.

5 Detg(t) o

Consequentemente,

Teorema 15.9. A dlgebra de Lie do grupo especial linear SL(n,R) € o espaco linear das matrizes
com traco nulo,
sl(n,R) = {X € Mat,x, (R) : TrX =0}

Demonstragao. O teorema 15.8 prova uma incluséo. Por outro lado, a identidade (15.4) mostra que

se X é uma matriz com traco nulo entdo !X é uma curva em SL(n,R) que passa pela identidade

com velocidade X. O
E particular, SL(n, R) tem dimensao n? — 1. A mesma demonstragao prova que

Teorema 15.10. A dlgebra de Lie do grupo especial linear SL(n,C) € o espaco linear real das
matrizes complexas com traco nulo,

sl(n,C) = {X € Mat,x, (C) : TrX =0}
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Assim, SL(n, C) tem dimenséo real 2(n? — 1).
Determinamos agora as dlgebras de Lie dos grupos ortogonais e unitdrios, os outros grupos
cldssicos importantes.

Teorema 15.11. A dlgebra de Lie do grupo ortogonal O(n) é o espaco linear das matrizes reais
anti-simétricas,

o(n) = {X € Mat,x, (R) : X + X" =0}

Demonstrag¢io. Seja t — g(t) € O(n) uma curva que passa pela origem ¢(0) = I com velociade
§(0) = X. Sendo ortogonais, as matrizes satisfazem g(t) g(t)T = I. Derivando esta relagdo, e
usando a regra de Leibniz (15.5), obtemos

gty gt +g9t)gt)T =0,

que, quando t = 0, diz que X + X T = 0. Vice-versa, é um exercicio verificar que se X é
anti-simétrica entdo e!X é uma curva em O(n) que passa com velocidade X pela identidade I. [

Assim, O(n) tem dimensao n(n—1)/2. Em particular, o grupo ortogonal tem a mesma dimensao
do espaco R™ apenas quando n = 3, a dimensao do espaco onde acontece a mecanica de Galileo e
Newton!

Uma matriz anti-simétrica tem automaticamente trago nulo, portanto o(n) é também a dlgebra
de Lie do grupo ortogonal especial SO(n) = O(n) N SL(n,R). De fato, a funcdo determinante
envia Det : O(n) — {£1}. O grupo ortogonal O(n) é composto por duas componentes conexas: a
componente conexa que contém a identidade I (por onde passam as curvas que definem a dlgebra de
Lie), que é SO(n) = Det™'({1}), e o subconjunto (que nio é um grupo!) das matrizes ortogonais
com determinante —1.

Teorema 15.12. A dlgebra de Lie do grupo unitdrio U(n) € o espaco linear real das matrizes
anti-hermiticas,

u(n) = { X € Matpxn (C) : X + X* =0}

Demonstrag¢io. Seja t — g(t) € U(n) uma curva que passa pela origem ¢g(0) = I com velociade
g(0) = X. Sendo unitdrias, as matrizes satisfazem g¢(t) g(t)* = I. Derivando esta relagdo, e usando
a regra de Leibniz (15.5), obtemos

9(t) g()" +9(H) 9(t)" =0,

que, quando t = 0, diz que X + X* = 0. Vice-versa, é um exercicio verificar que se X ¢é

anti-hermitica entdo X é uma curva em U(n) que passa com velocidade X pela identidade I. [

O grupo especial unitario é uma intersegdo SU(n) = U(n) N SL(n,C). Consequentemente,
usando o teorema 15.10,

Teorema 15.13. A dlgebra de Lie do grupo especial unitdirio SU(n) é o espago linear das matrizes
anti-hermiticas com trago nulo,

u(n) = {X € Matyxn (C) : X +X* =0, TrX =0}
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Rotagoes infinitesimais do plano, dlgebra de Lie de SO(2) e U(1). Uma rotacao genérica
do plano é uma matriz R(f) € SO(2,R), definida por

R(O) — ( cos sme>

sinf cos6

E claro que 6 — R(6) é um grupo a um parametro, passando por R(0) = I, cuja imagem é todo
o grupo SO(2). As sua derivada quando § =0 é
d
—-R(0)

0 -1
w0, =1 0):

A dlgebra de Lie s0(2) é portanto uma reta, gerada pelo vetor J. Toda rotacdo é do género
R(0) = €/ para algum 6, definido a menos de miiltiplos inteiros de 2.

Rotagoes infinitesimais do espago, dlgebra de Lie de SO(3). O espago linear das matrizes
3 X 3 reais anti-simétricas tem dimensao 3, e uma base natural é formada pelas matrizes/vetores

00 O 0 01 0 -1 0
Xi=10 0 -1 Xy = 0 0 0 Xs=|11 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 0

Os exponenciais X1, ¢?X2 ¢ /X3 representam rotacoes anti-hordrias de um angulo 6 em torno

dos eixos i, j e k, respetivamente. Os comutadores sao

(X1, Xo] = X3 (X2, X3] = X (X3, X1] = X>.

Uma rotagao anti-horéria genérica de um angulo w en torno do eixo definido pelo vetor unitario
n = (n1,n2,n3) € R3 é entdo representada pela matriz

ewX

onde X = ni1 X7 + noXs + n3X3. De fato, um célculo elementar mostra que se v é um vetor
(coluna) genérico do espaco R3, entdo, pelas (15.7),

d
%etxv =X Xv=XeX v=eXnxv
Em particular, no tempo ¢t = 0,
d
—e Xy =nxv (15.10)
dt t=0

onde x denota o produto vetorial em R3. Entdo é claro que Rn é o eixo de rotacdo, e que a
velocidade angular da rotacio t + e'“Xv é w.
E possivel portanto associar a cada matriz ) da dlgebra de Lie de SO(3) um vetor € do espago
R3, de acordo com

Q:lel +WQX2 +(,L}3X3 — Q:wli—f—ij—‘rUJgk, (1511)

de maneira tal que a matriz e’ representa uma rotagao anti-hordria de um angulo w = |2 em
torno do vetor unitdrio n = Q/w. O vetor Q é chamado (vetor) velocidade angular da rotagao
e®?.  Esta correspondéncia, que é claramente um isomorfismo entre espacos lineares reais, envia
os vetores da base X1, X2, X3 nos vetores i, j, k, respetivamente. E imediato entdo verificar que as
parénteses de Lie entre os vetores X} correspondem aos produtos vetoriais entre os vetores da base
canénica. Assim, a correspondéncia so0(3) ~ R?, definida pela (15.11), é um isomorfismo entre a
algebra de Lie do grupo das rotagoes, munida da paréntese de Lie, e o espago euclidiano real de
dimensao trés, munido do produto vetorial.

Também interessante é observar a topologia de SO(3). E claro que, ao retirar multiplos de 27,
toda rotacdo pode ser representada como e, onde a velocidade angular £ tem norma ||| < 7.
Também é evidente quas rotagdes opostas e*** deste género sio idénticas quando ||| = 7. Assim,
o grupo das rotagoes é o quociente da bola fechada B3 ~ B, (0) de raio 7 de R® médulo a relagao de
equivaléncia que identifica os pontos antipodais da fronteira B3 = S2. Os matematicos chamam
este espaco RP2, ou seja, “espaco projetivo real” de dimensio 3.
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Sistemas nao inerciais, forga de Coriolis. Seja q(t) a posicio de uma particula de massa
m num referencial inercial (i,j, k) de R3. Consideramos um segundo referencial (I,J,K), em
movimento circular uniforme em torno do eixo determinado pelo vetor unitario n = nji+nsj+nsk
com velocidade angular w (por exemplo, um referencial soliddrio com a terra). Entdo a posigao
Q(t) da particula neste referencial nao inercial é determinada por

q=¢Q

onde = w(n1 X7 + n2Xs + n3X3). Derivando em ordem ao tempo ¢, e usando a (15.10),
observamos que a velocidade v = q no sistema inercial é

v=¢eV 4+ QxQ

onde V = Q denota a velocidade no sistema nao inercial e £ = wn denota o vetor velocidade
angular. Derivando mais uma vez em ordem ao tempo, e fazendo finalmente ¢ = 0, descobrimos
que a aceleragao a = g no sistema inercial é uma soma

a=cA+Qx eV +Qx (V4 Qx Q)
=A+Ox(2xQ)+22xV

onde A = Q denota a aceleracao no sistema nao inercial. Isto significa que se F = ma ¢ a forga
que age sobre a particula no sistema inercial, entao a particula no sistema nao inercial sente uma
forca total

| mA=F-mQx(2xQ)-2m2xV|

ou seja, sente também uma forga ficticia que é uma soma de F, = —mQ x (2 x q), chamada for¢a
centrifuga, e de Foor = —2mS2 x V, chamada for¢a de Coriolis (advertida apenas por particulas
em movimento no sistema nao inercial).

Péndulo de Foucault. Uma consequéncia famosa da forca de Coriolis é a experiéncia ideada por
Foucault em 1851 para “observar” a rotagao da terra [Ar87, LL78]. Fixado um ponto da superficie
da terra, por exemplo a Sé de Braga, consideramos um referencial nao inercial com origem neste
ponto, tal que o eixo I aponta na diregao do Polo Norte, o eixo J aponta na direcao Este, e o eixo
K aponta na perpendicular a superfiice da terra. Um péndulo de massa m e comprimento ¢ efetua
pequenas oscilagoes em torno da vertical, e a sua posi¢ao projeta no plano I-J (o plano tangente
a superficie da terra) o vetor X (t)I+ Y (¢)J. A forga centrifuga, que age na mesma diregdo da
gravidade, pode ser desprezada numa primeira aproximagao. A forga de Coriolis, por outro lado,
é igual a —2mS2 x V, onde €2 é o vetor velocidade angular de rotagao da terra, e V é a velocidade
do péndulo no referencial nao inercial. Um célculo elementar mostra mostra que a sua componente
no plano I-J e é dada por

Feor ~ 2mQsin(@) YT — 2mQ sin(p) X J

onde €2 denota a velocidade angular de rotacao da terra e ¢ denota a latitude da origem do
referencial nao inercial (por exemplo, ¢ ~ 41°33'N no caso de Braga). E possivel mostrar (mas
ndo é importante nesta discussao) que, na aproximagio das pequenas oscilagoes do péndulo (que
portanto é descrito por um oscilador harménico), a componente da for¢a de Coriolis na diregao
K é desprezavel quando comparada com a forca eldstica do oscilador. As equagbes das pequenas
oscilagoes do péndulo para as coordenadas X e Y no referencial nao inercial sao portanto

mX =2mQsin(p)Y — mw?X
mY = —2mQsin(e) X — mw?Y

onde w = /g/l é a frequéncia prépria do péndulo (sendo g ~ 9.8 cm/s? a aceleracio gravita-
cional). Se dividimos por m, e definimos a varidvel complexa Z = X + iY, estas equagoes sao
equivalentes a equagao linear homogénea de segunda ordem

Z 427 +wZ=0 (15.12)

com 8 = Qsin(p) (observem o “coeficiente de atrito” imagindrio puro!).
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Verifique que, desprezando termos quadraticos no quociente Q/w (o que faz sentido se o
periodo préprio 27 /w do péndulo é bastante inferior ao perfodo 27/ de rotagdo da terra, que é
igual a um dia), as solugdes da equagao diferencial (15.12) séo

Z(t) ~ e Bt (aem + be_i“’t)

Isto significa que a diregao de oscila¢io do péndulo roda de um angulo igual a —27 sin(p) radianos
em cada dia (que é nulo no Equador, igual a —27 radianos, ou seja, uma rotagdo completa, no
Polo Norte, como esperado, e aproximadamente —237° em Braga).

Algebra de Lie de SU(2). A algebra de Lie do grupo especial unitario SU(2) é formada por
matrizes anti-hermitica com traco nulo, ou seja, do género

oo (3 )

coma € Re 8 € C. Una base do espago linear real su(2) é formada pelas matrizes Jy = %ak,
onde as oy, sdo as matrizes de Pauli, definidas em (12.3). Explicitamente,

S = ( i(/)2 Z‘(/)2 ) T2 = ( 1(/)2 71)/2 ) T3 = ( i{)Q —?/2 ) (15.13)

assim que o vetor genérico é X (a, 8) = 2(38)J1 + 2(RB)Jy + 2aJs. E imediato verificar que as
relagoes de comutacao sao

[Ji, o) =3 [Joy sl =1 [Js, i] = J2 (15.14)

Estas sao as mesmas relagoes entre os geradores canénicos X1, Xo ¢ X3 de s0(3), a dlgebra de
Lie do grupo das rotaccoes do espago! A razao desta coincidéncia é profunda, e de acordo com os
fisicos tem a ver com o “spin” das particulas quéanticas . ..

Verifique que

o= (iR ) - (e ) = ()

Spin, SU(2) e SO(3). As matrizes Ji, J; e J3 definidas em (15.13) formam uma base do espago
linear real su(2), que portanto pode ser identificado com o espago R3 por meio do isomorfismo
¢ : R® — su(2), definido por

X = ($1,$2,$3) — X =xJ; +£L’2J2+£C3J3.

(para simplificar as férmulas, a imagem de um vetor x serd uma matriz X = ¢(x) denotada
pela letra maidscula correspondente). E claro, pelas relagdes de comutagdo (15.14), que esta
correspondéncia associa ao produto vetorial o comutador, ou seja,

pxxy)= [X,Y].

Um calculo elementar mostra que ao produto escalar euclidiano corresponde ao traco do produto
na &algebra de Lie, ou seja,

1
xy=-3 Tr(XY).

Consequentemente, o produto misto é igual a

1
XXy z=-3 Tr([X,Y]2).



15 EXPONENCIAL E ALGEBRAS DE LIE 159

E imediato verificar que se X € su(2) e U € SU(2), entdo também UXU* € su(2). Isto
permite associar a cada U € SU(2) uma transformacao linear Ty : R?* — R3, definida por

Ty(x) == ¢~ (UXU*)
Mas X 1
Ty(x) - Tu(y) = —5 Te(UXU'UYU" ) = = Tr(XY) = x -y

e também

(Ty x) x (Tyy) - (Tyz) = f% Te([UXU* ,UY* U |UZU™ ) = f% (X, Y]Z)=xXy- -z

Isto significa que Ty preserva os produtos escalares e também a orientacao do espago euclidiano,
ou seja, é uma rotagao Ty € SO(3). E também claro que Tyy = Ty o Ty se U,V € SU(2). Assim,
a correspondéncia U — Ty define um homomorfismo

o : SU(2) — SO(3)

entre o grupo unitario de dimensao 2 e o grupo das rotagoes do espaco R3. Explicitamente (com
algum trabalho, sugerido nos exercicios), o homomorfismo ® é dado por

« 3 R(a? - p%)  S(a? - p?) 2?}%(&67)
(ﬂ i ) = =S+ 82) R+ 82 —23(aB) (15.15)
—2R(aB)  —25(af) |af*—|B?

onde «, 8 € C verificam |a|? + |8]? = 1.

E imediato entdo observar que o nicleo de ®, ou seja, a imagem inversa da identidade, é o
subgrupo formado por +1, isomorfo a Z,. Também é possivel observar que o homomorfismo ® é
sobrejetivo. De fato, a correspondéncia é quadratica (U é uma espécie de “raiz quadrada” de Ty ),
e a imagem inversa de cada R € SO(3) é formada por exatamente dois elementos, +U, de SU(2).
Isto significa que o grupo das rotagoes é isomorfo ao quociente SO(3) ~ SU(2)/Zy. Os matemaéticos
dizem que SU(2) é um “recobrimento duplo” de SO(3). De fato, sendo o “grupo fundamental” da
esfera S3 trivial, SU(2) é isomorfo ao “recobrimento universal” de SO(3), chamado Spin(3). Do
ponto de vista topolégio, o grupo SU(2) é uma esfera S = { r e R* : ||r|| = 1} C R* ~ C?. Con-
sequentemente, o grupo SO(3) é o quociente da esfera de dimensao 3 pela relagido de equivaléncia
r ~ —r, que identifica os pontos antipodais. Dois pontos antipodais da esfera identificam uma
e uma unica reta passando pela origem. Em outras palavras, SO(3) tem a topologia do espago
projetivo RP? | o espaco dos subespacos vetoriais de dimensdo um (as retas passando pela origem)
de R*.

Verifique que se X € su(2) e U € SU(2) entdo também UXU* € su(2).

Dada U = (g _g ) € SU(2), calcule of produtos Uc,U*, com k = 1,2, 3, como sobreposi¢oes

das matrizes de Pauli 01,09 e 03. Deduza a férmula (15.15).
Verifique que
@ (eGJk ) — eeXk
ou seja, explicitamente,
.. 1 0 0
o (cos(@/?) —isin(6/2) ) 0

co cosf  sinf
isin(0/2)  cos(6/2) 0 —sinf cosf

(cos(@/?) ~sin(0/2) > _ 00089 (1) sig@
sin(0/2)  cos(6/2) —snf 0 cosf
. cosf sinf O
P cos(6/2) + isin(6/2) 0 = —sinf cosf 0
0 cos(0/2) — isin(0/2) 0 0 1

Deduza que o homomorfismo ® é sobrejetivo.
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Algebra de Lie de SL(2,R). A dlgebra de Lie do grupo SL(2,R) é o espago linear sly(R) das
matrizes reais 2 X 2 com trago nulo. Uma base é formada pelas matrizes

(0 ) me(3) o me(2))

que satisfazem as relacoes de comutacao
(X,Hy] =+Hy  [Hy H ]=2X

Os vetores desta base geram os subgrupos a um parametro

t/2
tX e 0 zHy _ ]. X yH_ _ 1 O
c <0 e_t/g) e <01) o= (10

Por outro lado, o subgrupo a um parametro gerado por H_ — H, é

QO(H-—Hy) _ cpsﬂ —sinf
sinf  cosf

o subgrupo SO(2,R) C SL(2,R) das rotagdes do plano.

Verifique as relagoes de comutacao

_ +t
6tX e:vHi e tX _ e(e z)H4

Geradores infinitesimais dos grupos unitarios. Seja A um operador auto-adjunto de um
espaco de Hilbert H. Os operadores
Ut — eitA

com ¢ real (por exemplo, um “tempo”) formam uma familia a um pardmetro de operadores
unitarios, ou seja, Uy é a identidade, e UyUgs = Upys. Isto é evidente em dimensao finita, mas
nao trivial em dimensao infinita, onde a prépria definicao de exponencial precisa de uma versao
do teorema espetral para operadores auto-adjuntos nao necessariamente limitados.

O teorema de Stone'® afirma que toda familia a um parametro de operadores unitérios U, desde
que “fortemente continua’, é gerada por um operador auto-adjunto, possivelmente nao limitado.
Fortemente continua significa que lim;—,s ||Us |[¢)) — Us [¢) || = 0 para todo |¢) € H. O gerador
infinitesimal ¢é definido pela féormula natural

AT

t—0 it

Aly)

no domimio D4 C H onde o limite existe (e o que nao é trivial é provar que este subespagco é
suficientemente grande, ou seja, denso).
O teorema de Stone é particularmente importante em mecéanica quantica, onde, por exemplo,
o gerador da evolugao temporal é o operador Hamiltoniano H, o observavel que corresponde a
energia do sistema. A evolugdo temporal de um sistema que é preparado no estado |¢(0)) no
tempo ¢t = 0, é dada por
[%(t)) = e~/ 1y(0))

que ¢ a solucao da equacao de Shrodinger

0
i 10) = H ) .

46M.H. Stone, On one-parameter unitary groups in Hilbert Space, Annals of Mathematics 33 (1932), 643-648.
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Geradores infinitesimais do grupo de Weyl/Heisenberg. Outro exemplo cldssico, impor-
tante em mecénica quintica ou mais em geral em andlise de Fourier (vejam, por exemplo, [Fo89]),
é o grupo de Weyl/Heisenberg, gerado pelas translagoes

(Tof)(@) = f(x +q)

e pelas modulagoes ‘
(Mpf)(z) := e f(x),

com ¢ € Repe R* = R. Translacoes e modulacoes sao grupos a um parametro de operadores
unitérios de L2(R), pois sao invertiveis e é claro que

[erafi= [If@Pa o [leri@f e [P,

E possivel provar que o gerador infinitesimal das translagées é o operador momento P = —iD),
definido, por exemplo, no espago de Schwartz S(R) C L?(R). Ou seja,

T, = el = P

Este fato é razoavel, interpretando a férmula de Taylor como

2 3
Fe+a) = fl@)+af @)+ 5 f'@) + T @)+

_ <<1+qD+;q2D2+éq3D3+-~-) f) (@)
= (e"7f) (x)

(naturalmente, esta ndo é uma demonstracao!). O gerador infinitesimal das modulagoes é o
operador posi¢io Q, definido por (Qf)(z) := z f(z), também no espago de Schwartz S(R) C L?(R).
Ou seja, como parece natural,

M, = e'P?

Assim como T e M, , os operadores momento e posicdo nao comutam. De fato, satisfazem a

relacao de comutagao
[P,Q] = —il

e geram a algebra de Lie do grupo de Heisenberg.
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16 Sistemas lineares

ref: [Ap69] Vol. 2, 7.9, 7.16-17, [HS74]

Campos lineares. Um sistema linear homogéneo com coeficientes constantes (real) é uma
EDO auténoma x = L(x) para uma varidvel x(¢) € R", definida por um campo de vetores linear
L € End(R").

Fixada uma base de R", por exemplo a base candnica, o sistema pode ser escrito em notagao

matricial
x = Ax, (16.1)
a

onde x(t) = (21(t), x2(t),...,2,(t))T € R™ é um vetor coluna e A = (a;;) € Mat,x,(R) é
matriz que representa o campo linear na base escolhida.

Fluxos lineares. A origem é uma solugao de equilibrio do sistema (16.1). E a tnica solugao de
equilibrio se a matriz A é invertivel.

Pelo teorema 15.4 (ou melhor, pela demonstragao deste teorema), a solucdo do sistema (16.1)
com condigéo inicial x(0) = xo € R™ é

x(t) = e"'xq (16.2)

A familia a um parametro de operadores ®; := e*4, que a cada tempo t € R e a cada ponto
xp € R™ faz corresponder o valor (16.2) no instante ¢ da solugdo com condi¢ao inicial xg, é dita
fluxo  do campo linear. Observe que &g = I e que ®445 = ¢;P,. Em particular, os ®; sao
invertiveis, e ®_; = (®;)~ L.

O espaco linear R™ é chamado espaco de fases do sistema: é o espacgo das possiveis condicoes
iniciais, que determinam o futuro (e o passado) do sistema. Os caminhos t — ®;(xg) s@o chamados
trajetdrias do sistema, e as suas imagens, que sao curvas {®;(xg) : t € R} no espago de fases, sdo
chamadas drbitas.

Conjugacgoes lineares. Naturalmente, é possivel fazer mudangas lineares de coordenadas
x = Uy com U € GL(n,R), que transformam o sistema (16.1) no sistema y = By, definido pela
matriz semelhante B = UAU~!. Os dois sistemas sdo ditos linearmente equivalentes, Os fluxos
e ™ e e!B de dois sistemas linearmente equivalentes sao ditos linearmente conjugados, no sentido
em que

etB =UetAU?.

Esta identidade diz que o seguinte diagrama é comutativo

etA

R?* —— R"

ol

etB

R" —— R"

Isto implica, em particular, que o automorfismo U : R™ — R™, a conjuga¢do entre os dois fluxos,
envia bijetivamente trajetérias/dérbita de um sistema em trajetdrias/dérbitas do outro, respeitando
a diregao do tempo.

E claro entdo que a compreensao das solugoes passa pela compreensao do exponencial de uma
matriz semelhante U AU ~! mais “simples” possivel.

Fluxos de campos lineares diagonalizaveis. J4 vimos que se v é um vetor préprio de A com
valor préprio A, assim que Av = Av, entao v é também um vetor préprio do exponencial de A, e
de fato et4v = e**v. Se A é diagonalizével, ou seja, possui n valores préprios reais A, Ao, ..., \p
(néo necesariamente diferentes) com vetores préprios vy, va, ..., v, que formam uma base, entao o
sistema (16.1) é equivalente a um sistema definido pela matriz diagonal A = diag(A1, A2, ..., An),
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cujo fluxo e é também uma familia de matrizes diagonais com valores préprios e**. A soluciao

com condigao inicial genérica x(0) = >, _; cx vk é portanto uma sobreposi¢ao
n
x(t) = g ey
k=1

O comportamento qualitativo assimptdtico das solugoes é entdo determinado pelos sinais dos
valores proprios. Por exemplo, se todos os valores préprios sao negativos, ou seja, Ay < 0 para
todo k = 1,...,n, entdao todas as solugdes decaem exponencialmente, e em particular x(¢) — 0
quando ¢t — co. Neste caso a origem é um equilibrio “assimptoticamente estavel”. Se todos os
valores proprios sao positivos, ou seja, A > 0 para todo k = 1,...,n, entao todas as solugoes com
condigao inicial x(0) # 0 se afastam exponencialmente da origem, e em particular ||x(t)|| — oo
quando t — co. Neste caso, a origem é um equilibrio “assimptoticamente instavel”.

No caso geral, uma compreensao do comportamento qualitativo das trajetérias passa pela
compreensao da forma normal de uma matriz genérica A, que nem sempre é diagonalizavel.

Comegamos pelo caso de dimensao dois, onde ja sao presentes todos os fenémenos tipicos do
caso geral e as provas sao simples.

Sistemas lineares no plano. Um campo linear no plano é definido, na base canénica, por uma
matriz quadrada 2 x 2
a b
A =
O sistema linear definido por A é

T\ (a b T . T =ax+ by
<y>_(c d)(y) ou seja, { J = cx+ dy (16.3)
Sejam Ay e A_ os valores préprios de A pensada como matriz complexa, ou seja, as raizes
complexas do polinémio carateristico c4(z) = Det(zI — A). O produto Ay A_ dos valores préprios

é igual ao determinante ¢ := Det(A) = ad — bc, e a soma A\ + A_ dos valores préprios é igual
ao traco p := Tr(A) = a +d. O polinémio carateristico é 22 — pz + ¢, e os valores préprios sdo

portanto
pE VA
T
onde A = p? — 4q.

Trés casos distintos sdo possiveis. A matriz que define o campo é diagonalizavel: isto acontece
quando A > 0 (pois neste caso a matriz admite dois valores préprios reais e distintos) ou quando
A = 0 e a matriz é proporcional a matriz identidade (o que é independente da base escolhida).
A matriz que define o campo admite apenas uma reta de vetores préprios: isto acontece quando
A = 0 e a matriz nao é proporcional a matriz identidade. Finalmente, a matriz que define o campo
nao admite valores préprios reais: isto acontece quando A < 0 (e portanto as rafzes do polindémio
carateristico tém parte imagindria nao nula).

Campos lineares planares diagonalizdveis.  Se a matriz A é diagonalizdvel sobre os reais (e,
em particular, A > 0), entao admite dois vetores préprios independentes vy, com valores préprios
reais Ay € R, respetivamente (nio necessariamente distintos), assim que Avy = Apvy. Na base
formada pelos vetores v e v_ o campo linear L é portanto definido pela matriz diagonal

(A 0
()
erMt 0

A solugdo com condicdo inicial genérica x(0) = avy + bv_ é portanto

cujo fluxo é também diagonal

x(t) = aeMtvy + be*-tv_
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A origem, que é um equilibrio, é dita nodo estdvel se Ay < 0 (logo se ¢ > 0 e p < 0), assim que
todas as trajetérias convergem exponencialmente para a origem. E dita nodo instdvel se Ar >0
(logo se ¢ > 0 e p > 0), assim que todas as trajetérias com condi¢ao inicial nao nula divergem
exponencialmente. E dita e ponto de sela se os valores préprios tém sinais opostos, por exemplo
A < 0 < Ay (logo quando ¢ < 0). Neste terceiro caso, as trajetérias que comegam na reta
gerada por v_ convergem exponencialmente para a origem, e todas as outras trajetérias divergem,
desenhando curvas parecidas a hipérbolas.

Nodos estavel, nodo instavel e ponto de sela.

Se um dos valores préprios é nulo, por exemplo A_ = 0, entao todos os pontos da reta gerada
por v_ sao solugdes de equilibrio. As outras trajetérias vivem em retas paralelas ao vetor préprio
v, e se afastam ou se aproximam da reta gerada por v_ dependendo se o sinal de A é positivo ou
negativo, respetivamente. Se os dois valores préprios sao nulos, o sistema é trivial e todos os pontos
do plano sao pontos de equilibrio. E claro que estas ultimas duas possibilidades nao representam
sistemas “genéricos”, pois nao persistem ao fazer pequenas perturbagoes dos parametros.

Nodos com um valor préprio nulo.

Campos lineares planares com “apenas um” vetor préprio. O segundo caso é uma
matriz A que admite apenas um espaco préprio de dimensao um, contendo um vetor proprio vy,
com valor préprio real A. Seja w um vetor ndo nulo independente de vy;. Entdo a matriz que
representa o campo linear na base vq, w é uma matriz diagonal superior do género

A ¢

0 p
A segunda entrada diagonal p é também igual a A (pois uma segunda entrada diagonal diferente
seria mais uma raiz do polinémio carateristico, logo mais um valor préprio diferente e portanto
mais um vetor préprio independente) e a entrada superior direita ¢ é diferente de zero (pois caso

contrério a matriz seria diagonalizdvel). Ou seja, o campo linear envia Lvy = Avy e Lw = cvi+Aw
com ¢ # 0. Na base formada pelos vetores vi e vy := ¢~ !w, o campo linear L ¢é portanto definido

pela matriz triangular superior
Al
Jy = ( 0 A ) (16.4)

1 ¢
tJx _ At
en = (0 1)

A solugado com condicéo inicial genérica x(0) = avy + bvy é portanto

cujo fluxo é

x(t) = e ((a + bt)vy + bvy)

A origem é dita nodo degenerado, estavel ou instavel, dependendo do sinal de A.
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Nodos degenerados estavel e instavel.
Discuta o caso em que o valor proprio do nodo degenerado é A = 0.

Blocos de Jordan no plano. Uma prova mais abstrata do fenémeno ilustrado acima introduz
a ideia das “cadeias de Jordan”, os tijolos elementares da forma normal de Jordan de uma matriz.

Seja L o campo linear definido, na base candnica, pela matriz A. Assumimos que L admite
apenas um espago préprio de dimensao um, gerado pelo vetor proprio vi com valor préprio A.
Isto significa que o nicleo do operador Ly := L — X é Ker(Ly) = Rv;. Por razdes dimensionais,
também a imagem de L) tem dimensao um. A intersecao destas duas retas nao pode ser trivial, caso
contrario o plano seria uma soma direta R? = Im(L,) @ Ker(L,) de dois subespagos invariantes,
logo o operador L seria diagonalizével. Isto significa que Im(Ly) = Ker(L,), e em particular existe
um vetor (ndo nulo) vo tal que Lyvy = vi. Os vetores vi e va, que formam uma “cadeia de
Jordan”, sdo independentes. De fato, seja a;vy 4+ asve = 0. Aplicando o operador L) obtemos
Ly(a1v1+aavae) = asvy =0 (pois Lyvy =0 e Lyvy = vy1), e portanto as = 0. Mas entao a;vy; =0
implica que também a; = 0. Finalmente, basta observar que, na base formada por v; and vy
(chamada “base de Jordan”), o operador L é representado pela matriz (16.4), pois Lvy = Avy e
LV2 =V + )\Vg.

Campos lineares planares sem vetores préprios. O terceiro e tltimo caso é um campo linear
L definido por uma matriz A sem valores préprios reais (e portanto com A < 0). Podemos pensar
que a mesma matriz real A define um operador L€ no plano complexo C?, a “complexificacao
do operador L definido no plano R2. Este operador L® admite dois valores préprios distintos e
conjugados

A =atiw.

com w > 0 (conjugados pelo teorema 7.3, pois o polindmio carateristico tem coeficientes reais, e
diferentes porque o operador L ndo admite valores préprios reais). Se v, € C? é um vetor préprio
associado ao valor préprio Ay, assim que Avy = Ayv,, entdo v_ = Vv é um vetor préprio com
valor proprio A_, pois

Av_ =Avi= Avi = v =) Vi =)_v_.

Os vetores
1 1
e+:§(v+ +v_) e e_:Q—i(er—v_)
sdo reais e independentes, logo formam uma base de R? C C2. De fato, se ae, + be_ = 0 com
a,b € R, entao . _
a—zzbv++ a—;zbv_ —0

e isto implica a + ib = 0 pela independéncia dos vy (associados a valores préprios distintos).
Observando que vy = e +ie_, um cédlculo elementar mostra que

Aey =ae; —we_ e Ae_ =ae_+twey
Portanto, a matriz que representa o campo linear L na base formada por e} e e_ é a matriz
a wo\ I 0 0 -1
—w o) %o 1 “l1 o

soma de ol e da matriz anti-simétrica —wJ, com J = ((1) *01 )
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Como toda matriz comuta com os multiplos da identidade, pelo teorema 15.5 podemos cal-
cular separadamente os fluxos de ol e —wJ e depois multiplicar. O fluxo da parte diagonal é
simplesmente e ‘“f = e*[. O fluxo de —w.J, de acordo com (15.8), é

R :< cos(wt)  sin(wt) )

—sin(wt) cos(wt)

e representa uma rotacao horéaria com frequéncia angular w. O resultado é que o fluxo do campo
linear, na base formada por ey ee_, é

et(oclwa) — ot COS<Wt) Sin(o‘)t)
—sin(wt) cos(wt)

A solucao com condigao inicial genérica x(0) = aes + be_ é portanto

x(t) = €™ ((acos(wt) + bsin(wt))ey + (—asin(wt) + beos(wt))e_)

Se o = 0 (ou seja, se p = 0), entdo as érbitas sdo elipses a®+b? = constante. A origem, que é um
equilibrio estdvel mas nao assimptoticamente estdvel (por a trajetéria de um ponto préximo néao
converge para a origem, mesmo ficando numa vizinhanga) é chamada centro. Este caso corresponde
a um oscilador harménico.

Se a # 0, as drbitas sdo espirais logaritmicas, que saem da origem ou entram na origem,
dependendo do sinal de a. A origem é dita foco estdvel se a < 0 (ou seja, se p < 0), e foco instdvel

se a > 0 (ou seja, se p > 0). Os focos estdaveis, em que todas as trajetérias ndo nulas convergem
exponencialmente para a origem, correspondem ao caso fisico de um oscilador amortecido.

Focos estavel, centro, e foco instavel.

Desenho global. E claro que a estabilidade ou instabilidade de nodos ou focos é preservada ao
fazer pequenas perturbagoes dos parametros, pois as partes reais dos valores proprios mantém os
seus sinais. Esta é uma figura famosa que mostra os possiveis retatos de fase, dependendo do trago
p = TrA e do determinante ¢ = DetA da matriz A que define o sistema linear no plano (vejam,
por exemplo, o cldssico [HS74] de Hirsch e Smale).
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< A>0

dx _ p=A+D
ar =AX*BY  g-ap-BC

g—{=Cx+Dy A=p’-4q

By Maschen, from Wikimedia Commons.
ex: Discuta os casos degerados quando um dos valores préprios é nulo (ou seja, Det(A) = 0).

ex: Considere o oscilador invertido )

q=p

p=q
Determine a natureza do equilibrio. Determine a solu¢ao com condigoes iniciais genéricas ¢(0) = qo
(63 p(O) = Po-

ex: Esboce o retrato de fase (ou seja, algumas drbitas a volta da posicao de equilibrio no espago
de fases) dos seguintes sistemas lineares homogéneos.

T=x—Yy T=2x+y T =4x
y=z+y y=z+y y=2x—-y
T = 6z + 5y T=—-x+2y T=-Te+y
y=x+2y Y =3y y = —4x — 3y
=1y T =—x+ 5y T =x+dy
Y= —4x y=-5r—y y=-5c+y

Determine também a solugdo com condigdes iniciais genéricas z(0) = g e y(0) = yo.
ex: A corrente que circula num circuito LRC' é solucao da equacao diferencial homogénea
Li+Ri+L1=0
ol=

Escreva o sistema linear correspondente, e esboce os possiveis retratos de fases dependendo dos
valores dos parametros L, R e C.

ex: [Ap69] Vol. 2, 7.12


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Phase_plane_nodes.svg
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Ciclotrao. A forca de Lorentz que age sobre uma particula de carga g em um campo magnético B
é igual ao produto vetorial F = (¢/c) v x B, onde v é a velocidade da particula e ¢ ~ 299,792, 458
m/s denota a velocidade da luz. Consequentemente, a equacao do movimento (de Newton) da
particula de massa m é
mv =1vxB
c
Se o campo é homogéneo e constante, por exemplo B = Bk com B independente da posicao e
do tempo, entdo a componente vertical v, da velocidade v = (vg,vy,v;) é constante (pois tem

derivada nula), e as componentes v, e v, satisfazem o sistema de EDOs lineares

Up = Wy

Uy = —W Uy
onde w = ¢B/mc é chamada frequéncia de ciclotrao. As trajetérias da particula sdo hélices
r(t) = ro + (Acos(wt + @), Asin(wt + @), v,t)

onde os parametros rg, v,, A, ¢ dependem da posi¢ao e da velocidade iniciais.

Blocos de Jordan. Seja L : V — V um operador linear definido num espago linear complexo
de dimensao finita. Dado um escalar A € C, denotamos por Ly o operador L — A. Se o ntcleo de
L) néo é trivial, entdo A é um valor préprio de L, e V, = Ker(L)) é o espago préprio associado.

Um vetor nao nulo v € V é dito vetor prdprio generalizado se estd no ntucleo de alguma
poténcia de Ly, ou seja, se existe A € C tal que LYv = 0 para algum inteiro minimal n > 1. Este
inteiro n é dito periodo de v, e o vetor v é também dito Ly-ciclico (a érbita de v pela aplicacao
L é formada por n vetores nao nulos distintos).

Se o periodo é n = 1, entao v é um vetor proprio de L. Em geral, os n vetores

V] = L;“lv Vo = Lfﬂv . Vpo1 = Lyv, V, =V (16.5)

sao vetores proprios generalizados, pois Li{vk = L?\L;‘*kv = LYv = 0, e v é um vetor préprio
com valor préprio A. O espaco gerado pelos vi’s é L-invariante porque

Lvy, = L(LY Fv) = LV v + ALV Py = vy + Avg
onde, naturalmente, vo = (L — AI)"v = 0.

Teorema 16.1. Sev € um vetor Ly-ciclico de periodo n, entdo osn vetores (16.5) sdo linearmente
independentes e geram um subsespaco L-invariante de vetores proprios generalizados.

Demonstracdo. Seja ayvi+agve+---+a,vy, = 0. Ao aplicar L;\l*l aos dois termos da igualdade,
temos que a,vi = 0, logo a, = 0. Ao aplicar L;\’_2 aos dois termos da igualdade que sobra
a1vy + agve + -+ + ap—1vy—1 = 0, temos que a,_1v; = 0, logo também a,_; = 0. E assim a
seguir.

O

O nucleo Ker(L’f\) é chamado espaco proprio generalizado de ordem k. E imediato ver que
Ker(Ly) C Ker(L3) C --- C Ker(LY).

Se os vetores (16.5) geram o préprio espago V, que portanto é isomorfo a V = Ker(L%}) ~ C”,
entao o espago V é dito ciclico. O calculo acima mostra que

Lvy = Avy e Lvy = Avp + Vi1 se 2<k<n
Entao, a matriz que representa L nesta base é

Al
Al

Jy = (16.6)
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Em particular, vi é um vetor préprio com valor préprio A. O espago préprio Vy = Ker(Ly) é a
reta V), = Cvy, ou seja, a multiplicidade geométrica do valor préprio A é igual a 1. A matriz (16.6)
é dita bloco de Jordan de dimensdo n, e a base (16.5) é dita base de Jordan, ou cadeia de Jordan
de comprimento n.

Observe que um bloco de Jordan de dimensao n é da forma

Jy=AM+N
onde N é a matriz nilpotente (triangular superior)

0 1

N = (16.7)
0 1
0

que verifica NE, = Ey_1, se E} denotam os vetores coluna da base candénica de C", e N™ = 0.
O operador definido pela matriz N, que envia (z1,z2,23,...,Tn) — (22, Z3,...,2,,0), é também
chamado deslocamento esquerdo.

O polinémio carateristico de um bloco de Jordan Jy de comprimento n é Py, (z) = (z — )",
e portanto a multiplicidade algébrica do valor préprio A é n. O polinémio minimal (o polinémio
monico p(t) de grau minimo tal que p(J) = 0) é também My, () = (z — A)" (comparado com o
polinémio minimal da matriz AI, com I matriz identidade de ordem n, que é apenas My;(z) =

(z =)

Quase-polinémios e derivada. O modelo de um bloco de Jordan é o operador derivacao
0 :V — V_ definido por (9f)(t) := f'(t), no espago linear V dos quase-polinémios f(t) = p(t)er
de grau deg(p) < n. Se A = 0, entdo 9™ = 0, pois a n-ésima derivada de um polinémio de grau
< n é nula. Em geral, é imediato verificar que (0 — A\)" = 0. O vetor préprio é f(t) = e*, com
valor préoprio A\. A base de Jordan é

At te)\t t2 eAt L 1 tn—l e)\t

€ 3 n—1)!

Nesta base, o operador O é representado pela matriz (16.6).

Fluxo de um bloco de Jordan. Consideramos um bloco de Jordan Jy de dimensao n, definido
em (16.6). O exponencial de t Jy define o fluxo do sistema linear

).(:J)\X

cujo espago de fases é um espagco ciclico C". Como a parte nilpotente N comuta com AI, podemos
calcular separadamente os exponenciais e depois multiplicar. Sendo N nilpotente de periodo n,
temos que N™ = 0 e portanto também N* = 0 se k > n. Consequentemente, a série que define o
exponencial de tN é de fato um polinémio de grau n — 1, pois

t tn—l
tN 2 n—1
=1I4+tN+-N i ——N .
e TN+ GN o

O exponencial da parte diagonal é eI, e finalmente
tJ A tr2 Tl e
¢ = (THIN + SN 4o ),N

1 ¢
1

t2
7 tn—1)1
t

tA
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Sendo uma corre¢ao polinomial desprezivel se comparada com um crescimento ou um decai-
mento exponenciais, é claro que o comportamento assimptotico das trajetérias do sistema linear
definido por um bloco de Jordan apenas dependem do sinal da parte real de A\, desde que nao seja
nula.

Teorema 16.2.  Se R(A\) <0, entdo para todo 0 < aw < |R(X)| existe uma constante C' tal que

et v|| < Ce v se t>0.

Demonstragdo. Se vi,Va,...,V, é uma base de Jordan, entdo um vetor genérico é v =), apvi.
E claro que

eI v =M (Z a; pik(t)> Vi
i

onde os p;(t)’s s@o certos polindmios de grau < n, que apenas dependem da dimensao n do bloco

de Jordan. Seja R(A\) = —p < 0. Consideramos 0 < a < p, e definimos ¢ = p — a > 0. Podemos

definir uma norma no espago ciclico gerado pelos vy’s de acordo com ||v|| := maxy |ag|. Entao, se

M = max; j, M;;, denota o valor mdximal dos M, = sup ,~ e~ “pix (t)| (que sao finitos porque
e > 0), é claro que B
et vl < M et v

para todos os tempos positivos ¢ > 0. Como todas as normas de um espago de dimensao finita
sao equivalentes, a mesma afirmacao é verdadeira se usamos a norma euclidiana, possivelmente
substituindo a constante M com alguma outra constante C'. O

Assim, se R(A) < 0, todos os vetores sdo contraidos pelo fluxo de J, e decaem exponencialmente
para zero quando t — 0.
Invertendo a dire¢ao do tempo, é claro que se R(\) = p > 0e p > 8 > 0, entdo existe uma
constante C' tal que
le~ ol < Ce P o] V20

Assim, se R(A\) > 0, todos os vetores sao dilatados pelo fluxo de Jy, e decaem exponencialmente
para zero quando t — —oo.

Forma normal de Jordan. Acontece que todo operador linear num espaco linear complexo de
dimensao finita é uma soma direta de blocos de Jordan.

Teorema 16.3 (forma normal de Jordan).  Seja L é um operador linear de um espago vetorial
complexo de dimensao finita C". O espago € uma soma direta C* = Vi ® Vo @ --- @ Vg de
subespacos L-invariantes ciclicos.

Se em cada subespago invariante ciclico escolhemos uma base de Jordan, a matriz que representa
L na base resultante é uma matriz diagonal em blocos

I, 0 0
0 J, ... 0

J = . . ) . (16.8)
0 0 I,

onde cada Jy, = A 4+ Ny é um bloco de Jordan da forma (16.6) de dimensao n; < n. Os
Ar’s, nao necessariamente diferentes, sao os valores préprios de L, ou seja, as raizes do polinémio
carateristico P4(z) = Det(zl — A), se A é a matriz que representa L na base canénica. De fato,
o polinémio carateristico é um produto Pa(z) = [[, (z — Ax)™. A multiplicidade algébrica de
cada valor proprio A\ é igual & soma das dimensoes nj dos blocos de Jordan com A\ = A. A
multiplicidade geométrica do valor préprio A é a dimensao do espago préprio Ker(Ly), que é
igual a cardinalidade de blocos de Jordan com Ay = A. O polinémio minimal de A é um produto
Ma(2) = Il ep(a)(z — A)*, sendo iy a dimensao do maior bloco de Jordan com A = A.
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Se A é a matriz que representa o operador L na base canénica (ou em qualquer outra base),
entdo existe uma matriz invertivel U (cujas colunas sio os vetores das bases de Jordan) tal que
U YAU = J. A forma candnica J é tnica a menos de permutacdes dos blocos. Em particular, a
matriz pode ser representada como uma soma

A=A+N

L e uma matriz

de uma matriz semi-simples, ou seja, diagonalizavel, A = U(MI ® Aol & ... ) U™
nilpotente N = U(N; & No @ ...)U~! que comutam.

As demonstragoes classicas do teorema 16.3 sdo elementares mas demoradas, e podem ser

encontradas, por exemplo, em [Ax97, HS74, La87]. Uma prova elegante e moderna é esbogada por

Terence Tao no seu blog What’s new.

Forma normal de Jordan de matrizes reais. Consideramos agora um operador L : R" —
R™, definido, na base candnica, pela matriz real A € Mat,, x,(R). Podemos pensar em A como
numa matriz complexa, que define a complexificacdo , LC : C* — C", e como tal conjugada,
de acordo com o teorema 16.3, a uma matriz diagonal em blocos (16.8). Como A é real, o seu
polinémio carateri stico tem coeficientes reais. Pelo teorema 7.3, os valores préprios de A sao
nimeros reais A ou pares de niimeros complexos conjugados A = a +iw e X\ = a — iw.

Teorema 16.4 (forma normal de Jordan real).  Seja L um operador no espago vetorial real R™.
Entao o espago total € uma soma direta

R”:(@ EA>@ P Ex

AR AEC\R

de subespagos invariantes Ey, associados aos valores proprios reais \’s, e E, 5, associados aos
;

pares de valores prdprios conjugados ndo reais A, .

Numa base apropriada, a restricao do operador L a cada subespagos invariantes Ey, com A € R,
é um bloco de Jordan da forma (16.6). Numa base apropriada, a restri¢cio do operador L a cada
subespacos invariante E, 5, com A=a+iw e C\R , é uma matriz da forma

Rz I
Hx= (16.9)
R/\,X

a  w 1 0
RA,A_(—wa) and I—<01),

Consequentemente, numa base apropriada, o operador L é representado por uma matriz dia-
gonal em blocos (16.8), onde cada bloco Jj, é da forma (16.6) ou (16.9).

com

Demonstracdo. De acordo com o teorema 16.3, C™ é uma soma direta de subespagos V invariantes
para a complexificagao do operador L. A matriz que define o perador complexificado numa base
apropriada é uma soma direta de blocos de Jordan.

Consideramos um bloco de Jordan com valor proprio real A. Se x = x + ¢y é o vetor Ly-ciclico
que gera o espaco ciclico V, entao x ou y é um vector Ly-ciclico real. Este vetor gera portando
um espago ciclico real Ey, e portanto uma cadeia de Jordan de dimensao real igual a dimensao
complexa de Ej.

Consideramos agora um bloco de Jordan associado a um espago ciclico V), com valor préprio
A = a+iw que ndo é real (ou seja, com w # 0. Entao o operador complexificado também admite o
valor préprio conjugado A = a—iw, e o correspondente espaco ciclico V1. E claro que as dimensoes
de V) e V), sao iguais, pois se v is Ly-ciclico entao v é Ly-ciclico, e vice-versa. Procedendo como
no caso planar (i.e. usando um raciocinio andlogo ao utilizado na demontragao do teorema 12.9), é
entao facil verificar que o subespaco invariante V, @'V C C™ d4 origem a um subespaco invariante
real E ax C R™, de dimensao real igual a dimensao complexa de V, onde o operador é um bloco
do género (16.9). O


https://terrytao.wordpress.com/2007/10/12/the-jordan-normal-form-and-the-euclidean-algorithm/

16 SISTEMAS LINEARES 172

Fatorizacao de operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes. De
acordo com o teorema de Picard-Lindelof 2.2, o espaco das solugoes da EDO linear homogénea
com coeficientes constantes de ordem n

2™ a2 4 agd + ard + agz = 0 (16.10)

é um subespago linear H C C*°(R) de dimensao dim H = n do espago C*°(R) das fungoes 2 : R — C
infinitamente derivaveis. Pode ser caracterizado como sendo o ntcleo H = KerL do operador
diferencial com coeficientes constantes

L=0"4+a,_ 10" '+ +a0*+a10+ag.

E claro que a EDO (16.10) é equivalente a um sistema linear em R", e portanto pode ser estudada
com os métodos ilustrados até agora. No entanto, existe também uma outra possibilidade, que
revela o significado analitico dos blocos de Jordan.

As solugoes de (16.10) s@o combinagoes lineares (finitas) de “quase-polinémios”. De fato, a
conjetura x(t) = e** é uma solugao de (16.10) se z é uma raiz do polindmio caratéristico

P(2)i=2"4ap 12" '+ F a2 + a1z +ag.
Pelo teorema fundamental da dlgebra, o polinémio P(z) é um produto
Pz)=(z=A)"(z=X)™...(z = \)™

de fatores (z — A\;)™, onde os \; € C sdo as rafzes (em geral, complexas) do polindémio, e os
inteiros ng > 1 as respetivas multiplicidades algébricas. As multiplicidades algébricas satisfazem
ny+neg+---+ng=n.

A correspondéncia entre o polinémio P(z) e o operador L = P(0) é um isomorfismo entre
algebra dos polindémios em uma varidvel complexa e a algebra dos operadores diferenciais com
coeficientes constantes. Ou seja, combinacoes lineares de polinémios sao enviadas em combinagoes
lineares de operadores diferenciais, e ao produto pontual entre dois polinémios corresponde o
produto, i.e. a composicao, dos operadores diferenciais (que é comutativa quando os coeficientes
sdo constantes). Consequentemente, o operador L também fatoriza num produto

L=(0—A)"(0—A)"™ ... (0 A)™ .

Os operadores (0 — Ag)™, com Ag’s diferentes, comutam. Consequentemente, o nicleo de L
contém os nicleos de cada um dos fatores. O nucleo de (0 — Ag)™ é o espago de dimenséao ny, dos
quase-polinémios p(t)e*!, onde p(t) é um polinémio de grau deg(p) < ny. Portanto, a solugao
geral de (16.10) é uma sobreposi¢ao

w(t) =Y pu(t) M,
k

onde \; € C sao as raizes do polindmio carateristico, com multiplicidades algébricas ny, e os
pr. € CJ[t] sdo polindmios arbitrarios de grau deg(py) < n.

Se os coeficientes ay’s da equagao diferencial linear (16.10) sdo nimeros reais (como acontece
frequentemente na fisical), entdo o polinémio carateristico possui raizes reais ou pares de raizes
complexas conjugadas. E entdo possivel construir um espaco de dimensao real n de solugoes reais,
da forma seguinte.

A cada raiz real \y) € R com multiplicidade algébrica n; > 1 estd associado o espago de
dimensao real nj dos quase-polinémios reais que anulam o operador (9 — A;)™, ou seja, 0 espago
linear de dimensao real nj; dos quase-polinémios

p(t) e+t

com deg(p) < ng. o
A cada par de raizes complexas conjugadas A\ = ay, + iwg, e Ay, = ag — iwy € C (com wy > 0),
de multiplicidade algébrica ny, ou seja, a cada fator

(0= A)™ (0 = Xe)™ = (9= )? + )™
de L, esta associado o espaco linear de dimensao real 2n; dos quase-polinémios
p(t) e cos(wy) + q(t) e+ sin(wyt)
onde p, g € R[t] sdo polinémios reais de grau deg(p) < ny e deg(q) < ng.
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Verifique que o espago das solugdes de 9"z = 0 é o espago linear Pol.,, dos polinémios de
grau < n.

Verifique que o nucleo do operador linear Ly := 0 — A é o espaco linear de dimensao 1 gerado

pela funcao e,

Seja My o operador modulacdo, definido por (Myxz)(t) := e*x(t). Verifique que
O—A=M0M, "
(ou seja, M) realiza uma conjugagao entre os operadores 0 e d — \), e portanto
(D —=N)" =Mo" My~* .

Deduza que o niicleo da poténcia (9 — \)", com n > 1, é o espago linear (de dimensao n) dos
quase-polinémios p(t)e’ de grau deg(p) < n.

Determine a solugao geral das seguintes ODEs lineares
T —F—4dt+4r=0 T =x T2 4+2x=0 T 4+2i+1=0
[Ap69] Vol. 2, 6.9.

Espacos estavel, neutro e instdvel Seja L € End(R™) um campo linear, definido na base
candnica pela matriz real A. O fluxo do sistema linear

x = Ax

é dado por ®; = e 4. O comportamento assimptético do fluxo em cada subespaco invariante (ou,
com abuso de linguagem, cadeia de Jordan) E, ou E)\j descrito no teorema 16.4 depende da
parte real do valor préoprio A correspondente.

E possivel representar o espago de fases como soma direta de trés subespagos invariantes

R"=E-®E’°@a E"

onde o espago estdvel E~ é a soma direta das cadeias de Jordan com R(A) < 0, o espago instdvel
E* é a soma direta das cadeias de Jordan R()\) > 0, e finalmente o espaco neutro E° é a soma
direta das cadeias de Jordan com $(\) = 0.

Pocos e fontes. O sistema linear, ou, melhor, o ponto de equilibrio 0, é chamado po¢o (em
inglés, sink) se todos os valores préprios tém parte real negativa, i.e. R(\) < 0, assim que R” = E~.
Por exemplo, nodos e focos estaveis no plano sao pocos.

O sistema linear é chamado fonte (em inglés, source) se todos os valores préprios tém parte real
positiva, assim que R” = ET. Por exemplo, nodos e focos instdveis no plano sao fontes.

E claro que uma inversao da direcao do tempo transforma um pogo numa fonte e vice-versa pois
(e ¥)~1 = ¢ ~t4. O seguinte teorema diz que os pocos sdo os sistemas lineares cujas trajetérias
decaem exponencialmente quando t — oo.

Teorema 16.5. O sistema linear x = Ax € um pogo sse satisfaz uma das sequintes condi¢oes
equivalentes:

i) todos os valores proprios de A tém parte real negativa,

ii) todas as solugdes decaem etAv — 0 quando t — oo,

i11) existe um expoente a > 0 e uma constante C tais que para todos os v € R™

||etA v|<Ce v se t>0 . (16.11)
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Demonstragio. E ébvio que ii) = ii). E também claro que ii) = i), pois se algum valor préprio
tem R(A) > 0, entdo é facil encontrar, na cadeia de Jordan correspondente, uma solugdo que nao
decai quando ¢ — oo. Para provar que i) = iii), comegamos por observar que iii) acontece em cada
cadeia de Jordan, pelo teorema 16.2. Mas se fixamos uma norma em cada subespago de uma soma
direta (por exemplo a restrigdo da norma euclidiana), entdo podemos definir uma norma no espago
total considerando o mdximo (ou a soma, ou a raiz quadrada da soma dos quadrados) entre as
normas das componentes dos vetores. Relativamente a esta norma temos claramente a desigualdade
(16.11) com algum expoente o > 0 estritamente inferior ao menor dos |R(A)|’s e alguma constante
C. Pela equivaléncia de todas as normas em R", a mesma desigualdade é verificada realativamente
a toda outra norma, com possivelmente uma constante C' diferente. O

Mudando a direcao do tempo, obtemos também uma caraterizacao das fontes. Todas as tra-
jetorias nao nulas de uma fonte divergem exponencialmente, ou seja, satisfazem

||etA v| >Ce v se t>0

)

para algum expoente § > 0, alguma constante C'.

Campos lineares hiperbdlicos. Um campo linear L é chamado hiperbdlico se o espetro da
sua complexificacao é disjunto do eixo imaginario, ou seja, se todos os valores préprios A, reais ou
complexos, tém parte real R(A) # 0. O espago de fases de um campo hiperbdlico é entdo uma

soma direta
R*=E-@®E"

apenas dos subespacos estavel e instavel.

E claro que pocos e fontes sao hiperbdlicos, mas o caso mais interessante é quando ambos os
espacos E* sdo nao vazios. Um argumento andlogo a prova do teorema 16.5 mostra a seguinte
caraterizacao de um campo hiperbdlico.

Teorema 16.6.  Seja A um campo hiperbolico em R™. O espago de fase é uma soma direta
R™ = E- ®ET dos supespacos invariantes estdvel e instdvel, e existem expoentes positivos a, f > 0
e uma constante C' tais que

lettv| < Ce ~ot|v| se veE™ e t>0

e *v| < Ce ~Pt||v|| se vEET ¢ t>0

O fluxo de um campo hiperbdlico contrai os vetores do espago estavel e dilata os vetores do
espaco instdavel. De fato, os espagos estdvel e instavel podem ser caraterizados como os conjuntos
dos vetores v satisfazendo et*v — 0 quando t — oo, respetivamente. Se os dois subespacos nao
sdo vazios, trajetérias genéricas e4v, que nao comecam em E- UE™, divergem quando t — +oo.

Os campos lineares hiperbdlicos sao o modelos paradigmaticos de uma grande classe de sistemas
dinamicos, tratada pela adrea da teoria moderna dos sistemas dinamicos chamada teoria hiperbdlica.
Uma introdugao classica é [HS74].
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Sistemas forcados. Um sistema linear nao homogéneo, ou forcado, é uma lei
x=Ax+f(t) (16.12)

para o vetor x(t) € R™, onde A € Mat,x, (R) e f(¢) € R™ é uma “forga” dependente do tempo.

As solucoes da equacio homogénea associada y = Ay sdo y(t) = e'4z, onde z é um vetor

constante. A conjetura x(t) = e!4 z(t) (obtida ao fazer “variar as constantes” da solucdo da
homogénea) é solugao de (16.12) sse

Aettz4 ez = Aetz+£(1),
e portanto sse z(t) é solucdo do sistema simples
z=e Af(t).

Pelo teorema fundamental do céalculo, aplicado a cada entrada da matriz,

z(t) = z(to) + /t e TAE(r) dr.

to

Sendo z(ty) = e ?4x(ty), a solucdo de (16.12) com condicdo inicial x(ty) = xq é

t
x(t) = elt—to)A X0 + / elt—m)A f(r)dr.

to

Mais uma vez, mais facil do que lembrar esta formula é 1til lembrar o método.

Oscilador forgado. A posicdo e o momento linear do oscilador harmonico forcado satisfazem o
sistema

q=p

p=—q+f(t)

onde f(t) é uma forga externa. O fluxo da parte homogénea, definida pela matriz anti-simétrica
A= (25§), ¢ uma rotacio
‘A cost sint
et = .
—sint cost

A solugao com condigéo inicial arbitréria ¢(0) = g e p(0) = po é portanto

()= (ot ) (o) [ (o 2620) (i ) e

Em particular, a solugao com condigao inicial nula admite a representacao integral

q(t) = /0 sin(t — 1) f(7)dr,

(isto é suficiente pois p(t) = ¢(t), de acordo com a primeira das equagdes). Assim, a resposta
do oscilador é uma “convolugdo” entre a forga f(t) e a “resposta impulsiva” sint. A teoria da
transformada de Laplace generaliza esta observagao.

Considere o sistema forcado
¢g=q+p
p=p+te

Determine a solugdo com condigéo inicial arbitraria ¢(0) = o e p(0) = po.

t

Considere o sistema forgado
¢=—q+p
p=-p+t

Determine a solu¢do com condicéo inicial arbitréria ¢(0) = go e p(0) = po.
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Osciladores acoplados e forgados. Considere um sistema de dois osciladores acoplados e
forgados, com lagrangiana

L=1(#2+22%) +Lw? (a7 +23) + Le (@ — 22)* + filar, ) + fo(wo,t).

onde 9f1/0x1 e Ofy/0xs sao as forgas externas que agem sobre o primeiro e o segundo oscilador,
respetivamente.
Um caso simples é uma forga constante, assim que f(zk,t) = xy f(t). Nas coordenadas (nao
ortonormadas) z; = (z1+x2)/2 e 2o = (x1 —22)/2 que diagonalizam a forma quadrética da energia
potencial em auséncia de forga externa, as equagoes de Euler-Lagrange assumem a forma

3 = —wiz +2£(t) e Zy=—wizy,

onde w1 = w e wy = Vw? + 2e. Portanto, a forga age sobre o centro de massa do sistema, de
coordenada z1, mas nao sobre a oscilagoes “internas” da coordenada zs.

Determine a solugdo geral (pode assumir que w = 1).
[Ap69] Vol. 2, 7.17.

Linear control theory.
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