06/05/2015 Complementos de Calculo e de Geometria Analitica

1° teste

o 0 ENGFIS
INOIIIE eiiiiiiiiiiiiii i iieieetateeereeeateneesecencensenscansensesssansansansens N ereiiiienenns O FIS

Instrugbes: responda nesta folha de enunciado e justifique as suas resposta, se
achar 14til, numa folha de exame.

1. (2 valores) Determine a solucao geral (ou seja, todas as solugoes) da equagéo diferencial linear
homogénea & + 42 + 5x =0 .
A solugao geral de & + 4% + bx =0 ¢

z(t) = ae~ 2 cos(t) + be ™2t sin(t) com a,beR.

2. (2 valores) Determine a solugao da equagao diferencial linear homogénea & + 44 + 5z = 0
com condigbes iniciais £(0) = 0 e ©(0) = 1.
A soluc@o com condigdes iniciais (0) =0 e £(0) =1 é

z(t) = e 2t sin(t) .

3. (2 valores) Determine uma (ou seja, apenas uma) solugao de & + 4 + bz = 25t + 2~ " .

Uma solugao é
x(t) =5t —4+et.

4. (2 valores) Determine uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem que admita as
solucoes x1(t) = e e wo(t) = e 3t

z1(t) e z2(t) sdo solugoes de
T +2¢—3x=0.

5. (2 valores) Seja 'V o espago linear das fungoes diferencidveis f: (0,1) > R, esejaT:V =V
o operador linear definido por g = Tf com g(z) = = f'(z) se © € (0,1). Todo A € R é
um valor préprio de T. Determine um vetor préprio (ou seja, uma fun¢do f(x) ndo nula)
correspondente ao valor proprio .

Um vetor préprio correspondente a A € R é
f(z) =2
pois
(Tf)(x) =z (@) = Azt = A f(2).

6. (2 wvalores) Dé um exemplo de uma transformacao linear ortogonal A : R? — R? e um exemplo
de uma transformacio linear unitéria B : C? — C2.

A(z,y) = (x,y) é ortogonal, e B(z,w) = (z,w) é unitéria.

7. (2 valores) Considere, no espaco euclidiano real R? munido do produto interno canénico, a
reflexdo R : R? — R? na reta y = 3z. Determine valores e vetores préprios de R.

Os valores préprios sdo 1 e —1, e vetores préprios sao vi = (1,3) e v_1 = (=3, 1), respetivamente.

8. (2 valores) Considere, no espaco euclidiano real R? munido do produto interno canénico, a
transformacgio 7 : R? — R? tal que Tv = 2v e Tw = —3w, onde v = (1/v/2,1/2) e
w = (—1/v/2, 1//2). Diga se o operador T é simétrico ou hemi-simétrico.

E simétrico, porque numa base ortonormada é representado pela matriz simétrica ((2] _03 )



9. (2 valores) Diagonalize, se possivel, a matriz complexa

0 —i
(10

ou seja, determine uma matriz diagonal A e uma matriz invertivel U tais que A = U1 AU.

(o 5) e v=(ie 0)

10. (2 wvalores) Determine quais das seguintes matrizes sdo hermiticas ou hemi-hermiticas:

=0 %) m=(h0)

A é hemi-hermitica e B é hermitica.
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. (2 valores) Identifique a matriz simétrica da forma quadratica
Q(.T, y) = 51’2 - 4$y + 2y2 )

determine os seus valores proprios e uma matriz ortogonal diagonalizadora.

A forma quadratica é definida pela matriz simétrica

=5 )= (o s)r

com valores préprios 1 e 6, e a matriz ortogonal diagonalizadora é

(s )

2. (2 valores) Identifique e esboce a cénica definida pela equacdo cartesiana

5(z— 1) —4(x—1)(y—2) +2(y—2)> -6 =0.

A equacao define a elipse

nas variaveis

3. (2 valores) Determine o méaximo e o minimo da fun¢ao f(z,y) = 52?2 — 4xy + 2y? na circun-
feréncia unitéria S = {22 + y* = 1} C R?,

O méximo é 6 = f(—2/+/5,1/4/5) e o minimo é 1 = £(1/4/5,2/V5).

4. (2 valores) Dé um exemplo, se existir, de uma matriz quadrada A tal que e”* seja ortogonal,
e calcule e,

A matriz nula A =0, com e4 = I.

5. (2 valores) Seja i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1) a base candnica do espago euclidiano
R3. Determine a matriz R € SO(3,R) que representa uma rotacio de um angulo 7/6 em

torno do eixo Rj.
sin(w/6) 0 cos(mw/6)
R = 0 1 0 .

cos(w/6) O sin(w/6)

6. (2 valores) Se as matrizes quadradas A, B € Mat,, «,,(R) s@o ortogonais, entao a soma A+ B
também ¢é ortogonal? Justifique.

Falso, por exemplo, I e —I sdo ortogonais, mas I 4+ (—1) = 0 ndo é ortogonal.

7. (2 valores) Calcule o exponencial e da matriz
5 =2
A= ( ° ) |

onde U é definida no exercicio 1.



8. (2 valores) Calcule o grupo a um parametro das matrizes G(t) = e'¥, com t € R, gerado pela

matriz
1 1
E= < 0 1 ) ’

9. (2 valores) Determine e esboce a solucao do sistema de EDOs

T= x+Yy
j= @

com condigao inicial z(0) = 2 e y(0) = 3.
z(t) \ _ F
(3 )= (:

onde
B 1 1 - P 0 1
r=(1 o) (0 )

com
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10. (2 valores) Determine a solugao geral da EDO linear homogénea

T —-2F-32=0.

x(t) =a+be ! + ce3? com a,b,ceR.



