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1. (2 valores) Determine a solucao geral (ou seja, todas as solugoes) da equagéo diferencial linear
homogénea & + 2z + 5x =0 .
A solucao geral de & + 2 + 5z =0 ¢

x(t) = ae” " cos(2t) + be “sin(2t), com a,b€eR.

2. (2 valores) Determine a solugao da equagao diferencial linear homogénea & + 24 + 5z = 0
com condigdes iniciais £(0) = 1 e ©(0) = 1.
A solugao com condigdes iniciais z(0) =1 e @(0) =1 é

x(t) = et (cos(2t) + sin(2t)) .

3. (2 valores) Determine uma (ou seja, apenas uma) solugao de & + x = sin(¢) .

Uma solugao é
x(t) = —Ltcos(t).

4. (2 valores) Determine uma equagdo diferencial ordindria de segunda ordem que admita as
solugoes x1(t) = et cos(t) e xa(t) = e ' sin(t).

x1 e x2 sao solugoes de

T+2cx+4+2x=0.

5. (2 wvalores) Determine todos os possiveis valores reais de A\ tais que a equacdo diferencial
linear homogénea f”(z) = Af(z), no intervalo z € [0, 7], admita solugdes f(x) néo trivias
(ou seja, diferentes da solugao nula f(x) = 0) satisfazendo as condigoes de fronteira f(0) =0
e f(r)=0.

Os valores possiveis sao ‘
A= —n? com n=1,2,3,....

6. (2 valores) Considere o espaco euclidiano complexo C™ munido do produto interno (z,2z’) =
z12] + -+ + zp2l,. Seja T : C* — C™ uma transformacao linear hermitica, ou seja, tal que
(Tz,2') = (z,T2') para todos os z,2z" € C". Mostre que (Tz,z) é real para todo o z € C™.

Pela simetria hermitica do produto interno, (T'z,z) = (z,Tz), mas, sendo T hermitica, (z,7z) = (Tz,z).

Portanto, (T'z,z) = (T'z, z), ou seja, (T'z,z) é real.

7. (2 walores) Considere o espaco euclidiano complexo C? munido do produto interno (z,z’) =
212} + 2225, Dé um exemplo de uma transformacio linear hermitica A : C?2 — C? e um
exemplo de uma transformacao linear hemi-hermitica B : C? — C2.

A(z) = z é hermitica, e B(z) = iz é anti-hermitica.

8. (2 wvalores) Considere o espago euclidiano real R? munido do produto interno canénico, e a
transformacdo linear T : R? — R? definida por T'(x,y) = (2x + 2y, 2 + 5y). Existe uma base
ortonormada de R? formada por vetores préprios de T'? Justifique.

Sim, porque T é um operador simétrico. Os valores préprios sao 1 e 6, e vetores préprios unitdrios sao
vi = (2,-1)/V5 e v = (1,2)/V/5, respetivamente.



9. (2 valores) Diagonalize, se possivel, a matriz real

2 2
ou seja, determine uma matriz diagonal A e uma matriz invertivel U tais que A = U1 AU.
E possivel escolher U ortogonal? Justifique.

E possivel escolher U ortogonal porque os vetores proprios formam uma base ortonormada.

10. (2 wvalores) Determine quais das seguintes matrizes sdo unitérias ou ortogonais:

(5 ) e (0d) ()

A é ortogonal, B é unitaria, C' ndo é nem ortogonal nem unitaria.
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1. (2 valores) Identifique a matriz simétrica da forma quadrética
Q(z,y) = 52° + 6zy + 5y,

determine os seus valores proprios e uma matriz ortogonal diagonalizadora.

A forma quadratica é definida pela matriz simétrica

, 5 3 . 8 0 1
s=(3 ) =u(3 9)o

com valores proprios 8 e 2, onde a matriz ortogonal diagonalizadora é

U — ( cos(m/4) —sin(w/4) >
4 sin(m/4) cos(m/4) :

2. (2 valores) Identifique e esboce a cénica definida pela equacdo cartesiana

5x2+6my+5y2—10\/5:1:—6\@;(]—1—2:0.

A equacao define a elipse

nas varidveis
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4. (2 valores) Determine uma matriz C' € SO(2,R) tal que

o [ cos(m/2) —sin(m/2)
"= ( sin(/2)  cos(m/2) ) :

C— ( cos(m/4) —sin(w/4) >
sin(w/4)  cos(w/4) ’

5. (2 valores) Seja i, j, k a base canénica do espaco euclidiano R3. Determine a matriz R €
SO(3,R) de uma rotacao de um angulo 7/2 em torno do eixo Rk.

cos(m/2) —sin(w/2) 0O
R = sin(w/2)  cos(w/2) 0O .
0 0 1



6. (2 valores) Se uma matriz quadrada M € Mat, «,(R) é diagonalizdvel, entdo o exponencial
eM também é diagonalizdvel? Justifique.

Sim, se M = U~'AU com A diagonal e U € GL(n,R), entao eM = U~1erU, e e é diagonal.

7. (2 valores) Calcule o exponencial e” da matriz

8. (2 walores) Calcule o grupo a um parametro das matrizes G(t) = ‘¥ gerado pela matriz
-2 1
E= ( 2 > |

4B _ -2t ( cos(t)  sin(t)
e =e 79]1([) (‘OS([) .

9. (2 valores) Determine e esboce a solucao do sistema de EDOs

rT= —2x+y
y= —r—-2

com condigao inicial 2(0) =0 e y(0) = 1.

10. (2 walores) Determine a solugao geral da EDO linear homogénea

TH+28+2=0.

z(t)=a+ (b+ct)e? com a,b,c,€R.



