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CONTEUDO 3

Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B é a interse¢cao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reuniao dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Nuameros. N:={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais. Z := {0, £1,4+2,£3,...}
denota o anel dos numeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, ¢ # 0} denota o corpo dos nimeros
racionais. R e C séo os corpos dos nimeors reais e complexos, respetivamente.

Fungoes. Uma funcio f: X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X X Y tal que para cada x € X existe um unico y := f(z) € Y, dito
imagem de x, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio sao claros, uma func¢ao pode
ser denotada apenas por x — f(x), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de z. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) :={f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da funcao f : X — Y é o conjunto f(X) := {f(x) com z €
X} CY dos valores da fungao. O grdfico da funcdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :={(z,y) e X xY t.q. y=f(x)} C X xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcdo identidade Ix : X — X é
definida por Ix(x) = x, e o seu gréfico é a diagonal {(z,z) com z € X} C X x X.

A restricdo da funcéo f: X — Y ao subconjunto A C X é a fungdo f|, : A — Y definida por
f1a (@) i= f(a).

A composi¢ao das fungoes f: X - Y eg: f(X)CY — Z éafungdo go f : X — Z definida
por (go f)(x) := g(f(x)), ou seja,

vy = f(r) = z=9g(y) =9(f(z))

Uma fungéo f: X — Y é injetiva se x # 2’ implica f(x) # f(2'), e portato a imagem f(X) é
uma “cépia”’ de X. Uma funcdo f: X — Y é sobrejetiva se todo y € Y é imagem y = f(x) de
algum = € X, ou seja, se Y = f(X). Uma fungdo f : X — Y é bijetiva/invertivel se é injetiva
e sobrejetiva, e portanto admite uma funcio inversa f~':Y — X, que verifica f~1(f(z)) =z e
f(f~Y(y)) =y paratodososr € X ey €Y.

Espacgo euclidiano. R"™ denota o espago Euclidiano de dimensao n. Fixada a base candnica

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...), ..., e, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
X = (21,%2,...,%y) ;= T1€] + To€2 + -+ + Tpe€y
de coordenadas z; € R, com i = 1,2,...,n. Os pontos e as relativas coordenadas no plano

Fuclidiano ou no espago Euclidiano 3-dimensional sao também denotados, conforme a tradigao,
porr = (z,y) € R2our = (z,y,2) € R3.
O produto interno Euclidiano (-,-) : R™ x R™ — R é definido por

Xy =X1Y1 +22y2 + -+ TpYn -

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* := Homg(R",R)
e o préprio R™: o valor da forma linear £ € (R™)* ~ R"™ no vetor x € R" é ({,x) =€ - x.

A norma Euclidiana do vetor x € R™ é ||x|| := v/x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
X,y € R” é definida pelo teorema de Pitagoras

dx,y) = x =yl = V(@1 =)+ + (20— yn)?.

A bola aberta de centro a € R™ e raio r > 0 é o conjunto B,.(a) := {x € R"s.t. |[x —al <r}. Um
subconjunto A C R™ é aberto em R"™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com ¢ > (0 suficientemente pequeno.
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Caminhos. Se ¢ — x(t) = (z1(t), z2(t),...,z,(t)) € R” é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferencidvel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espago Euclidiano R"™, entao as suas derivadas sao denotadas por

dx . d?x w d3x
= — X = — =
dt’ dt?”’ dt3”’
Em particular, a primeira derivada v(t) := x(¢) é dita “velocidade”, e a sua norma v(t) := ||v(t)||

é dita “velocidade escalar”. A segunda derivada a(t) := %(¢) é dita “aceleragao”.

Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R™ — R definida num dominio X C R"™.
Um campo vetorial é uma fungio F : X C R® — RF, F(x) = (F1(x), Fa(x), ..., Fx(x)), cujas
coordenadas F;(x) sdo k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X ¢ R® — R* no ponto x € X é a aplicacdo linear
dF(x) : R® — R* tal que
F(x +v) = F(z) + dF(x) - v + o(|v])

para todos os vetores v € R™ de norma ||v|| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana (JacF)(x) := (0F;/0xj(x)) € Matyyx,(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar v : X C R” — R no ponto x € X ¢é a forma linear du(x) : R — R,

ou ou ou
du(x) .= —(x)dz —(x)dx oo+ —(x)dx
() i= - () dis + 5 (x) oy -+ ()
(onde dzy, o diferencial da fungdo coordenada x — x, é a forma linear que envia o vector v =
(v1,v2,...,v,) € R em day - v := vg). A derivada do campo escalar diferencidvel u: X C R” — R
na diregdo do vetor v € R™ (aplicado) no ponto x € X C R", é igual, pela regra da cadeia, a

(£vu)(x) := %u(x—i—tv) . =du(x)-v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel v : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R® — R"
tal que
du(x) - v = (Vu(x), v)

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Equacgoes diferenciais ordinarias
[Ap69], vol 1, chap. 8.

1. (particula livre) A trajetéria t +— r(t) = (x(t),y(t),2(t)) € R® de uma particula livre de
massa m > 0 num referencial inercial é modelada pela equagdo de Newton

s (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=20, (1)
onde v(t) := r(t) denota a velocidade e a(t) := ©(t) denota a acelerag¢io da particula. Em
particular, o momento linear p := mv é uma constante do movimento, de acordo com o
principio de inércia de Galileo! ou a primeira lei de Newton?. As solucoes da equacio de
Newton (1) da particula livre, ou seja as trajetérias com aceleragao nula, sdo as retas afins

r(t) =s+vt,
onde s = r(0) € R? é a posicio inicial e v = 1(0) € R? é a velocidade (inicial).
e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ¢ty = 0, pela posicao

r(0) = (3,2,1) com velocidade £(0) = (1,2, 3).

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicao r(0) = (0,1,2)
no instante ¢y = 0 e pela posigdo r(2) = (3,4,5) no instante t; = 2. Calcule a sua
“velocidade escalar”, ou seja, a norma v := ||v]|.

2. (queda livre) A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mg = —mg (2)

onde ¢(t) € R denota a altura da particula no instante ¢, m > 0 é a massa da particula, e
g ~ 980 cm/s? é a aceleracdo da gravidade préximo da superficie terrestre. As solucoes da
equacao de Newton (2) da queda livre sdo as pardbolas

q(t) = s+ vot — %th ,
onde s = ¢(0) € R é a altura inicial e vy = ¢(0) € R é a velocidade inicial.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,
com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o
tempo necessario para a pedra atingir o chao.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. O exponencial (real) é a fungao exp : R — R, ¢t — exp(t) = et, definida pela
série de poténcias
n 2 3 4
eti=Y L =14t+ L+ Ly (3)

que converge uniformemente em cada intervalo limitado da reta real.

L« il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, cio¢ perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623.]

2 “Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
1687.]
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Gréfico do exponencial.

E imediato verificar que ¢ = 1, e que e't$ = efe® para todos os t,s € R (ou seja, exp
define um homomorfismo do grupo aditivo R no grupo multiplicativo Rj_ dos nimeros reais
positivos). Em particular, e’ # 0 para todos os t € R, e e~! = (ef) L.

A derivada do exponencial é o préprio exponencial, ou seja, o exponencial z(t) = e’ satisfaz
a equagao diferencial
T=cx. (4)

A fungao z(t) = zge’, com xo constante, é a tinica solugao de (4) com condigio inicial
x(0) = =z (i.e. tal que o seu valor quando ¢t = 0 ¢é xp). De facto, se y(t) é uma solucdo
de y = y com condicao inicial y(0) = z, entao o quociente q(t) = y(t)/e’ tem derivada
g=(y— y)et = 0, e portanto é constante e igual ao seu valor em t = 0, que é zg.

o

Em geral, a funcio z(t) = e*, com A\ € R, tem derivada & = Az. Portanto z(t) = zoe** é a

Unica solucao da equacao diferencial

T =z
com condigdo inicial z(0) = xo.
4. Uma equagao diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem (resolivel para a derivada) é uma lei
X =v(t,x) (5)

para a trajetéria t — x(t) de um sistema com espaco de fases X C R™, onde x(t) € X denota
o estado do sistema no instante t € T C R, x := fli—’t‘ denota a derivada do observavel/is x em
ordem ao tempo t, e v:T x X — R"™ é um campo de dire¢oes dado.

Uma solugdo (local) da EDO (5) é um caminho diferencidvel ¢ — x(t) cuja velocidade satisfaz
x(t) = v(t,x(t)) para cada tempo ¢t num intervalo I C T', ou seja, uma fungao x : I — X cujo
grafico I' := {(¢,x(t)) € I x X com t € I}, dito curva integral de (5), é tangente ao campo
de diregoes v(t,x) em cada ponto (t,x(t)) € I'. Uma solugao definida para todos os tempos
t € R é dita solugdo global. Uma solucao da EDO (5) com condigao inicial x(tg) = xp € X,
ou solugao do “problema de Cauchy”, é uma solucao definida numa vizinhanga de tg € T
cujo grafico contém o ponto (tg,xp) € T x X.

Campo de diregdes e uma solugdo de & = sin(z)(1 — t2).

O teorema de Peano ® * afirma que, se o campo v(t,x) é continuo, entdo existem sempre
solugoes locais, i.e. definidas em vizinhangas suficientemente pequenas do tempo inicial,

3G. Peano, Sull’integrabilita delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. Sci. Torino 21 (1886),
677-685.

4@. Peano, Demonstration de Iintégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen 37
(1890) 182-228.
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do problema de Cauchy. O teorema de Picard-Lindeldf ° afirma que, se o campo v(t,x) é
continuo e localmente Lipschitziano © (por exemplo, diferencidvel de classe C!) na varidvel
x, entdo para cada ponto (tg,xg) € T x X passa uma tnica solugdo com condic¢do inicial
X(to) = Xo-

e Esboce o campo de diregdes das EDOs
T=t T=-x+t & = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

e A fungdo z(t) = t3 é solucdo da equacio diferencial # = 32%/% com condigdo inicial
2(0) =07 E afuncdo z(t) =07
e Determine uma EDO de primeira ordem que admita como solu¢io a Gaussiana o(t) =
—t2/2
e .

5. A EDO de ordem n > 2 (resolivel para a n-ésima
derivada)

y(n) = F <t7 y’ y’ jj? R y(n71)>
para o observével y(t) € R é equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem
x = v (t,x)

para o observédvel x = (x1, za, ..., x,) € R™ definido por

1=y To =1 T3 =7 Ty = y(”fl) ,

onde o campo de diregoes é v(t,x) := (T2, ..., Tn-1, F (£, 21,2, ..., Tp)).

e Determine os sistemas de ODEs de ordem 1 que traduzem as seguintes ODEs de ordem
>1
¥=-x i+2=0 i+z4+z=0
r=t—ux i+zr+x=0 T =z
e Determine uma EDO de segunda ordem que admita como solugao a Gaussiana ¢(t) =
—t2/2
e .

6. (solugoes de Chandrasekhar da equagao de Lane-Emden) Um modelo do perfil de equilibrio
hidrostatico de uma estrela é a equacdo de Lane-Emden

1d do
e () =6, (6)
£2dg \" d¢

onde £ > 0 é uma “distdncia adimensional” do centro da estrela, 6(£) é proporcional &
densidade, e p é um parametro que depende da equacio de estado P = Kp'*/? do gis que

forma a estrela. O problema fisico é determinare a solu¢ao com condi¢oes iniciais (0) =1 e
df/d&(0) = 0, e o menor zero de 6(£) com £ > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.

e Verifique que

) .
Q) =1-2€, 0O=-"72 e 0)=———

sdo solugoes da equacgao de Lane-Emden (6) quando p = 0, 1 e 5, respetivamente .

5M. E. Lindelsf, Sur 'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.

6A funcéo f: U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R™ se

IL>0 taq. lf@) = fWI<L-flz—yll Va,yeU.

7Subrahmanyan Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, 1958.
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7. Um campo de vetores v : X — R™ no espago de fases
X C R"™ define uma equacao diferencial ordindria autdnoma (que nao depende explicitamente
do tempo, como todas as leis fundamentais da fisica)

x=v(x). (7)
As imagens x(I) = {x(t) com ¢t € I} C X das solugoes/trajetérias x : I — X no espago de
fases sdo ditas drbitas, ou curvas de fases, do sistema auténomo.

Se X € X é um ponto singular do campo de vetores, i.e. um ponto onde v(X) = 0, entdo o
caminho constante x(¢) = X para todos os tempos ¢t € R é uma solu¢do da EDO auténoma
(7), dita solugao de equilibrio, ou estaciondria.

Campo de vetores e uma curva de fases do péndulo com atrito,
q=p, p=—sin(q) — p/2.

e Esboce o campo de diregoes e o campo de vetores das EDOs auténomas
T=-z t=xz-—1 z=uz(l —x)

t=(x—1)(z—2)(x—3) i =(z—1)*(z —2)?

{(i:p {d=2q {fi:q—p
p=-q p=-p/2 pP=p—q

determine as solugoes de equilibrio, e conjeture sobre o comportamento qualitativo das
(outras) solugoes.

8. Seja v : X C R” — R™ um campo de vetores definido
num dominio X C R" (ou numa variedade diferencidvel). Se por cada ponto xo € X do espago
de fases passa uma e uma unica solucao global (i.e. definida para todos os tempos) ¢ : R —
X, t = @(t), com condigao inicial ¢(0) = xg, entdo o campo de vetores é dito completo.
Um campo completo define/gera portanto um fluzo de fases, um grupo de transformagoes
®, =e'vV: X = X, comt€R, tais que

(I)toq)s:q)t+s e q)():ldX vt78,€]R.

O ponto ®4(x¢) é o estado (t) no tempo ¢t da solugdo que passa por Xg no instante 0.
Vice-versa, um fluxo de fases diferenciavel define um campo de vetores

v(x) := lim Pi(x) —x ,
t—0

dito “gerador infinitesimal” do grupo de transformagoes. As curvast — P;(x() sdo as solugoes
de X = v(x) com condigao inicial x(0) = xg.

e Determine os campos de vetores que geram os seguintes fluxos no plano R?
©y(x,y) = (M, ey)
Dy (z,y) = (cos(t) x — sin(t) y, sin(t) x + cos(t) y)
Py (z,y) = (x+ty, y)
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2 Integracao numérica e simulacoes
1. Considere o problema de simular as solugdes da EDO
& =v(t,x) (8)
O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear
x(t+dt) ~z(t) + v(t,z) - dt,
dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solu¢do x(t,), nos tempos t, =

to + n - dt, com condigdo inicial z(ty) = o é estimada pela sucessdo (zp)nen, definida
recursivamente por

’$n+1 =x, + v(tn,Ty) - dt. ‘

Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximagao de z(t), dado
LL‘(t()) =X, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

3

e Considere a equagao diferencial
=z

com condigao inicial z(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ¢ e o tempo final é t = ne
com n € N, entao o método de Euler fornece a aproximacao

2(t) ~x, = (1+¢)"

onde n = t/e é o nimero de passos. Deduza que, no limite quando o passo € — 0, as
aproximagoes convergem para a solucao z(t) = et, pois

e—0 n—o00

t n
lim (14 )¢ = lim <1+> =e'.
n

e Simule a solu¢ao da EDO & = (1 — 2t) x com condigao inicial 2(0) = 1. Compare o
resultado com o valor exacto z(t) = et~*’
0.001, 0.0001 ..

e Aproxime, usando o método de Euler, a solu¢do do oscilador harménico

{Q=p
p=—q

com condigao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto
q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

, usando passos diferentes, por exemplo 0.01,

2. (a priori bounds for the finite-difference method) It is important to have some control on the
difference between the true solution z(t) of a autonomous ODE

& =v(x)

and the conjecture x,, obtained with the finite-difference method with time-step 7 > 0, hence
t = n7 (thus, n is the number of steps). A crude bound is (see [?], page 544)

2(t) —z,| <LCT (1)


http://www.cplusplus.com/
http://www.java.com/en/
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where

ov
%(93)

C = sup |v(x)] and L :=sup
€N zeQ

(C is the maximal speed, and L is the Lipschitz constant of the velocity field) and Q C R is
a convex region where we know “a priori” the solution is confined to. Observe that for small
times ¢t < 1/L, the error is |z(t) — z,| &~ 1CL7?n.

3. O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solugao de
& =v(t,x) com condigdo inicial  z(tg) = xo

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(to + n - dt) com a sucessao (x,) definida
recursivamente por

Tng1 = Tp + L (k1 + 2ko + 2ks + k)

onde t, = tg + n - dt, e os coeficientes k1, ko, k3 e k4 sdo definidos recursivamente por

k1 = v(tn, xn) ko= (tn + %’xn 4 % ] kl)

k)gzv(tn-i-%,xn—i-%'k‘g) k4:1}(tn+dt,$n+dt~]{i3)

e Implemente um codigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.

4. (simulacoes com software proprietario) Existem software proprietrios que permitem resol-
ver analiticamente, quando possivel, ou fazer simulagoes numéricas de equacoes diferenciais
ordinarias e parciais. Por exemplo, a fungao ode45 do MATLAB, ou a fungao NDSolve do
Mathematica, calculam solugdes aproximadas de EDOs & = v(¢,x) utilizando variagoes do
método de Runge-Kutta.

e Verifique se os PC do seu Departamento/da sua Universidade tém accesso a um dos
software proprietarios MATLAB ou Mathematica.
e Em caso afirmativo, aprenda a usar as fungoes ode45 ou NDSolve.
Por exemplo, o péndulo com atrito pode ser simulado, no Mathematica, usando as
instrucoes
s = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == -Sin[x[t]] - 0.7 y[t],
x[0] == y[0] == 1}, {x, y}, {t, 20}]
ParametricPlot [Evaluate [{x[t], y[t]} /. s], {t, 0, 20}]

O resultado é



http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/
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3

Teoremas de existéncia e unicidade

. (iteragoes de Picard) Uma fungao diferenciavel ¢ — ¢(t), definida num intervalo I C R e com

valores num dominio X C R"™, é solugdo da equagdo diferencial & = v(t,x) com condigéo
inicial ¢(tg) = o se e s6 se

w®=%+lv@MW%7

ou seja, se (t) é um ponto fixo do mapa de Picard P : C(I,X) — C(I,X), que envia uma
funcao ¢(t) na fungao

(Pg) (t) == z0 + ftto v (s, P(s))ds.

Se a sucessdo de fungdes ¢, Po, P?¢p := P (Pg) , ..., P"¢ := P (P"'¢), ..., obtidas
iterando o mapa de Picard a partir de uma funcao inicial ¢, é convergente (numa topologia
apropriada definida num subespaco C C C(I, X) := {¢: I = X continua} tal que P: C — C
seja continua), entdo o limite x(t) = lim, o (P"®) (t) é um ponto fixo do mapa de Picard,
e portanto uma solugdo da equagdo diferencial & = wv(t,z) com a condigdo inicial dada
x(to) = wo.

e Se o campo de velocidades apenas depende do tempo, ou seja o problema é a EDO
simples & = v(t), entdo o mapa de Picard envia toda fungao inicial ¢(¢) na solucao

t
(P) (t) = w0 + / v (s)ds
to
com z(tg) = xo.
e Suppose you want to solve & = x with initial condition x(0) = 1. You start with the
guess ¢(t) = 1, and then compute

2 2 t3

POO=1+t (PO O=1+1+5  (Po))=1+1+5+5

Hence the sequence converges (uniformly on bounded intervals) to the Taylor series of
the exponential function
t2 tn
PO) () =1+t+ 5+ 4~ = e,

which is the solution we already knew.

2. (contragoes e teorema de ponto fixo de Banach) Seja (X, d) um espa¢o métrico. Uma trans-

formagao f: X — X é uma contra¢ao (ou A-contragio se é importante lembrar o valor de
A) se é Lipschitz e tem constante de Lipschitz A < 1, ou seja, se existe 0 < A < 1 tal que
para todos z,2' € X

d(f(x), (") < A-d(z,2").

As trajetdrias da transformacao f : X — X sdo as sucessoes () definidas recursivamente
por x,+1 = f(z,), se n > 0, a partir de uma condi¢ao inicial xg € X. Os pontos fixos de f
s@o os pontos p € X tas que f(p) = p.

O principio das contragées (a.k.a. teorema de ponto fizro de Banach) afirma que “todas as tra-
jetorias de uma contracao f : X — X sao sucesssoes de Cauchy, e a distancia entre cada duas
trajetérias diminue exponencialmente no tempo. Em particular, se X é completo, entao f
admite um dnico ponto fixo p, e a trajetéria de todo ponto z € X converge exponencialmente
para o ponto fixo, i.e. f™(z) = p quando n — o0”.

De fato, seja f : X — X uma A-contracgdo. Seja xo € X um ponto arbitrario, e seja (z,) a
sua trajetéria, ou seja, a sucessdo definida recursivamente por ,+1 = f(z,). Usando k-vezes
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a contratividade ve-se que d (2541, 2) < d(z1,70) - A\¥, e portanto que

k-1 k-1
@ik, n) < A(@nij41,Tnsg) < d(ar,mo) - Y A
=0 =0
< d(xl,xo) )\niAJ < A ~d(£L'1,£L'0).
= 2N ST

Em particular, (z,) é uma sucessdo de Cauchy. O limite p = lim, 0 T,, que existe se X
é completo, é um ponto fixo de f, porque f é continua. Se p e p’ sdo pontos fixos, entao
d(p,p') = d(f(p), F(p') < Ad(p,p') com A < 1 implica que d(p,p) = 0, 0 que mostra que o
ponto fixo é tnico. Usando a contratividade também ve-se que d(x,,p) < A" - d(zo,p), ou
seja que a convergéncia x,, — p é exponencial. O

e Utilize o teorema do valor médio para mostrar que uma fungao f : R™ — R"™ de classe
C! é uma contragao sse existe A < 1 tal que |f’(z)] < A para todo x € R".

e Mostre que uma transformacao f : X — X tal que

d(f(x), f(2")) < d(z,2')

para todos x,z’ € X distintos pode nao ter pontos fixos, mesmo se o espago métrico X
for completo.

3. (teorema de Picard-Lindel6f®.) Seja v(t, ) um campo de velocidades continuo definido num
dominio D do espago de fases extendido R x X. Se v é localmente Lipschitziana (por exemplo,
diferencidvel com continuidade) com respeito a segunda varidvel x € X C R"™, entdo existe
uma e uma unica solugao local da equagao diferencial & = v(¢,x) que passa por cada ponto
(to, xo) eD.

Indeed, choose a sufficiently small rectangular neighborhood I x B = [ty — €,t9 + ¢] x Bs (20)
around (to, o), where B = Bj (x¢) denotes the closed ball with center xy and radius ¢ in
X. There follows from continuity of v that there exists K such that |v(t,z)| < K for any
(t,z) € I x B. There follows from the local Lipschitz condition for v that there exists M such
that |v(t,x) — v(t,y)| < M|z — y| for any ¢t € I and any z,y € B. Now restrict, if needed,
the (radius of the) interval I in such a way to get both the inequalities Ke < § and Me < 1.
Let C = C°(I, B) be the space of continuous functions t — ¢(t) sending I into B. Equipped
with the sup norm ¢ — ¢|leo := sup,c; [¢(t) — (t)| this is a complete space. One verifies
that the Picard’s map sends C into C, since

| (Po) () — o] < / v (s, 6(s)) | ds < Ke < 6.

Finally, given two functions ¢, ¢ € C, one sees that

[ (Po) () — (Py) ()] < /t [v(s,¢(s)) —v (s, () [ds < Me - sup [¢(t) — @(t)],

tel

hence ||Pp — Py|loc < Me-||¢p — ¢|loo- Since X := Me < 1, this proves that the Picard’s map
is a contraction and the Banach fixed point theorem allows to conclude. O

4. (lema de Gromwall?) Let ¢(t) and 1(¢) be two non-negative real valued functions defined in
the interval [a, b], and assume that

o(t) <K + / P(s)(s) ds

8M. E. Lindelsf, Sur I'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.

9T H. Gronwall, Note on the derivative with respect to a parameter of the solutions of a system of differential
equations, Ann. of Math 20 (1919), 292-296.
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for any a < t < b and some constant K > 0. Then

B(t) < Kelaw(s)ds

First, assume that K > 0. Define ®(t) := K—&—f; ¥(s)@(s) ds and observe that ®(a) = K > 0,
hence ®(t) > 0 for all a <t < b. The logarithmic derivative is

d t
P (t)

where we used the hypothesis ¢(t) < ®(t). Integrating the inequality we get, for a <t < b,

t
log ®(t) < ®(a) —|—/ P(s)ds.
Exponentiation gives the result, since
B(t) < B(t) < K - efa ¥ s

The case K = 0 follows taking the limit of the above inequalities along a sequence of K,, > 0
decreasing to zero. O

5. (dependence on initial data and parameters)
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4 EDOs simples e auténomas na reta

1. O teorema (fundamental do cdlculo) de Newton e Leibniz'”

afirma que a derivada do integral indefinido F(t) := fat f(s)ds de uma fungao continua f(t)
existe e é igual a F’(t) = f(t). Portanto, se v(¢t) é um campo de diregdes continuo definido
num intervalo de tempos T' C R, a solucao da EDO

i =u(t) 9)

com condigdo inicial z(tg) = g é determinada por meio de uma integragéo, ou seja,

T =wv(t), xz(to) = zo = x(t) = xo + ftto v(s)ds

(donde a tradigdo de dizer “integrar” uma equagao diferencial em vez de “resolver”). Se x(t)
é solugao de (9) entao também z(t) + ¢ é solugdo, para todos os ¢ € R.

e Integre (ou seja, determine a solugdo geral) as seguintes EDOs, definidas em oportunos
intervalos de tempo

T=2—-t+3t>+5° d=et d=cos(3t) d=1/t
e Determine z(t) sabendo que
t=e e 2(0)=6
T=sin(t) e x(m)=0

2. (foguetao) Se um foguetao de massa m(t) no espaco vazio (ou seja, sem forgas gravitacionais!)
expulsa combustivel a uma velocidade relativa constante —V e a uma taxa constante m = —a,
entao a sua trajetéria num referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

ﬁ(mv):a(V—v), ou seja , mv+mo=aV —av.
e Resolva a EDO m = —a para a massa do foguetdo, com massa inicial m(0) = my, e

substitua o resultado na equagao de Newton, obtendo

. aV
V= —-
mo — at
(desde que 0 <t < mg/w).
e Calcule a trajetéria do foguetao com velocidade inicial v(0) = vy e posicao inicial ¢(0) =
0, valida para tempos t inferiores ao tempo necessario para acabar o combustivel.

3. Um campo de vetores v : X — R, definido
num intervalo X C R, define uma EDO autonoma

T =wv(x). (10)

Se xy é um ponto singular de v(z), i.e. um ponto onde v(zg) = 0, entdo a trajetdria
constante x(t) = xy para todos os tempos ¢t € R é uma solucao estaciondria, ou de equilibrio,
da equagao diferencial (10). Se zp é um ponto nao singular do campo continuo v(z), i.e.
se v(zg) # 0, entdo uma solugao local de (10) com condicao inicial x(t9) = x¢ pode ser

10A solugdo do anagrama,
6accdael3eff7i319ndo4qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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determinanda “separando as varidveis”, ou seja, fazendo U‘ég) = dt e integrando os dois
membros, f% = [dt. Ou seja,
. x(t) = xo se v(xg) =0
Tz =v(x), x(ty) = = d
(z), z(to) 0 {f;ov(g)—tto se v(zg) #0

Se o campo v(z) é diferencidvel, estas solugoes sdo unicas.

Indeed, assume that the velocity field v is continuous and let J = (x_, x4 ) be the maximal
interval containing xy where v is different from zero. Define a function H : R x J — R as

H(t,z)_t—to—/mv‘fz).

If t — (t) is a solution of the Cauchy problem, then computation shows that % H (t,¢(t)) =
0 for any time ¢t. There follows that H is constant along the solutions of the Cauchy problem.
Since H(tg,z9) = 0, we conclude that the graph of any solution belongs to the level set
Y ={(t,z) e R x J s.t. H(t,z) = 0}. Now observe that H is continuously differentiable and
that its differential dH = dt 4+ dx/v(x) is never zero. Indeed, both partial derivatives 0H /0t
and OH /Jx are always different from zero). Hence we can apply the implicit function theorem
and conclude that the level set X is, in some neighborhood I x J of (tg,x¢), the graph of
a unique differentiable function = — t(z), as well as the graph of a unique differentiable
function ¢ — xz(t), the inverse of ¢, which solves the Cauchy problem: just compute the
derivative (using the inverse function theorem), i(t) = 1/ (4 (x(t))) = v(z), and check the
initial condition. Observe that the function t(x) —to has then the interpretation of the “time
needed to go from g to z”. O

Se x(t) é solugao de (10), entdo também z(t — ¢) é solugdo, para todos os ¢ € R (a fisica
modelada por uma EDO auténoma é invariante para translagoes no tempo).

e Considere as seguintes EDOs auténomas

i=-3cx d=zxz-1 i=2° i=+Z

t=(x—1)(zx—-2) z=e" t=(x—1)(z—2)(x—3)

definidas em intervalos convenientes. Encontre, caso existam, as solugoes estacionarias.
Desenhe os respectivos campos de vetores e conjeture sobre o comportamento das
solugoes. Integre, quando possivel, as equagoes e calcule solugoes. Determine, quando
possivel, umas férmulas para a solugao do problema de Cauchy comcondicao inicial
x(0) = zg e esboce a representagio gréfica de algumas das solugoes encontradas.

4. (decaimento radioativo) A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional & quanti-
dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer
que a quantidade N (t) de matéria radioativa existente no instante ¢ satisfaz a lei

N = —§N, (11)

onde o parametro 1/ > 0 é a “vida média” dos niicleos'!. A solugao de (11) com condigao
inicial N(0) = Ng >0 ¢
N(t) = Nge Pt

e “decai” para o equilibrio N = 0 quando ¢ — co.

1O tempo de vida de cada nicleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei Prob(X <
)=1—ePtset>0,e0set<0,emédia EX := fooo tdProb(X < t) =1/B. A equagdo diferencial, quando a
quantidade N de nucleos é grande, é uma consequéncia da lei dos grandes ntmeros.
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e O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo T necessario até a quan-
tidade de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial (ou seja, N (1) = £N(0)).
Mostre que o tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0), e determine

a relacao entre o tempo de meia-vida 7 e o parametro .

e O radiocarbono *C tem vida média 1/8 ~ 8033 anos. Mostre como datar um fdssil,
assumindo que a proporcao de radiocarbono num ser vivente é conhecida'?.

e Se a radiacao solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
a > 0, entdo a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei (decaimento com

reposi¢io) )

N =—-0N +«. (12)
A solucio de equilibrio de (12) é N = a/f. A diferenga x(t) := N(t) — N satisfaz a
equagdo diferencial & = —fx (ou seja, a (11)), e portanto a solugdo de (12) é

N(t) = (N(0) = N)e P+ N.

Observe que N(t) — N quando ¢t — oo, independentemente da condigio inicial N(0)
(por exemplo no instante da creagao do Universo!).

5. (atrito e tempo de relaxamento) O atrito pode ser modelado como sendo uma forga propor-
cional e contriria & velocidade. Portanto, a equagdo de Newton (em dimensdo 1) de uma
particula livre de massa m em presenca de atrito é

mg = —vq
onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”.

e Mostre que a velocidade v := ¢ satisfaz

. 1
V=—=0
T

onde 7 = m/y > 0 é um “tempo de relaxamento”. Resolva a equagdo dada uma
velocidade inicial v(0) = vy > 0. Deduza a trajectéria g(t) com posicao inicial ¢(0) = 0.

e Mostre que a energia cinética T := %mqﬂ da particula satisfaz
727,
T
e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2.
6. (paraquedista) Um modelo da queda de um paraquedista é
mo = —av? —mg,

onde v(t) := ¢(t), q(t) € R é a altura no instante ¢, m > 0 é a massa, g ~ 9.80 m/s? é
a aceleragdo da gravidade préximo da superficie terrestre, e « > 0 é uma constante que
depende da atmosfera e do paraqueda (um valor realistico é o ~ 30 kg/m).

e Mostre que a velocidade v(t) converge para o valor estaciondrio 7 = /mg/a quando
t — oo.

12J R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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7. (circuito/filtro RC) A tens@o sobre o capacitor num filtro/circuito RC é modelada pela lei
de Kirchoff

. 1
CV+—=V=0
+R

A solucao é
V(t)y=V(0)e "

onde o tempo carateristico do filtro é 7 = 1/(RC).

8. (crescimento exponencial) Um modelo do crescimento de uma populagdo num meio ambiente
ilimitado é )

N =N, (13)

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se « ¢é a taxa de

natalidade e 8 é a taxa de mortalidade, entdo A = o — [3). A solugdo estaciondria é a solugao
trivial N(¢) = 0 (populagdo ausente). A solugdo com condigdo inicial N(0) = Ny > 0 é

N(t) = Ny et
e diverge quanto t — oo (explosao demografical).

e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

e Se de uma populacdo que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa
constante v > 0, entao a populacao segue a lei

N = AN —~.

Determine o estado estacionario, e discuta o comportamento assimptético das outras
solugoes (veja a solugdo do problema do decaimento com reposigao).

9. (logistica) Um modelo mais realista da dindmica de uma popula¢do num meio ambiente
limitado é dado pela equacdo logistica'?

N=AN(1-N/M)

onde a constante positiva M > 0 é a populagao méxima permitida. Observe que N ~ AN se
N <« M, e que N — 0 quando N — M. A “populacio relativa” z(t) := N(t)/M satisfaz a
equagao logistica “adimensional”

t=Az(1—x). (14)

As solugdes de equilibrio sdo T = 0 (populagao ausente) e Z = 1 (ou seja, N = M, popuacao
méxima). A solugdo de (14) com condicao inicial 2(0) = z¢ # 0,1 pode ser determinada
separando as varidveis e integrando, e é dada em forma implicita por

xT d t
/;—lf:—/xw = log
z Yy —1) 0

1
y(y—

x(xg — 1)
xo(x — 1)

=

(a integracdo usa a identidade

13Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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e Verifique que a solucdo com condigao inicial z(0) = zp € (0,1) é
_ 1
1+ (?10 - 1) e~

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

z(t)

10. (epidemias) Num surto epidémico, a taxa de crescimento do nimero I(t) de individuos in-

11.

12.

fetados, dentro de uma populagao total constante N, é proporcional ao produto do niimero
de individuos infetados e o ntimero S(t) = N — I(t) de individuos saudédveis (e portanto
susceptiveis de serem infetados), ou seja,

I=X(N-1I)
com A > 0.

e Determine a lei de crescimento da populacao infectada relativa x(t) := I(t)/N, e discuta
o comportamento assimptético de z(t).

(crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dindmica de uma populagdo em meio
ilimitado é
N = \N?,

ou seja, a taxa de crescimento é proporcional aos pares de individuos contidos na populagao.

e Determine a solugdo estaciondria e a solugdo com condicdo inicial N(0) = Ny > 0
arbitraria.

e Note que as solugoes que determinou nao estao definidas para toda a recta real: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apés um intervalo de tempo finito!

(fazer modelos) Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

e A taxa de variacao da temperatura de uma chavena de cha é proporcional a diferenga
entre a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

A velocidade vertical de um foguetao é inversamente proporcional & altura atingida.
e A taxa de crescimento da massa de um cristal ciibico é proporcional & sua superficie.

e Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional & sua superficie.

A taxa de crescimento de uma populagdo de marcianos é proporcional ao nimero de
trios que é possivel formar com a dada populacéao.
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5 Sistemas conservativos

1. Sejav : X C R™ — R™, com coordenadas v(x) = (v1(x), ..., v,(x)),
um campo de vetores que define a EDO auténoma

x = v(x)

num espago de fases X C R™. Os observdveis sao as fungoes ¢ : X — R. Os observéveis que
assumem valores ¢(x(t)) constantes ao longo das solugoes x(t) de x = v(x) sao ditos cons-
tantes do movimento, ou integrais primeiros. Pela regra da cadeia, o observavel diferenciavel
¢ : X — R é uma constante do movimento se e s6 se a derivada de Lie de ¢ ao longo do
campo v é igual a zero, ou seja,

(£e0) () = 3 22 (%) - up(x) = 0.

para todos os pontos x € X.

As 6rbitas/curvas de fases estdo contidas nas hiperficies de nivel ¥, := {x € X t.q. p(x) =
¢} das constantes do movimento. Se o sistema admite k constantes do movimento indepen-
dentes @1, 2, ..., v (ou seja, tais que os diferenciais dp;(x) sao linearmente independentes
em cada ponto x), entao as 6rbitas do sistema estao contidas nas interse¢oes das k hiperficies
de nivel, umas sub-variedades de co-dimensao k. Em particular, a existéncia de n — 1 cons-
tantes do movimento independentes permite determinar as érbitas.

e Verifique que o sistema X = Ax, onde A é uma matriz diagonal com det A # 0 (ou seja,
todos os valores préprios sao # 0) ndo admite constantes do movimento néo triviais (i.e.
constantes).

2. [LL78] A trajetéria t — r(t) € R de uma particula de massa m > 0
(suposta constante!) num campo de forgas conservativo é modelada pela equagao de Newton

mi =F
onde a for¢a é F(r) = —VU(r), e U(r) é um(a energia) potencial. Um sistema isolado de
N pontos materiais, com posicdes r,(t) € R® e massas m, > 0, com a = 1,2,..., N, é

modelado pelas equagoes de Newton
maele = Fq a=1,2,...,N
onde a forga que atua sobre o a-ésimo ponto material é

Fa—vraU:—<8U oU 8U> |

dxa’ Oyo’ Oza

i.e. o oposto do gradiente, com respeito as coordenadas ro, = (%4, Ya, 2o ), de uma energia
potencial U(ry,re,...,rN). A energia cinética é

N o )
K = g Qma”"aH
a=1

onde v, =1, é a velocidade do a-ésimo ponto material.
e Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)
N
E=K+U-= Z —ma|[Val® + U (r1,r2,...,rN)
a=1 2

é uma constante do movimento, ou seja, que %E = 0 ao longo das trajetérias.
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3. Um sistema mecanico é descrito por um espago das
configuragoes M ~ R™ (ou, em geral, uma variedade diferencidvel), com coordenadas locais
a=(q1,9,-.-,q.) € R", e uma lagrangiana L : TM ~ R"™ x R™ — R, ou seja, uma fungdo
L(q,q). Por exemplo, o espaco das configuracoes de um sistema de N pontos materiais é o
espaco dos vetores q = (ry,ro,...,1,) € R3" onder, € R? com a =1,2,..., N, representa
a posicao do a-ésimo ponto. A lagrangiana é

. mey .
L(q7q) = ZTHPQHQ - U<r17r27"'7ra> :

[

A ag¢do de uma trajetéria [to,t1] — q(t) € M entre a posi¢do q(tg) e a posigao q(t1) é o
integral

t1

St a()] = [ Lia(o).av)de.

to
O principio de minima agdo (de Hamilton) afirma que as trajetdrias fisicas sdo os pontos
criticos da ac¢do. A variacdo 0.5, dada uma variagoes infinitésimas q(t) + dq(t) da trajetéria
com 0q(tg) = 0q(t1) = 0, é dada por

/ 2 (000 + 000

OL d oL
- /to ;(a%ﬁa%>5qi(t)dt

(integrando por partes a segunda soma e usando as condigbes de fronteira). Portanto, os
pontos criticos da agao sao as solucoes das equacoes de Euler-Lagrange

05

d (L) _ 8L -
E(qu)_aqi 1=1,2,...,n.

A forma linear p = (p1,p2-...,Pn) = pidqr + p*dge + - -+ + p™dg, € T4M, de coordenadas
p' = 0L/94¢;(q), é dito momento. O espago X = T*M ~ R" x (R™)*, com coordenadas
(q,p), ¢ dito espaco de fases do sistema mecénico. As equagdes de Euler-Lagrange sao
equivalentes as equacoes de Hamilton

OH s _ _OH -
Ql*apl pi*faqi 7,71,2,...,”7

onde a hamiltoniana do sistema, H : X — R, é a “transformada de Legendre” da lagrangiana,
definida por

H(q,p) = Sgp(p-Q—L(q,Q))
= Y o lpel? U (a)

e O espago das configuragoes de um sistema de N pontos materiais é o espaco dos vetores
q=(ry,rs,...,r,) € R3Y onder, € R3 com a =1,2,..., N, representa a posicio do
a-6ésimo ponto. A lagrangiana é

. Ma .
L(q’q) = ZTHI'OLHQ - U(rlar27"',ro¢)7

[e3%

onde U € a energia potencial da interacao. Verifique que as equagoes de Euler-Lagrange
sao equivalentes as equacoes de Newton m,r, = Fy,.

e Mostre que a hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que

—H(q(t),p(t)) =0

ao longo das solugoes das equacoes de Hamilton. Deduza que as érbitas do sistema
no espago de fases X estdo contidas nas curvas/superficies de nivel {H(q,p) = ¢} da
hamiltoniana.
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4. The one-dimensional
motion of a particle of mass m subject to a force F(z) that does not depend on time is
described by the Newton equation

. dU
mi = - (@),

where the potential U(z) = — [ F(z)dx is some primitive of the force. The total energy
: 1,
E(z,2) = gmé +U(x)

(which of course is defined up to an arbitrary additive constant) of the system is a constant
of the motion, i.e. is constant along solutions of the Newton equation. In particular, once a
value F of the energy is given (depending on the initial conditions), the motion takes place
in the region where U(z) < E, since the kinetic energy %mﬁcQ is non-negative. Conservation
of energy allows to reduce the problem to the first order ODE

# =2 (E-UW).

which has the unpleasant feature to be quadratic in the velocity #. Meanwhile, if we are
interested in a one-way trajectory going from some xg to x, say with x > xy, we may solve
for £ and find the first order autonomous ODE

;= %(E—U(a:)).

There follows that the time needed to go from x( to x is

t(x) = /x L
o JZ(E-UWw)

The inverse function of the above ¢(z) will give the trajectory z(¢) with initial position

z(0) = xo and initial positive velocity ©(0) = 1/ 2 (E — U(z)), at least for sufficiently small

times t.
5. (péndulo matemadtico) A equagdo de Newton que modela as oscilagoes de um péndulo é
0 = —w?sin(0),

onde w = +/g/l , g ~ 980 cm s~2 é a aceleragdo gravitacional, £ o comprimento do péndulo
e 0 ¢ o angulo que o péndulo forma com a vertical. No espaco de fases, de coordenadas ¢ e
p:= 0, a equacao assume a forma do sistema

6=p
p = —w?sin(f)

e Verifique que a energia
1
H(9,p) = §p2 + w?(1 — cos())

¢ uma constante do movimento.
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e Esboge as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as
trajetérias.

e Show that the motion with energy FE is given by

t_/ 9
) V2(E = cos(6))

e Define the new variable x := 1/% sin(6/2) and the square energy K := /£ and
show that the motion reads

i=/(1—22)(1 - K222)

Deduce that time is given by the so called Jacobi’s elliptic integral of the first kind

dx
= / V-2 - K22?)

whose solution (i.e. z as a function of time t) is “defined” as the elliptic function
z(t) =sn(t, K) (see [?] ).

6. (oscilador harménico/lei de Hooke) As pequenas oscilagoes de um péndulo & volta da posi¢ao
de equilibrio 8 = 0, ou as oscilagoes de uma particula sujeita a lei de Hooke, sao modeladas
pela equacao do oscilador harmdnico

§=—wq.

No espago de fases, de coordenadas q e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

{ g=p
p=-wq
e Verifique que a energia
1 1
H(q,p) := 5p* + w*¢’

¢ uma constante do movimento.

e Esboce as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as
trajetorias.

e Fixed a positive energy F, the motion takes place in the interval (z_,z;) with 4 =
+v2FE /w, and the velocity & satisfies the quadratic equation
2 = wy/(Jzx]2 — 22).

Find the trajectory from x_ to any = < x,.

e Compute the time needed to go from x_ to x4, and show that it does not depend on

Retratos de fases do péndulo matematico e do oscilador harménico.
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6 EDOs lineares de primeira ordem

1.

Uma EDO linear de primeira ordem é uma lei
i+ p(t)z = q(t) (15)

para o observavel z(t), onde os “coeficientes” p(t) e ¢(t) sdo fungbes integraveis (por exemplo,
continuas) definidas num intervalo de tempos T C R. Se x1(t) e x2(t) sdo duas solugdes da
EDO linear de primeira ordem (15), entao a diferenca y(t) = x1(t) — z2(t) é uma solugdo da
equacao homogénea associada

y+pt)y=0 (16)

O espago das solugoes da equagao homogénea (16) é um espago vetorial de dimensao 1, uma
reta H ~ R gerada, por exemplo, pela solugao

pa(t) = ¢ Fare) o

que vale y1(tg) = 1 no instante inicial ¢y € T. Portanto, o espago das solucdes da equagao
linear (15) é uma reta afim z + M, onde z(¢) é uma solugéo particular de (15).

A solugao da EDO linear (15) com condigao inicial z(tg) = o pode ser determinada usando
o método da “variacao das constantes/dos pardmetros”. O primeiro passo consiste em deter-
minar uma solucdo nao-trivial y(¢) da equagdo homogénea (16) (por exemplo, a solugao y1(t)
que tem valor 1 no instante inicial). O segundo passo consiste em substituir a “conjetura”
x(t) = Mt) y(t) (o fator A é o pardmetro que varial) na equagao ndo-homogénea (15), deduzir
a EDO simples Ay = ¢, e integrar At) = A(to) + ftf) y~1(s)q(s) ds, usando a condicao inicial
xo = A(to) y(to). O resultado é

Pptr=alt), wlte) =m0 = a(t) = SN (o4 1l M g(s)ds)

e Determine a solucao geral das EDOs lineares de primeira ordem

2t

27 — 6 =e t+2e=t dta/tP=1/t2 i+tr=1t>

definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

2t —3x=e t € (—o00,00) com z(0) =1

3t t € (—o00,00) com z(l) =2

T+x=c¢
ti —x =t3 t € (0,00) com z(1)=3
T4+te=t t € (—o0,00) com z(0) =0

dr/df + r tan 6 = cos 6 te(—m/2,7/2) comr(0)=1

2. (queda livre com atrito) Um modelo mais realista da queda livre de uma particula préxima

da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia pode ser modelada
como sendo uma forga proporcional e contraria a velocidade, assim que a equagao de Newton
escreve-se

mg = —vq —mg

onde v > 0 é um coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢ satisfaz a EDO linear
de primeira ordem

my = —yv —mg.

e Resolva o problema com condicéo inicial v(0) = 0.
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e Mostre que a velocidade v(t) converge para um valor assimptdtico v quando ¢ — oo,
independentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugdo encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigdo inicial
q(0) = qo > 0.

3. (circuito RL) A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO )
LI+ RI=V(t)

onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

As solugoes da equagdo homogénea, ou seja, com V(t) = 0 (circuito desligado), sdo pro-
porcionais a e (1/ L)t, e portanto decrescem exponencialmente com tempo de relaxamento
7= L/R. Se o circuito é alimentado com tensdo constante V(¢) = E, entéo a solucao esta-
cionéria é a I = E/R (lei de Ohm). A diferenca z(t) = I(t) — I é solugdo de & = —(R/L)x,
e portanto a solugdo com corrente inicial I(0) = I é

R
_Lt

It)y=1+e¢ (Io—1),

assimptotica a lei de Ohm.

Quando a tensao que alimenta o circuito é varidavel, entao a solugao com corrente inicial
I1(0) =1 é

—Et 1 ! ET
It)y=e 1T Io—i—f/eL V(r)dr) .
0

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
Esin(wt). Verifique que a solugdo com I(0) =0 é

FwL Ry

1) = PRt

sin (wt — ¢)

E
/R? + w22

onde ¢ é uma fase que depende de w, L e R.

4. (lei do arrefecimento de Newton) Numa primeira aproximagao, a temperatura 7'(t) no ins-
tante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢ é M (t) pode ser
modelada pela lei do arrefecimento de Newton

T =—k(T—M(t))

onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo). A solugdo com
condigao inicial T'(0) = Ty é

T(t) = ekt <T0+l<: /0 L () d7-> .

e Se a temperatura do meio ambiente ¢ mantida constante M (t) = M, entdo a diferenga
x(t) :=T(t) — M satisfaz a EDO
T =—kz.

Determine T'(t) e diga o que acontece quando ¢ — o0

e Determine a solugao assimptdética (ou seja, quando t é grande) quando a temperatura
do meio ambiente é uma funcdo periédica M (t) = M sin(wt).

7

e Uma chavena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.
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5. Uma EDO da forma
@ +pt)r = q(t)z",

onde p e ¢ sdo fungdes continuas num intervalo I C R e n # 0, 1 (caso contririo trata-se de
uma normal equagcdo linear da primeira ordem), é dita equacao de Bernoulli.
e Verifique que z(¢) = 0 é uma solugao de equilibrio da equagao de Bernoulli.

e Seja k = 1 —n. Mostre que z(t) é uma solugao positiva da equagado de Bernoulli com
condicdo inicial z(tg) = zg > 0 se e s6 se a funco y(t) = z(t)* é uma solucio da EDO
linear

J+kp(t)y=Fkq(t)
com condicio inicial y(tg) = (zo)"/*.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equacoes de Bernoulli:
@+ = 2% (cost — sint) t € (—00,00) com z(l) =2

ti+e w=alogt te(0,00) comz(3)=0
t—az/t=tyr  te(0,00) comz(l)=1
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7 EDOs separaveis e homogéneas

1.

O produto directo das EDOs auténomas & = v(z) e y = w(y) é o

{ & =wv(x)
y = w(y)
As solugoes do sistema séo os caminhos ¢ — (z(t), y(t)), onde z(t) e y(t) sdo as solugdes das
EDOs auténomas & = f(z) e y = g(y), respetivamente. A curva de fases que passa pelo
ponto (zg,y0) € R?, onde v(zg) # 0 (ou onde w(yg) # 0), é (localmente) o grifico de uma
fungao x — y(x) (ou y — z(y)) que satisfaz a EDO

e G

sistema auténomo

e Determine as solugoes e as curvas de fases do sistema
{ T =x
=Xy
quando A =0,+1,2,... e quando A =1/2,1/3,....

A solugao da uma EDO separdvel

dy _ w(y)
dr  wv(x)’

com condicao inicial y(zg) = yo tal que v(xg) # 0 e w(yo) # 0, é dada em forma implicita
por

v e _ v _dn_
Joo vi& = Lo wim

d
ﬁ = @) y(x0> = Yo =

e Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

dy dy dy dy sinz
dx z/y dx z/y dx vy dx  siny
i = ta? ti+t =t i =t3/22 zd = e3¢ i=e"
t—1 —1. z—a?
$=r xt i Ltf -0 (2 +1)i = 2t i =t(2* - x)

e Resolva os seguintes problemas com condicoes iniciais

3. (allometric laws) If two organs/tissues/components of a living body/organism/community

grow with different (but both constant!) relative growth rates « and 3, say
T = ax and y =Py

(the independent variable ¢ may be time, or a linear dimension, or something else), then they

satisfy the relation
1 dy 1 dw

By dt — ax dt
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Eliminating “dt”, we get the linear/separable/homogeneous ODE

dy y
& (Bla)
whose solution is the allometric law '* '°

y=c-x" or, equivalently, logy =~ -logx +logc,

with “scaling exponent” v = f(/a, and some constant ¢ = xp/yo related to the initial
conditions z(tg) = xo and y(tp) = yo.

e A famous example is Kleiber’s law '° (mouse-to-elephant curve)
BMR = c- M*/*

which relates the basal metabolic rate BMR to the mass M of an animal.

1,000,
_; looow o
[§]
(8]
= jo000 —
= |
- i
4 |1 -
r 4B aE |
x 5 |& o
= Al it o ‘ =
S SR T T
»E £ 3,::-' o 3 &
= fS..S Fad | @ ’ z
10 100 1000 19000 koo
Body Weight , kg
Fig. 1. Tog. metabol. rate/log body weight

Original graph of body size versus metabolic rate hand-drawn by Max Kleiber
(source Wikipedia)

e The heart rate T" and the mass M of an animal are related by the allometric law
T=c- M1/4

4. As homotetias (positivas) do espago Euclidiano R™ sao
as transformagoes x — Ax, com A € Ry := (0,00). Uma fungéo f : D — R (ou um campo
vetorial F : D — R™), definida num dominio “homogéneo” (i.e. invariante para homotetias)
D c R™\{0}, é dita homogénea de grau k se

fOx) = M f(x) VAER, e VxeD,
e é dita homogénea (de grau 0) se é invariante para homotetias, ou seja, se
fOx) = f(x) VAeR, e VxeD.

O teorema de Fuler afirma que uma funcao diferencidvel f : D C R*\{0} — R é homogénea
de grau k se e sé se (x,Vf(x)) =k f(x) para todos os pontos x € D.

e Prove o teorema de Euler (calcule as derivadas em ordem a A dos dois termos f(Ax) e
AFf(x) quando A\ = 1).

14W. D’Arcy Thompson, On Growth and Form, 1917, 2nd ed. 1942 [Cambridge University Press, 1992].

15 Julian S. Huxley, Problems of Relative Growth (2nd ed.), Dover, 1972.

16M. Kleiber, Body size and metabolism, Hilgardia 6 (1932), 315-351. M. Kleiber, Body size and metabolic rate,
Physiological Reviews 27 (1947), 511-541.
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e Determine os polinémios homogéneos de grau 1, de grau 2 e de grau 3 no plano R2.

e Mostre que as tnicas fungoes homogéneas e continuas definida em todo o espaco R™ sao
as constantes (observe que as func¢oes homogéneas sao constantes ao longo das semi-retas
que saem da origem, logo, se a origem estd no dominio da fungao ...).

e Determine o grau de homogeneidade dos campos de forgas eldstico e gravitacional/elétrico,

definidos por
r

F(r) = -r e F(r) = —W,

respetivamente (o segundo definido para r € R3\{0}).

e Diga se as seguintes fungoes f(z,y), definidas em oportunos dominios do plano, sado

homogéneas:
2
_ T~ — 2y .
x e Y — sin(y) cos(x
/Y YT (y) cos(x)
5. Uma EDO homogénea é uma equagao diferencial
z=v(t,x)

definida, num dominio D C R? do plano de coordenadas (¢, ), por um campo de direcdes
homogéneo, ou seja, tal que v(At, Ax) = v(t, z) para todos os A > 0. As homotetias (¢, z) —
(A, Az), com A € R, enviam curvas integrais de uma EDO homogénea em curvas integrais.

IR E S NS S NNNNN NN NN

A mudanga de varidvel y(t) := z(¢)/t, num dominio onde ¢ > 0 ou ¢t < 0, transforma uma
EDO homogénea & = v(t,2) numa EDO separdvel y + ty = v(1,y). Ou seja,

’izv(l,x/t) = y+ty =v(1,y) se y:x/t‘

e Seja © = v(t,z) uma EDO homogénea. Mostre que, se p(t) é uma solugdo e A > 0,
entdo também ¢(t) := A - (t/A) é uma solugao.

e Seja o(t) uma solucao da EDO homogénea & = v(t, x) tal que ¢(1) =5 e ¢(2) = 7. Se
¢(t) é uma outra solugao tal que ¢(3) = 15, quanto vale ¢(6)?

e Resolva as seguintes EDOs homogéneas

r—t

P = —t P = P=1+x/t
& /x T= & +z/
t d
i=x/t a‘:=2;ex/t+§ % =y/z +sin(y/z),
definidas em oportunos dominios, e esboce a representacao grafica de algumas das
solugoes.
6. [Ar89] pag. 16.

7. (equacao de Newton com forgas homogéneas) [Ar89, LL78] Considere a equacao de Newton

mi = F(r)
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para a trajetéria t +— r(t) € R? de uma particula sujeita a una for¢a homogénea de grau k,
ou seja tal que F(Ar) = A\*F(r) para todos os A > 0 e todo os pontos r € R*\{0}. As “quase-
homotetias” (t,r) — (A%, Ar), com A > 0, enviam curvas integrais em curvas integrais se
os “pesos” «a e [ satisfazem a relacao 8(1 — k) = 2a. Em particular, uma érbita fechada
de dimensao linear L e periodo de revolugao T é enviada numa o6rbita fechada de dimensao
linear L' = AL e perfodo de revolucio T’ = A\*T', e portanto o quociente 7% /L* é constante.

e Considere uma forca constante (e.g. a gravidade préximo da superficie da terra)
F(z) x1,

e determine a relacao entre espago percorrido e tempo necessério.

e Considere a forca eldstica (e.g. lei de Hooke, oscilador harménico)
F(z) x —x,
e deduza que os periodos das drbitas fechadas ndo dependem das amplitudes das os-
cilacoes.

e Considere uma forga elastica “fraca”
3
F(z) < —x~,

Determine o periodo das pequenas oscilagoes em quanto fungao da amplitude.

e Considere a forga gravitacional
r
F(r) « ———
[l
e deduza a terceira lei de Kepler'”: “os quadrados dos periodos de revolucdo T sdo
proporcionais aos cubos das distancias médias L do Sol aos planetas, ou seja, T2 = kL3,

onde k£ é uma constante”.

17 Johannes Kepler, Harmonices mundi, 1619.



8 EDOS LINEARES HOMOGENEAS COM COEFICIENTES CONSTANTES 30

8 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes
1. (equagao de Newton num potencial quadratico) Considere a equacao de Newton
4= —Pq

que determina a trajetéria t — ¢(t) € R de uma particula (de massa m = 1) num potencial
quadratico U(q) = 38¢>.

e Verifique que ¢(t) = 0 é uma solugdo de equilibrio.

e Verifique que, se 8 = 0, as solugoes da equacdo de Newton (da particula livre)

i=0
sao q(t) = a + bt, com a,b € R constantes arbitrarias.
e Verifique que, se 3 = —k? < 0, as solucdes da equacio de Newton
i= k%

sdo q(t) = ae®* + be™* com a,b € R constantes arbitrarias.
e Verifique que, se 8 = w? > 0, as solugdes da equacgao (do oscilador harménico)

§=—wq

sdo ¢(t) = acos(wt) + bsin(wt), com a,b € R constantes arbitririas.

2. (particula num potencial quadrdtico com atrito) A funcao ¢(t) := e~ **y(t) e uma solugdo da
equagao de Newton de uma particula num potencial quadratico U ( ) = % 2 com uma forca
de atrito —2aq (se a > 0),

4= —2aq—fBq, (17)
se y(t) é uma solucao da equacao de Newton
j=—(B-0a%)y

de uma particula num potencial quadratico U(y) = % (8 — ?) y2. A solucdo de (17) é uma
combinagcao linear

2(t) = cre oy () +c_e o (t),

once ¢4 e c_ sao coeficientes, e v e p_ é um par de solugdes fundamentais (i.e. linearmente
independentes) da EDO §j = dy com § = a? — 3, por exemplo:

prt)=1 e @_(t)=t, se 6=0,
o (t)y=€e" e p_(t)=e M, se 0=k>>0,
pi(t) =cos(wt) e _(t) =sin(wt), se 6=-w?<0.

e Verifique a afirmagao acima (calcule ¢ e § em quanto fungdes das derivadas de y ...) .
e Existem solugoes de equilibrio da equagao de Newton (17) 7
e Mostre, nos trés casos, que ¢4 e ¢_ sao linearmente independentes.

3. (existence and uniqueness theorem for homogeneous second order linear ODEs with constant
coefficients) A generic second order linear homogeneous ODE

i+ 206 + Bz =0 (18)

has at least two linearly independent solutions, as shown by the preceding examples. Here
we show that the space of solutions of (18) is indeed a 2-dimensional linear space H ~ R2
or, equivalently, that the solution of (18) with any given initial conditions z(0) = x¢ and
#(0) = vp is unique.
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Proof. It is sufficient to prove the result for the linear ODE & = dx. Also, by linearity, it
is sufficient to show that the only solution of & = dx with zero initial data z(0) = 0 and ©(0) =0
is the trivial solution z(¢) = 0.

The starting observation is that solutions of & = dz are analytic functions (their Taylor
series converges to the function). The way you prove it is an elementary instance of a strategy,
called “bootstrap”, which works for eigenfunctions of a Laplacian or more generally of any elliptic
differential operator in any dimension. The equation & = dx implies that x admits derivatives all
orders, and we can actually compute them. Indeed, &’ = (i)’ = 0z, 2 = (&) = (62)" = 0% =
62z, ..., and by induction you see that

23" = 6"z  and 2®"tD =57

Since z are & are bounded on a bounded interval (because they are continuous), the derivatives
of x grow at most polynomially, say 1‘““)(75) < CK¥* for some constants C and K and any t in
a fixed bounded interval. Now you use the fact that a polynomial bound for the derivatives of
a function in some bounded interval implies (by the Taylor formula with error, or, if you want,
because the series is bounded by the Taylor series of an exponential) absolute convergence of the
Taylor series.

Now, assume that z(¢) is a solution of & = dx with initial conditions 2(0) = 0 and %(0) = 0.
The above formulas show that all the derivatives of « at the origin are zero. There follows from
analyticity that x is identically equal to zero on any bounded interval around the origin. O

4. O uso dos
exponenciais complexos permite uma leitura unificada dos trés casos tratados acima. A
conjectura x(t) = e** é uma solugao (complexa) da EDO linear homogénea de sequnda ordem
com coeficientes constantes

420t + Pr=0 (19)
se z é igual a uma das raizes z4 = —a & /a2 — 3 do polindmio caratéristico

’P(z) ::z2+2az+ﬁ.‘

Duas solugoes (reais) independentes de (19) podem ser obtidas calculando a parte real e a
parte imaginaria das solugoes complexas, e sao

elmatht o elma=h)t se zy = —axk, com k>0 (raizes reais e distintas)
e cos(wt) e e “sin(wt) sezy=—a+iw, com w >0 (raizes complexas conjugadas)
et e te se z+ = —a (raiz dupla)

O espaco das solugoes (reais) da EDO homogénea (19) é um espaco linear H ~ R2, de
dimensao 2. Se ¢4 (t) e ¢_(t) formam uma base de H, entdo a “solucdo geral” é z(t) =
¢4 (t) +c_¢p_(t), onde cy € R sdo constantes arbitrérias.

e Verifique que o espago das solugoes da EDO homogénea (19) é um espago linear, ou
seja, que uma combinagdo linear cix () + c_z_(t), com cx € R, de solucbes x4 (¢) é
uma solugao.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
i-20=0 @+mr=0 Bi+i=0 EF-i=0
i+2t—x=0 i+2t4+2=0 Z4+4r 45z =0 Z—4r+x=0.
e Resolva os seguintes problemas de Cauchy:
Z+2x=0 comz(0)=0ex(0)=2
+&=0 comz(0)=1e&(0)=0
Z4+4x+5x=0 comx(0)=2ex(0)=-1
Z—172+13z=0 comz(3)=0ex(3)=0
¥—2t—2x=0 comx(0)=0ex(0)=9
F—4i—x=0 comz(l)=2ex(l)=1.
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e Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solucoes os
seguintes pares de fungoes:

et e e, e 'sin(2nt) e e 'cos(2mt), sinh(t) e cosh(t),
e 3t e e sin(2t+1) e cos(2t+2), 3 e bt.
5. O (determinante) Wronskiano entre as fungoes f(t) and

g(t), definidas num intervalo I C R, é a fungao

Wiatt)i=det (S0 10 ) = i - oo

Se Wy 4(t) = 0 para todos os tempos t € I entdo o quociente g/f (ou f/g) é constante
no intervalo I. Consequentemente, se f(t) e g(t) sdo linearmente independentes, entdo o
Wronskiano Wy 4(t) # 0 em algum ponto ¢ € I.

Se ¢4 e ¢_ sdo duas solugoes da mesma EDO linear & + p(t)& + ¢(t)x = 0, definidas num
intervalo I C R, e tg € I, entdo o Wronskiano satisfaz a identidade de Abel

W¢+’¢7 (t) = W¢+,¢7 (to) . ei ftto p(s)ds )

Portanto, ¢4 e ¢_ sdo linearmente independente se e s6 se Wy, 4_(t) # 0 num ponto (e
portanto em todos os pontos) t € I.

e Sejam ¢ e ¢_ duas solugoes da EDO linear & + p(t)z + ¢(¢t)x = 0. Calcule a derivada
de Wy, 4_(t), e deduza a identidade de Abel.

e Calcule
We—at7te—at y We—atekt’efatefkt and We—at sin(wt),e—t cos(wt)

6. (equacao de Schrodinger estaciondria) Considere a equagdo de Schréodinger estaciondria

B2 d%
2 2Y _E
2m dx? v
para a fungdo de onda 1 (z) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, i = h/27
é a constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 10734 J-s.

e Determine para quais valores F da energia existem solucoes nao triviais da equagao no
intervalo = € [0,¢] com condigbes de fronteira 1(0) = 0 e ¢¥(¢) = 0 (particula numa

caixa).
7. Uma equagao diferencial da forma
dy . dy
2
bl A S —
ax 7a2 + zdercy 0

é dita equidimensional (é invariante pela transformagao x — Ax com A > 0).

e Mostre que a substituicao z = e’ transforma a equagao equidimensional para y(x) numa
equagao com coeficientes constantes para z(t) := y(x(t)).

e Resolva a equacao

d’y | dy

2

— = —4y =0

T a2 + Yar Y ’
na semirecta x > 0.

8. Uma equagao diferencial da forma

J+pt)y* +qt)y +r(t) =0

¢é dita equacgao de Riccati.
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e Mostre que a varidvel x(t), solucdo da EDO simples

satisfaz a EDO linear

33
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Numeros complexos e oscilacoes

O corpo dos nimeros complexos é o conjunto C ~ R? dos
pontos/nimeros z = z + iy ~ (z,y), com z,y € R, munido das operagdes “soma”, definida
por

(z1+iy1) + (22 + 1y2) = (21 + 22) +i(y1 + y2)

(que corresponde & soma dos vetores (x1,%1) e (72,%2) do plano R?), e “multiplicacio”,
definida por

(X1 +iy1) - (x2 +iy2) = (122 — Y1Y2) + i(@1Y2 + Ta2y1) -

Em particular, se i ;== 0+4-1 € C, entao i -7 = —1, ou seja, i = v/—1. O conjugado de
z=x+iy éZ:=x—1y. O mddulo de z =z + iy é

|z] :=V2zZ = Va2 + 2.

Os numeros reais

x:%(z)::z—i—z e y:%(z)::Z;iZ

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = = + iy. A representacdo
polar do ntimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R? ¢

onde p = |z| > 0 é o mddulo de z, 8 € R é “um” argumento de z, ou seja, um “angulo”
arg(z) = 0 + 2mn, com n € Z, tal que x = pcos(d) e y = psin(f), e o niimero complexo e*? é
definido pela formula de Euler

e'? := cos(0) + isin(6) ‘

e Verifique que o inverso multiplicativo de um nimero complexo z # 0 := 0+ 40 é
1z =%/
e Represente na forma z + iy os seguintes niimeros complexos

2—1 1—1 1
1+ 147 244

1/i (1-1i3)*

e Resolva as seguintes equacoes
2 _ 2 _
2°—=2242=0 zZ“4+z+1=0
o Verifique que, se z; = p1e?t e 2o = pre??2, entdo

2129 = prpaef102) o BL_ PLoi0i=02) (5o py £0).
2 P2

Deduza que a multiplicacio por z = pe'?, no plano C ~ R2, corresponde a uma di-

latagao/contragao por p e uma rotagao de um angulo . Em particular, a multiplicagéo

por i = €™/2 ¢ a “raiz quadrada” da rotacdo z — €z = —z de um angulo 7, portanto

uma rotacdo de um angulo 7/2.

e Use a férmula de Euler para provar as férmulas

cos(f £+ ¢) = cos(#) cos(¢) F sin(f) sin(¢)

sin(f £ ¢) = cos(0) sin(¢) + sin() cos(¢) .



9 NUMEROS COMPLEXOS E OSCILACOES 35

e Use a representagao polar e a férmula de Euler para provar a férmula de de Moivre
(cos(0) + isin(F))" = cos(nd) + isin(nh) .

Deduza as férmulas
cos(nd) = ... e sin(nd) = ...

Verifique que o conjugado de z = pe? é zZ = pe

Calcule

Vi V=i 1+

e Resolva as equacoes 2% =1, 25 =1 e 23 = 81.

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, W™ =1 e w # 1)
entao
l+wtw? +wd+ .+t =0.
(multiplique por 1 —w ...).
2. A fungao exponencial exp(z) := e*, é a
fungao inteira exp : C — C definida pela série de poténcias

=Y =l S+

n=0 n!

e Verifique a férmula de adigao e*t% = e*e, e deduza que e* # 0 para todo o z € C.

Verifique que e® é igual a sua derivada, ou seja, exp’(z) = exp(z).

Mostre que, se § € R, entdo o conjugado de e? é e~ e portanto |¢’?| = 1. Defina as
funcdes reais de varidvel real “cos” e “sin” usando a férmula de Euler €?’ = cos 64 sin 6,
ou seja,

0, ,—i0 0 _ ,—i0
cos(f) := % e sin(f) := %
i

e deduza as suas expansoes em série de poténcias em torno de 0.

Deduza que, se o, 0 € R, .
et — ¢ (cos§ + isinf)

3. (oscilagbes complexas e sobreposicoes) A funcio t — z(t) = ™! descreve um ponto que
percorre a circunferéncia unitaria S! := {z € C t.q. |z| = 1} do plano complexo no sentido
anti-hordrio com “frequéncia angular” w > 0, i.e. uma rotagao cada perfodo T = 27/w, e
portanto frequéncia v = w/(27) (medida em Hertz, rotagbes por segundo).

e Verifique qua a fungio z(t) = €™ satisfaz as equagoes diferenciais lineares
Z = 1wz e Z=—wz.

e Deduza que a parte real (e a parte imagindria) de z(t) = 2(0)e™?, com 2(0) = pe*,
a(t) == R[2(8)] = peos(wt + )

é uma solucao (real) do oscilador harménico § = —w?q. Identifique as condigoes iniciais
q(0) e ¢(0) em quanto fungoes de z(0) = pe®®.

ANANVANYA
VARVERV/

Oscilagao ¢(t) = pcos(wt + ).
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e Observe que a sobreposicao das oscilagoes 21 (t) = €1t e 25(t) = 2!,
Z(t) — e’iwlt 4 eiWQt

é maxima quando wit = wot (mddulo 27), e minima quando w1t —wst = 7 (médulo 27).

e Observe que, se w; = w+¢ e wy = w— &, a sobreposigao das duas oscilagoes 21 (t) = e*“1t
e z3(t) = €2t pode ser representada como

Z(t) _ eiwt (eiet + efiet) _ 26iwt COS(Et)

Em particular, se |¢| < |w]|, ent@o a sobreposigao consiste numa modulagao lenta (com
periodo 27 /e > 27 /w) da frequéncia fundamental w ~ wy =~ wa.

Sobreposicao z(t) = sin(0.95 - ¢) + sin(1.05 - ¢).

4. (epiciclos e deferentes) Numeros e circunferéncias (os objectos matematicos mais elementares
e as figuras geométricas mais perfeitas!) podem descrever os movimentos dos estrelas fixas e
errantes com uma precisao espectacular. A ideia de Aristételes e Platao, de que “todos os mo-
vimentos sdo combinactes de movimentos circulares uniformes” estd na base dos calendéarios
calculados por Iparco e Ptolomeu, e transmitidos até nds pelos arabes no Almagesto.

Nestas cosmologias, cada corpo celeste descreve uma circunferéncia, dita epiciclo, a volta
de uma circunferéncia, que por sua vez descreve uma circunferéncia & volta de uma circun-
feréncia, ... , que por sua vez descreve uma circunferéncia & volta de uma circunferéncia
inicial, dita deferente, centrada na Terra. Até o sistema de Nicholas Copernicus, apesar do
escandalo que gerou, funciona assim: a Unica novidade, que também nao uma novidade
porque os préprios gregos consideraram esta possibilidade!, é que o centro do deferente é
posto no Sol, ideia que pareceu simplificar muito o modelo.

Indeed, any quase-periodic'® (planar) motion may be approximated with arbitrary precision

by a “superposition”

Z(t) — aoezwgt 4 alezwlt R anezwnt

of a finite number of uniform circular motions. This is the content of modern Fourier analysis.

10

05|

18G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, Series 9, Band 12, No. 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
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10

1.

Variacao dos parametros e coeficientes indeterminados

Uma EDO de sequnda ordem
linear com coeficientes constantes é uma lei

#+ 20 + Bz = f(1) (20)

para a trajetéria x(t), onde «, 5 € R séo os coeficientes constantes, e f(t) é uma funcdo dada
(uma forga externa dependente do tempo) definida num intervalo I C R. Se z1(t) e za(t)
sao duas solugoes de (20), entao a diferenga y(t) = x2(t) — x1(¢) é uma solugdo da EDO
homogénea associada

J+2ay+Py=0, (21)

obtida de (20) ao fazer f(t) = 0 (i.e. for¢a nula). Portanto, a solugdo geral de (20) pode ser
representada como uma soma
z(t) = 2(t) +y(t),

onde z(t) é (apenas!) uma “solugdo particular” de (20) e y(t) := ¢ ¢4 (¢t)+c—p_(t) é a solugdo
geral da EDO homogénea associada (21), combinagao linear de duas solugoes independentes
¢+ (t) com coeficientes arbitrérios ¢+ € R. Em particular, o espago das solugdes da EDO
linear (20) é um plano afim z + H, modelado sobre o espaco linear H ~ R? das solucdes da
EDO homogénea associada (21).

A procura de uma solugao particular de (20) pode ser simplificada usando o principio de
sobreposi¢do, consequéncia da linearidade do problema: se x1(t), 22(t), . .., 2, (t) sdo solugdes
das EDOs lineares

Ty + 2a&y, + Bz = fi(t) com k=1,2,...,n,
(observe que « e 3 s@o sempre os mesmos!) entdo a “sobreposi¢ao”
2(t) = 21 (t) + () + -+ 2u(t)
é solucao da EDO linear

i+ 2ad + B = fi(t) + f2(8) + -+ fult).

e Determine a solugao geral de

#=sin(t) F4+i=t Ft+z=c"

e Determine uma solucao particular de
P=1+t+t> Gi4+i=c¢'—e?
Uma solugao particular da EDO linear ndo homogénea
I+ 2ai + Pz = f(1) (22)
pode ser determinada usando a conjetura
2(t) = Ay () 4 (1) + A (1) (1) (23)
onde ¢ (t) e ¢_(t) sdo duas solugdes independentes da equacao homogénea j+2ay+ Sy = 0,

e A1 (t) sdo “coeficientes/parametros” varidveis. Um célculo mostra que

54205+ Bz = % (A’+¢>+ + X,¢>,) +2a (A;m + x,gzs,) + (A;m + x,qs;)

Em particular, (23) é solucio de (22) se (mas nio sé se!) as derivadas M. dos coeficientes
satisfazem o sistema linear . .
{ Apdy + A

Xy + A6

0
f
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O determnante da matriz 2 X 2 que define o sistema é o Wronskiano

Wo, o (t) = ¢+ (0)0—(t) — b1 ()6-(1)

que é diferente de zero porque as ¢4 sido independentes. Ao integrar a tnica solugdo do
sistema acima temos os coeficientes

M) = = [o-Ow Dt A1) = [ 64 (t) g St

definidos a menos de constantes aditivas arbitrérias (que correspondem a somar soluges da
EDO linear homogénea associada a (22)).

e Determine uma solucao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos
dominios, utilizando o método de variagao dos parametros:

t

F+ax=1/sin(t) i+24+z=c &+ 4d + 4z = e logt.

. sin(t) . . e?t
T4+ax= T+ = tan(? T —4z + 8x =
cos?(t) ®) cos(2t)
3. O método dos coeficientes indeterminados permite determinar

solugoes particulares de uma EDO linear
i+ 20 + Bz = f(t)
quando o segundo membro (a forga externa) f(t) é um “quase-polinémio”. Se

f(t) = p(t)er := p(t)er* (cos(wt) + isin(wt)) ,

onde p(t) = pg + pit + - - + ppt* é um polinémio de grau k, e A = p + iw € C, entdo a EDO
admite uma solucao particular
2(t) = t"q(t)e

onde q(t) = qo + q1t + -+ - + qxt* é um polinémio de grau < k, se A é uma raiz do polinémio
caracteristico 22 + 2az + 8 com multiplicidade n < 2. Usando o principio de sobreposicio, é
possivel determinar solugdes particulares quando o segundo membro f(¢) é uma combinagao
linear de quase-polinémios.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coefici-
entes indeterminados.

Ptr=t F-i=t> i+4r+3z=t’-1 F-dr=e %
G420+ =1t + e i+ x = sin(t) &+ 4a = 2t cos(t)
i+ 9x =sin(rt) @ +4r=cos(2t) i—4dx=te * i+ 4x=te "cos(2t).

4. Mostre que uma solugao particular (com
condigoes iniciais triviais) da equagdo do oscilador harménico forcado & + w?x = f(t) é

1
Cw

x(t) ; f(r) sin(w(t —7)) dr.

Calcule o limite quando w — 0, e deduza que uma solugao particular da equagao de Newton

= f(t)é t
x(t):/o fr)y@t—r)dr.

Verifique e que uma solugao particular da equagao & — k%x = f(t) é

x(t) = %/0 f(7) sinh (k(t — 7)) dr.
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5. (particula num campo de forgas dependente do tempo) Considere a equagdo de Newton
m§ = —2aq + F(t)

de uma particula de massa m sujeita a uma forga F'(t), onde 2« := 1/7 > 0 é um coeficiente
de atrito. Sabendo que ¢(0) = go e ¢(0) = vg, determine a trajectéria quando a forga é

° F(t) = g, ou seja, constante,
o F(t) = —t2,

o F(t) = Fycos(yt),

o F(t) = Y1, Frcos(it).
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11 Oscilador harmonico

1. (oscilador harménico) As pequenas oscilagoes de um péndulo 0 = —w? sin(f) em torno
da posicao de equilibrio estavel § = 0 sao descritas pela equacao de Newton do oscilador
harmadnico

q = _w2q7 (24)

onde w > 0 é a “frequéncia (angular) caracteristica”. No espaco de fases X = R?, de
coordenadas g e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

{q:p , . (25)

p=—wq

Mostre que a solugao com condigdes iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vg é
q(t) = qo cos(wt) + 2 sin(wt).
w

Mostre que as trajectérias podem ser escritas como
q(t) = Asin (wt + @) ou Acos (wt + ¢) ,

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vy
(use as férmulas cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) e sin(a + b) = sin(a) cos(b) =
cos(a) sin(b)).

Mostre que a energia

1 1
E(q,p) == 5172 + §w2q2

é uma constante do movimento, ou seja que se (g(t),p(t)) é uma solugao do oscilador
harménico entdao % E (q(t),p(t)) = 0 para todo o tempo ¢.

Mostre que a variavel complexa z := p + iwq satisfaz

Z =1wz,
cuja solugao é z(t) = z(0)e™*. Verifique que a energia do oscilador é dada por E = 3|z|.
Determine a energia em quanto fungao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

“Elimine” dt no sistema (25), e mostre que as curvas de fases sao solugoes da EDO
exacta
pdp+w?qdg =0,

©

Uma trajectéria e retrato de fases do oscilador harmonico.

equivalente a dFE = 0.

2. (oscilagoes amortecidas) Considere a equagao das oscilagdes amortecidas

j=—2a4—u’q,

onde 2a := 1/7 > 0 é um coeficiente de atrito (7 é o tempo de relaxamento). No espaco de
fases, de coordenadas q e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

qg=p
p=—wq—2ap
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e Mostre que a energia

. 1. 1
E(g,q) := 54* + w*¢’
nao é uma constante do movimento.

e Mostre que as solugdes do sistema “sub-critico”, ou seja, com a? < w?, sdo
q(t) = Ae “'sin (\/ w? —a?t+ <p)

A . 7’ 2
Observe que a frequéncia é vVw? —a? ~w — §-+... se a < w, mas tende para zero (e

consequentemente, o perfodo das oscilagoes tende para o 0o) quando o — w.

Trajectérias e retrato de fases do oscilador amortecido sub-critico.

e Mostre que as solucdes do sistema “super-critico”, ou seja, com a? > w?, sdo

q(t) = Ae”*'sinh (\/ a? —w?t+ gp)

Trajectorias e retrato de fases do oscilador amortecido super-critico.

e Mostre que as solugdes do sistema “critico”, ou seja, com a? = w? (uma condi¢io muito
diffcil de observar!), sdo
q(t) = (a + bt)e .
3. (oscilagoes forcadas, batimentos e ressonancia) Considere a equagao das oscilagdes forcadas

§ = —w?q+ Fycos(7t) .

e Mostre que, quando 72 # w?, a solucdo geral é
Fo
q(t) = Acos(wt + @) + PR cos(t)

onde A e ¢ sdo constantes arbitrarias.

e Verifique que a solugao com condigoes iniciais triviais pode ser escrita

FO F() . w =7y . w47y
q(t) = m (COS(’Yt) — COS(Wt)) = m2 S (2t - Sin Tt
Quando a diferenga 2e := w — v é pequena, ou seja |¢| < |w|, e portanto wTH = W,

podemos estimar
Fo
t) ~ ——sin(et) - sin(wt) .
alt) = 5 = sinet) - sin(wt)
Portanto, a resposta do oscilador & forga externa é uma “modulagao” lenta (de perfodo
2 /e > 2w /w) de uma oscilagdo com frequéncia fundamental w. Este fenémeno é
chamado “batimentos”. Calcule o limite da resposta ¢(t) quando € — 0.



11 OSCILADOR HARMONICO 42

e Mostre que, quando 72 = w?

, a solucao com condigoes iniciais triviais é
Fy
t) = —tsin (wt) .
alt) = 3> t sin (w1)

Este fenédmeno, uma resposta cuja amplitude cresce linearmente no tempo, é chamado
“ressonancia”.

Batimentos e ressonancia.
4. (oscilagoes forgadas em notagao complexa) Considere a equagdo das oscilagdes for¢adas
j=—wlq+ F(t).
e Verifique que a varidvel complexa z := p + iwq satisfaz a EDO linear de primeira ordem
Z—iwz = F(t).

Uma solugao nao trivial da EDO homogénea associada 1 — iwy = 0 é y(t) = e“!. Use o
método da variagao das constantes para determinar a solucao na forma de um produto
2(t) = A(t)e™?, onde X é solucdo de A = F(t)e~ ™!, Deduza que

2(t) = ! (z(to) + /t: F(s)e m dT) .

e Verifique que a energia cedida ao oscilador por uma for¢a F'(t) que actua num intervalo
de tempos (—o0,00) é dada por [LLT78]

2

/ F(t)e ™t dt

— 00

5. (oscilagoes forcadas amortecidas) Considere a equagao das oscilagoes for¢adas amortecidas
i =20 —wq+ F(1),
onde 2« :=1/7 > 0 é um coeficiente de atrito, e a for¢a é F(t) = Fysin(yt).

e Mostre que, se a? < w? (ou seja, se o sistema nao forcado é sub-critico), a solucio geral
é
q(t) = Ae *'sin (\/ w? —a’t+ <p) + R(v)Fysin (vt + ¢) ,
onde a amplitude A e a fases ¢ dependem dos dados iniciais,
1 2a
R(y) = - e  tang= *sz-
\/(wz —42)? + 40242 v

A primeira parcela da solucao representa um “regime transitério” (transiente), des-
prezavel para grandes valores do tempo (i.e. para t > 27). A segunda é dita “solucao
estaciondria”, e representa a resposta sincronizada, mas desfasada, do sistema a forca
periddica. A funcdo R(7y) é dita curva de ressondncia do sistema, pois representa o
factor de proporcionalidade entre a amplitude da forca e a amplitude da resposta.
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Um exemplo de curva de ressonancia.

e Mostre que a curva de ressonancia R(7y) atinge um mdaximo para o valor

Yr = Vw? — 202

da frequéncia, chamada frequéncia de ressonancia. Observe que, se wr > 1, entao
Y~ w(l—1/(47%w?) +...).

e Discuta também os casos o = w? e a? > w?.

6. (circuito RLC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutancia L e capacidade
C, é determinada pela EDO

. . 1 .
LI+RI+ 1=V
+RI+ 5 ,

onde V (t) é a tensdo que alimenta o circuito.
e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensao constante V (t) = Vj,
e esboce as solugoes (compare com a equagao das oscilagoes amortecidas).

e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensao alternada V(t) =
Vo sin(~t) (compare com a equagao das oscilagoes for¢adas amortecidas).

e Determine a frequéncia de ressonancia do circuito.

7. (impedancia) A resposta estaciondria de um elemento de circuito a uma tensdo alternada
V(t) = et é descrita pela impedincia Z = R+iX = |Z|e? (a parte real R é a resisténcia e
a parte imagindria X a reatdncia), definida pela lei de Ohm generalizada

V=2ZI

e Mostre que a impedancia de um elemento de circuito RLC' é

1
Z =R+ iwl + —
tw +iwC

e determine o médulo e a fase de Z.
e Mostre que a impedancia de dois elementos em série, de impedéncia Z; e Zs, é

Z =21+ 2y

e que a impedéncia de dois elementos em paralelo, de impedéancia Z; e Zs, é (a metade
da média harmdnica)

1_1+1
Z 7y Zs

8. (filters) see http://en.wikipedia.org/wiki/RLC_circuit#Filters


http://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_impedance
http://en.wikipedia.org/wiki/RLC_circuit#Filters
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12 Valores e vetores préprios

1. Seja L : V. — V um operador linear. Um subespago linear W C 'V
é L-invariante se L(W) C W, ou seja, se v € W implica Lv € W.

e Mostre que o subespago trivial {0}, o nicleo ker(L) e a imagem im(L) s@o subespagos
invariantes de L : V — V.

e Determine os subespacos invariantes da transformacio T : R?2 — R? que transforma
cada ponto (z,y) no seu simétrico em relagio a reta y = x.

e Determine os subespacos invariantes da transformacdo T : R?2 — R? que transforma
cada ponto (z,y) na sua proje¢do ortogonal sobre a reta y = x.

e Determine os subespacos invariantes da transformacdo T : R? — R? definida por
T(x,y) = (z+3y,y).

2. Seja L : V. — V um operador linear definido no espago linear
V, real ou complexo. Um vetor prdprio/autovetor (em inglés eigenvector, do aleméo eigen
= préprio) de L é um vetor ndo nulo v € V tal que Lv é proporcional a v, ou seja,

onde A € R (ou A € C) é um escalar, chamado valor préprio/autovalor (em inglés eigenvalue)
do operador L (associado ao vetor préprio v).

Se vi,Va,..., Vv 880 vetores proprios e se os correspondentes valores préprios Ay, Ao, ..., Ax
sao dois a dois distintos (i.e. A; # Aj se ¢ # j), entad os vetores vi, Va, . .., Vi 830 linearmente
independentes. A prova é por indugdo. O caso k = 1 é trivial. Seja c;vy + covg + -+ +
ck+1Ve+1 = 0. Aplicando o operador L ou multiplicando por Agy1, e depois calculando a
diferenca, obtemos

Cl(/\l — )\k+1)V1 + Cg()\g — >\k+1)v2 + -+ Ck(>\k — )\k+1)Vk =0

Pela hipotese indutiva todos os coeficientes sao nulos, e portanto, sendo os valores proprios
distintos, ¢; = co = -+ = ¢, = 0. Entdo também cx11 = 0 (pois viy1 # 0).

Se A é um valor préprio de L, o conjunto
Vy:={veVtq Lv=JAv}=ker(A— L)

(A—L denota o operador v — Av—L(v)) é um subespaco vetorial invariante para A, diferente

do espago trivial {0}, dito subespaco prdprio associado ao valor préprio A. A restrigdo do
operador linear L a cada espago préprio V) é uma homotetia L|Vk =A:v = Av. Em
particular, se existe uma decomposi¢cao de V como soma direta V = @y Vi de espagos
préprios 'V associados aos valores préprios (distintos) Ak, entdo o operador é uma soma
direta L = @ A\;, de homotetias. Tais operadores sao chamados “diagonalizéveis”.

e Todo vetor v £ 0 é um vetor prépro da trasormagao identidade Iy v := v, com valor
préoprio A = 1. Todo vetor v # 0 é um vetor prépro da trasormacdo nula Oyv := 0,
com valor préprio A = 0.

e Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R? — R2 que transforma
cada ponto (z,y) no seu simétrico em relagdo a reta y = 2z.

e Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R? — R? que transforma
cada ponto (z,y) na sua projecao ortogonal sobre a reta 3y = x.

e Uma rotacido Ry : R? — R?, definida no espaco vetorial real R? por
(z,y) — (xcosh — ysinb, xsinf + ycosh) ,

nao admite vetores préprios se o dngulo 6 ¢ Zxw. No entanto, a mesma rotagao pode ser

pensada como a transformacio z — €'’z definida no espaco vetorial complexo C ~ R2.
Neste caso, todo vetor z # 0 é um vetor préprio, de valor préprio €.
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Determine os valores e os vetores préprios das transformacoes

L(I,y) = (I7O) L(I,y) = (l‘/2,3y) L(I7y) = (_y7x)
L(z,y) = (z,x +y) L(z,y) = (z + Ay, y) L(z,y) = (z + oy, y)
L(JE,y,Z) = (an7_z) L(x,y,z) = (y,z,x)

e Se )\ é um valor prépriode L: V — V e k € N, entdo A\* é um valor préprio de L*. Em
particular, os valores préprios de um operador nilpotente nao podem ser diferentes de
zero.

e Se L:V — V é um automorfismo (i.e. uma transformagcao linear invertivel) e v e 'V é
um vetor préprio de L, entdo v é um vetor préprio de L™!

[Ap69] 4.4.

3. Se A é um valor préprio do operador linear L : V — V, entdo o

operador
L)\ =A—L

nao ¢ invertivel (pois um autovetor v associado a A estd no seu nicleo). O espetro do
operador L é o conjunto

o(L):={\e€C t.q. A= L nao é invertivel } C C,
ou seja, o conjunto dos valores complexos de z € C fora dos quais existe o operador resolvente
R.:=(z—L)""

O ntimero p(L) := sup,¢,(p) 2] € dito raio espetral. Quando V tem dimensao finita, o espetro
o (L) coincide com o conjunto {A1, Ag, ..., Ax} dos valores préprios. Em geral, o espetro pode
conter mais pontos.

e O operador deslocamento (em ingés, shift)
L: <$1,$2,$3,...) — (332756‘3,.%'47...)

definido no espaco das sucessdes reais V = RN ndo ¢ invertivel, portanto 0 € o(L). No
entanto, 0 ndo é um valor préprio de L.

4. (operador derivagao e exponencial) O operador deriva¢ao envia uma funcao derivavel f(x)
na funcao

(Df)(z) := f'().

Pode ser pensado como un endomorfismo do espago linear C*° (R, R) ou C*(R, C), as fungoes
infinitamente diferencidveis com valores reais ou complexos. O produto P := —ihD, onde
h ~ 1.054--- x 1073* J . s é a constante de Planck reduzida, é o operador momento na
“representacao de Schrodinger”.

e O subespaco Pol(R) dos polinémio é um subespago invariante de D. O subespago
Pol<,,(R) C Pol(R) dos polinémios de grau < n é um subespago invariante do operador
derivacdo D : Pol(R) — Pol(R) ?

e Mostre que os vetores préprios do operador L = zD, definido em Pol(R), sdo os
mondmios f(z) = z™.

e Verifique que todo o A € R é um valor préprio do operador “derivacao” D : C*(R,R) —
C>*(R,R), e que espago préprio associado ao valor préprio A é gerado pela fungao expo-
nencial f(z) = e**. Deduza que e€*/h & uma funcio prépria do operador momento, e
calcule o valor préprio.



12 VALORES E VETORES PROPRIOS 46

5. (operadores diferenciais, translacoes e ondas planas) Sejam Q C R™ um aberto e V. =
C> (€, R) o espago vetorial das fungoes f : @ — R infinitamente diferencidveis. Dado um
multi-indice « = (ay,0s,...,a,) € N* de grau |o| := a1 + as + -+ + a,, 0 operador
diferencial 0% : V — V é definido por

ololf
o =
(07£)(x) Ox{*0x3? ... 0z
e Verifique que as ondas planas eg(x) = €% com £ € (R")* ~ R", sio fungdes

préprias dos operadores diferenciais 9%, com a € N”, com valores préprios (i€)® :=
(1&1)*1 (i&2)*2 ... (i&,) ™™, ou seja,

8a6§ = (if)aeg.
e O operador de translagao T,, com a € R™, é definido por
(Taf)(x) == f(x+a).

Verifique que as ondas planas eg(x) = e'$* sao também funcdes préprias dos operadores
de translacdo com valores préprios \a(€) = €2, ou seja,

Taee = eis'aeg .
e O operador de modulagcdo M, com & € (R™)* ~ R", é definido por
(Mg f)(x) = "> f(x).

Mostre que Tp 0 Mg = €€2Mg o T,. Os operadores translagdo e modulagio geram o
grupo de Heisenberyg.

6. (PDEs e simbolo de um operador diferencial) Um operador diferencial linear de grau < k,
definido num domiinio X C R", é um polinémio

PO,x)= Y aq(x)0",

lo| <k

em 0, com “coeficientes” a,(x) que s@o fungdes a, : X — R. O operador comuta com as
translacoes de R"™, os operadores Ty, se os coeficientes a,, nao dependem do ponto x, i.e. sao

constantes. As “ondas planas” eg(x) := e sdo fungdes préprias do operador linear com
coeficientes constantes L = P(9), ou seja, satisfazem
Leg = U(E) €¢,

onde o valor préprio, o polinémio ¢(€) := P(i€), é dito simbolo do operador L. O simbolo
principal € o termo (polinémio homogéneo) de grau méximo, oy,(§) = 3|, =y, @a - (i§)*.

7. Se A é um valor préprio do operador linear L : V. — V| entao o
operador Ly := A — L nao é invertivel, e os vetores proprios com valor préprio A sao os
vetores nao triviais do ntcleo de Ly. Se V ~ R" tem dimensao finita, entao o operador L é
X — AX, onde A € Mat,x,(R) é uma matriz quadrada (que depende da base escolhida).
O escalar A € R é um valor préprio da matriz quadrada A € Mat,«,,(R) (ou do operador L)
sse a matriz A\I,, — A é singular, ou seja, sse

det (M, — A) =0,

7

O polindmio carateristico da matriz quadrada A € Mat,,x,(R) é

| Pa(t) := det (1, — 4)|

e portanto A é um valor préprio de A sse é uma raiz do polinémio carateristico, i.e. se
P4(X) = 0. O espago préprio associado ao valor préprio A é V) = ker(A— L). Em particular,
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os vetores préprios associados ao valor préprio A sao as solugoes nao triviais do sistema
homogéneo (A, — A)V = 0.

Se A1, Aa, ..., A\, sl0 as raizes (em geral, complexas e distintas) do polindmio carateristico
da matriz quadrada A € Mat,, «,(R), entao

Pa(t) = (t=A)(E = A2) -+ (E = An)
=t"— (A + X+ AT (DM (A A2 A

Mas P4(0) = det A, e portanto

[det A=Ay \, |

Também acontece que

A=+ X+ + A |

Mostre que A e AT tém o mesmo polinémio carateristico.

Verifique que o polinémio carateristico da matriz 2 x 2

a b
=t a)
é Pa(t) = t2— (a+d)t+ (ad—bc). Verifique que P4(A) = 0, ou seja, que A% — (trA)A+

(det A)IQ =0.

Os valores préprios de uma matriz nilpotente nao podem ser diferentes de zero.

e A matriz quadrada A é unipotente sse o seu polinémio carateristico é uma poténcia de
t—1.

Determine valores e vetores proprios dos endomorfismos definidos pela seguintes matrizes
2 0 1 1
A= ( 0 1/3 ) A= ( 0 1 )
1 0 2 1
=(r) A ()

2 5 -1 1 5 -1
A= 0 -3 1 A= 0o -2 1
0 O —4 0 3
2 1 1 7 5 1 1 0 O
A= 2 3 2 A= 0 -2 1 A= 0 0 -1
3 3 4 20 0 3 01 0
e [ApG9] 4.10.
8. As matrizes quadradas A, B € Mat,, x,,(R) séo ditas

semelhantes se existe uma matriz invertivel U € Mat,, x,(R) tal que
B=U'AU,

ou seja, se representam a mesma transformagao linear L : R — R"™ em bases que podem
ser diferentes. Se A e B sdo semelhantes entdo det A = det B. Matrizes semelhantes tém o
mesmo polinémio carateristico, pois

det (tI, — U 'AU) = det (tU'I,U — U~ ' AU)
=det (U~ '(tI,, — A)U) = det (tI,, — A)

e portanto os mesmos valores préoprios.
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A matriz quadrada A € Mat,, x,(R) é diagonalizdvel se é semelhante a uma matriz diagonal.
Se (o operador linear L : R™ — R™ definido na base candnica pel)a matriz quadrada A €
Mat,, «x»(R) admite n vetores préprios linearmente independentes vi,vs, ..., v,, com valores
préprios A1, g, ..., Ay, respetivamente (nao necessariamente distintos), e se U € Mat,, x, (R)
¢ matriz (invertivel) cujas colunas sdo os vetores v;, entdo U 'AU é a matriz diagonal

A= diag()\l, )\2, ey )\n)

e Mostre que se A e B sao semelhantes entao det A = det B.
10 11
0 1 ¢ 01
e Diagonalize as seguintes matrizes, ou mostre que nao é possivel.
21 1 0 1 1
1 1 1 3 1 1
2 1 2 1 0 1
-1 4 -1 0 0 0

9. Sejam L : V= V e M : V — V dois operadores lineares que
comutam (i.e. [L, M] = 0) definidos no espago linear V. Se A é um valor préprio de L, entéo
o espago préprio Vy = {v € Vt.q. Lv = Av} é um subespago invariante para o operador
M, ie. M(Vy) C V,. De fato, se v € V, entao

o As matrizes

sao semelhantes?

LMv =MLv =\Mv

e portanto Mv € V. DA FINIRE

10. (gato de Arnold) Considere a transformacao L : R? — R? definida pela matriz

2 1
(i)
ou seja, L(x,y) = (2r +y,x +1vy). O polinémio carateristico é P4(t) = t> — 3t — 5, e portanto

os valores préprios sdo A+ = (3 ++/5)/2. Vetores préprios correspondentes, que satisfazem
L(vi) = Aivy, sdo (por exemplo)

v = (g, 1) € V= (17 —p)

onde ¢ = (1++/5)/2 ~ 1.6180339887 ... é a “razdo” dos gregos. A matriz que representa L na
base (vy,v_) é a matriz diagonal A’ = diag(A,A_). Observem que Ay >1e 0 < A_ <1,
e portanto L estica os vetores da reta Rv, e contrae os vetores da reta Rv_. Observem
também que det A = Ay A_ = 1. Em particular, L preserva as dreas, ou seja, a drea de uma
regiao (mensurdvel!) R C R? é igual & drea da sua imagem L(R). A matriz A ¢ invertivel, e a
sua inversa A~! tem entradas inteira (pois det A = 1). Em particular, L preserva o subgrupo
7Z? C R? ou seja, L(Z?) = Z?. Isto implica que L define uma transformacio invertivel
T :T? — T? do “toro” T? := R?/Z?, definida por

(z,9) +Z% = 2z +y,x +y) + Z°

A “dindmica” da transfomagao T, ou seja, o comportamento das trajetérias v — T(v) —
T(T(v)) — ..., é particularmente interessante, e T' é o arquétipo de uma classe importante
de transformacoes, ditas “hiperbdlicas”.

11. (Cayley-Hamilton theorem) If p € C[t] or R[t] is a polynomial in the indeterminate ¢, say
p(t) = apt® + -+ + a1t + ag, and A an n x n matrix, real or complex, one defines the matrix
p(A) as

p(A) = arA¥ + -+ a1 A+ aol, .



12 VALORES E VETORES PROPRIOS 49

For example, one may consider the characteristic polynomial P4(t) of a square matrix A,
and try to compute P4(A).

If A = diag(A1, Ag,..., An) is a diagonal matrix, a simple computation (using the fact that
its powers are also diagonal with entries which are powers of the A;’s) shows that Py(A) = 0.
A diagonalizable matrix as D = U~'AU has its powers of the form D*¥ = U~'A*U, and
consequently Pp(D) = U~tPy(A)U = 0, since Pp = Px.

The set of diagonalizable complex matrices is dense in the space Mat,, x,,(C) = cr. Indeed,
it is the set of those matrices such that the characteristic polynomial P4 (t) has n distinct
complex roots. In particular, for any n x n matrix A, real or complex, we may find a
sequence (Dy,)men of diagonalizable complex matrices such that D,, — A (w.r.t. some
compatible norm). By continuity we conclude the Cayley-Hamilton theorem: any square
matrix A satisfies its characteristic equation, i.e.

Pa(A) =0

e If A is an invertible n X n matrix, then we may multiply the identity P4(A) = 0 by
A~! and obtain a formula for the inverse matrix A~! as a function of the powers A,
A, A%, ..., A1 For example, show that the inverse of an invertible 2 x 2 matrix A is

_ 1
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13

1.

Espacos euclidianos

Um espago euclidiano real/complezo é um espago vetorial E, real ou
complexo, munido de um produto interno (também dito hermitico se o espago é complexo),
uma aplicagdo que associa a cada par de vetores x,y € E um escalar (x,y) € R ou C,
satisfazendo os axiomas

E1 (simetria hermitica) (x,y) = (y, %), Vx,y € E

E2 (linearidade) (A\x + pz,y) = A (x,y) + u(z,y) Vx,y,z€ EeVA ueRouC.

E3 (positividade) (x,x) > 0 se x # 0.

Se o espago é real o axioma E1 diz simplesmente que (x,y) = (y,x). O axioma E2 diz que,

para todo y € E fixado, x — (x,y) é uma forma linear. Em particular, a correspondéncia
y — &, = (,y) define uma inclusao E C E*.

Os arquétipos de espacos euclidianos de dimenséo finita sdo: o espaco euclidiano real R™,
munido do produto interno “usual” (x,y) = z1y1 + - - + Znyn; 0 espaco euclidiano complexo
C™, munido do produto interno “usual” (x,y) =171 + -+ + TnYn.

A norma do vetor x € E é o niimero real nao negativo definido por

%[ := v/ (x,%)

Pelas E2 e E3, o tinico vetor com norma 0 é o vetor nulo 0. A desigualdade de Schwarz afirma
que se x,y € E

(163 < Ix]liyll]

e a igualdade verifica-se sse os vetores x e y sao linearmente dependentes. Os vetores x e
y de E sdo ortogonais/perpendiculares quando (x,y) = 0. Pela desigualdade de Schwarz, a
norma satisfaz a desigualdade do triangulo

[x+ vl <l +lyll-

A distancia entre os vetores/pontos x e y de E é definida por

d(x,y) =[x - yl]

que satisfaz a desigualdade do triangulo

d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

e Verifique que (x,\y) = A (x,y). Em particular, se o espago é real, o produto escalar é
lineara também na segunda variavel.

e Mostre que (x,y) = 0 para todos os y € E sse x = 0.

e Prove a desigualdade de Schwarz (aplique o axioma E3, ou seja, a positividade, ao vetor
Ax + py com A= [ly| e p=—(xy))

e Verifique que x,y Z? z;y; € um produto escalar em R™.

e Verifique que z,z" +— Y 2127 é um produto escalar hermiteano em C™.

e Mostre que num espacgo euclidiano real

I +yl* = llx = yl* = 4 (x,y)

e deduza que ||x +y|| = [|x — y|| sse (x,y) = 0.

e Prove o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao

I+ ¥ = [Ix[I* + ly[I*

DRAFT
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e Verifique a identidade do paralelogramo
I+ yII* + [Ix = ylI* = 2||x]|* + 2[ly|*
e Mostre que a norma, e portanto a distancia, satisfazem a desigualdade do triangulo
Ix+yll <lxl+lyl  dxy) <dxz)+d(zy)

(calcule ||x + y||? e use a desigualdade de Schwarz ...).
o [Ap69] 15.12.

2. (matrizes simétricas e positivas) Os axiomas E1 e E2 dizem que um produto interno no espago
R™ é
(x,y) =Y gija'y’
,J

onde G = (g;;) € Matyx,(R) é uma matriz simétrica, i.e. tal que g;; = g;;. O axioma E3
diz que a matriz G é positiva, i.e. Z” gijx'x? > 0 se x # 0. Em particular, g;; > 0.

Numa base em que a matriz G é diagonal, com valores préprios A; > 0, o produto interno é
<X7 y> = All’lyl + A2$2y2 4.+ )\nxnyn

e Verifique que
(r,r') = 222" + 2y’ +ya’ + yy/
é um produto interno em R2.

e Verifique que a métrica de Lorentz/Minkowski
<(t7 I‘), (t/a I‘,)> = CQtt/ —r-r
nao é um produto interno em R* =R x R3,

3. (£? space) The simplest infinite dimensional Euclidean space is the space ¢2(C) of those
infinite sequences z = (zi)ken = (z1,22,23,...) of complex numbers z; € C such that
|z||? := 3", |2k|? < oo, equipped with the inner product (z,z’) := 3, 2z} (convergence of
the inner product comes from the Schwartz inequality applied to finite sums and convergence
of the infinite sums defining the norms of the two vectors). The infinite system e; = (1,0,...),
es = (0,1,0,...), ...is made of pairwise orthogonal unitary vectors.

4. (L? spaces) Typical spaces of interest in analysis of PDEs (and in physics) are spaces E made
of continuous (or at least integrable) functions f : X — R or C, defined in some domain X
which may be an interval like [0, 7], the whole real line R, some domain in the space R™ (or
more sophisticated objects called “manifolds”, and so on), equipped with an inner product
like

(f.9) = /X f(t) g(t)dt.

In some sense this space is too small, and one should “complete” it in order to include the
limits of its fundamental sequences. In some other sense it is too large, since interesting
linear operators, such as differential operators, may only be defined in strict subspaces of E,
made of those functions which admit a sufficient number of derivatives.

5. Um conjunto ortogonal de elementos v # 0 de um
espaco euclidiano E é independente. Em particular, todo o conjunto ortogonal de n vetores
V1i,Va,...,V, nao nulos num espaco euclidiano E =~ R” ou C™ de dimensao n é uma base.
Os vetores vy /|| vg| formam uma base ortonormada.

Seja vi,Va,...,Vy,,... um conjunto independente de vetores do espago euclidiano E. Entao
o conjunto ui, us, ..., U,, ..., definido recursivamente por

u; =V Up41 =V —

(Vn,u1) _ (Vin,u2) _ _ (Vin,un)
T2 9~ g2 M2 Tu,[2 Un

é um conjunto ortogonal tal que [vi,Vva,...,v,] = [ui,ug,...,u,] para todo o n e tal que
u,+1 ¢ ortogonal ao subespaco [uj,us,...,u,]. Em particular, todo espago euclidiano de
dimenséo finita admite uma base ortonormada.
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6. (polinémios de Legendre) Ortonormalize a familia vg(t) = 1, vi(t) = ¢, va(t) = 3, ...,
vp(t) =t , ... de vetores no espago E das fungdes continuas z : [—1,1] — R, munido do
produto interno )

@)= [ ayo)d.
O resultado é a familia dos polindmios de Legendre,
L) =1, @)=t L(t)=t>—1/3, l3(t)=t3—,...
7. (espagos ... _
(f.9):= i} f(t) g(t) dt
Verifique que 1, cos(t), cos(2¢), . ..,sin(t), sin(2t),... é um conjunto ortogonal.

8. (0 espaco L?) O produto interno L? no espaco das funcdes complexas (ou reais) no espaco
R™ é

(f.9) = / f(2) 9(z) da

onde dr = dx\dxs - - - dx,, denota a “medida de Lebesgue”. é um produto escalar hermiteano
no espago C°(I,C). A norma L? é
[ fllz = (f, )

O “completamento” de ...

9. Seja E um espago euclidiano, rela ou complexo.
O complemento ortogonal do subconjunto X C E (ndo necesariamente um subespago) é o
subespaco linear

’XJ- ={veE tq (v;x)=0 VXEX}‘

Seja S C E um subespaco de dimensao finita do espago euclidiano E. Entao cada vetor
v € E pode ser representado de maneira tinica como soma

de um vetor s € S e um vetor t € S*, ou seja, o espaco E é uma soma direta E = S & S+.
De fato, se e1,eq,...,e, é uma sua base ortonormada de S (que existe pelo teorema de
Gram-Schmidt), basta escolher

n

s = Z(v,ek>e;C

k=1
e verificar que t := v — s é ortogonal a todos os vetores eq,...,e,, e portanto a todos os
vetores de S. O vetor s é dito projecao (ortogonal) de v sobre S, e o operador Ps : E — E,
definido por Ps(v) = s, é dito proje¢ao ortogonal sobre o subespago S. A projeccao realiza
a distancia d(v,.S) entre v e S, ou seja, (teorema de aprozimagao)

lv-s|<[v-s| vses|

De fato, o vetor s’ — s, que pertence ao subespago S, é ortogonal ao vetor t = v — s, e
portanto, pelo teorema de Pitdgoras, |[v —s'[|? = ||v —s||? + ||s’ —s|? > ||v — s]|?.

o Mostre que X+ é um subespaco linear de E.

e Verifique que |[v]|? = ||s||* + [|t]|>.

e Verifique que PsPg = Pg.
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10.

11.

12.

Seja ej,eq,...,€,,... um conjunto ortonor-
mado do espaco euclidiano E. Os coeficientes de Fourier do vetor x € E (relativamente ao
conjunto ortonormado eg, es,...,€,,...) sdo os escalares x; = (X,€;). A projecao ortogonal
de um vetor x sobre o subespaco de dimensao finita E, C E, gerado pelos ej,es, ..., e,,
é o vetor x, = Y., z;€;. Da desigualdade ||x — x,|* > 0 segue que Y ., |z;]* < ||x]°.
Em particular, a série (de termos nio-negativos) 3. |x;|? é convergente. No limite quando
n — 00, segue a desigualdadde de Bessel

(2 | xveq) 2 < |x)?]
Se E tem dimensao finita e e, es, ..., e, é uma base ortonormada, entao vale a identidade
de Parseval
[l = i | (x, @) 2]
O produto escalar entre os vetores x e y é dado pela identidade de Parseval
[(xy) = XLy (x.ei) (eiry)|

e Mostre que um conjunto finito ortogonal de vetores nao nulos é independente.

e Mostre que se e, e, ..., e, é uma base ortonormada do espago euclidiano de dimensao
finita E = R™ ou C"”, entao todo o vetor x € E é igual a

X = (x,e;)e;

1

n
1=

e [Ap6Y9] 15.12.

(Hilbert spaces and Dirac’s notation) Physicists are interested in certain infinite dimensional
complex Euclidean spaces H called Hilbert spaces. They are characterized by a certain
“completeness condition” and by the fact of having an “infinite countable basis” e, es, €3, . ..

Each vector may be written as an infinite sum x = ), xj ey, with Fourier coefficients
zr = (x,ey), and (the square of) its norm is the sum of the series ||x||* = >, |zx]?. It
happens that the inner product induces an isomorphism between H and its dual H*. Paul
Dirac invented the following terminology'?: a generic vector is denoted by |z) and called ket,
while a generic co-vector is denoted by (y| and called bra, so that their pairing (y|x), the
inner product, is a bra-ket.

(factorizacao QR) Uma matriz A € Mat,, «,(R) cujas colunas sao linearmente independentes

pode ser decomposta na forma

onde @ € O(n,R) é uma matriz ortogonal e R € Mat,x,(R) é uma matriz triangular
superior.

e Sejam aj,ag,...,a, € R” as colunas da matriz A € Mat,, «,(R), e seja e1,eq9,...,€, a
base ortonormada obtida utilizando o processo de ortonormadaizacao de Gram-Schmidt.
Entao a matriz @), cujas colunas sdo os vetores e;, é ortogonal, e A = QR onde R é a
matriz triangular

(e1,a1) (e, a2) (e1,a3)
0 <eg7 a2> <e2, a3)
R= 0 0 <83, a3>

e Mostre que a solucao do sistema linear Ax = b, quando A é invertivel e tem decom-
posicdo A = QR, é
x=R1Q"b

19PAM Dirac, A new notation for quantum mechanics. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 35 (3) (1939), 416-418.
P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Oxford University Press, 1930.
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e Determine a decomposi¢do QR das matrizes

13. Seja A € Mat,,xn(R), e sejam Lg : R® — R™ e Lyt : R™ — R"
as transformacoes lineares definidas por x — Ax e y — Aly, respectivamente. Entdo

ker(La) =im(La7)t  im(La) =ker(Lar)"  ker(Lyr) =im(La)"  im(Ly7) = im(La)" |

Em particular, o sistema linear Ax = b admite solugbes sse o vetor b € R™ é ortogonal ao
espaco das solucoes do “sistema homogéneo adjunto” ATy = 0.

14. (quadrados minimos e regressao linear) Sejam A € Mat,,«»(R) e B € R™. Uma solugao de
quadrados minimos do sistema AX = B (que pode ser inconsistente!) é um vetor X € R"
que minimiza a soma

(61)2 + (62)2 N (cm)2
dos quadrados dos “erros” €' := (> a'jx?) —b', ou seja, o quadrado da norma |[AX — B|?
em R™. Se as colunas de A sdo linearmente independentes, entdo a matriz AT A é invertivel,
e a Uunica solucao de quadrados minimos é

X =(ATA)1ATB

e Verifique que X = (z!,72,...,7") € R é um minimo de [|[AX — B||? se ATAX = A"B
(calcule as derivadas parciais em ordem aos T7’s).

e Mostre que se A € Mat,,,x,(R) tem carateristica n entdo AT A € Mat,x,(R) também
tem carateristica n, e portanto é invertivel.
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1.

Norms and Banach spaces

Uma norma no espago linear V, real ou complexo, é uma fungao real ndo-negativa
II-1l : V= [0,00) que satisfaz os axiomas
N1 (positividade) ||x|| > 0 Vx # 0.
N2 (homogeneidade) ||Ax|| = |A|||x]| VAeRou CeVxe V.
N3 (desigualdade do triangulo) ||x +y| < ||x|| + [yl Vx,y € V.

Um espaco normado é um espago vetorial V munido de uma norma. A distancia entre os
pontos/vetores de V é definida por d(x,y) =[x — y|.

e Use N3 para deduzir a desigualdade do triangulo
d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)
para a distancia.

e Verifique que

n
lloo i= max fael e = ; [k

sao normas no espago R™ ou C". De fato, estas normas sao os dois extremos de uma
familia de normas parametrizadas por um nimero 1 < p < 0o, definidas por

n 1/p
x|, = (Z |xi|p>

i=1
Quando p = 2 esta é a norma euclidiana usual ||x|2 = 1/(x,X), definida & custa do
produto interno usual.
e Uma norma || - || é euclidiana (ou seja, é definida & custa de um produto interno (-, )

1/2)

usando [|x] = (x,x) sse satisfaz a identidade do paralelogramo.

Uma métrica no conjunto X é uma funcao “distancia” d : X x X — [0,00) que
satisfaz os axiomas:
M1 (simetria) d(z,y) = d(y, x)) ;
M2 (positividade) d(z,x) =0, e d(z,y) >0sex #y ;
M3 (desigualdade do tridingulo) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) .
(completeness and Banach spaces) A distancia permite de definir a convergéncia das sucessoes
definidas num espago normado. Uma sucessdo (xx)xen de vetores X3 € V converge para um

vetor x € V se para todo a “precisao” ¢ > 0 existe um “tempo” k tal que se k > k entdo
Ixx — x|| < e.

(normas LP) Verifique que

[flloc = sup [f ()]
tel

é uma norma no espago C(X,C) das funcdes continuas e limitadas definidas no intervalo
I C R. Verifique que

b
1l =/ ()] da

¢ uma norma no espago Cp(I,C) das fungdes continuas e limitadas definidas no intervalo
I ={a,b] CR.

DRAFT
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5. Sejam V e W dois espagos lineares normados.
Um operador linear T : V. — W é limitado se existe um C > 0 tal que ||Tv| < C'||v]|| para
todo o v € V. Por exemplo, o operador N € L(¢?), definido por Ne, = ne,, nao é
limitado. O seu inverso, N~! : e, — n~le,, é limitado, e podemos fazer C = 1. Em
dimensao finita, um operador T' € L(C™) é definido, fixada uma base unitdria, por uma
matriz A = (a;;) € Mat, x»(C). Se M := max; ; |a;;| denota o maximo valore absoluto das
entradas de A, entao é imediato verificar que

O subespaco B(V, W) C L(V,W) dos operadores lineares limitados de V em W pode
ser munido de uma norma, chamada norma dos operadores, definida assim: a norma da
transformacao linear L : V. — W é

[Lv]

veVv\{o} (vl

1L =

Em particular, || Lv|| < ||L]| ||v|]. Uma defini¢do equivalente, usando a homogeneidade das
normas (N2), é
IL| = sup |Lv]
vil=1

(a condigao ||v]| = 1 pode ser substituida por < 1 or < 1), ou seja, a norma de um operador
limitado é o raio da menor bola centrada em zero que contém a imagem da bola unitaria. Em
particular, o espago dual V* := L(V,R) ou L(V,C), dependendo se V é real ou complexo,
pode ser munido da norma

1€l == iilfl (& v)|.

A norma dos operadores é natural com respeito as composicées. De fato, se L: V — W e
T : W — Z sao operadores lineares entre os espaco normados V, W e Z, entao a composi¢ao
TL:V — Z tem norma limitada por

[TLI| < [T 1L

Se T : E — E é um operador linear limitado definido num espago euclidiano E, real ou

complexo, entao
1T =T e 77| =TI

e Show that the norm of a bounded linear operator T': V. — W may also be defined as
the infimum of those C' > 0 such that [|Tv]| < C'||v|| for all v € V.

e Show that the operator norm is indeed a norm. In particular, show that it satisfies the
triangular inequality N3.

e Mostre que se T' € End(E) é um operador linear limitado definido num espago euclidiano,
entdo p(T) < ||T||, e portanto p(T) < ||T%||*/*. Mostre que se N € End(E) é normal
entdo p(N) = || V|

6. (normas nos espagos de matrizes) Por exemplo, se V &~ R” e W a~ R™, munidos das nor-
mas euclidianas usuais, entao um operador linear L : R™ — R™, representado por uma
matriz A = (a;;) € Mat,,x,(R) relativamente as bases candnicas, envia a esfera unitdria

n—1 n 2 n f G
ST i o < 1} C R™ numa elipse

The spectral radius is given by the Gelfand’s formula
p(T) = Jim |[74]1/%
—00
e Mostre que outras normas no espago Mat,, «»(R) ou (C) das matrizes m x n sdo

[ Alloo = sup |as;]| e 1Al = lai]
J i,j
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1.

Operadores hermiticos e unitarios

Seja H um espaco euclidiano, real ou complexo, de dimensao finita. O
adjunto do operador linear T € End(H) é o tnico operador T* € End(H) (a notacao dos
fisicos é T'") tal que

’ (I'x,y) = (x,T"y) Vx,yEH.‘

Se o espaco linear é real, fixada uma base ortonormada, podemos considerar que H ~ R"
munido do produto interno canénico (x,y) = >, z;y;. Se A = (a;j) € Mat,, «»(R) é a matriz
que representa o operador T na base escolhida, entao a matriz transposta AT = (a;rj), definida
por a;rj = aj; (ou seja, as linhas de AT sdo as colunas de A e vice-versa), define o operador
adjunto T*. Se o espaco linear é complexo, fixada uma base ortonormada, podemos considerar
que H ~ C" munido do produto hermitico (x,y) = >, z;7. Se A = (ai;) € Mat,»,(C) é a
matriz que representa o operador 7" na base escolhida, entao a matriz do operador adjunto 7
é a matriz conjugada transposta ZT = (a;?‘j), definida por af; = aj;. Isto prova a existéncia
do adjunto. A unicidade é um exercicio. Por outro lado, a existéncia do adjunto em espacos
euclidianos de dimensao infinita é problemaética.

E imediato verificar que

(T =T (T+S)=T"+5" (AT)* = \T* (T8)" =51

e Mostre que o adjunto de um operador linear é inico (lembre que o dnico vetor ortogonal
a todos os vetores de um espago euclidiano é o vetor nulo). Observe que esta prova nao
usa a dimensao finita do espago.

e Mostre que ker T* = (imT)* e que (kerT*)+ = imT.

e Se T é invertivel, entao (T—1)* = (T*)~L.

e Um subespaco V C H é invariante para o operador 71" sse o subespaco ortogonal V=1 é
invariante para o operador adjunto T™*.

Um operador linear T' € End(H), definido num espago euclidiano
de dimensao finita H, é dito auto-adjunto ou hermitico (em inglés self-adjoint or hermitian)
se T* =T, ou seja, se

’ (x,Ty) =(Tx,y) Vx,y € H‘

(observe que para definir um operador auto-adjunto ndo é necessdrio definir o adjunto de
um operador!). Se H = C", e se A = (a;;) € Maty,x,(C) é a matriz que representa o
operador T numa base ortonormada, entao T é auto-adjuntos sse a matriz é “hermitica”,
i.e. se a;; = a;;. Um operador auto-adjunto de um espago euclidiano real é também dito
simétrico, e é representado, numa base ortonormada, por uma matriz A = (a;;) € Mat,, x, (R)
simétrica, ou seja, tal que a;; = a;;.
Se um operador T é auto-adjunto entao o “valor médio” (T'x,x) é real para todos os x € H,
pois

(Tx,x) = (x, Tx) = (T, )
Em particular, os valores préprios de um operador auto-adjunto 7' sao reais, pois se v é um
vetor proprio com valor préprio A, entao

A= (Tv,v)/|Iv]]*-

Um operador S é dito hemi-hermitico (em inglés skew-hermitian) se S* = —S, e portanto a

sua matriz numa base ortonormada satisfaz a;; = —@j;. Se o espaco é complexo, § = iT é
hemi-hermitico sse T é hermitico. Em particular, os valores préprios de um operador hemi-
hermitico num espago euclidiano complexo estao no eixo imaginério iR C C. Um operador
hemi-hermitico de um espago euclidiano real é também dito hemi-simétrico, pois a sua matriz
numa base ortonormada satisfaz a;; = —a;;, e nao pode ter valores préprios diferentes de
Zero.
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e Se T é auto-adjunto, entdo também os operadors 7™, com n = 1,2,..., s@o auto-
adjuntos. Se T é também invertivel, entdo o inverso 7' é também auto-adjunto.

e Sejam T e S dois operadores hermiticos de um espago euclidiano E. Em geral, a com-
posigdo T'S ndo é hermitico (encontre exemplos). A composigao T'S é um operador
hermitico se T' e S comutam, ou seja, se T'S = ST.

e Se S é um operador hemi-simétrico de um espaco vetorial real E, entdo (Sx,x) = 0
para todo o x € E.

e Para cada operador linear T € End(E), o operador T*T é auto-adjunto. Se v é um
vetor préprio de T' com valor préprio A, entdo (T*Tv,v) = |\ ||v]|?.

e Cada operador T' € End(H) de um espago euclidiano de dimensao finita pode ser de-
composto, de maneira inica, como soma

T=X+1Y

de um operador hermitico X e um operador hemi-hermitico ¢Y (ou seja, ¢ vezes um

operador hermitico V). Basta escolher X = (T'+T*)/2 e Y = (T —T*)/2i. Observe
que T* = X —iY. Mostre que T é normal, ou seja, comuta com o préprio adjunto (i.e.
TT* =T*T),sse XY =Y X.

e Verifique a identidade de polariza¢ao

(Ax+y),x+y) — (Ax—y),x—y) =2(4Ax,y) + (Ay, x)) (26)

véalida para um operador genérico A € End(H). Aplique (26) aos pares de vetores x,
y e X, iy, e deduza que que o tdnico operador que verifica (Av,v) = 0 para todos os
v € H é o operador trivial A = 0. Mostre que se (Av,v) é real para todos os v € H,
entdao ((A — A*)v,v) = 0 para todos os v € H. Deduza que um operador com “valor
médio” (Av,v) € R para todos os v € H é auto-adjunto.

e A inversao T'(x,y,z) = (—z,y, z) relativamente ao plano y-z é simétrica? E a inversao
relativamente a um plano genérico de R? passando pela origem?

o [Ap6Y9] Vol. 2 5.5.

3. (adjoint and self-adjointness in infinite dimension) When the euclidian space H has infinite
dimension, interesting linear operators may be defined only in proper subspaces of well beha-
ved vectors, i.e. are linear maps L : D(L) — H from a “domain” D(L) C H into H. When
H is an Hilbert space, an operator is said symmetric or hermitian if (Lx,y) = (x, Ly) for
all x, y € D(L) (typically we also ask that such domain is “dense” in H, if you know what
it means). The term self-adjoint is reserved to operators which are defined in the whole
H, satisfying (T'x,y) = (x,Ty) for all x, y € H. Such operators are actually bounded, i.e.
satisfy a bound ||Tv|| < K ||v| for all v € H and some minimal K := ||T]| < co. Typical
differential operators are not bounded!

4. (multiplication and differential operators) Physicists interested in solving ordinary or par-
tial differential equations must deal with differential and multiplication operators defined
in spaces of functions, which are infinite dimensional linear spaces. For example, we may
consider the space E of continuous functions f : [a,b] — R or C, equipped with the inner pro-
duct (f,g) := f: f(t)g(t)dt. Any continuous function m(t) induces a multiplication operator
M € End(E) defined as

(M f)(t) :=m(t) f(t)
It is clear that M satisfies (f, Mg) = (M f,g) for all f,g,€ E. Differential operators can
only operate on smaller domains, for example in the subspaces E¥ C E of those functions
which admit £ = 1,2,..., or oo continuous derivatives. There, we may define the derivative

operator
@f)(t) = f'(t),

its powers 9, and therefore polynomials L = Zg:o apOF. Looking for the adjoint of 9, we
observe that integration by parts gives the identity

(f,09) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — (Of, g)
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Choosing appropriate “boundary conditions”, for example restricting 0 to the subspace
E} C E! of those functions satisfying f(a) = f(b), this operator 9 becomes skew-symmetric.
Most important is the Laplacian A := 0%, which therefore is symmetric when defined on E2.

e Given a continuous function ¢(¢) and continuously differentiable function p(t), consider
the subspace Ef) C E? of those twice continuously differentiable functions satisfying
the boundary conditions p(a)f(a) = p(b)f(b) = 0, and the Sturm-Liouville operator
L: E. — E, defined by

Lf = (pf) +af .

For example, if ¢ = 0 e p = 1, we recover the Laplacian A = D?. Show that L is
symmetric.

e Let P: E — E be the primitive operator, defined as

@ﬁ@=/ﬂﬂw-

Show that it is skew-symmetric when restricted to the kernel V = ker(I) of the linear
form I(f) := f: f@)dte.

Seja H um espaco euclidiano, real ou com-
plexo. Um operador linear T' € End(H) é uma isometria (linear) se preserva os produtos
internos, i.e. se

(Tx,Ty) = (x,y) Vx,y cH

ou seja, se preserva as normas, i.e. ||Tx| = ||z|| Vx € H, e portanto as distancias. Se
existe o operador adjunto T* € End(H), entdo esta condigdo é equivalente a T*T = I.

Um operador linear U € End(H) é dito unitdrio se
Ut =U0U"=1,

ou seja, se é uma isometria invertivel, e portanto U ' = U*. Um operador unitrio de um
espago euclidiano real é também dito ortogonal.

Se H é um espaco euclidiano de dimensao finita, entao toda a isometria é unitéria, pois envia
uma base (finita) ortonormada numa base ortonormada, e portanto é invertivel. Se o espago
é complexo, H ~ C", entao a matriz A = (a;;) € Mat, x»(C) que define um operador numa
base ortonormada é uma “matriz unitaria”, ou seja, tal que A*A = AA* = I. Se o espaco é
real, H ~ R", entdo a matriz A que define um operador ortogonal numa base ortonormada
é uma “matriz ortogonal”, ou seja, tal que ATA = AAT =1.

Os valores préprios de um operador unitdrio estdo na circunferéncia unitdria S = {z €
C t.q. |z| =1}, i.e. tém valor absoluto |A| = 1. Em particular, um operador ortogonal s6
pode ter valores préprios +1.

e Mostre que ||Tx|| = ||z]] Vx € H implica (Tx,Ty) = (x,y) Vx,y € H (aplique
a primeira identidade aos vetores x + y ou x + iy, dependendo se o espaco é real ou
complexo).

o As translagoes Ty : x — X + y sao isometrias, ou seja preservam os produtos internos,
mas nao sao transformacoes lineares, se y # 0.

e Em dimensao infinita existem isometrias nao invertiveis, e portanto nao unitarias! Por
exemplo, o shift o : (%> — (%, que envia o(ey) = ejy1.

e Mostre que um operador U € End(H) de um spago euclidiano de dimensao finita H é
unitario sse envia bases ortonormadas em bases ortonormadas.

e Sejam (e, es,...,e,) e (vy,Vva,...,V,) duas bases ortonormadas do espaco euclidiano
de dimensao finita H, e seja U a matriz que realiza a mudanga de base, ou seja, a matriz
cujas colunas sdo as componentes dos vy relativamente a base (e, es,...,e,). Mostre
que U é unitéria, se H =~ C” é um espago euclidiano complexo, ou ortogonal, se H ~ R"
é um espago euclidiano real.
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o [Ap6Y] Vol. 2 5.11.
e [Ba77] 4.3.

6. (Mazur-Ulam theorem) An isometry f : E — F between normed linear spaces is not ne-
cessarily affine! For example, f(z) = (xz,|z|) defines an isometry between the real line R,
equipped with the standard euclidean distance, and the plane R?, equipped with the sup norm
Il(z, )|l max := max{|z|, |y|}. What is true is the content of the Mazur-Ulam theorem?’: any
bijective isometry between normed linear spaces is affine.

7. (transformagoes de Cayley) O mapa de Cayley

z—1
z41

g

é um automorfismo da esfera de Riemann C = C U {co}. Em particular, envia o semi-
plano superior H := {z € C t.q. $(z) > 0} no disco unitdrio D := {z € Ct.q. |z| < 1},

e a “circunferéncia” R = R U {00} C C (a fronteira ideal 9H do “plano hiperbélico”) na
circunferéncia unitdria S = {z € C t.q. |z| = 1}. Esta ideia admite muitas generalizagoes.

Por exemplo, se S é uma matriz hemi-hermitica (ou hemi-simétrica), e portanto os seus
valores préprios sdo imagindrios puros, entdo I + S é invertivel e a transformada de Cayley®'

Ui=(I-S)(I+8)"

¢ uma matriz unitéria (respetivamente, ortogonal).

Seja H, o espago de Siegel de genus g, o espaco das matrizes complexas simétricas Z =
X +1iY € Mat,y4(C) tais que a parte imagindria Y é positiva. Ent&o o mapa

Z = (Z —i)(Z +4iI)7!

envia $), no espago D, das matrizes simétricas Z € Mat gy 4(C) tais que I — ZZ > 0, ou seja,
tais que ||Z]| <1, onde a “norma” de uma matriz estd definida por ||Z|| := supjy =1 [|ZV]|-

208, Mazur and S. Ulam, Sur les transformations isométriques d’espaces vectoriels normés, C. R. Acad. Sci.
Paris 194 (1932) 946-948.

21 A. Cayley, Sur quelques propriétés des déterminants gauches, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
32 (1846), 119-123.
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16 Teorema espetral

DRAFT
1. Seja L € End(H) um operador auto-

adjunto do espago euclidiano complexo de dimenséo finita H =~ C" (ou um operador simétrico
do espago euclidiano real E). Os valores préprios de A sao reais. Vetores préprios com valores
proéprios distintos sdo ortogonais. De fato, se Av = Av e Aw = uw entao

(Av,w) = (v, Aw) = A=p){(v,w)=0.

Portanto, A # p implica (v,w) = 0. O teorema espetral afirma que existe uma base
ortonormada v, ..., v, de H formada por vetores préprios de L, com valores préprios reais
A1, ..., An, respetivamente. Se Py denota a projegao ortogonal de H sobre o espaco préprio
H, C H, entdo L = Z/\EU(L) AP,. Em particular, se a matriz auto-adjunta A € Mat,, «,(C)
representa L numa base ortonormada, entao existe uma matriz unitdria U tal que

A=UAU".

onde A é a matriz diagonal A = diag(\1,...,\,) (as colunas de U sdo os vetores préprios
de A na base ortonormal inicial). Se o espaco euclidiano é real, entdo existe uma matriz
ortogonal O tal que

A=0AO".

De fato, pelo teorema fundamental da algebra, o polinémio carateristico det(\— A) da matriz
auto-adjunta A que representa L numa base ortonormada possui (pelo menos) uma raiz A, e
portanto o operador admite um vetor préprio v com valor préprio A, que é real. Mas o espago
ortogonal (Cv)+ a~ C"~! é um subespago invariante de L, e a restricio de L a este espaco é
ainda um operador auto-adjunto. O teorema espetral segue por indugao finita, sendo trivial
num espago de dimensao um H =~ C. 0

e Verifique que um operador auto-adjunto L num espago euclidiano de dimensdo um
H =~ C ou R é uma homotetia Lv = Av com X € R.

e Seja v um vetor préprio do operador auto-adjunto L. Mostre que (Cv)* é um subespaco
invariante de L.

e Mostre que as poténcias de L =3, 4 APy sdo L™ =37, 1) A"Pa.

e Observe que um operador L = iT é hemi-hermitico sse T' é hermitico. Enuncie o
correspondente teorema espetral para operadores hemi-hermiticos.

e Diagonalize, if possible, the transformation T(z,w) = (z — iw,iz — 2w) of C? equipped
with the standard inner product.

2. Sejam L e M sao dois operadores lineares definidos num espago
linear V. Se L e M comutam, e se V) é um espaco préprio de L associado ao valor proprio
A, entdo V) é invariante para M, i.e. M (V) C V. De fato, se v € V}, entdo

L(Mv)=M(Lv)=AMv,
o que significa que Mv € V.

Em particular, se L e M sao dois operadores auto-adjuntos, definidos num espaco euclidiano
de dimensao finita H &~ C”, entao existe uma base ortonormada de vetores proprios para os
dois operadores sse L e M comutam.

3. (min-max theorem) The eigenvalues of a self-adjoint operator L € End(H) in a complex or
real Euclidian space H may be characterized a certain extremal properties, and this is useful
when we face the problem of estimating them. The quociente de Rayleigh-Ritz quotient?® 23
is the function R4 : H\{0} — R defined by

(Lx,x)
{x,x)

Rp(x) :=

22J.W. Strutt (later Lord Rayleigh), In Finding the Correction for the Open End of an Organ-Pipe, Phil. Trans.
161 (1870) 77.

23W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Lésung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik, J. reine
angew. Math. 135 (1908).
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Let A1 < - < A < -+ < A, be the eigenvalues of L, arranged in non-decreasing order
(some eigenvalues may be equal). Then

A = min max  Rp(x)
dimV=k 0#£xEV

A = min Ry (x)

max
dim V=n—k+1 0#xecV
In particular, Ay < Rp(x) < A,, and the limits are attained.

4. (Laplacian and momentum operators) Let E be the space of continuous functions f : [0, 7] —
R or C, equipped with the inner product (f, g) = fo7T f(z) g(x) dx. Recall that the Laplacian
is the differential operator A = 92, namely

(Af)(z) = ["(z).

Let E® C E be the space of infinitely differentiable functions f : [0, 7] — R satisfying the
boundary conditions f(0) = f(w) = 0 (the space of transversal displacements of a vibrating
string). As an operator A : E® — E the Laplacian is symmetryic, i.e. (Af, g) = (f, Ag)
for all f,g,€ Eg°. It is a simple exercise on ordinary differential equations to show that
the eigenvalues of the Laplacian are )\, = —n?, with n = 1,2,3,..., and the corresponding
eigenfunctions are, for example,

v () = sin(nzx) .

Observe that the Laplacian is not bounded, since ||Av,, || = n?|v,]|.

The “momentum operator” (in quantum mechanics) P = —id is also symmetric when res-
tricted to the subspace E3° C E (since 0 is skew-symmetric). Nevertheless, it does not have
any eigenvalue! Indeed, functions satisfying Pf = Af are the plane waves ¢***, but no such
exponential can satisfy also the boundary conditions f(0) = f(7) = 0.

e Show that the “positive definite” Laplacian —A is positive, namely

<_Af7f>>0

for all non-trivial f € E§°. Indeed, integrating by parts and using the boundary condi-
tions, f(0) = f(w) = 0, show that

(AL =(VEV) = VI

5. (equagao de Schrodinger estaciondria) Considere a equac¢do de Schridinger estaciondria

h2
——A¢=Ey
2m

para a funcao de onda 1(x) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, e h = h/27
é a constante de Planck reduzida (h ~ 6.262--- x 10734 J-s).

e Determine para quais valores E da energia existem solugoes nao triviais da equagao no
intervalo = € [0,¢] com condiges de fronteira 1(0) = 0 e ¢¥/(¢) = 0 (particula numa
caixa).

6. (spectral theorem for normal operators) The largest class of operators where is possible to
prove the spectral theorem is the class of normal operators.

Let H ~ C™ be a finite dimensional complex Euclidean space. A linear operator N is
said normal if it commutes with its adjoint, i.e. if N*N = NN*. Hermitian and skew-
hermitian operators are, in particular, normal operators. Indeed, an operator is normal off the
Hermitian operator A and the skew-Hermitian operator B of the decomposition T'= A+ iB
commute.

e Show that N is normal iff N* is normal.
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e Show that N is normal if | Nv|| = [[N*v]| for all vectors v € H. Conclude (applying the
above observation to the operator N — X\ and its adjoint N* — \) that if N is a normal
operator, then v is an eigenvector of N with eigenvalue A iff it is an eigenvector of N*

with eigenvalue .

e Deduce from the previous exercise that two eigenvectors of a normal operator corres-
ponding to different eigenvalues are orthogonal.

The spectral theorem now reads: a normal operator N on a finite dimensional complex
FEuclidean space H admits an orthonormal basis of eigenvectors, and therefore is a directed
sum N = @ A\x of homoteties w.r. to an orthogonal decomposition H = @ Hy, where
the Hy’s are the eigenspaces of the distinct eigenvalues Ay’s (which are just complex, not
necessarily reall).

The proof, again, is by induction. The operator N admits an eigenvalue A, by the fundamental
theorem of algebra. The corresponding eigenspace H) is also an eigenspace of the adjoint
operator N* with eigenvalue X. But then the orthogonal subspace (Hy)* is N-invariant, and
has dimension strictly smaller than the dimension of H. The theorem follows by induction
observing that it is trivial in dimension one. O

7. (Schur lemma) The spectral theorem may be used to give a simple proof of the following
result about the structure of generic complex square matrices (which is independent of the
euclidian structure necessary to define self-adjointness!). Any A € Mat,,«,(C) is conjugated
to a upper diagonal matrix B through a unitary matrix U € U(n,C), i.e.

A=U"BU.

8. (corda vibrante e harménicas) As pequenas vibragoes transversais de uma corda de compri-
mento ¢, tensao k e densidade linear p sao modeladas pela equacao de onda

Pu 0%

=0 27

oz~ a2 27)
com condigdes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0, onde u(z,t) denota o deslocamento trans-
versal da corda na posi¢ao = € [0, £] e no tempo t, e ¢ = \/k/p.

O produto u(z,t) = X(z)T(t) é uma solugao “separavel” de (27) se XT" = 2X"T, e
portanto se existe uma constante A € R tal que

X'=XX e T'=\T
As unicas solugdes nao triviais do problema de Sturm-Liouville X” = AX no intervalo [0, /]
com condigoes de fronteira nulas X (0) = X (¢) = 0 sdo proporcionais a X, (z) = sin(mnz/¢) e
tém valores préprios A, := —m2n?/¢%2 comn = 1,2,3,.... Assolugdes separaveis do problema
da corda vibrante sao portanto as ondas estaciondrias

up(x,t) = (an cos (2mv,t) + by, sin (27wnt)) sin 27z /£,,)
= A, sin (2rvpt + 7,) sin (2wx/4y,) comn=1,23,...
onde os coeficientes a,, e b,, ou a amplitude A, = /a2 + b2, e a fase 1, = arctan(a, /by, )

n’

sao constantes arbitrarias, e as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

c 2/
Up = —n e by = —, comn=123,...,
20 n
respetivamente. A primeira frequéncia, v = ¢/{1, é dita som (ou tom, ou modo) fundamen-
tal, e as outras, v, = nv; = ¢/l,, com n = 2,3,4,..., sdo ditas n-ésimas harmdnicas (ou

overtones) da corda.

Primeiras 5 harmoénicas de uma corda vibrante.
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Por exemplo, se a fundamental é o A4 de 440 Hz (¢ o caso da segunda corda de um violino),
entao a segunda harmonica é o A5 de 880 Hz, a terceira estd proxima do Eg de 1318.5 Hz, a
quarta é o Ag de 1760 Hz, a quinta estd préoxima do Cf; de 2217.5 Hz, a sexta estd préxima
do E7 de 2637 Hz, a sétima esta proxima do G de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras
harménicas contém a “fundamental” A, a “quinta justa” E a “terca maior” Cf, as trés notas
(“¢rfade maior”) do “acorde maior”! %*

e A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... O que deve fazer um violinista para obter o Li5 de 880 Hz com esta
corda?

9. (observdveis em mecanica quantica) O espaco dos estados de uma particula quantica (nao
relativistica) é um espago projetivo PH := (H\{0})/C* de um espago de Hilbert H (i.e.
um espago euclidiano complexo de dimensdo infinita). Os observéveis sdo operadores auto-
adjuntos A, cujos vetores proprios ej,es,... formam uma base de H. Os valores préprios
A1, A2, ... s@0 os possiveis resultados das observagoes. O valor esperado da observacao do
observéavel A no estado unitario v (i.e. ||v||?> = 1) é dado por

(v, Av) = Z | v |?

se v=> u,ey, onde os v, := (v,e,) sao os coeficientes de Fourier de v relativamente &
base dos vetores préprios.

2470 learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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1.

Formas quadraticas e cénicas

Uma forma quadrdtica em n variaveis reais é um polinémio homogéneo
Q(z1,x2,...,2,) de grau 2 nas coordenadas x1,zs,...,z, de R™, ou seja, um polinémio
Q :R™ — R tal que Q(M\x) = A\2Q(x) para todo o escalar A € R e todo o x € R".

Uma matriz quadrada A € Mat,x,(R) (e a escolha de uma base ortonormada de R™, por
exemplo a base candnica) define uma forma quadrética Q4 (x) := x - Ax, ou seja,

QA(Il, e ,IL’n) = Zwiaijxj
1,J

Dada uma forma quadrética @, existem muitas matrizes A tais que Q(x) = x - Ax, sendo
apenas fixados os elementos diagonais a;; = ((e;) ¢ as somas a;; + a;;. Em particular,
subtituindo A por (A + AT)/2, podemos assumir que uma forma quadrética é definida por
uma matriz simétrica.

e Determine a matriz simétrica que define as seguintes formas quadraticas
Q(z,y) = 22 — 2zy — o> Q(z,y) = 22% + 6xy + Ty?
e Seja @ : R™ — R uma forma quadratica. Mostre que B : R™ x R™ — R, definida por
B(x,y) =3 (Qx+y) — Q(x) — Q(y))

é uma “forma bilinear”, ou seja, é linear em cada varidvel, e que a forma quadratica
pode ser reconstruida como Q(x) = B(x, X).

Seja Q(x) = x - Ax uma forma
quadratica no espaco euclidiano real R™, definida pela matriz simétrica A € Mat,, x,(R)
relativamente & base canénica ey, . . ., e, (ou outra base ortonormada), onde x = x1e; +- -+
Znen. Se X denota o vetor coluna (x1,...,x,), entdo a forma quadritica pode ser escrita

em forma matricial
Q(x)=XTAX.

Pelo teorema espetral, existe uma base ortonormada de vetores préprios vy, ..., v, de A, com
valores préprios (reais) Ai,...,A,, € portanto uma matriz ortogonal U = (u;;) € O(n,R),
cujas colunas sao os vetores préprios (ou seja, v; = >, u*;je;), tal que

UT AU = A :==diag(A;, A2, ..., \n) .

Nesta base, a forma quadrética é “diagonal”. De fato, se x = y1vy + - - - + Yy, v, € portanto
o vetor coluna das novas coordenadas é Y = U X, entdo

Q(x)=XTAX = (UY)TA(UY)
=YTAY =X yf +deyd + -+ Anvs
Mais uma mudanga de coordenadas yi — zx := /| k| yr, ndo necessariamente ortogonal se
[Ak| # 1, pode ainda transformar a matriz A numa matriz diagonal com valores préprios 0 ou

+1. Assim, existe uma base ortogonal (no necessariamente ortonormadal!) na qual a forma
quadr’ atica é

(2.2 2 2 2 2
Qx)=(1+zm+ +25,)— (nptapet o)
As dimensoes ny e ng :=n — (ny + n_) sdo invariantes da forma quadrética.

e Diagonalize as seguintes formas quadraticas:

Qlz,y) =242y  Qz,y)=zy  Qz,y) =2 -2y +y°

Qr,y,2) = z? — 2xy + dyz + 6z — 322
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3. Seja S € End(E) um operador simétrico do espago euclidiano de
dimenséo finita E &~ R"™, definido numa base ortonormada (e.g. a base candnica) pela matriz
simétrica A = (a;;) € Mat, xn(R), e seja

Qa(x) := (x, Ax) = Zaijzixj
2]

a forma quadrética associada. Os extremos da forma quadritica )4 na esfera unitaria
S*t = {x € R"t.q. ||x]|> = 1} sdo atingidos nos pontos onde o gradiente de Qa(x) é
proporcional ao gradiente de ||x||2, ou seja nos pontos onde existe A € R tal que Ax = \x.
Em particular, um ponto x € S"~! onde Q4 é maximo/minimo é um vetor préprio de A
com valor préprio A, e este valor préprio é o maior/menor dos valores préprios de A. Em
particular, uma matriz real/operador simétrica/o admite pelo menos um valor préprio (pois
a esfera é compacta, e a fungdo Q4 é continua).

O quociente de Rayleigh da matriz/operador A é a fungao

. Qalx)  (x,Ax)

I xx)

R4(x)

definida em R™\{0}.

e Seja T um operador arbitrario definido no espaco euclidiano real R™. Mostre que existe
um operador simétrico A tal que (I'x,x) = (Ax, x) para todo o x € R™.

e Use os multiplicadores de Lagrange para determinar os extremos locais de @) 4 na esfera
unitéria.

e Em alternativa (se nao sabe o que sdo os multiplicadores de Lagrange), assuma que
x € S*7! é um extremo local de Q4 na esfera unitdria. Os “equatores” que passam
por x sao os caminhos r(t) = cos(t)x + sin(t)v € S*~!, onde v é um vetor unitdrio do
hiperplano x* (observe que x 4+ x* é o plano tangente & esfera unitaria no ponto x).
Calcule a derivada da fungao ¢t — f(t) := Qa(r(¢)) no instante ¢ = 0 (usando a simetria
de A). Mostre que se x é um extremo local, entao a derivada f/(0) é igual a zero para
todos os v € x*, e isto implica que Ax é proporcional a x. Deduza que X é um vetor
préprio de A.

e Mostre que o quociente de Rayleigh R 4(x) de um vetor préprio x é igual ao valor préprio
associado A.

e Deduza que o quociente de Rayleigh atinge maximo e minimo, e que estes valores sao o
maior e o menor valor préprio de A, respetivamente.

4. (frequéncias préprias) Numa vizinhanga de um minimo local ndo degenerado (que podemos
assumir ser a origem do sistema de coordenadas), a energia potencial de um sistema mecénico
pode ser aproximada por uma forma quadrética positiva

3
Vi(x) ~ Z Uijqiqj ,
i,j=1
onde U = (u;5) := (0*°V/dq;0q;(0)) é a matriz jacobiana de V, e > Wijaiq; > 0se q # 0.
Numa base ey, es, es que diagonaliza @), a equacao de Newton mi = —VV fica decomposta
nas 3 equagoes
myi = —wiyi  i=1,2,3

onde r = yje; + y2€s + yses3, € \; = wiz > 0 denotam os autovalores de Q. As trajetérias
sao combinacoes lineares de 3 osciladores harmoénicos

I‘(t) = A1 sin(wlt + ¢1) e + A2 sin(wgt =+ ¢2) (D) =+ A3 sin(wgt =+ ¢3) €3

com amplitudes A; e fases iniciais ¢;. Os movimentos sdo peridédicos ou quase-periédicos,
dependendo se as frequéncias préprias w1, ws e w3 sao racionalmente dependentes ou nao.
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5. (tensor de inércia e eixos principais) A energia cinética de rotagdo de um corpo rigido é

1
E=-(w,Iw)
2
onde w é a velocidade angular e I é o tensor de inércia, uma matriz simétrica (e positiva).
Pelo teorema espetral existe um referencial em que o tensor de inércia é diagonal. Os vetores
préprios sao os “axes principais”, e os valores proprios sao os momentos de inércia principais.

. (pseudo-métrica de Minkowsky)
ds* = ?dt? — (da® + dy® + d2?)

The first, tautological, definition is the following: a conic section is the
intersection between a (right circular) cone C' C R? and a plane P C R? (not passing through
the vertex, for otherwise we have the degenerate cases of a point, a line or two lines).

There are other definitions, much more useful in physical applications, which were already
known to Apollonius of Perga and Pappus of Alexandria. The modern route to the unders-
tanding of them passes through the construction of the Dandelin spheres. These are spheres
tangent to both the cone C and the plane P, inside the cone itself. There are two of them,
say S, in the case of an ellipse (one on each side of the plane) or an hyperbola (one in each
branch of the hyperbola), and only one for a parabola (say, the one with “4”). The points
where the Dandelin spheres touch the plane P, say Fi := Sy N P, are called foci of the
conic section. It is clear that when the plane P is orthogonal to the axis of the cone, the two
foci coincide and the conic section is a circle. Each Dandelin sphere touches the cone at a
circle C'y, belonging to a certain plane P, and the intersection of each of those planes with
P determines a line D4 := Py N P, called directriz of the conic section.

Second definition: focal properties. Consider a moving point r in the Euclidean plane P ~ R2.
Let fi := d(r, F1+) denote the distances between r and a foci F, and let d+ := d(r, D1)
denote the distances between r and the directrices Dy. Then, the moving point r describes

e an ellipse iff fi + f_ = constant;
e an hyperbola iff |f{ — f_| = constant;

e a parabola iff fL =4,.

Third definition: eccentricity. The three conditions above may be merged into one single
condition relating the distances between the moving point and one focus or one directrix,
respectively. A moving point r in the plane describes a conic section if the ratio e := f /d4
is constant, i.e.

f+ = €5+ . (28)

The constant ratio e is called eccentricity of the conic section. One has an ellipse if e < 1,
an hyperbola if e > 1, and a parabola if e = 1.

Polar equation. Consider the Euclidean plane R?, with coordinates z-y. Modulo a trans-
lation, we may assume that one of the foci is at the origin, say F, = (0,0). Modulo a
rotation, we may also assume that the directrix is a vertical line D, = {z = d}, for
some d = d(Fy,Dy) > 0. Then, if the moving point has polar representation pe®, i.e.
r = (pcos(h), psin(f)), the defining equation (28) reads

p=-el|pcos(f) —d|.

Solving for p, we get
ed

T e cos(f) +1°
If e < 1, the only solution is the one with the + sign, and the curve is an ellipse (e < 1) or a

parabola (e = 1). If e > 1, the curve is a hyperbola, with the two solutions corresponding to
its two branches.
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Cartesian equations. Good looking Cartesian equations are those which are symmetric w.r.
to the origin, i.e. such that r and —r both belong to the curve. The canonical form of an
ellipse or a hyperbola is then
72 y?
=13 2
a a?(1 —e?)

The foci are Fly = (+ae,0), while the directrices are the vertical lines Dy = {z = fa/e}. If
e < 1, hence it is an ellipse, we may write

=1.

=1 (29)

with ¢ > 0 and b = av1 —e2 < a. The foci are Fi = (£¢,0) with ¢ = va? — b?. The
case e = (0, hence a = b and ¢ = 0, is a circle centered at the origin. If e < 1, hence it is a
hyperbola, we may write

2

T | (30)

a2 b2

with a > 0 and b = ave? — 1. The foci are Fir = (+¢,0) with ¢ = va? + b2. The canonical
form of a parabola, with focus at F' = (h,0) and directrix D = {z = —d} is

()

e Use the Dandelin spheres to prove that the tautological definition of the conic sections
implies their focal properties.

e Check that the canonical Cartesian equations (29), (30) and (31) of the conic sections
satisfy the focal properties as well as (28).

e Compute the area of the region bounded by the ellipse of (29).

Consider a degree two equation in two real
variables, x and vy, like
az? +2bxy + ey’ +oax + Py+v=0, (32)

where a,b, ..., are real coefficients. Our task is to change coordinates and reduce (32) to
canonical form.

The quadratic form Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy? may be diagonalized by a orthogonal change
of variables. In the new variables, say ’ and y’, the equation (32) reads

A"+ uly')? +a'e’ + By +4 =0,

where A and 1 are the eigenvalues (of the symmetric matrix inducing Q). Observe that the

product of the eigenvalues if equal to the determinant of the symmetric matrix defining the
quadratic form: Ay = ac — b?> Completing the squares, and after a further translation of the
form 2" = 2’ — € and y/ = ¢’ — 7, this finally gives

Ma")? +p(y")? =6,

if both A # 0 and p # 0. This is an ellipse if Ay > 0 and § has the right (opposite) sign, a
hyperbola if A\u < 0 and § # 0, or some degenerate conics like a point (as z2 + 3% = 0), a
couple of lines (as #? — y? = 0) or the empty set (as 22 +y? = —1). If one of the eigenvalues
vanishes, say A = 0, we are left with a parabola

A(y”)2 — 533”,
or a line if also 6 = 0. If both the eigenvalues are zero, i.e. A = u0, we are left with a degree

one equation o/z’ + 'y’ +~' = 0, hence an affine line.

In particular, if we know a priori that the conic defined by (32) is non-degenerate, its type is
determined by the sign of the determinant d := ac — b> = A\u of the matrix of the quadratic
form: we have an ellipse if d > 0, and hyperbola if d < 0, and a parabola if d = 0.
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e Write a Cartesian equation of a right circular cone C' C R3. ...

e Find the conics defined by the following equations:
2 +ay+2c=0 ...1N0Te exercises ...
e [Ap6Y], vol. 2, 5.15.

9. (motion in a central force and Kepler problem) Consider the Newton equation
(33)

describing the motion of a particle of mass m > 0 in a central force field F(r) = F (||r|]) =T
If v = r denotes the velocity vector, then a computation shows that the angular momentum
L :=r x v is a constant of the motion. If at some (initial) time the vectors r and v are not
parallel, then L # 0 and the motion occurs in the plane orthogonal to L. We may therefore
choose a reference Cartesian system (i, j, k) in which L = Lk for some L > 0, and write the
position vector as r(t) = pcos(f)i+ psin(f)j for some time-dependent angle 6 and lenght
p = ||lr||. In polar coordinates Newton equation (33) reeds

p— pb* = F(p)/m (34)
ph+2p0 = 0.
The second equation (34) says that the “areal velocity” (“velocidade areal”) ¢ := p26 is a
constant of the motion, and this is Kepler’s second law (which therefore holds for all central
forces). We specialize now to Newton’s gravitational force F(p) = —SmM where M is the
mass of the Sun and G is the gravitational constant. It may be observed that the first
equation (34) then reads
0
s__ 9y ’

mp =g Ve (p)

where we defined the “effective potential energy” as

Ve (p) == gmt®/p* —GmM/p.

(;
—
D e—
\//,//
S —
R

Kepler’s effective potential and some energy level sets.

The conserved energy is therefore
E = imp® + Iml/p* — GmM/p.

Now we set p = 1/ and look for a differential equation for « as a function of . Computation
shows that dz/df = —p/¢, and, using conservation of ¢, that d*z/d6* = —p?j/¢?. There
follows that the first Newton equation (34) reads

A’z

az T

"Bt (1)
_ GM

==
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The general solution of this second order linear differential equation is

x(0) = (;gTM(1+€COS(0790)) ,

for some constants e and 6. Back to the original radial variable we get the solution

?2/GM

p(0) = 1+ ecos (6 —6p)’

Hence, orbits are conic sections with eccentricity e and focus at the origin. We get an ellipse
for 0 < e < 1, corresponding to negative energy, hence to planets, and this is Kepler’s first
law. We get a parabola for e = 1, corresponding to zero energy, or an hyperbola for e > 1,
corresponding to positive energy.

10. (hodograph and Hamilton’s theorem) 2> 26

11. (Kepler & Hooke) 27 28

25W.R. Hamilton, The hodograph or a new method of expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad. 3 (1846), 344-353.

26J. Milnor, On the geometry of the Kepler problem, Amer. Math. Monthly 90 (1983), 353-365.

27y 1. Arnold, Huyghens & Barrow, Newton & Hooke, Birkhauser, 1990.

28T, Levi-Civita, Sur la régularisation du probléme des trois corps, Acta Math. 42 (1920), 99-144.
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18 Matrizes positivas e teorema de Perron-Frobenius
SKETCH

random walk)

discrete Laplacian)

(=2 B 2

- (
. (gambler’s ruin)
- (
- (

google algorithm)
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19 Grupos
DRAFT
1. (symmetries) Symmetries are, (very!) roughly speaking, movements of the background space

which leave unchanged the figure/pattern we are interesting in. The concept that capture
this vague idea is that of a “group”.

e Describe the symmetries of the following figures:

2. (grupos) Um grupo é um conjunto G munido de uma (operagao bindria) lei de composic¢ao
interna G x G — G, que associa a cada par ordenado g € G e¢ ¢’ € G um elemento g-¢' € G
(ou simplesmente gg’), que verifica os seguintes axiomas:

G1 (propriedade associativa) (99')9" = g(q'g"),

G2 (existéncia do elemento neutro) existe um elemento 1 € G, chamado “elemento neutro”,
tal que 1g = g1 = g.

G3 (existéncia do inverso) para todo o g € G existe um elemento g~! € G, chamato “in-
verso” de g, tal que gg~' =g g =1.

Sei a lei de composicao satisfaz também o axioma

G4 (comutatividade) g9’ = ¢'g,

entao o grupo é dito comutativo, ou abeliano. Num grupo abeliano costuma ser usada a
notagao “aditiva” g+ ¢’ para a composicao de g e ¢, e consequentemente o elemento neutro
costuma ser denotado por 0.

Num grupo (abeliano ou nao), as equagoes
ar=1> e ya=1»

admitem sempre solugdes tinicas, dadas por z = a~'b e y = ba~?!, respetivamente (que sdo
iguais se o grupo é abeliano). Em particular, o elemento neutro é dnico.
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Um homomorfismo do grupo G no grupo H é uma transformacdo ¢ : G — H que “envia
produtos em produtos”, ou seja, tal que ®(g) P(g9’) = ®(gg’) para todos os ¢g,¢' € G. Um
homomorfismo invertivel é chamado isomorfismo. A existéncia de um isomorfismo entre dois
grupos, G e H, é uma relagao de equivaléncia, denotada por G =~ H. Grupos isomorfos sao
indistinguiveis do ponto de vista da estrutura de grupo.

e Os conjuntos Z, Q, R e C, munidos da lei “adi¢ao” a,b — a + b, sao grupos abelianos.

e Os conjuntos Q* := Q\{0}, R* := R\{0} e C* := C\{0}, munidos da lei “multi-
plicacao” a,b+ a - b, sao grupos abelianos.

3. (permutagoes) Seja X um conjunto nao vazio. As permutag¢ies de X sdo as transformagoes
invertiveis f : X — X. O conjunto Per(X) das permutagdes, munido da lei de composigao
fg := fog, definida por (f o g)(x) = f(g(z)), é um grupo. A identidade de Per(X) é a
transformacao identidade, definida por 1(z) = x para todo o z € X.

Por exemplo, se X,, =~ {1,2,...,n} é um conjunto finito formado por n elementos, entao
Per,, := Per(X,,) é um grupo finito formado por n! =n-(n—1)...2-1 elementos.
e Calcule a tabuada de multiplicar do grupo Pers.
e Mostre que o grupo Pers nao é comutativo.
4. (isometrias) Seja X um espa¢o munido de uma métrica, ou seja, uma funcio “distéancia”
d: X x X — [0,00) que satisfaz os axiomas:
M1 (simetria) d(z,y) = d(y,x)) ;
M2 (positividade) d(xz,2) =0, e d(z,y) > 0se x # y ;
M3 (desigualdade do tridingulo) d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) .

Uma permutacao f : X — X ¢é dita isometria se preserva as distancias, i.e. se

d(f(z), f(y)) = d(=z,y)

para todos os z,y € X. O espago Isom(X) das isometrias de X é um subgrupo do grupo
das permutacoes de X.

5. (translagoes) O espago vetorial G = R™ (ou C™) é um grupo abeliano relativamente & operagao
“soma”, a + b. O elemento neutro é a origem 0. Os elementos de G podem ser pensados
como “translacoes” do espago R™. De fato, cada vetor a € G define uma transformacao
invertivel T, : R™ — R"™, definida por

Ta(x) :=x+a,

com inversa (Tp)™' = T_,. A composicdo é T, 0 Ty, = Tarp. O elemento neutro 0 define
a translacdo trivial x — Tp(x) = x. O grupo das translagoes representa as mudancas da
origem do referencial. Se R™ é munido da distancia euclidiana d(x,y) = ||x — y||, entéo o
grupo das translagoes é um subgrupo G C Isom(R"™) do grupo das isometrias de R™.

6. (subgrupos e quocientes) Um subgrupo do grupo G é um subconjunto H C G que forma
um grupo com respeito a lei de composicao de G. Para que o subconjunto H C G seja um
subgrupo é suficiente que ab € H e a~! € H para todos a,b € H.

...to be completed ...

e Mostre que o subconjunto H C G é um subgrupo de G se ab~! € H para todos a,b € H.

e 7 é um subgrupo do grupo aditivo R. Em geral, Z™ é um subgrupo do grupo aditivo R",
o conjunto dos vetores de coordenadas inteiras. O quociente T" := R™/Z" é chamado
“toro” de dimensao n. Cada ponto do toro admite um representante no “dominio
fundamental” [0, 1)™.
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A circunferéncia unitéria S := {z € C s.t. |z| = 1} é um subgrupo do grupo multipli-
cativo C*. A aplicacdo “exponencial” exp : z — 2™ é um homomorfismo do grupo
aditivo R sobre o grupo S. O niicleo é o subgrupo Z C R. Portanto, R/Z = S.

Seja n € N. Os multiplos inteiros de n formam um subgrupo nZ do grupo aditivo Z, e o
quociente Z/nZ é um grupo finito de ordem n. Os elementos sao as classes [k] = k+nZ
com k=0,1,...,n — 1, e 0 elemento neutro é a classe [0].

Seja G, :== {2z € C t.q. 2" =1} C S C C o grupo das raizes n-ésimas da unidade. A
aplicacdo “exponencial” exp : [k] — e2™**/™ realiza um isomorfismo de Z/nZ ~ G,,.

Um elemento a de um grupo G define dois homomorfismos L, : G - Ge R, : G - G
(multiplicacao a esquerda (left) e a direita (right), definidos por
La(g):=ag e  Ralg) =ga,

respetivamente. Em particular, todo grupo G é um subgrupo de um grupo de per-
mutagoes, por exemplo de Per(G).
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1.

Grupos de matrizes

O grupo Aut(R™) dos automorfismos do espago linear R™ é o conjunto das
aplicacoes lineares invertiveis L : R™ — R", munido da lei de composicao LM := Lo M.
O elemento neutro é a aplicagao identidade. Fixada uma base de R™ (por exemplo, a base
candnica), uma transformagao linear invertivel é definida por uma matriz quadrada regular
A € Mat,x,(R), sendo X +— AX onde X € R é um vetor coluna. Portanto, Aut(R") é
isomorfo ao grupo linear geral real

GL(n,R) := {A € Mat, «x»(R) t.q. det A # 0}

das matrizes invertiveis, munido da multiplicagao (linhas por colunas). O elemento neutro de
é a matriz identidade I,,. As transformacoes do grupo linear geral representam as mudancas
de bases (as mudangas de referencial que preservam a origem) do espaco linear R™.

O grupo linear especial é o subgrupo
SL(n,R) := {4 € GL(n,R) t.q. det A =1}

das matrizes invertiveis n X m com determinante 1, ou seja, o nicleo do homomorfismo
det : GL(n,R) — R*. As transformagoes do grupo linear especial representam as mudangas
de bases do espaco linear R™ que preservam a orientagao e o volume.

O grupo linear geral real é um subgrupo do grupo linear geral complexo
GL(n,C) := {A € Mat, x»(C) t.q. det A # 0}

e Verifique que a funcdo “determinante” A +— det A é um homomorfismo do grupo
GL(n,R) no grupo multiplicativo R* dos nimeros reais diferentes de zero, ou do grupo
GL(n,C) no grupo multiplicativo C*. .

e Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstragao ou um contra-exemplo.
Se A € GL(n,R) e B € GL(n,R) entdao A+ B € GL(n,R) ?
Se A € GL(n,R) e B € GL(n,R) entdo AB € GL(n,R) ?
Se A € GL(n,R) e AB € GL(n,R) entao B € GL(n,R) ?
(grupo de Galilei)
(conformal maps and Mobius group)

O grupo das isometrias lineares do espago euclidiano R™ é o
subgrupo dos automorfismos L : R™ — R"™ que preservam o produto escalar canénico, ou
seja, tais que (L(x), L(y)) = (x,y) para todos os x,y € R". Fixada a base canénica (ou
outra base ortonormada), a transformacao L4 : R™ — R"™, definida por X — AX onde
X € R"™ é um vetor coluna e A € Mat,,«,,(R"), é uma isometria sse AT A = AAT = I,, (ou
seja, se A é invertivel e a sua inversa é A~ = AT). Portanto, o grupo das isometrias lineares
de R™ é isomorfo ao grupo ortogonal

O(n,R) :={Ac GL(n,R) t.q ATA=AA" =1,}

das matrizes ortogonais. E possivel mostrar que toda a isometria do espaco euclidiano R"
é do género x — Lax+ b com b € R e A € O(n,R), ou seja, é a composigdo de uma
“isometria linear” (uma isometria que preserva a origem) e uma translacdo x — x + b.

O grupo especial ortogonal é o subgrupo SO(n,R) C O(n,R) formado pelas matrizes or-
togonais A € O(n,R) com determinante det A = 1. E chamado grupo das rotagoes, ou
grupo das isometrias lineares “diretas” de R™ (ou seja, isometrias lineares que preservam a
‘orientagao”).

O grupo ortogonal complezo é

O(n,C):={A € GL(n,C) t.q ATA=AA" =1,}

DRAFT
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Mostre que o determinante de uma matriz A € O(n,R) é det A = £1.
Mostre que uma matriz A € SO(2,R) é

cosf) —sin0
A_<sin9 cos 6 )

com 0 € R/277Z, e portanto define uma rotacao de um angulo 6 no sentido anti-horario.

Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstragao ou um contra-exemplo.

Se A€ O(n,R) e Be O(n,R) entdo A— B € O(n,R) ?

Se A € O(n,R) entdao A~! € O(n,R) ?

Se A€ O(n,R) e AB € O(n,R) entdo B € O(n,R) ?

O conjunto das matrizes A € O(n,R) com det A = —1 é um subgrupo de O(n,R) ?

e Diga se as seguintes matrizes sao ortogonais.

(%) ()

O =
N~

cosf) —sinf O cosf 0 —sinf 1 0 0
sinf cosf O 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 sinf 0 cosf 0 0 -1

5. (dngulos de Euler )
6. (precession, nutation and intrinsic rotation of the Earth)

7. O grupo dos automorfismos unitdrios do espago hermitico C" é o subgrupo
dos automorfismos L : C* — C™ que preservam o produto hermitico, ou seja, tais que
(L(x), L(y)) = (x,y) para todos os x,y € C". A transformacgao L4 : C" — C", definida por
X — AX onde X € C™ é um vetor coluna e A € Mat,, x,(C"), é uitdria sse A*A = AA* = I,,.
Fixada a base candnica de C" (ou outra base ortonormada), o grupo dos automorfismo
unitarios de C™ é isomorfo ao grupo unitdario

U(n) == {A € GL(n,C) t.q. A*A=A*"A=1,}.

O determinante de uma matriz unitdria satisfaz |det A| = 1. O grupo especial unitdrio é o
subgrupo SU(n,R) C U(n,R) formado pelas matrizes unitarias A € U(n,R) com determi-
nante det A = 1.

e O grupo U(1) é o grupo multiplicativo dos niimeros complexos z = = + iy de mddulo
|z| = 1, ou seja, a circunferéncia unitdria S C C. Mostre que a correspondéncia

x+iy»—><m —y)
y T

é um isomorfismo de U(1) sobre SO(2).
e Identifique SU(1).

e Mostre que o grupo SU(2) é o grupo das matrizes complexas
_ (> =B
= (57
8. (matrizes de Pauli) As matrizes de Pauli s@o as matrizes complexas

0 1 0 —i 1 0
(Vo) (0 e w0 b))

e Veifique que as matrizes de Pauli geram a dlgebra Matoyo(C).

com |al? 4+ |B|? = 1.
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e Verifique que
deto; = —1 e tro; =0 Vi=1,2,3

. 1 0
52052—2010203: ( 0 1)

e Determine os valores préprios das matrizes de Pauli.

e que

9. (matrizes de Dirac) As matrizes de Dirac sao as matrizes v* € Matyx4(C), com = 0,1,2, 3,
definidas por

10 0 O 0 0 01
o |01 0 o0 o 0 10
TT1loo0 -1 0 Tl 0 -100
00 0 -1 -1 0 00
0 0 0 —i 0 01 0
> | 0o 0 i o s [ o 00 -1
TT1 0 i 0 o0 T T =100 0
- 0 0 0 0 1 0 O
e Verifique que o anticomutator?’
{2} =2"14
onde n*¥ é a métrica de Minkowski com signatura (+ — ——).
10. A forma simplética canénica em R?" é a forma bilinear e anti-simétrica

w: R?" x R?" — R definida por

n

w((p,q), (W', 4)) =D _(vias — pig)

i=1

onde usamos a notacdo R%" 3 z = (p,q) com p,qg € R™. Se J, € Matanxan(R) denota a
matriz
0o -I,
(0 )

w(z,2') = (2Jn, 2)

entao a forma simplética é

O grupo simplético Sp(n,R) é o grupo dos automorfismos L : R?" — R?" que preservam a
forma simplética w, ou seja, tais que w(Lz, Lz') = w(z, 2') para todos os z, 2’ € R?".

Sp(n,R) := {A € GL(2n,R) t.q. ATJ,A=J,}

=(ep)

com A, B,C,D € Mat,,«,(R), é simplética sse

e Mostre que

CTA=ATC ATD-Cc"B=1, D"B=B'D

A B\ ' ( DT -BT
c p) T\ -cT AT

11. (flow of Hamilton equations and symplectic transformations)

e Mostre que

29{A, B} = AB+ BA
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12. (grupo/transformacoes de Poincaré e de Lorentz) O espago-tempo de Minkowski é o produto
cartesiano M = RxR? munido da métrica de Minkowski, a métrica pseudo-euclidiana definida
por

(t,z,y,2), (', 2y, ")) = 2tt —aa’ —yy — 22

onde ¢ > 0 denota a “velocidade da luz”. A pseudo-norma do vetor v = (¢, z,y, z) é portanto
||VH2 — 02t2 _ 3?2 _ y2 _ z2 .

Um vetor/ponto v = (t,x,y,2) é de tipo tempo se ||v] > 0, de tipo espaco se |v|| <0, e de

tipo luz, ou nulo, se ||v] = 0.

O grupo das isometrias de M é chamado grupo de Poincaré. Os isometrias do grupo de

Poincaré que preservam a origem formam o grupo de Lorentz O(1,3)

...to be completed ...

o = T — vt
V1—02/c?
v t—vx/c?

V1—wv2/c?

A transformacao linear que envia (z,t) em (a’,t') é definida pela matriz

1 —v
I

\/1—1)2/02 \/1—1)2/02

O grupo de Lorentz bidimensional é o grupo

O(1,1) :={L, com |v| < c}

e Verifique que Ly = 1.
e Verifique a lei de composicao L, L, = L,,, onde
U+ v

v 1+ uv/c?

(e verifique que se |u| < ¢ e |v| < ¢ entao também |w| < ¢).

13. (campo eletromagnético) O produto vetorial no espago 3-dimensional R3, assim como os
campos elétrico E = (E;, E,,E,) = V¢ e magnético B = (B,, By, B,) = V x A, séo
ilusoes nao-relativisticas. Os verdadeiros objetos fisicos, que vivem no espaco-tempo R x
R? de coordenadas (20, 2!, 2%, 2%) = (ct,x,y,2), sdo o campo eletromagnético Foz e o 4-
potencial A, invariantes pelas transformacoes de Lorenz da relatividade restrita. O campo
eletromagnético é o 4-tensor (em unidades em que ¢ = 1)

0O E, E, E.
| =B, 0 -B. B,
(Fap) = -E, B, 0 -—B,
-E, -B, B, 0
definido por
Fop i= 0aAg — 05 A

onde o 4-potencial é

A= (¢7 _A)
Se J* = (p,J) denota a 4-corrente, entdo as leis de Gauss e Ampere e as leis de Gauss e
Faraday
OF<h JF,
= unJP apys ZaB
0z Ho ‘ oxY

onde €779 ¢ o simbolo de Levi-Civita (igual a zero se dois indices sdo iguais, e igual a +1
dependendo da paridade da permutacao aS8v9.
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1.

EXPONENCIAL 79

Exponencial

O exponencial da matriz quadrada A = (a,;) € Mat,, x,(C) é a matriz quadrada
e?, ou exp(A), definida pela série de poténcias

et =Y o mAF =T+ A+ AT+ A3+

A definicdo é bem posta porque cada entrada de e? é a soma de uma série absolutamente
convergente. De fato, seja M > 0 um majorante para os valores absolutos das entradas de A,

i.e. |a;j| < M. Entdo, por indugdo, (nM)* é um majorante para as entradas de A* = (agf)>7
pois

k+1 k
5] [t
L

Portanto, as séries das entradas de e sio limitadas pela série >, (nM)*/k! = enM.

< il ‘ag;)‘ <nM n}ajx‘agf)‘ < (nM)FFL,
- :

O exponencial de uma matriz diagonal A = diag(\1,...,\,) é a matriz diagonal e* =
diag(e?, ..., eM).

Se A e B sao matrizes conjugadas, ou seja, A = U~*BU com U € GL(n,R), entdao também
as poténcias sdo conjugadas, pois A” = U~'B"U se n > 0, e portanto

eA=U"1BU.

Por exemplo, se A ¢é diagonalizével, ou seja, A = U 'AU com A diagonal, entdo o seu
exponencial é conjugado a matriz diagonal e.

O determinante do exponencial de A é dado pela férmula
det(e?) = etr4
(evidente se A é diagonalizdvel).

e Mostre que se A e B comutam entdo e*B = BeA e eA1B = ¢4eP

identidades sdo em geral falsas quando A e B ndo comutam.
(0 -0 A [ cos(@) —sin(8)
A= ( 6 0 ) = c = ( sin(f)  cos(6)
(A =0 A _ af cos(6) —sin(h)
A= ( 6 A ) = € =¢ ( sin(f)  cos(6)
1 0 0 1
A‘(0—1) ¢ B_(o 0)

Calcule edeB, eBel e eATE,

e Se A é simétrica/hermitica entdo e também ¢é simétrica/hermitica.
A

. Mostre que estas

e Verifique que

e Sejam

e Se A é hemi-simétrica/hemi-hermitica entdo e é ortogonal/unitdria.

e Verifique que se P é uma projecio, i.e. satisfaz P? = P (é “idempotente”), entdo
e =T+ (e-1)P.

e Se N é nilpotente de ordem k, ou seja, verifica N* = 0, entdo o seu exponencial é um
polinémio em N,

eN:I+N+%N2+...+ﬁNk—1.
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2. Se A € Mat,x,(R), a familia das matrizes G(t) := e, com
t € R, é um “subgrupo a um parametro” do grupo GL(n,R), ou seja, satisfaz

’eOA -7 e etAesA — e(t—&—s)A ) ‘

(em outras palavras, a correspondéncia t — ¢4 é um homomorfismo do grupo aditivo R
no grupo GL(n,R)). Em particular, o exponential de uma matriz arbitréria é invertivel, e
(e)™! = e~4. A matriz A é dita gerador do subgrupo G(t), e pode ser obtida calculando o
limite

A = lim M .
t—0 t

De fato, as séries de funcgoes t +—> (etA)ij que definem as entradas de e* convergem uni-

formemente em cada intervalo limitado da reta real, assim como as séries das derivadas das
entradas. Em particular, as derivadas em odem a t podem ser calculadas derivando cada
termo, e o resultado é que

%em = Aett ou =etlA4.

Ou seja, G(t) = et é solugao das equacio diferenciais
G=AG e G=GA

com condicao inicial G(0) = I. Estas solucgoes sdo unicas. Mais em geral, a tnica solugao

de X = AX com condiciio inicial X(0) = X, (ndo necessariamente a matriz identidade) é
X(t) = e X; (e analogamente para a X = X A). Basta observar que a matriz X (t) e *4
nao depende do tempo ¢ (a sua derivada é zero), e portanto é constante e igual a Xj.

e Calcule a derivada de et4e~t4 e deduza que e A = (6“‘)71 .

t(A+B) _ ptAtB A+B _

e Calcule a derivada de e e deduza que, se A e B comutam, entao e =

edeB.

e Warning, the derivation rule % (")) = G(t) e“® is false when G(t) is a matrix!

_(r 1 ta_ ppf 1t
A_(Op) = e’ =e (01

10 1t
p 1 = et=ert 0 1
0 p

e Verifique que

e que

A:

SO

(observe que A é a soma de uma matriz nilpotente e um multiplo da identidade).
e [Ap6Y] wol. 2, 7.12.

3. (exponencial de um operador)

4. (derivada e translacoes) Considere o espago Pol<, (R) ~ R"! dos polinémios f(z) de grau
deg(f) < m, subespaco do espago linear das fungoes reais de classe C*°. Os operadores de
translag¢do T, com a € R, sdo definidos por (T, f)(x) := f(z+a). Observe que T,Ty, = Tyyp €
que (T,)~! = T_,. Em particular, os operadores de translacio formam um grupo comutativo
{T,,a € R} = R, o “grupo das translagdes de R”. O operador derivagcio 0 é definido por

(0f)(z) := f' ().
e Determine a matriz D € Mat(,11)x(n+1)(R) que representa o operador J na base
ex(x) := 2% /k! de Pol<,(R), com k = 0,1,...,n. Calcule e'”.
e Verifique que, no espago Pol<, (R),
eta — /Ivt .

Portanto, pelo menos nos espagos dos polinémios de grau limitado, “o operador de-
rivacao é o gerador do grupo das translagoes”.
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22

1.

Sistemas lineares
A complexificagao do espago vetorial real V' é o espaco vetorial
Vel = VerCxVaiV,

ou seja o conjunto dos vetores v ® 1 +w ® ¢ := v + 1w, com v, w € V, munido da soma usual
e da multiplicag¢ao por z = x + iy € C definida por

(x4 1y) (v + iw) := (zv — yw) + i(yv + 2w) .

Se vy,...,v, é uma base real de V ~ R™, entao vy,...,v,,ivy,...,1v, ¢ uma base real de
V€ ~ R?" (pensado como espaco vetorial real) e v1, . .., v, é uma base complexa de VC ~ C".

A complexificacido do operador linear A : V' — V é o operador A®: V€ — VC tal que
A® (v +iw) = Av + iAw.
...TO BE CONTINUED ...

Um sistema linear homogéneo
com coeficientes constantes (real) é uma EDO auténoma

x = v(x)

para uma variavel x(t) = (z1(t), z2(t),...,2n(t)) € R", definida por um campo de vetores
linear v € End(R"). Fixada uma base de R, o sistema pode ser escrito em notac¢ao matricial

X = AX,

onde X (t) € R™ é um vetor coluna e A = (a;;) € Mat,(R). A solugdo do sistema com
condicao inicial X (0) = Xy € R" ¢

X(t) = e X(0).
Se A é diagonalizavel, e possui n valores préprios reais A1, Ao, ..., A, com vetores préprios

Vi, Va,...,V, respetivamente, entdo a solugio é x(t) = >_;'_; e"**ayvy (onde (a1,...,a,) é
o vetor das condigbes iniciais na base dos vetores préprios).

O campo linear v(x) = AX é dito hiperbdlico se o espectro de A, o conjunto
Sp(A) = {)\k = pr +iwg € C t.q. det(A - )\kI) = 0}

dos valores préprios de A, é disjunto do eixo imagindrio, ou seja, se p # 0 Vk.

_ (P, O tA _ e”t 0
A_(O p2) S _( e

A origem é dita nodo estdvel se p1, p2 < 0, nodo instdvel se p1, pa > 0, ponto de sela se
p1 <0< pa.
_ (1 A _ ptf 1
A= ( 0 p ) = et =e ( 0
e Verifique que

A= ( 0w ) L AL ( cos(wt)  sin(wt) )

—sin(wt) cos(wt)

e Verifique que

e Verifique que

—
~__

A= ( p w ) N oA — ept< cos(wt)  sin(wt) )

—w p —sin(wt)  cos(wt)

A origem é dita foco estdvel se p < 0, foco instdvel se p > 0.
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e Sejam

Calcule edeB, eBet ¢ eATB.

3. De acordo com
o teorema de Picard, o espaco das solugoes da EDO linear homogénea com coeficientes
constantes de ordem n

2™ 4 ap_12™Y 4o a0d + ayd + agz = 0 (35)

é um subespago linear H C C*° de dimensao dim H = n do espago C*° das fungbes z : R — C
infinitamente derivaveis. Pode ser caracterizado como sendo o niicleo H = kerL do operador
diferencial com coeficientes constantes

L=0"4a, 10" '+ 4a0*+ @10+ ao,

onde 9 : C* — C™ denota o operador derivagao, definido por (0z)(t) := &(t). As solugoes

sao combinagoes lineares (finitas) de “quase-polinémios”. De fato, a conjetura z(t) = e*t é
uma solugao de (35) se z é uma raiz do polinémio caratéristico

P(z):=2"+ an_12" V4 ax? a1z +ag.

O polinémio P(z) é um produto de fatores (z — Ag)™, onde os A; € C séo as raizes, e
os inteiros ny > 1 as respetivas multiplicidades algébricas, satisfazendo ni; + ng + -+ =
n. A correspondéncia entre o polinémio P e o operador L = P(0) é um isomorfismo da
algebra dos polindmios em uma variavel z sobre a dlgebra dos operadores diferenciais com
coeficientes constantes: ao produto pontual entre dois polinémios corresponde o produto, i.e.
a composicao, dos operadores. Consequentemente, o operador L é um produto de operadores
(0 — A\k)™, que comutam, e portanto o nicleo de L contém os nucleos de cada um destes
operadores. O niicleo de (0 — A\;)™ é o espaco de dimensdo ny dos quasi-polinémios p(t)e*x?
com deg(p) < ny. Portanto, o espago das solugdes (complexas) da EDO linear homogénea
de ordem n é um espago linear H ~ C". A solugdo geral de (35) é

x(t) = Zpk(t)e)""t,
k

onde \; € C sdo as raizes do polindémio caracteristico, com multiplicidades ng, e pr € CJ[t]
s@0 polinémios arbitrérios de grau deg(pg) < ng.

Se os coeficientes ai’s da EDO (35) s@o nuimeros reais (como acontece frequentemente na
fisical), entdo o polindmio carateristico possui raizes reais ou pares de raizes complexas con-
jugadas, e é possivel construir um espaco de dimensao n de solucbes reais. A cada raiz
real A\, € R com multiplicidade algébrica n; > 1 esté associado o espago de dimensao ng
dos quasi-polindmios reais de ker(d — Ag)™. A cada par de rafzes complexas conjugadas
Ak = pr iwg € C, de multiplicidade algébrica ng, ou seja, a cada fator ((8 —pr)? + wi)"k
de L, esta associado o espago de dimensao 2ny dos quasi-polinémios

p(t) et cos(wy) + q(t) e** sin(wyt)
onde p(t) e ¢(t) sdo polindmios reais de grau < ng.

e Verifique que as solugbes de 0"z = 0 sao os polinémios de grau < n.

e Verifique que o nicleo do operador linear Ly := d — X\ é o espaco linear de dimensao 1
At

gerado pela fungao e**.
e Seja My o operador “modulagao”, definido por (Myx)(t) := e*x(t). Verifique que
d—\= M, oM, !
(ou seja, M) realiza uma conjugagao entre os operadores d e 9 — \), e portanto
(O —=N)" =Mo" My~
Deduza que o nicleo da poténcia (0 — \)", com n > 1, é o espago linear (de dimensao
n) dos quasi-polinémios p(t)e** de grau deg(p) < n.
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e Determine a solugao geral das seguintes ODEs lineares
T—F—4c+4x=0 T ==z T H+284+2=0 T4+28+1=0
e [Ap6Y] wol. 2, 6.9.
4. Um sistema linear nao homogéneo (real) é uma lei
X = AX 4+ Q(t) (36)
para o vetor X (t) € R", onde A € Mat,x,(R) e Q(t) € R” é um vetor dado dependente do

tempo (uma forga externa). A conjetura X (t) = €Y (t) é solugao de (36) sse Y (t) é solugao
do sistema simples Y = e~*4Q(t). Portanto, a solucdo com condicdo inicial X (tg) = Xg é

t
X(t) = elt"t0)A X, —|—/ eDAQ(r) dr .

to
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23 Linearizacao
1. Seja X € R™ uma solugao de equilibrio do sistema auténomo
x = v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores é nulo, i.e. v(X) = 0. O equilibrio é (localmente)
estdavel se Ve > 0 36 > 0 tal que

Ix(0) —x|| < ¢ = Ix(t) —%|| <e, Vt>0.
O equilibrio é (localmente) assimptoticamente estdvel se é estavel e se 36 > 0 tal que
Ix(0) — x| < ¢ = x(t) =X, quando t— co.

e Verifique que a solucdo de equilibrio x(t) = 0 do campo linear v(x) = Ax, com A €
Mat,, xn(R), é estavel se todos os valores préprios de A tém parte real pp = R(Ax) < 0.

e Verifique que a solugao de equilibrio x(¢) = 0 do campo linear v(z) = Ax é assimptoti-
camente estdvel se todos os valores préprios de A tém parte real pr = R(\;) < 0.

2. Seja X € R™ uma solugao de equilibrio do sistema auténomo
x = v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores é v(X) = 0. Uma fun¢ao de Lyapunov é uma
funcao diferencidvel H(x) (definda numa vizinhanga de X) que assume um minimo local em
T, i.e. tal que H(X) < H(x) para todo x # X numa vizinnhanga de T) e que ndo cresce ao
longo das trajetérias do sistema, ou seja,

d
—H(x(t)) <0
L H(x(1)) <
Se o sistema %X = v(x) admite uma func¢éo de Lyapunov H(x) numa vizinhanga do equilibrio
X, entao
4 H(x(t) <0 = X ¢ localmente estdvel
4H(x(t) <0 Vx(t)#% = X ¢ localmente assimptoticamente estével
e Considere o sistema conservativo mgq = —VV/(q), ou seja,
a- o
p= —-VV(q)

com (q,p) € R™ x R", onde V(q) é a energia potencial. Verifique que a energia

1
E(q,p) = %Ilpll2 +V(a)

é uma constante do movimento. Deduza que os pontos de equilibrio (q, 0), onde  é um
minimo local do potencial V(q), sdo localmente estéveis.

3. (oscilagoes) Considere a equagdo das oscilagdes amortecidas ¢ + 2aq + w?q = 0, ou seja, o
sistema '
q= p
p= —2ap-—wq
e Esboce as curvas de fase do sistema para diferentes valores dos pardmetros o > 0 e w.
e Mostre que a energia

1 1
H(q,p) = 5192 - §w2q2

é conservada quando a = 0. Deduza que (0,0) é um equilibrio estével.
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e Mostre que (0,0) é um equilibrio assimptdticamente estavel se a > 0.

4. Seja T € R™ uma solugéo de equilibrio do sistema auténomo
& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. A lineariza¢ido do sistema em torno
de T é o sistema linear

y=Ay
para a diferenca y(t) = z(t) — 7, onde A = Dv(T) é a matriz Jacobiana do campo v no ponto
x.

O teorema de Hartman®'-Grobman®' afirma que, se o campo linearizado A é hiperbdlico,

entdo o campo v(z) é “localmente equivalente” & sua parte linear A.

Em particular, se os valores préprios {\;} de A tém parte real R(\;) < 0 entdo

’?R()\z) <0, Vi = T é localmente assimptoticamente estdvel

e Linearize o sistema
= —x?+4x+sin(y)
j= cos(y) —a* — by
en torno do seu ponto de equifbrio (1,0) e discuta a estabilidade.
e Considere o sistema
t= x4y
y= —z-y
Determine os pontos de equiibrio e discuta a estabilidade. Simule o sistema e esboce as

curvas de fase.

2

e Discuta a estabilidade dos equilibrios do péndulo § = —w?sin(q) — aq.

5. (péndulo matematico) Considere a equacdo de Newton que modela as oscilagbes de um

péndulo, ) )

6 = —w?sin(f) — ab.
onde w = +/g/l, g é a aceleragdo gravitacional, £ o comprimento do péndulo, e « > 0 um
coeficiente de atrito. No espaco de fase, de coordenadas g e p = ¢, a equacao assume a forma
do sistema

.
p=—w?sin(d) — ap

e Simule o sistema, e esboce as trajectorias e as curvas de fase.

N SNSSSN SN

Retrato de fase do péndulo (sem e com atrito).

30p, Hartman, A lemma in the theory of structural stability of differential equations, Proc. A.M.S. 11 (1960),
610-620. doi:10.2307/2034720

31D.M. Grobman, Homeomorphisms of systems of differential equations, Doklady Akademii Nauk SSSR 128
(1959) 880-881.


http://www.ams.org/journals/proc/1960-011-04/S0002-9939-1960-0121542-7/home.html
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6. (oscilador de van der Pol) Considere o oscilador de van der Pol*?
G—p(l—q*)q+q=0
que modela a corrente num circuito com um elemento nao-linear.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugdes ao variar o parametro p.

| | RN >\
“\\\\‘,;u/////,\\\\\\u

2\\\\\4,///////’/,4&\\\‘ '

| \\\\\w»//////,/“\\\\\\\
i1
I

} H\\\\\\M, D)722a. \\\\ o
TP "
HUTT A A
iSRRI HT
‘w\\ \\\\‘,N///,_d\\\ RRN
I\ W

WA
1
\\\\,,N///// RSN

\\\\‘W////// ~on\A

u\\\,,,/////,( AL

e e | |

Retrato de fase e trajectérias do oscilador de van der Pol.
e Simule o oscilador forcado
G — (1 —¢*)g + q = Fysin(wt)
ao variar o parametro u e a frequéncia w.
7. (sistema de Lotka-Volterra) Considere o sistema de Lotka-Volterra
{ T = ax — bxy
y = —cy+dzy

Foi proposto por Vito Volterra®® para modelar a competicio entre x presas e y predadores,
e por Alfred J. Lotka®* para modelar o comportamento ciclico de certas reaccdes quimicas,
como o esquema abstracto

A+ X —2X X+Y -2 Y —+ B

e Determine as solugoes estaciondrias.
e Mostre que a fungao
H(z,y) =dz+by — clogz — alogy
é uma constante do movimento, ou seja, 4% H(xz(t), y(t)) = 0. Deduza que as érbitas do
sistema estdo contidas nas curvas de nivel de H (z,y).

e Simule o sistema.

/e
V27 i
S e

/!

[Lyfpeeo

NAAN

| lr////,/.u—»m\u\

[ARARRRRARE

32B. van der Pol, A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations, Radio Review 1 (1920), 701-710
and 754-762. B. van der Pol and J. van der Mark, Frequency demultiplication, Nature 120 (1927), 363-364.

33Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad.
Lincei 2 (1926), 31-113. Vito Volterra, Le¢ons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

34 Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams
& Wilkins Co. 1925.
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Retrato de fase do sistema de Lotka-Volterra.

8. (Brusselator) O Brusselator é um modelo autocatalitico proposto por Ilya Prigogine e cola-
boradores®® que consiste na reaccio abstracta

A— X B+X—->Y+C 2X+Y —3X X—D

e Simule o sistema
i=a—(B+1)z+2%y
y = P -y
para as concentracoes das espécies cataliticas X e Y, obtido quando as concentragoes
[A] ~ a e [B] ~  sao mantidas constantes.

e Simule o sistema

T=a—(b+1)z+ 2%y
U =br — 2%y
b=—-bxr+4

para as concentracoes de X, Y e B, obtido quando a concentragdo [A] ~ « é mantida
constante e B é injectado a uma velocidade constante v ~ §.

P N, N NN

P T A

BRNRRN
e PN N S

ISV A NN R R R P PP
,_.»/I\\\\\\\\-\\u\
,,,,/f\\\\\\\,\.n

IS SN,

Rerato de fase do Brusselator.
9. (bifurcacio de Hopf) Considere o sistema?°

{ = —y+a(A= (@ +y%)
j=z+y\— (2% +y%)

Simule o sistema ao variar o parametro .

Mostre que a origem é um equilibrio assimptoticamente estavel quando A < 0.

Mostre que a origem é um equilibrio instavel quando A > 0. Observe que a circunferéncia
22 +y? =1 é um “ciclo limite” do sistema quando X\ = 1.

Simule o sistema

{ t=z+y—z(\— (22 +y?))
j=-z+y—yA— (2% +y?))

10. (reaccio de Schnakenberg) Considere a reac¢do de Schnakenberg®”

2X+Y —3X A=Y X -+ B

351. Prigogine and R. Lefever, Symmetry breaking instabilities in dissipative systems, J. Chem. Phys. 48 (1968),
1655-1700. P. Glansdorff and 1. Prigogine, Thermodynamic theory of structure, stability and fluctuations, Wiley,
New York 1971. G. Nicolis and I. Prigogine, Self-organization in non-equilibrium chemical systems, Wiley, New
York 1977.

36E. Hopf, Abzweigung einer periodischen 16sung von einer stationéren l6sung eines differentialsystem, Ber. Verh.
Sdchs. Acad. Wiss. Leipzig Math. Phys. 95 (1943), 3-22.

37J. Schnakenberg, Simple chemical reaction with limit cycle behavior, J. Theor. Biol. 81 (1979), 389-400.
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modelada pelo sistema
t=a2y—xz+p
j=—a*y+a
para as concentragoes x ~ [X] e y ~ [Y].

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar os parametros.

\\\\\\/\\\\\\\\\\\\\ NN
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I

Retrato de fase do sistema de Schnakenberg.

11. (oscilador bioquimico de Goodwin) Um modelo de interagdes proteinas-mRNA proposto por

Goodwin?® ¢ , .
M=gp—a
P=M-3

onde M e P denotam as concentragoes relativas de mRNA e proteina, respectivamente.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.

Retrato de fase do sistema de Goodwin.

e Simule o sistema?’

Tip7

M=_—_—aM
P=Mm™— 3P

12. (epidemias/SIR models) The total population is the sum N(¢t) = S(t) + I(t) + R(t), of
susceptible, infected and recovered individuals. *°

S= —BSI
I=pSI—~I
R=~I

(for variants, see http://en.wikipedia.org/wiki/Epidemic_model#The_SIR_Model).

38B.C. Goodwin, Temporal organization in cells, Academic Press, London/New York 1963. B.C. Goodwin,
Oscillatory behaviour in enzymatic control processes, Adv. Enzyme Regul. 3 (1965), 425-438.

39T, Scheper, D. Klinkenberg, C. Pennartz and J. van Pelt, A Mathematical Model for the Intracellular Cicardian
Rhythm Generator, J. Neuroscience 19 (1999), 40-47.

40A.G. McKendrick and W.O. Kermack, A Contribution to the Mathematical Theory of Epidemics, 1927.


http://en.wikipedia.org/wiki/Epidemic_model#The_SIR_Model
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13. (atractor de Lorenz) Considere o sistema de Lorenz*!
i=o(y—x)
y=z(p—2) -y
z=uxy— Bz

e Analize o comportamento assimptético das trajectérias ao variar os pardmetros o, p e

e Observe o comportamento das trajectérias quando o ~ 10, p ~ 28 e § ~ 8/3.

Atractor de Lorenz.

41E.N. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, J. Atmspheric Science 20 (1963), 130-141.



REFERENCIAS 90

Referéncias

[Ap69] T.M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, 1969 [Cdlculo, Editora Reverté, 1999].

[Ar85]  V.I. Arnold, Equagées diferenciais ordindrias, MIR, 1985.

[Ar89]  V.I. Arnold, Metodi geometrici della teoria delle equazioni differenziali ordinarie, Editori
Riuniti - MIR, 1989.

[Ba77]  F. Banino, Geometria per fisici, Feltrinelli, 1977.

[BDP92] W.E. Boyce and R.C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems, John Wiley, 1992.

[Bo89]  N. Bourbaki, Elements of Mathematics, Algebra I, Springer, 1989.

[BR98] T.S. Blyth and E.F. Robertson, Basic Linear Algebra, McGraw Hill, 1998.

[Ch00] T.L. Chow, Mathematical Methods for Physicists: A concise introduction, Cambridge
University Press, 2000.

[CR48] R. Courant and H. Robbins, What is mathematics?, Oxford University Press, 1948. [O
que € Matemdtica?, Editora Ciéncia Moderna, 2000].

[Go96]  R. Godement, Cours d’algébre (Troisitme édition mise & jour), Hermann Editeurs, 1996.

[Ha58]  P.R. Halmos, Finite dimensional vector spaces, Van Nostrand, 1958.

[HS74] M.W. Hirsch and S. Smale, Differential equations, dynamical systems and linear algebra,
Academic Press, 1974.

[KKR62] C. Kittel, W.D. Knight and M.A. Ruderman, Berkeley Physics, McGraw-Hill, 1962.

[La87]  S. Lang, Linear Algebra, Third Edition, UTM Springer, 1987.

[La97]  S. Lang, Introduction to Linear Algebra, Second Edition, UTM Springer, 1997.

[LL78] L.D. Landau e E.M. Lifshitz, Mecdnica, MIR, 1978.

[Me00] C.D. Meyer, Matriz Analysis and Applied Linear Algebra, STAM, 2000.

[MB99] S. MacLane and G. Birkhoff, Algebra (Third Edition), AMS Chelsea Publishing, 1999.

[Pe05]  R. Penrose, The Road to Reality: A Complete Guide to the Laws of the Universe, Knopf,
2005.

[RHBO6] K.F. Riley, M.P. Hobson and S.J. Bence, Mathematical Methods for Physics and Engi-
neering, Cambridge University Press, 2006.

[Ro04]  J.C. Robinson, An introduction to ordinary differential equations, Cambridge University
Press, 2004.

[Se89] E. Sernesi, Geometria 1, Bollati Boringhieri, 1989.

[SG04] M. Stone and P. Goldbart, Mathematics for Physics, Cambridge University Press, 2004.

[St98] G. Strang, Linear Algebra and its Applications, Hartcourt Brace Jonovich Publishers,
1998.

[St09] G. Strang, Introduction to Linear Algebra, fourth edition, Wellesley-Cambridge Press and
SIAM 2009.
http://math.mit.edu/linearalgebra/ , MIT Linear Algebra Lectures

[Tr13]  W.F. Trench, Elementary Differential Equations, 2013. Books and Monographs. Book 8.
http://digitalcommons.trinity.edu/mono/8

[Wa91] B.L. van der Waerden, Algebra, Springer, 1991 [Moderne Algebra, 1930-1931].

[We52]  H. Weyl, Space Time Matter, Dover, 1952 [Raum Zeit Materie, 1921].


http://math.mit.edu/linearalgebra/
http://ocw.mit.edu/OcwWeb/Mathematics/18-06Spring-2005/VideoLectures/index.htm
http://digitalcommons.trinity.edu/mono/8

	Equações diferenciais ordinárias
	Integração numérica e simulações
	Teoremas de existência e unicidade
	EDOs simples e autónomas na reta
	Sistemas conservativos
	EDOs lineares de primeira ordem 
	EDOs separáveis e homogéneas
	EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes 
	Números complexos e oscilações
	Variação dos parâmetros e coeficientes indeterminados 
	Oscilador harmónico
	Valores e vetores próprios
	Espaços euclidianos
	Norms and Banach spaces
	Operadores hermíticos e unitários
	Teorema espetral
	Formas quadráticas e cónicas
	Matrizes positivas e teorema de Perron-Frobenius
	Grupos
	Grupos de matrizes
	Exponencial
	Sistemas lineares
	Linearização

