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1. (4 valores) Considere a equagao diferencial
t=z(l—2x).
Determine as solugdes estaciondrias e a solu¢do com condigéo inicial z(0) = 1/2.

As solugao estaciondrias sdo z(t) = 0 e z(t) = 1. A solug¢@o com condicéo inicial z(0) =1/2 é

1
z(t) = - .
1+et?
2. (4 wvalores) Determine a solugdo de
Ptr=e"
com condigao inicial z(0) = 3.
Uma solugdo ndo trivial da homogénea y+y = 0 é y(t) = e~ . O produto z(t) = A(t)y(t) é solugao de & +x = e~ ! se
Aet=e7t ou seja, se A =1, donde  A(t) = A(0) +¢t.

Portanto, a solugdo con condicdo inicial (0) = \(0) =3 é

x(t) =B +t)e ",

3. (4 valores) Determine a solugao de
ydr+xdy =0

passando pelo ponto (z,y) = (1,1).

O diferencial y dx + x dy é exato, pois d(y)/dy = d(x)/Ox. Uma primitiva é
x y
U(z,y) = / 0dt + / rdt =zy.
Jo Jo

Portanto, a solugao de ydx + x dy = 0 passando por (z,y) = (1,1) é a curva de nivel zy = 1, ou seja,
y=1/z.

4. (4 valores) Determine a solugdo de
T4+2x+5x=0

com condigbes iniciais £(0) = 1 e ©(0) = 1.

A funcdo x(t) = e*? é solugdo de & + 2@ + 5z = 0 se (22 + 2z + 1 — 1 +5)e*t = 0, ou seja, se z = —1 £ i 2. Portanto,
a solucao geral de & + 2% + 5z =0 é
x(t) = ae" " cos(2t) + betsin(2t) .

As condigbes iniciais 2(0) = 1 e #(0) = 1 implicam que

a = 1 lond a =
a2 = 1 donde b= 1

Portanto, a solu¢do com condicoes iniciais (0) =1 e @(0) =1 é

z(t) = et (cos(2t) + sin(2t)) .

[
—

5. (4 valores) Determine uma solucao de

&4 =sin(t).

Uma solugao é
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1. (4 valores) Determine a solucdo formal do problema da corda vibrante

2 2
%—4%20 em0<z<m, com u(0,t) = u(m,t) =0
com condigoes iniciais
1 1 0
u(z,0) = sin(x) + 1 sin(2x) + g sin(3x) e 8_1;(33’ 0)=1

A série de Fourier de senos do deslocamento inicial é
. 1. 1.
u(z,0) = sin(z) + - sin(2z) + — sin(3z) .
4 9
A série de Fourier de senos da velocidade inicial inicial é

ou 4 1 1 1
o (z,0) =20(x) — 1~ — (sin(,'rf) + 5 sin(3x) 4+ — sin(5x) + = sin(7x) + . )
v < 9]

at
Portanto, a solugao é

1 1
u(z,t) ~ cos(2t) sin(z) + 1 cos(4t) sin(2z) + 5 cos(6t) sin(3z) +

2 1 1 1
+— (sin(QL) sin(z) + B sin(6t) sin(3z) + o sin(10t) sin(5z) + i sin(14¢t) sin(7z) + .. > .

9]

T

2. (4 valores) Determine a solugao formal do problema da condugéo de calor

@—@—O em(0<z<
ot 0z =& ="

com fluxo de calor nulo na fronteira, ou seja, com condigdes de fronteira %(O,t) = %(w,t) =0
para cada tempo t > 0, e condicao inicial

u(z,0) =x se 0<z <.

A série de Fourier de cosenos da temperatura inicial é

4
u(z,0) = |z| ~ E —

1 1 1
5 <(’,0s(m) + B cos(3z) + o cos(bx) + T cos(7x) + )

e a solugao formal é

|

u(z,t) ~

‘

1 1 )
—e 25 cos(5x) + E(’f’”"’ cos(7x) + ) .

1
—-t —9-t .
g os(z) + —e” 7" cos(3x) +
<( cos(x) 9( cos(3x) 25

0ol

3. (4 wvalores) Resolva, usando a transformada de Laplace, o seguinte problema:

t+x=f(t) com z(0)=2,

onde
£t) = 0 set <3
7 set>3
A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva sdo H(s) = S:—l e h(t) = et respetivamente. A solugio da equagao

homogénea 7 +y = 0 com condigao inicial y(0) = 2 é y(t) = 2e~t. Portanto a solugao é

't 2e~t se t<3 2¢~t se t<3
I R B > _ se t<:
2(t) = 2e /0 h(t —7)f(r)dr { 2t 47 [le~t"Ddr  se t>3 { T+ (2-7ede"t  se t>1



4. (4 valores) Determine a solugdo da equacao de onda

o
o2 ox?

na reta real, ou seja, com x € R, com condigoes iniciais

u(z,0) = sin(2z) e %(a@7 0) = cos(3z) .

A solucao pode ser obtida usando a férmula de d’Alembert:

1 1 T4t
u(z,t) = 5 (sin(2(z — t)) + sin(2(x + t))) + 5 / / cos(3y) dy .

5. (4 wvalores) Determine os valores préprios A e as fungoes préprias f(x) do problema
f "= _)‘f )

no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira f'(0) = f/(7) = 0.

2

Os valores préprios s@o A, =n?, com n =0,1,2,3,..., e umas fungdes préprias sao fp(z) = cos(nzx).



