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Folhas práticas
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CONTEÚDO 2

Conteúdo
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7 EDOs exatas e campos conservativos 24
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Notações

Números. N := {1, 2, 3, . . . } denota o conjunto dos números naturais, N0 := {0, 1, 2, 3, . . . }
denota o conjunto dos números inteiros não negativos. Z := {0,±1,±2,±3, . . . } denota o anel dos
números inteiros. Q := {p/q com p, q,∈ Z , q 6= 0} denota o corpo dos números racionais. R e C
são os corpos dos númeors reais e complexos, respetivamente.

Notação de Landau e . . . Sejam f(t) e g(t) duas funções definidas numa vizinhança do ponto
a ∈ R ∪ { ±∞}.

f(t) = O(g(t)) (“f is big-O of g”) quando t → a quer dizer que existe uma constante C > 0
tal que f(t) ≤ C · g(t) para todos os t numa vizinhança de a.

f(t) = o(g(t)) (“f is small-o of g”) quando t → a quer dizer que o quociente f(t)/g(t) → 0
quando t→ a.

f(t) � g(t) (“f and g are within a bounded ratio”) quando t→ a quer dizer que f(t) = O(g(t))
e g(t) = O(f(t)), ou seja, que existe uma constante C > 0 tal que 1

C · g(t) ≤ f(t) ≤ C · g(t).
f(x) ∼ g(x) (“f and g are asymptotically equal”) quando t→ a quer dizer que limx→a f(x)/g(x) =

1.

Espaço euclidiano. Rn denota o espaço euclidiano de dimensão n. Fixada a base canónica
e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . ), . . . , en = (0, . . . , 0, 1), os pontos de Rn são os vetores

x = (x1, x2, . . . , xn) := x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen

de coordenadas xi ∈ R, com i = 1, 2, . . . , n. Os pontos e as relativas coordenadas no plano o
ou no espaço 3-dimensional são também denotados, conforme a tradição, por r = (x, y) ∈ R2 ou
r = (x, y, z) ∈ R3.

O produto interno euclidiano 〈·, ·〉 : Rn × Rn → R é definido por

〈x,y〉 := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn .

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espaço dual (algébrico) (Rn)′ := HomR(Rn,R)
e o próprio Rn: o valor da forma linear ξ ∈ (Rn)′ ' Rn no vetor x ∈ Rn é ξ · x = 〈ξ,x〉.

A norma euclidiana do vetor x ∈ Rn é ‖x‖ :=
√
〈x,x〉. A distância Euclidiana entre os pontos

x,y ∈ Rn é definida pelo teorema de Pitágoras

d(x,y) := ‖x− y‖ =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 .

A bola aberta de centro a ∈ Rn e raio r > 0 é o conjunto Br(a) := {x ∈ Rn s.t. ‖x− a‖ < r}. Um
subconjunto A ⊂ Rn é aberto em Rn se cada seu ponto a ∈ A é o centro de uma bola Bε(a) ⊂ A,
com ε > 0 suficientemente pequeno.

Caminhos. Se t 7→ x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn é uma função diferenciável do “tempo”
t ∈ I ⊂ R, ou seja, um caminho diferenciável definido num intervalo de tempos I ⊂ R com valores
no espaço euclidiano Rn, então as suas derivadas são denotadas por

ẋ :=
dx

dt
, ẍ :=

d2x

dt2
,

...
x :=

d3x

dt3
, . . .

Em particular, a primeira derivada v(t) := ẋ(t) é dita “velocidade” da trajetória t 7→ x(t no instante
t), a sua norma v(t) := ‖v(t)‖ é dita “velocidade escalar”, e a segunda derivada a(t) := ẍ(t) é dita
“aceleração”.

Campos. Um campo escalar é uma função real u : X ⊂ Rn → R definida num domı́nio X ⊂ Rn.
Um campo vetorial é uma função F : X ⊂ Rn → Rk, F(x) = (F1(x), F2(x), . . . , Fk(x)), cujas
coordenadas Fi(x) são k campos escalares.

A derivada do campo diferenciável F : X ⊂ Rn → Rk no ponto x ∈ X é a aplicação linear
dF(x) : Rn → Rk tal que

F(x + v) = F(x) + dF(x) · v + o(‖v‖)
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para todos os vetores v ∈ Rn de norma ‖v‖ suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (∂Fi/∂xj(x)) ∈ Matk×n(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X ⊂ Rn → R no ponto x ∈ X é a forma linear du(x) : Rn → R,

du(x) :=
∂u

∂x1
(x) dx1 +

∂u

∂x2
(x) dx2 + · · ·+ ∂u

∂xn
(x) dxn

(onde dxk, o diferencial da função coordenada x 7→ xk, é a forma linear que envia o vector v =
(v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn em dxk ·v := vk). A derivada do campo escalar diferenciável u : X ⊂ Rn → R
na direção do vetor v ∈ Rn (aplicado) no ponto x ∈ X ⊂ Rn, é igual, pela regra da cadeia, a

(£vu)(x) :=
d

dt
u(x + tv)

∣∣∣∣
t=0

= du(x) · v .

O gradiente do campo escalar diferenciável u : X ⊂ Rn → é o campo vetorial ∇u : X ⊂ Rn → Rn
tal que

du(x) · v = 〈∇u(x),v〉

para todo os vetores (tangentes) v ∈ Rn (aplicados no ponto x ∈ X).
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1 Equações diferenciais ordinárias

1. (part́ıcula livre) A trajetória t 7→ r(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈ R3 de uma part́ıcula livre de
massa m > 0 num referencial inercial é modelada pela equação de Newton

d

dt
(mv) = 0 , ou seja, se m é constante, ma = 0 ,

onde v(t) := ṙ(t) denota a velocidade e a(t) := r̈(t) denota a aceleração da part́ıcula. Em
particular, o momento linear p := mv é uma constante do movimento (ou seja, d

dtp = 0), de
acordo com o prinćıpio de inércia de Galileo1 ou a primeira lei de Newton2. As soluções da
equação de Newton da part́ıcula livre são as retas afins

r(t) = s + vt ,

onde s = r(0) ∈ R3 é a posição inicial s = r(0) e v = ṙ(0) ∈ R3 é a velocidade (inicial).

• Determine a trajetória de uma part́ıcula livre que passa, no instante t0 = 0, pela posição
r(0) = (3, 2, 1) com velocidade ṙ(0) = (1, 2, 3).

• Determine a trajetória de uma part́ıcula livre que passa pela posição r(0) = (0, 1, 2)
no instante t0 = 0 e pela posição r(2) = (3, 4, 5) no instante t1 = 2. Calcule a sua
“velocidade escalar”, ou seja, a norma v := ‖v‖.

2. (queda livre) A queda livre de uma part́ıcula próxima da superf́ıcie terrestre é modelada pela
equação de Newton

mq̈ = −mg
onde q(t) ∈ R denota a altura da part́ıcula no instante t, m > 0 é a massa da part́ıcula, e
g ' 980 cm/s2 é a aceleração da gravidade próximo da superf́ıcie terrestre. As soluções da
equação de Newton da queda livre são as parábolas

q(t) = s+ vt− 1

2
gt2 ,

onde s = q(0) ∈ R é a altura inicial e v = q̇(0) ∈ R é a velocidade inicial.

• Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,
com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra após 1 segundo e determine o
tempo necessário para a pedra atingir o chão.

• Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

• Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. (o exponencial) O exponencial (real) é a função exp : R→ R, t 7→ exp(t) = et, definida pela
série de potências

et :=
∑∞
n=0

tn

n! = 1 + t+ t2

2 + t3

6 + t4

24 + . . . ,

que converge uniformemente em cada intervalo limitado da recta real. É imediato verificar
que e0 = 1, e que et+s = etes para todos os t, s ∈ R. Em particular, et 6= 0 para todos os
t ∈ R, e e−t = (et)−1.

• Verifique que x(t) = et satisfaz a equação diferencial

ẋ = x .

Verifique que x(t) = x0e
t é uma solução de ẋ = x com condição inicial x(0) = x0.

1“. . . il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale
spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, cioè perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623.]

2 “Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
1687.]
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• Mostre que, se y(t) é uma solução de ẏ = y com condição inicial y(0) = x0, então o
quociente y(t)/et é constante e igual a x0 (calcule a derivada do quociente). Deduza
que x0e

t é a única solução de ẋ = x com condição inicial x(0) = x0.

• Verifique que a função x(t) = eλt, com λ ∈ R, satisfaz a equação diferencial ẋ = λx.

• Mostre que x(t) = x0e
λt é a única solução da equação diferencial

ẋ = λx

com condição inicial x(0) = x0.

4. (equações diferenciais ordinárias) Uma equação diferencial ordinária (EDO) de primeira or-
dem (resolúvel para a derivada) é uma lei

ẋ = v(t,x)

para a trajetória t 7→ x(t) de um sistema com espaço de fases X ⊂ Rn, onde x(t) ∈ X denota
o estado do sistema no instante t ∈ T ⊂ R, ẋ := dx

dt denota a derivada do observável/is x em
ordem ao tempo t, e v : T ×X → Rn é um campo de direções dado.

Uma solução de ẋ = v(t,x) é um caminho diferenciável t 7→ x(t) cuja velocidade satisfaz
ẋ(t) = v(t,x(t)) para cada tempo t num intervalo I ⊂ T , ou seja, uma função x : I → X
cujo gráfico Γ := {(t,x(t)) ∈ I × X com t ∈ I}, dito curva integral, é tangente ao campo
de direções v(t,x) em cada ponto (t,x(t)) ∈ Γ. Uma solução de ẋ = v(t,x) com condição
inicial x(t0) = x0 ∈ X (ou solução do “problema de Cauchy”) é uma solução definida numa
vizinhança de t0 ∈ T , cujo gráfico contém o ponto (t0,x0) ∈ T ×X.

Campo de direções e uma solução de ẋ = sin(x)(1− t2).

O teorema de Peano3 4 afirma que, se o campo v(t,x) é cont́ınuo, então existem sempre
soluções locais (i.e. definidas em vizinhanças suficientemente pequenas do tempo inicial)
do problema de Cauchy. O teorema de Picard-Lindelöf 5 afirma que, se o campo v(t,x) é
cont́ınuo e localmente Lipschitziano6 (por exemplo, diferenciável de classe C1) na variável
x, então para cada ponto (t0,x0) ∈ T × X passa uma única solução com condição inicial
x(t0) = x0.

• Esboce o campo de direções das EDOs

ẋ = t ẋ = −x+ t ẋ = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das soluções.

3G. Peano, Sull’integrabilità delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. Sci. Torino 21 (1886),
677-685.

4G. Peano, Demonstration de l’intégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen 37
(1890) 182-228.

5M. E. Lindelöf, Sur l’application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.

6A função f : U → Rm é Lipschitziana no domı́nio U ⊂ Rn se

∃L > 0 t.q. ‖f(x)− f(y)‖ ≤ L · ‖x− y‖ ∀x, y ∈ U .
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• A função x(t) = t3 é solução da equação diferencial ẋ = 3x2/3 com condição inicial
x(0) = 0 ? E a função x(t) = 0 ?

• Determine uma equação diferencial de primeira ordem e uma equação diferencial de
segunda ordem que admitam como solução a Gaussiana ϕ(t) = e−t

2/2.

5. (soluções de Chandrasekhar da equação de Lane-Emden) Um modelo do perfil de equiĺıbrio
hidrostático de uma estrela é a equação de Lane-Emden

1

ξ2

d

dξ

(
ξ2 dθ

dξ

)
= −θp ,

onde ξ ≥ 0 é uma “distância adimensional” do centro da estrela, θ(ξ) é proporcional à
densidade, e p é um parâmetro que depende da equação de estado P = Kρ1+1/p do gás que
forma a estrela. O problema f́ısico é determinare a solução com condições iniciais θ(0) = 1 e
dθ/dξ(0) = 0, e o menor zero de θ(ξ) com ξ > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.

• Verifique que7

θ(ξ) = 1− 1

6
ξ2 , θ(ξ) =

sin ξ

ξ
e θ(ξ) =

1√
1 + 1

3ξ
2

são soluções da equação de Lane-Emden quando p = 0, 1 e 5, respetivamente.

6. (campos de vetores e EDOs autónomas) Um campo de vetores v : X → Rn no espaço de fases
X ⊂ Rn define uma equação diferencial ordinária autónoma (que não depende explicitamente
do tempo, como todas as leis fundamentais da f́ısica)

ẋ = v(x) .

As imagens x(I) = {x(t) com t ∈ I} ⊂ X das soluções/trajetórias x : I → X no espaço
de fases são ditas órbitas, ou curvas de fases, do sistema autónomo. Se x ∈ X é um ponto
singular do campo, i.e. um ponto onde v(x) = 0, então o caminho constante x(t) = x ∀t ∈ R
é uma solução, dita solução de equiĺıbrio, ou estacionária.

Campo de vetores e uma curva de fases do pêndulo com atrito,
q̇ = p, ṗ = − sin(q)− p/2.

• Esboce o campo de direções e o campo de vetores das EDOs autónomas

ẋ = −x ẋ = x− 1 ẋ = x(1− x)

ẋ = (x− 1)(x− 2)(x− 3) ẋ = (x− 1)2(x− 2)2{
q̇ = p
ṗ = −q

{
q̇ = 2q
ṗ = −p/2

{
q̇ = q − p
ṗ = p− q

determine as soluções de equiĺıbrio, e conjeture sobre o comportamento qualitativo das
(outras) soluções.

7Subrahmanyan Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, 1958.
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7. (campos completos e fluxos de fases) Seja v : X ⊂ Rn → Rn um campo de vetores definido
num domı́nio X ⊂ Rn (ou numa variedade diferenciável). Se por cada ponto x0 ∈ X
do espaço de fases passa uma e uma única solução global (ou seja, definida para todos os
tempos) ϕ : R→ X, t 7→ ϕ(t), com condição inicial ϕ(0) = x0, então o campo de vetores é dito
completo. Um campo completo define/gera um fluxo de fases, um grupo de transformações
Φt = etv : X → X, com t ∈ R, tais que

Φt ◦ Φs = Φt+s e Φ0 = idX ∀ t, s,∈ R .

O ponto Φt(x0) é o estado no tempo t da solução que passa por x0 no instante 0. Vice-versa,
um fluxo de fases diferenciável define um campo de vetores

v(x) := lim
t→0

Φt(x)− x

t
,

dito “gerador infinitesimal” do grupo de transformações. As curvas t 7→ Φt(x0) são as soluções
de ẋ = v(x) com condição inicial x(0) = x0.

• Determine os campos de vetores que geram os seguintes fluxos no plano R2

Φt(x, y) = (eλtx , eµty)

Φt(x, y) = (cos(t)x− sin(t) y , sin(t)x+ cos(t) y)

Φt(x, y) = (x+ ty , y)

8. (quase todas as EDOs têm ordem um!) A EDO de ordem n ≥ 2 (resolúvel para a n-ésima
derivada)

y(n) = F
(
t, y, ẏ, ÿ, ..., y(n−1)

)
para o observável y(t) ∈ R é equivalente à EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem

ẋ = v (t,x)

para o observável x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn definido por

x1 := y x2 := ẏ x3 := ÿ ... xn := y(n−1) ,

onde o campo de direções é v(t,x) := (x2, ..., xn−1, F (t, x1, x2, ..., xn)).

• Determine os sistemas de ODEs de ordem 1 que traduzem as seguintes ODEs de ordem
> 1

ẍ = −x ẍ+ ẋ = 0 ẍ+ ẋ+ x = 0

ẍ = t− x ẍ+ ẋ+ x = 0
...
x = x
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2 Integração numérica e simulações*

1. (método de Euler) Considere o problema de simular as soluções da EDO ẋ = v(t, x). O
método de Euler consiste em utilizar recursivamente a aproximação linear

x(t+ dt) ' x(t) + v(t, x) · dt ,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solução x(tn), nos tempos tn =
t0 + n · dt, com condição inicial x(t0) = x0 é estimada pela sucessão (xn)n∈N0

definida
recursivamente por

xn+1 = xn + v(tn, xn) · dt .

Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximação de x(t), dado
x(t0) = x, é

while (time < t)

{

x += v(time, x) * dt ;

time += dt ;

}

• Considere a equação diferencial
ẋ = x

com condição inicial x(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ε e o tempo final é t = nε
com n ∈ N, então o método de Euler fornece a aproximação

x(t) ' xn = (1 + ε)
n

onde n = t/ε é o número de passos. Deduza que, no limite quando o passo ε → 0, as
aproximações convergem para a solução et, pois

lim
ε→0

(1 + ε)
t/ε

= lim
n→∞

(
1 +

t

n

)n
• Simule a solução da EDO ẋ = (1− 2t)x com condição inicial x(0) = 1. Compare o

resultado com o valor exacto x(t) = et−t
2

, usando passos diferentes, por exemplo 0.01,
0.001, 0.0001 ...

• Aproxime, usando o método de Euler, a solução do oscilador harmónico{
q̇ = p
ṗ = −q

com condição inicial q(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de q(1) com o valor exacto
q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

2. (método RK-4) O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solução de

ẋ = v(t, x) com condição inicial x(t0) = x0

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(t0 + n · dt) com a sucessão (xn) definida
recursivamente por

xn+1 = xn + dt
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

onde tn = t0 + n · dt, e os coeficientes k1, k2, k3 e k4 são definidos recursivamente por

k1 = v(tn, xn) k2 = v
(
tn + dt

2 , xn + dt
2 · k1

)
k3 = v

(
tn + dt

2 , xn + dt
2 · k2

)
k4 = v(tn + dt, xn + dt · k3)

• Implemente um código para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.

http://www.cplusplus.com/
http://www.java.com/en/
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3. (simulações com software proprietário) Existem software proprietários que permitem resol-
ver analiticamente, quando posśıvel, ou fazer simulações numéricas de equações diferenciais
ordinarias e parciais. Por exemplo, a função ode45 do MATLABR©, ou a função NDSolve do
MathematicaR©, calculam soluções aproximadas de EDOs ẋ = v(t, x) utilizando variações do
método de Runge-Kutta.

• Verifique se os PC do seu Departamento/da sua Universidade têm accesso a um dos
software proprietários MATLABR© ou MathematicaR©.

• Em caso afirmativo, aprenda a usar as funções ode45 ou NDSolve.

Por exemplo, o pêndulo com atrito pode ser simulado, no MathematicaR©, usando as
instruções

s = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == -Sin[x[t]] - 0.7 y[t],

x[0] == y[0] == 1}, {x, y}, {t, 20}]

ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. s], {t, 0, 20}]

O resultado é

-0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3

-0.2

-0.1

0.1

0.2

http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/


3 EDOS SIMPLES E AUTÓNOMAS NA RETA 11

3 EDOs simples e autónomas na reta

1. (integração de EDOs simples) O teorema (fundamental do cálculo) de Newton e Leibniz 8

afirma que a derivada do integral indefinido F (t) :=
∫ t
a
f(s) ds de uma função cont́ınua f(t)

existe e é igual a F ′(t) = f(t). Portanto, se v(t) é um campo de direções cont́ınuo, a solução
da EDO

ẋ = v(t)

com condição inicial x(t0) = x0 é determinada por meio de uma integração, ou seja,

ẋ = v(t) , x(t0) = x0 ⇒ x(t) = x0 +
∫ t
t0
v(s)ds

(donde a tradição de dizer “integrar” uma equação diferencial em vez de “resolver”). Se x(t)
é solução de ẋ = v(t), então também x(t) + c é solução, ∀c ∈ R.

• Integre as seguintes EDOs, definidas em oportunos intervalos de tempo

ẋ = 2− t+ 3t2 + 5t6 ẋ = e−t ẋ = cos(3t) ẋ = 1/t

2. (foguetão) Se um foguetão de massa m(t) no espaço vazio (ou seja, sem forças gravitacionais!)
expulsa combust́ıvel a uma velocidade relativa constante −V e a uma taxa constante ṁ = −α,
então a sua trajetória num referencial inercial é modelada pela equação de Newton

d

dt
(mv) = α(V − v) , ou seja , ṁv +mv̇ = α(V − v) .

• Resolva a EDO ṁ = −α para a massa do foguetão, com massa inicial m(0) = m0 > 0,
e substitua o resultado na equação de Newton, obtendo

v̇ =
αV

m0 − αt

(desde que 0 ≤ t < m0/α).

• Calcule a trajetória do foguetão com velocidade inicial v(0) = v0 e posição inicial q(0) =
0, válida para tempos t inferiores ao tempo necessário para acabar o combust́ıvel.

3. (campos de vetores e EDOs autónomas na reta) Um campo de vetores v : X → R, definido
num intervalo X ⊂ R, define uma EDO autónoma

ẋ = v(x) .

Se x0 é um ponto singular de v(x), i.e. um ponto onde v(x0) = 0, então x(t) = x0 ∀t ∈ R
é uma solução estacionária (ou de equiĺıbrio) da equação. Se x0 é um ponto não singular
do campo cont́ınuo v(x), i.e. se v(x0) 6= 0, então uma solução local com condição inicial
x(t0) = x0 pode ser determinanda “separando as variáveis”, ou seja, fazendo dx

v(x) = dt e

integrando os dois membros,
∫

dx
v(x) =

∫
dt. Ou seja,

ẋ = v(x) , x(t0) = x0 ⇒
{

x(t) = x0 se v(x0) = 0∫ x
x0

dy
v(y) = t− t0 se v(x0) 6= 0

Se o campo v(x) é diferenciável, estas soluções são únicas.

8A solução do anagrama

6accdae13eff7i3l9n4o4qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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Proof. Indeed, assume that the velocity field v is continuous and let J = (x−, x+) be the
maximal interval containing x0 where v is different from zero. Define a function H : R× J → R
as

H(t, x) = t− t0 −
∫ x

x0

dy

v(y)
.

If t 7→ ϕ(t) is a solution of the Cauchy problem, then computation shows that d
dt
H (t, ϕ(t)) = 0

for any time t. There follows that H is constant along the solutions of the Cauchy problem.
Since H(t0, x0) = 0, we conclude that the graph of any solution belongs to the level set Σ =
{(t, x) ∈ R× J s.t. H(t, x) = 0}. Now observe that H is continuously differentiable and that its
differential dH = dt+dx/v(x) is never zero. Actually, both partial derivatives ∂H/∂t and ∂H/∂x
are always different from zero. Hence we can apply the implicit function theorem and conclude
that the level set Σ is, in some neighborhood I×J of (t0, x0), the graph of a unique differentiable
function x 7→ t(x), as well as the graph of a unique differentiable function t 7→ x(t), the inverse
of t, which solves the Cauchy problem: just compute the derivative (using the inverse function

theorem), ẋ(t) = 1/
(
dt
dx

(x(t))
)

= v(x), and check the initial condition. Observe that the function

t(x)− t0 has then the interpretation of the “time needed to go from x0 to x”.

Se x(t) é solução de ẋ = v(x), então também x(t − c) é solução, ∀c ∈ R (a f́ısica modelada
por uma EDO autónoma é invariante para translações no tempo).

• Considere as seguintes EDOs autónomas

ẋ = −3x ẋ = x− 1 ẋ = x2 ẋ =
√
x

ẋ = (x− 1)(x− 2) ẋ = ex ẋ = (x− 1)(x− 2)(x− 3)

definidas em intervalos convenientes. Encontre, caso existam, as soluções estacionárias.
Desenhe os respectivos campos de vetores e conjeture sobre o comportamento das
soluções. Integre, quando posśıvel, as equações e calcule soluções. Determine, quando
posśıvel, umas fórmulas para a solução do problema de Cauchy comcondição inicial
x(0) = x0 e esboce a representação gráfica de algumas das soluções encontradas.

4. (decaimento radioativo) A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional à quanti-
dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer
que a quantidade N(t) de matéria radioativa existente no instante t satisfaz a lei

Ṅ = −βN ,

onde o parâmetro 1/β > 0 é a “vida média” dos núcleos9.

• Determine a solução com condição inicial N(0) = N0 > 0. O que acontece quando
t→∞?

• O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo τ necessário até a quan-
tidade de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial (ou seja, N(τ) = 1

2N(0)).
Mostre que o tempo de meia-vida não depende da quantidade inicial N(0), e determine
a relação entre o tempo de meia-vida τ e o parâmetro β.

• O radiocarbono 14C tem vida média 1/β ' 8033 anos. Mostre como datar um fóssil,
assumindo que a proporção de radiocarbono num ser vivente é conhecida10.

• Se a radiação solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
α > 0, então a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

Ṅ = −βN + α .

Verifique que a solução de equiĺıbrio é N = α/β. Mostre que N(t) → N quando
t → ∞, independentemente da condição inicial N(0) (considere a mudança de variável
x(t) = N(t)−N).

9O tempo de vida de cada núcleo é modelado por uma variável aleatória exponencial X, com lei Prob(X ≤
t) = 1 − e−βt se t ≥ 0, e 0 se t < 0, e média EX :=

∫∞
0 t dProb(X ≤ t) = 1/β. A equação diferencial, quando a

quantidade N de núcleos é grande, é uma consequência da lei dos grandes números.
10J.R. Arnold and W.F. Libby, Age Determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known

Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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5. (atrito e tempo de relaxamento) O atrito pode ser modelado como sendo uma força propor-
cional e contrária à velocidade. Portanto, a equação de Newton (em dimensão 1) de uma
part́ıcula livre de massa m em presença de atrito é

mq̈ = −γq̇

onde γ > 0 é o “coeficiente de atrito”.

• Mostre que a velocidade v := q̇ satisfaz

v̇ = −1

τ
v

onde τ = m/γ > 0 é um “tempo de relaxamento”. Resolva a equação dada uma
velocidade inicial v(0) = v0 > 0. Deduza a trajectória q(t) com posição inicial q(0) = 0.

• Mostre que a energia cinética T := 1
2mv

2 da part́ıcula satisfaz

Ṫ = −2

τ
T ,

e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento τ/2.

6. (paraquedista) Um modelo da queda de um paraquedista é

mv̇ = −αv2 −mg ,

onde v(t) := q̇(t), q(t) ∈ R é a altura no instante t, m > 0 é a massa, g ' 980 cm s−2

é a aceleração da gravidade próximo da superf́ıcie terrestre, e α > 0 é uma constante que
depende da atmosfera e do paraqueda (um valor reaĺıstico é α ' 30 kg/m).

• Mostre que a velocidade v(t) converge para o valor estacionário v =
√
mg/α quando

t→∞.

7. (crescimento exponencial) Um modelo do crescimento de uma população num meio ambiente
ilimitado é

Ṅ = λN ,

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante t, e λ > 0 (se α é a taxa de
natalidade e β é a taxa de mortalidade, então λ = α− β).

• Determine a solução com condição inicial N(0) = N0 > 0. O que acontece quando
t→∞?

• Se a população de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentará em duas horas?

• Se de uma população que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa
constante γ, então a população segue a lei

Ṅ = λN − γ .

Determine o estado estacionário, e discuta o comportamento assimptótico das outras
soluções.

8. (loǵıstica) Um modelo mais realista da dinâmica de uma população é dado pela equação
loǵıstica11

Ṅ = λN (1−N/M)

onde a constante positiva M > 0 é a população máxima permitida num dado meio ambiente
limitado. Note que Ṅ ' λN (e portanto o crescimento é exponencial) se N � M , e que
Ṅ → 0 (e portanto a população é constante) quando N → M . A “população relativa”
x(t) := N(t)/M satisfaz a equação loǵıstica “adimensional”

ẋ = λx (1− x) .

11Pierre François Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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• Determine as soluções de equiĺıbrio da equação loǵıstica.

• Verifique que a solução com condição inicial x(0) = x0 ∈ (0, 1) é

x(t) =
1

1 +
(

1
x0
− 1
)
e−λt

.

• Discuta o comportamento assimptótico das soluções da equação loǵıstica.

9. (surtos epidémicos) Num surto epidémico, a taxa de crescimento do número I(t) de indiv́ıduos
infetados, dentro de uma população total constante N , é proporcional ao produto do número
de indiv́ıduos infetados e o número S(t) = N − I(t) de indiv́ıduos saudáveis (e portanto
suscept́ıveis de serem infetados), ou seja,

İ = λI(N − I)

com λ > 0.

• Determine a lei de crescimento da população infetada relativa x(t) := I(t)/N , e discuta
o comportamento assimptótico de x(t).

10. (crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dinâmica de uma população em meio
ilimitado é

Ṅ = λN2 ,

ou seja, a taxa de crescimento é proporcional aos pares de indiv́ıduos contidos na população.

• Determine a solução estacionária e a solução com condição inicial N(0) = N0 > 0
arbitrária.

• Note que as soluções que determinou não estão definidas para toda a recta real: este
modelo prevê uma catástrofe (população infinita) após um intervalo de tempo finito!

11. (fazer modelos) Escreva equações diferenciais que modelem cada uma das seguintes situações.
O que pode dizer sobre as soluções?

• A taxa de variação da temperatura de uma chávena de chá é proporcional à diferença
entre a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do chá.

• A velocidade vertical de um foguetão é inversamente proporcional à altura atingida.

• A taxa de crescimento da massa de um cristal cúbico é proporcional à sua superf́ıcie.

• Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional à sua superf́ıcie.

• A taxa de crescimento de uma população de marcianos é proporcional ao número de
trios que é posśıvel formar com a dada população.
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4 Sistemas conservativos*

1. (constantes do movimento) Seja v : X ⊂ Rn → Rn, com coordenadas v(x) = (v1(x), . . . , vn(x)),
um campo de vetores que define a EDO autónoma

ẋ = v(x)

num espaço de fases X ⊂ Rn. Os observáveis são as funções ϕ : X → R. Os observáveis que
assumem valores ϕ(x(t)) constantes ao longo das soluções x(t) de ẋ = v(x) são ditos cons-
tantes do movimento, ou integrais primeiros. Pela regra da cadeia, o observável diferenciável
ϕ : X → R é uma constante do movimento se e só se a derivada de Lie de ϕ ao longo do
campo v é igual a zero, ou seja,

(£vϕ) (x) :=

n∑
k=1

∂ϕ

∂xk
(x) · vk(x) = 0 .

para todos os pontos x ∈ X.

As órbitas/curvas de fases estão contidas nas hiperf́ıcies de ńıvel Σc := {x ∈ X t.q. ϕ(x) =
c} das constantes do movimento. Se o sistema admite k constantes do movimento ϕ1, ϕ2, . . . ,
ϕk independentes (ou seja, tais que os diferenciais dϕi(x) são linearmente independentes em
cada ponto x), então as órbitas do sistema estão contidas nas interseções das k hiperf́ıcies de
ńıvel, umas sub-variedades de co-dimensão k. Em particular, a existência de n−1 constantes
do movimento independentes permite determinar as órbitas.

• Verifique que o sistema ẋ = Ax, onde A é uma matriz diagonal com detA 6= 0 (ou seja,
todos os valores próprios são 6= 0) não admite constantes do movimento não triviais.

2. (sistemas conservativos) [LL78] A trajetória t 7→ r(t) ∈ R3 de uma part́ıcula de massa m > 0
(suposta constante!) num campo de forças conservativo é modelada pela equação de Newton

mr̈ = F

onde a força é F(r) = −∇U(r), e U(r) é um(a energia) potencial. Um sistema isolado de
N pontos materiais, com posições rα(t) ∈ R3 e massas mα > 0, com α = 1, 2, . . . , N , é
modelado pelas equações de Newton

mαr̈α = Fα α = 1, 2, . . . , N

onde a força que atua sobre o α-ésimo ponto material é

Fα = −∇rαU := −
(
∂U

∂xα
,
∂U

∂yα
,
∂U

∂zα

)
,

menos o gradiente, com respeito às coordenadas rα = (xα, yα, zα), de uma energia potencial
U(r1, r2, . . . , rN ). A energia cinética é

K :=

N∑
α=1

1

2
mα‖vα‖2

onde vα = ṙα é a velocidade do α-ésimo ponto material.

• Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)

E := K + U =

N∑
α=1

1

2
mα‖vα‖2 + U (r1, r2, . . . , rN )

é uma constante do movimento, ou seja, que d
dtE = 0 ao longo das trajetórias.
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3. (mecânica lagrangiana e hamiltoniana) Um sistema mecânico é descrito por um espaço das
configurações M ' Rn (ou, em geral, uma variedade diferenciável), com coordenadas locais
q = (q1, q2, . . . , qn) ∈ Rn, e uma lagrangiana L : TM ' Rn × Rn → R, ou seja, uma função
L(q, q̇). Por exemplo, o espaço das configurações de um sistema de N pontos materiais é o
espaço dos vetores q = (r1, r2, . . . , rn) ∈ R3N , onde rα ∈ R3, com α = 1, 2, . . . , N , representa
a posição do α-ésimo ponto. A lagrangiana é

L(q, q̇) =
∑
α

mα

2
‖ṙα‖2 − U(r1, r2, . . . , rα) .

A ação de uma trajetória [t0, t1] 7→ q(t) ∈ M entre a posição q(t0) e a posição q(t1) é o
integral

S[t 7→ q(t)] :=

∫ t1

t0

L(q(t), q̇(t)) dt .

O prinćıpio de mı́nima ação (de Hamilton) afirma que as trajetórias f́ısicas são os pontos
cŕıticos da ação. A variação δS, dada uma variações infinitésimas q(t) + δq(t) da trajetória
com δq(t0) = δq(t1) = 0, é dada por

δS =

∫ t1

t0

∑
i

(
∂L

∂qi
δqi(t) +

∂L

∂q̇i
δq̇i(t)

)
dt

=

∫ t1

t0

∑
i

(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqi(t) dt

(integrando por partes a segunda soma e usando as condições de fronteira). Portanto, os
pontos cŕıticos da ação são as soluções das equações de Euler-Lagrange

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
= ∂L

∂qi
i = 1, 2, . . . , n .

A forma linear p = (p1,p2 . . . ,pN ) = p1dq1 + p2dq2 + · · · + pndqn ∈ T ∗qM , de coordenadas

pi := ∂L/∂q̇i(q), é dito momento. O espaço X = T ∗M ' Rn × (Rn)∗, com coordenadas
(q,p), é dito espaço de fases do sistema mecânico. As equações de Euler-Lagrange são
equivalentes às equações de Hamilton

q̇i = ∂H
∂pi

ṗi = −∂H∂qi i = 1, 2, . . . , n ,

onde a hamiltoniana do sistema, H : X → R, é a “transformada de Legendre” da lagrangiana,
definida por

H (q,p) := sup
v

(p · q̇− L(q, q̇))

=
∑
α

1

2m
‖pα‖2 + U (q) .

• O espaço das configurações de um sistema de N pontos materiais é o espaço dos vetores
q = (r1, r2, . . . , rn) ∈ R3N , onde rα ∈ R3, com α = 1, 2, . . . , N , representa a posição do
α-ésimo ponto. A lagrangiana é

L(q, q̇) =
∑
α

mα

2
‖ṙα‖2 − U(r1, r2, . . . , rα) ,

onde U é a energia potencial da interação. Verifique que as equações de Euler-Lagrange
são equivalentes às equações de Newton mαr̈α = Fα.

• Mostre que a hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que

d

dt
H(q(t),p(t)) = 0

ao longo das soluções das equações de Hamilton. Deduza que as órbitas do sistema
no espaço de fases X estão contidas nas curvas/superf́ıcies de ńıvel {H(q,p) = c} da
hamiltoniana.
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4. (Legendre transform) The Legendre transform of a real-valued function f : Rn → R is the
real-valued function F : (Rn)′ → R defined by

F (p) := sup
x

(〈p, x〉 − f(x))

If f(x) is differentiable, the extremum is attained at p = f ′(x), and this is a maximum if
f(x) is convex, i.e. if f ′′(x) > 0.

• Find the Legendre transform of

f(x) = λx2 f(x) = ex

f(x) =
1

2
〈x,Ax〉 x ∈ Rn , A ∈ GLn(R) symmetric

5. (one-dimensional Newtonian motion in a time independent force field) The one-dimensional
motion of a particle of mass m subject to a force F (x) that does not depend on time is
described by the Newton equation

mẍ = −dU
dx

(x) ,

where the potential U(x) = −
∫
F (x)dx is some primitive of the force. The total energy

E (x, ẋ) =
1

2
mẋ2 + U(x)

(which of course is defined up to an arbitrary additive constant) of the system is a constant
of the motion, i.e. is constant along solutions of the Newton equation. In particular, once a
value E of the energy is given (depending on the initial conditions), the motion takes place
in the region where U(x) ≤ E, since the kinetic energy 1

2mẋ
2 is non-negative. Conservation

of energy allows to reduce the problem to the first order ODE

ẋ2 =
2

m
(E − U(x)) ,

which has the unpleasant feature to be quadratic in the velocity ẋ. Meanwhile, if we are
interested in a one-way trajectory going from some x0 to x, say with x > x0, we may solve
for ẋ and find the first order autonomous ODE

ẋ =

√
2

m
(E − U(x)) .

There follows that the time needed to go from x0 to x is

t(x) =

∫ x

x0

dy√
2
m (E − U(y))

.

The inverse function of the above t(x) will give the trajectory x(t) with initial position

x(0) = x0 and initial positive velocity ẋ(0) =
√

2
m (E − U(x0)), at least for sufficiently small

times t.

6. (pêndulo matemático) A equação de Newton que modela as oscilações de um pêndulo é

θ̈ = −ω2 sin(θ) ,

onde ω =
√
g/` , g ' 980 cm s−2 é a aceleração gravitacional, ` o comprimento do pêndulo

e θ é o angulo que o pêndulo forma com a vertical. No espaço de fases, de coordenadas θ e
p := θ̇, a equação assume a forma do sistema{

θ̇ = p
ṗ = −ω2 sin(θ)

.
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• Verifique que a energia

H(θ, p) :=
1

2
p2 + ω2(1− cos(θ))

é uma constante do movimento.

• Esboçe as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as
trajetórias.

• Show that the motion with energy E is given by

t =

∫
dθ√

2(E − cos(θ))

• Define the new variable x :=
√

2
E+1 sin(θ/2) and the square energy K :=

√
E+1

2 , and

show that the motion reads

ẋ =
√

(1− x2)(1−K2x2)

Deduce that time is given by the so called Jacobi’s elliptic integral of the first kind

t =

∫
dx√

(1− x2)(1−K2x2)

whose solution (i.e. x as a function of time t) is “defined” as the elliptic function
x(t) = sn(t,K) (see [AS64] ).

7. (oscilador harmónico/lei de Hooke) As pequenas oscilações de um péndulo à volta da posição
de equiĺıbrio θ = 0, ou as oscilações de uma part́ıcula sujeita à lei de Hooke, são modeladas
pela equação do oscilador harmónico

q̈ = −ω2q .

No espaço de fases, de coordenadas q e p := q̇, a equação assume a forma do sistema{
q̇ = p
ṗ = −ω2q

• Verifique que a energia

H(q, p) :=
1

2
p2 +

1

2
ω2q2

é uma constante do movimento.

• Esboce as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as
trajetórias.

• Fixed a positive energy E, the motion takes place in the interval (x−, x+) with x± =
±
√

2E/ω, and the velocity ẋ satisfies the quadratic equation

ẋ2 = ω
√

(|x±|2 − x2) .

Find the trajectory from x− to any x ≤ x+.

• Compute the time needed to go from x− to x+, and show that it does not depend on
the energy E.

Retratos de fases do pêndulo matemático e do oscilador harmónico.
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5 EDOs lineares de primeira ordem

1. (EDOs lineares de primeira ordem) A solução de uma EDO linear de primeira ordem

ẋ+ p(t)x = q(t) ,

com condição inicial x(t0) = x0, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar
uma solução não-trivial y(t) da equação homogénea associada ẏ + p(t) y = 0, substituir a
conjetura x(t) = λ(t)y(t) na equação não-homogénea e resolver para λ(t). O resultado é

ẋ+ p(t)x = q(t) , x(t0) = x0 ⇒ x(t) = e
−

∫ t
t0
p(u) du

(
x0 +

∫ t
t0
e
∫ s
t0
p(u) du

q(s)ds
)
.

• Mostre que se x1(t) e x2(t) são duas soluções da EDO linear de primeira ordem ẋ +
p(t)x = q(t), então a diferença y(t) = x1(t)−x2(t) é uma solução da equação homogénea
associada, ẏ + p(t)y = 0.

• Deduza que a solução geral de ẋ+ p(t)x = q(t) pode ser representada como uma soma

x(t) = y(t) + z(t) ,

onde y(t) = y(0)e
−

∫ t
t0
p(u)du

é a solução geral da equação homogénea associada e z(t) é

uma solução particular, por exemplo a solução z(t) = e
−

∫ t
t0
p(u)du

(∫ t
t0
e
∫ s
t0
p(u)du

q(s) ds
)

com condição inicial nula.

• Determine a solução geral das EDOs lineares de primeira ordem

2ẋ− 6x = e2t ẋ+ 2x = t ẋ+ x/t2 = 1/t2 ẋ+ tx = t2

definidas em oportunos intervalos da recta real.

• Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2ẋ− 3x = e2t t ∈ (−∞,∞) com x(0) = 1

ẋ+ x = e3t t ∈ (−∞,∞) com x(1) = 2

tẋ− x = t3 t ∈ (0,∞) com x(1) = 3

ẋ+ tx = t t ∈ (−∞,∞) com x(0) = 0

dr/dθ + r tan θ = cos θ t ∈ (−π/2, π/2) com r(0) = 1

2. (queda livre com atrito) Um modelo mais realista da queda livre de uma part́ıcula próxima
da superf́ıcie terrestre deve ter em conta a resistência do ar. A resistência pode ser modelada
como sendo uma força proporcional e contrária à velocidade, assim que a equação de Newton
escreve-se

mq̈ = −γq̇ −mg

onde γ > 0 é um coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := q̇ satisfaz a EDO linear
de primeira ordem

mv̇ = −γv −mg .

• Resolva o problema com condição inicial v(0) = 0.

• Mostre que a velocidade v(t) converge para um valor assimptótico v quando t → ∞,
independentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

• Utilize a solução encontrada para determinar a trajectória q(t) com condição inicial
q(0) = q0 > 0.
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3. (circuito RL) A corrente I(t) num circuito RL, de resistência R e indutância L, é determinada
pela EDO

Lİ +RI = V (t)

onde V (t) é a tensão que alimenta o circuito.

• Escreva a solução geral como função da corrente inicial I(0) = I0.

• Resolva a equação para um circuito alimentado com tensão constante V (t) = E. Esboce
a representação gráfica de algumas das soluções e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.

• Resolva a equação para um circuito alimentado com uma tensão alternada V (t) =
E sin(ωt). Verifique que a solução com I(0) = 0 é

I(t) =
E√

R2 + ω2L2
sin (ωt− φ) +

EωL

R2 + ω2L2
e−

R
L t

onde φ é uma fase que depende de ω, L e R.

4. (lei do arrefecimento de Newton) A temperatura T (t) no instante t de um corpo num meio
ambiente cuja temperatura no instante t é M(t) segue a lei do arrefecimento de Newton

Ṫ = −k (T −M(t)) ,

onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

• Escreva a solução geral como função da temperatura inicial T (0) = T0 e dos valores da
função M(τ) com 0 ≤ τ ≤ t.

• Determine a solução assimptótica (ou seja, quando t é grande) T (t) quando M(t) =
M sin(ωt).

• Resolva a equação quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M(t) =
M . Esboce a representação gráfica de algumas das soluções e diga o que acontece quando
t→∞.

• Uma chávena de café, com temperatura inicial de 100oC, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20oC. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60oC em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessário para o café atingir a
temperatura de 40oC.

5. (equações de Bernoulli) Uma EDO da forma

ẋ+ p(t)x = q(t)xn,

onde p e q são funções cont́ınuas num intervalo I ⊂ R e n 6= 0, 1 (caso contrário trata-se de
uma normal equação linear da primeira ordem), é dita equação de Bernoulli.

• Verifique que x(t) = 0 é uma solução de equiĺıbrio da equação de Bernoulli.

• Seja k = 1 − n. Mostre que x(t) é uma solução positiva da equação de Bernoulli com
condição inicial x(t0) = x0 > 0 se e só se a função y(t) = x(t)k é uma solução da EDO
linear

ẏ + k p(t) y = k q(t)

com condição inicial y(t0) = (x0)1/k.

• Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equações de Bernoulli:

ẋ+ x = x2 (cos t− sin t) t ∈ (−∞,∞) com x(1) = 2

tẋ+ et
2

x = x2 log t t ∈ (0,∞) com x(3) = 0

ẋ− x/t = t
√
x t ∈ (0,∞) com x(1) = 1
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6 EDOs separáveis e homogéneas

1. (produto direto de EDOs) As soluções do sistema autónomo{
ẋ = f(x)
ẏ = g(y)

(produto direto das EDOs ẋ = f(x) e ẏ = g(y)) são os caminhos t 7→ (x(t), y(t)), onde x(t) e
y(t) são as soluções das EDOs autónomas ẋ = f(x) e ẏ = g(y), respetivamente. A curva de
fases que passa pelo ponto (x0, y0) ∈ R2, onde f(x0) 6= 0 (ou onde g(y0) 6= 0), é (localmente)
o gráfico de uma função x 7→ y(x) (ou y 7→ x(y)) que satisfaz a EDO

dy

dx
=
g(y)

f(x)

(
ou

dx

dy
=
f(y)

g(x)

)
.

• Determine as soluções e as curvas de fases do sistema{
ẋ = x
ẏ = λy

quando λ = 0,±1, 2, . . . e quando λ = 1/2, 1/3, . . . .

2. (EDOs separáveis) A solução da uma EDO separável

dy

dx
=
g(y)

f(x)
.

com condição inicial y(x0) = y0 tal que f(x0) 6= 0 e g(y0) 6= 0, é dada em forma impĺıcita
por

dy
dx = g(y)

f(x) , y(x0) = y0 ⇒
∫ x
x0

dξ
f(ξ) =

∫ y
y0

dη
g(η)

• Resolva as seguintes EDOs separáveis definidas em oportunos domı́nios.

dy

dx
= −x/y dy

dx
= x/y

dy

dx
= kxαyβ

dy

dx
=

sinx

sin y

ẋ = tx3 tẋ+ t = t2 ẋ = t3/x2 xẋ = ex+3t2t ẋ = et−x

ẋ =
t− 1

x2

x− 1

t
ẋ+

x− x2

t2
= 0

(
t2 + 1

)
ẋ = 2tx ẋ = t

(
x2 − x

)
3. (homotetias e funções homogéneas) As homotetias (positivas) do espaço Euclidiano Rn são

as transformações x 7→ λx, com λ ∈ R+ := (0,∞). Uma função f : D → R (ou um campo
vetorial F : D → Rm), definida num domı́nio “homogéneo” (i.e. invariante para homotetias)
D ⊂ Rn\{0}, é dita homogénea de grau k se

f(λx) = λkf(x) ∀λ ∈ R+ e ∀x ∈ D ,

e é dita homogénea (de grau 0) se é invariante para homotetias, ou seja, se

f(λx) = f(x) ∀λ ∈ R+ e ∀x ∈ D .

O teorema de Euler afirma que uma função diferenciável f : D ⊂ Rn\{0} → R é homogénea
de grau k se e só se 〈x,∇f(x)〉 = k f(x) para todos os pontos x ∈ D.

• Determine os polinómios homogéneos de grau 1, de grau 2 e de grau 3 no plano R2.

• Mostre que as únicas funções homogéneas e cont́ınuas definida em todo o espaço Rn são
as constantes (observe que as funções homogéneas são constantes ao longo das semi-retas
que saem da origem, logo, se a origem está no domı́nio da função . . . ).
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• Determine o grau de homogeneidade dos campos de forças elástico e gravitacional/elétrico,
definidos por

F(r) = −r e F(r) = − r

‖r‖3
,

respetivamente (o segundo definido para r ∈ R3\{0}).
• Diga se as seguintes funções f(x, y), definidas em oportunos domı́nios do plano, são

homogéneas:

x/y ex−y
x2 − xy
xy + 3y2

sin(y) cos(x)

4. (EDOs homogéneas) Uma EDO homogénea é uma equação diferencial

ẋ = v(t, x)

definida, num domı́nio D ⊂ R2 do plano de coordenadas (t, x), por um campo de direções
homogéneo, ou seja, tal que v(λt, λx) = v(t, x) para todos os λ > 0. As homotetias (t, x) 7→
(λt, λx), com λ ∈ R+, enviam curvas integrais de uma EDO homogénea em curvas integrais.
A mudança de variável y(t) := x(t)/t, num domı́nio onde t > 0 ou t < 0, transforma uma
EDO homogénea ẋ = v(t, x) numa EDO separável y + tẏ = v(1, y). Ou seja,

ẋ = v(1, x/t) ⇒ y + tẏ = v(1, y) se y = x/t

• Seja ẋ = v(t, x) uma EDO homogénea. Mostre que, se ϕ(t) é uma solução e λ > 0,
então também φ(t) := λ · ϕ (t/λ) é uma solução.

• Seja ϕ(t) uma solução da EDO homogénea ẋ = v(t, x) tal que ϕ(1) = 5 e ϕ(2) = 7. Se
φ(t) é uma outra solução tal que φ(3) = 15, quanto vale φ(6)?

• Resolva as seguintes EDOs homogéneas

ẋ = −t/x ẋ =
x− t
x+ t

ẋ = 1 + x/t

ẋ = x/t ẋ = 2
t

x
ex/t +

x

t

dy

dx
= y/x+ sin(y/x) ,

definidas em oportunos domı́nios, e esboce a representação gráfica de algumas das
soluções.

5. (equação de Newton com forças homogéneas) [Ar89, LL78] Considere a equação de Newton

mr̈ = F(r)

para a trajetória t 7→ r(t) ∈ R3 de uma part́ıcula sujeita a una força homogénea de grau
d, ou seja tal que F(λr) = λd · F(r) para todos os λ > 0 e todo os pontos r ∈ R3\{0}.
As “quase-homotetias” (t, r) 7→ (λαt, λβr), com λ > 0, enviam curvas integrais em curvas
integrais se os “pesos” α e β satisfazem a relação β(1− d) = 2α. Em particular, uma órbita
fechada de dimensão linear L e peŕıodo de revolução T é enviada numa órbita fechada de
dimensão linear L′ = λβL e peŕıodo de revolução T ′ = λαT , e portanto o quociente T β/Lα

é constante.

• Considere uma força constante (e.g. a gravidade próximo da superf́ıcie da terra)

F (x) ∝ 1 ,

e determine a relação entre espaço percorrido e tempo necessário.

• Considere a forçã elástica (e.g. lei de Hooke, oscilador harmónico)

F (x) ∝ −x ,

e deduza que os peŕıodos das órbitas fechadas não dependem das amplitudes das os-
cilações.
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• Considere uma força elástica “fraca”

F (x) ∝ −x3 .

Determine o peŕıodo das pequenas oscilações em quanto função da amplitude.

• Considere a força gravitacional

F(r) ∝ − r

‖r‖3
,

e deduza a terceira lei de Kepler12: “os quadrados dos peŕıodos de revolução T são
proporcionais aos cubos das distâncias médias L do Sol aos planetas, ou seja, T 2 = kL3,
onde k é uma constante”.

12Johannes Kepler, Harmonices mundi, 1619.
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7 EDOs exatas e campos conservativos

1. (EDOs exatas, diferenciais exatos e campos conservativos) O differencial p(x, y)dx+q(x, y)dy,
é dito exato no domı́nio Ω ⊂ R2 se existe uma função U : Ω→ R de classe C1, dita primitiva,
tal que dU = pdx+ qdy, ou seja,

∂U

∂x
= p e

∂U

∂y
= q .

A primitiva U(x, y) pode ser pensada como o potencial do campo de vetores F := −∇U =
−(p, q). Se c é um valor regular de U (i.e. se ∇U 6= 0 nos pontos onde U(x, y) = c), então a
curva de ńıvel

Σc := {(x, y) ∈ Ω ⊂ R2 t.q. U(x, y) = c} ,

ortogonal ao campo de vetores F, é uma solução impĺıcita da equação diferencial exata

p(x, y) dx+ q(x, y) dy = 0 .

O teorema de Euler-Poincaré (caso particular do teorema de Stokes) afirma que o diferencial
p(x, y)dx + q(x, y)dy, definido num domı́nio convexo13 (é suficiente que seja “simplesmente
conexo”) Ω ⊂ R2, é exato se e só se é “fechado”, i.e. se(

∂q

∂x
− ∂p

∂y

)
dx ∧ dy = 0 ou seja, se

∂p

∂y
=
∂q

∂x

Neste caso, um potencial é dado pelo integral de linha U(x, y) =
∫
γ

(p(x, y) dx+ q(x, y) dy),

onde γ : [0, 1] → D ⊂ R2 é um caminho seccionalmente diferenciável entre γ(0) = (x0, y0) e
γ(1) = (x, y) (ou seja, o (oposto do) trabalho feito pela força F para deslocar uma part́ıcula
do ponto (x0, y0) ao ponto (x, y)). Por exemplo, se Ω é um retângulo, é posśıvel escolher um
caminho horizontal de (x0, y0) até (x, y0), e depois um caminho vertical de (x, y0) até (x, y),
e definir um potencial

U(x, y) =
∫ x
x0
p(t, y0) dt+

∫ y
y0
q(x, t) dt

• Diga quais dos seguintes diferenciais,

dx+ dy (2y + 3x) dx+ (y + 2x) dy

exydx+ exydy
x

y
dy + (1 + log y) dx ,

definidos em oportunos rectângulos, são exatos, e esboce algumas curvas integrais da
correspondente equação diferencial.

• Diga quais das seguintes EDOs

5 + 3
dx

dt
= 0 (x− t) dx

dt
+ ex = 0

1

x
+ t− t

x2

dx

dt
= 0

(
4x+ 3y2

)
+2xy

dy

dx
= 0 2x2+4t3+(4tx+ 1)

dx

dt
= 0

(
r2 + 1

)
cos θ+2r sin θ

dr

dθ
= 0 ,

definidas em oportunos retângulos, são exatas, e resolva-as.

• Verifique que, se a forma pdx+ qdy está definida numa bola BR(0) de raio 0 < R ≤ ∞,
e satisfaz a condição ∂p

∂y = ∂q
∂x do teorema de Euler-Poincaré, então uma primitiva é

também dada pelo integral

U(x, y) =

∫ 1

0

(x p(tx, ty) + y q(tx, ty)) dt .

13 Uma região Ω ⊂ Rn é convexa se a, b ∈ Ω implica ta+ (1− t)b ∈ Ω para todos os t ∈ [0, 1].
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2. (fatores integrantes) Um diferencial arbitrário pdx+ qdy pode ser transformado num diferen-
cial exato (pµ)dx+ (qµ)dy por meio de um fator integrante, uma função µ(x, y) tal que

∂(µp)

∂y
=
∂(µq)

∂x
.

Não existem métodos gerais para determinar fatores integrantes. No entanto, fatores inte-
grantes que dependem de apenas uma variável podem ser determinados, quando existem!,
por meio de uma integração. Por exemplo, um fator integrante µ(x) é solução da EDO linear
de primeira ordem

µ ∂p∂y = µ′q + µ ∂q∂x ou seja, µ′/µ = 1
q

(
∂p
∂y −

∂q
∂x

)
donde µ = e

∫
1
q ( ∂p∂y−

∂q
∂x )dx

desde que 1
q

(
∂p
∂y −

∂q
∂x

)
não depende de y.

• Considere as equações diferenciais(
4x+ 3y2

)
+ 2xy

dy

dx
= 0

(
2x2 + y

)
+
(
x2y − x

) dy
dx

= 0 .

Mostre que não são exactas.

Determine um fator integrante da forma xn com n inteiro. Multiplique as equações
pelos respetivos fatores integrantes e resolva as equações resultantes.

3. (curvas ortogonais) Se a famı́ia C de curvas no plano é definida como sendo as curvas integrais
da equação diferencial

p(x, y) dx+ q(x, y) dy = 0 ,

então a famı́lia C⊥ de curvas ortogonais é composta pelas curvas integrais da equação dife-
rencial

p(x, y) dy − q(x, y) dx = 0 .

(o operador que envia o diferencial ω = pdx+ qdx no diferencial ∗ω = pdy − qdx é chamado
“Hodge star operator” no plano euclidiano).

• Determine e esboce as curvas ortogonais . . .

. . . à famı́lia de ćırculos x2 + y2 = c,

. . . à famı́lia de hipérboles xy = c,

. . . e à famı́lia de parábolas y2 = cx.

4. (campos conservativos) O trabalho efectuado pelo campo de vectores/forças F(x, y) ∈ R2 ou
F(x, y, z) ∈ R3, definido num domı́nio D ⊂ R2 ou R3, ao longo do caminho diferenciável
γ : [0, 1]→ D é o integral de linha

Work[F, γ] :=

∫
γ

〈F(γ(t)), γ̇(t)〉 dt .

O campo de vectores F é conservativo se o trabalho apenas depende dos pontos inicial e
final do caminho, ou seja, se o campo admite um potencial, i.e. uma função diferenciável
U : D → R tal que F = −∇U , e portanto∫

γ

〈F(γ(t)), γ̇(t)〉 dt = U(γ(1))− U(γ(0)) .

• Diga quais dos seguintes campos de forças

F(x, y) = (3, 2) F(x, y) = (x, y) F(x, y) = (x,−y)

F(x, y) = (−y, x) F(x, y) =

(
x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)
,

definidos em oportunos domı́nios do plano, são conservativos, e determine as curvas
equipotenciais.
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• Diga se o campo de forças

F(x, y) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
,

definido em R\{(0, 0)}, é conservativo.
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8 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes

1. (equação de Newton num potencial quadrático) Considere a equação de Newton

q̈ = −βq

que determina a trajetória t 7→ q(t) ∈ R de uma part́ıcula (de massa m = 1) num potencial
quadrático U(q) = 1

2βq
2.

• Verifique que q(t) = 0 é uma solução de equiĺıbrio.

• Verifique que, se β = 0, as soluções da equação de Newton (da part́ıcula livre)

q̈ = 0

são q(t) = a+ bt, com a, b ∈ R constantes arbitrárias.

• Verifique que, se β = −k2 < 0, as soluções da equação de Newton

q̈ = k2q

são q(t) = aekt + be−kt, com a, b ∈ R constantes arbitrárias.

• Verifique que, se β = ω2 > 0, as soluções da equação (do oscilador harmónico)

q̈ = −ω2q

são q(t) = a cos(ωt) + b sin(ωt), com a, b ∈ R constantes arbitrárias.

2. (part́ıcula num potencial quadrático com atrito) A função q(t) := e−αty(t) é uma solução
da equação de Newton (de uma part́ıcula num potencial quadrático U(q) = 1

2βq
2 com uma

força de atrito −2αq, se α > 0),
q̈ = −2αq̇ − βq ,

sse y(t) é uma solução da equação de Newton

ÿ = −δy

(de uma part́ıcula num potencial quadrático U(y) = 1
2δy

2), onde δ := β − α2.

• Verifique a afirmação acima.

• Determine a solução geral da equação.

• Existem soluções de equiĺıbrio?

3. (EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes, polinómio caracteŕıstico) A conjec-
tura x(t) = ezt é uma solução (complexa) da EDO linear homogénea de segunda ordem com
coeficientes constantes

ẍ+ 2αẋ+ βx = 0

se z é igual a uma das raizes z± = −α±
√
α2 − β do polinómio caractéristico

P (z) := z2 + 2αz + β .

Duas soluções (reais) independentes podem ser obtidas calculando a parte real e a parte
imaginária das soluções complexas, e são

e(−α+k)t e e(−α−k)t se z± = −α± k , com k > 0 (raizes reais e distintas)
e−αt cos(ωt) e e−αt sin(ωt) se z± = −α± iω , com ω > 0 (raizes complexas conjugadas)

e−αt e te−αt se z± = −α (raiz dupla)

O espaço das soluções (reais) da EDO homogénea ẍ + 2αẋ + βx = 0 é um espaço linear
H ' R2, de dimensão 2. Se φ+(t) e φ−(t) formam uma base de H, então a “solução geral” é
x(t) = c+φ+(t) + c−φ−(t), onde c± ∈ R são constantes arbitrárias.
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• Verifique que o espaço das soluções da EDO homogénea ẍ+ 2αẋ+ βx = 0 é um espaço
linear, ou seja, que uma combinação linear c+x+(t) + c−x−(t), com c± ∈ R, de soluções
x±(t) é uma solução.

• Determine a solução geral das seguintes EDOs homogéneas:

ẍ− 2x = 0 ẍ+ π2x = 0 3ẍ+ ẋ = 0 ẍ− ẋ = 0

ẍ+ 2ẋ− x = 0 ẍ+ 2ẋ+ x = 0 ẍ+ 4ẋ+ 5x = 0 ẍ− 4ẋ+ x = 0 .

• Resolva os seguintes problemas de Cauchy:

ẍ+ 2x = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 2

ẍ+ ẋ = 0 com x(0) = 1 e ẋ(0) = 0

ẍ+ 4ẋ+ 5x = 0 com x(0) = 2 e ẋ(0) = −1

ẍ− 17ẋ+ 13x = 0 com x(3) = 0 e ẋ(3) = 0

ẍ− 2ẋ− 2x = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 9

ẍ− 4ẋ− x = 0 com x(1) = 2 e ẋ(1) = 1 .

• Determine umas equações diferenciais de segunda ordem que admitem como soluções os
seguintes pares de funções:

e2t e e−2t , e−t sin(2πt) e e−t cos(2πt) , sinh(t) e cosh(t) ,

e−3t e te−3t , sin(2t+ 1) e cos(2t+ 2) , 3 e 5t .

4. (independência linear e Wronskiano) O (determinante) Wronskiano entre as funções f(t) and
g(t), definidas num intervalo I ⊂ R, é a função

Wf,g(t) := det

(
f(t) ḟ(t)
g(t) ġ(t)

)
= f(t)ġ(t)− ḟ(t)g(t)

Se Wf,g(t) = 0 para todos os tempos t ∈ I então o quociente g/f (ou f/g) é constante
no intervalo I. Consequentemente, se f(t) e g(t) são linearmente independentes, então o
Wronskiano Wf,g(t) 6= 0 em algum ponto t ∈ I.

Se φ+ e φ− são duas soluções da mesma EDO linear ẍ + p(t)ẋ + q(t)x = 0, definidas num
intervalo I ⊂ R, e t0 ∈ I, então o Wronskiano satisfaz a identidade de Abel

Wφ+,φ−(t) = Wφ+,φ−(t0) · e−
∫ t
t0
p(s)ds

.

Portanto, φ+ e φ− são linearmente independente se e só se Wφ+,φ−(t) 6= 0 num ponto (e
portanto em todos os pontos) t ∈ I.

• Sejam φ+ e φ− duas soluções da EDO linear ẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = 0. Calcule a derivada
de Wφ+,φ−(t), e deduza a identidade de Abel.

• Calcule

We−αt,te−αt , We−αtekt,e−αte−kt and We−αt sin(ωt),e−αt cos(ωt) .

5. (equação de Schrödinger estacionária) Considere a equação de Schrödinger estacionária

− ~2

2m

d2ψ

dx2
= Eψ

para a função de onda ψ(x) de uma part́ıcula livre, onde m é a massa da part́ıcula, ~ = h/2π
é a constante de Planck reduzida, h ' 6.262...× 10−34 J·s.
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• Determine para quais valores E da energia existem soluções não triviais da equação no
intervalo x ∈ [0, `] com condições de fronteira ψ(0) = 0 e ψ(`) = 0 (part́ıcula numa
caixa).

6. (EDOs equidimensionais) Uma equação diferencial da forma

ax2 d
2y

dx2
+ bx

dy

dx
+ cy = 0

é dita equidimensional (é invariante pela transformação x 7→ λx com λ > 0).

• Mostre que a substituição x = et transforma a equação equidimensional para y(x) numa
equação com coeficientes constantes para z(t) := y(x(t)).

• Resolva a equação

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
− 4y = 0 ,

na semirecta x > 0.

7. (EDOs de Riccati) Uma equação diferencial da forma

ÿ + p(t)y2 + q(t)y + r(t) = 0

é dita equação de Riccati.

• Mostre que a variável x(t), tal que

ẋ = −p(t)y(t) ,

satisfaz a EDO linear

ẍ+

(
q(t) +

ṗ(t)

p(t)

)
ẋ+ p(t)r(t)x = 0 .
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9 Números complexos e oscilações

1. (o plano dos números complexos) O corpo dos números complexos é o conjunto C ' R2

dos pontos/números z = x + iy ' (x, y), com x, y ∈ R, munido das operações “soma” e
“multiplicação”, definidas por

(x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i(y1 + y2)

(que corresponde à soma dos vetores (x1, y1) e (x2, y2) do plano R2) e

(x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1) .

Em particular, se i := 0 + i · 1 ∈ C, então i · i = −1, ou seja, i =
√
−1. O conjugado de

z = x+ iy é z := x− iy. O módulo de z = x+ iy é

|z| :=
√
zz =

√
x2 + y2 .

Os números reais

x = <(z) :=
z + z

2
e y = =(z) :=

z − z
2i

são ditos parte real e parte imaginária do número complexo z = x + iy. A representação
polar do número complexo z = x+ iy ' (x, y) ∈ R2 é

z = ρ eiθ

onde ρ = |z| ≥ 0 é o módulo, θ ∈ R é “um” argumento de z, ou seja, um “ângulo” arg(z) =
θ + 2πn, com n ∈ Z, tal que x = ρ cos(θ) e y = ρ sin(θ), e o número complexo eiθ é definido
pela fórmula de Euler

eiθ := cos(θ) + i sin(θ)

• Verifique que o inverso multiplicativo de um número complexo z 6= 0 é

1/z = z/|z|2

• Represente na forma x+ iy os seguintes números complexos

1/i
2− i
1 + i

1− i
1 + i

· i

2 + i
(1− i3)2

• Resolva as seguintes equações

z2 − 2z + 2 = 0 z2 + z + 1 = 0

• Verifique que, se z1 = ρ1e
iθ1 e z2 = ρ2e

iθ2 , então

z1z2 = ρ1ρ2e
i(θ1+θ2) e

z1

z2
=
ρ1

ρ2
ei(θ1−θ2) (se ρ2 6= 0) .

Deduza que a multiplicação por z = ρeiθ, no plano C ' R2, corresponde a uma di-
latação/contração por ρ e uma rotação de um ângulo θ. Em particular, a multiplicação
por i = eiπ/2 é a “raiz quadrada” da inversão (x, y) 7→ (−x,−y), ou seja, uma rotação
de um ângulo π/2.

• Use a fórmula de Euler para provar as fórmulas

cos(θ ± φ) = cos(θ) cos(φ)∓ sin(θ) sin(φ)

e
sin(θ ± φ) = cos(θ) sin(φ)± sin(θ) cos(φ) .
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• Use a representação polar e a fórmula de Euler para provar a fórmula de de Moivre

(cos(θ) + i sin(θ))
n

= cos(nθ) + i sin(nθ) .

Deduza as fórmulas
cos(nθ) = . . . e sin(nθ) = . . .

• Verifique que o conjugado de z = ρeiθ é z = ρe−iθ.

• Calcule √
i

√
−i

√
1 + i

• Resolva as equações z3 = 1, z5 = 1 e z3 = 81.

• Mostre que se ω é uma raiz n-ésima não trivial da unidade (ou seja, ωn = 1 e ω 6= 1)
então

1 + ω + ω2 + ω3 + ...+ ωn−1 = 0 .

(multiplique por 1− ω . . . ).

2. (exponencial complexo e funções trigonométricas) A função exponencial exp(z) := ez, é a
função inteira exp : C→ C definida pela série de potências

ez :=
∑∞
n=0

zn

n! = 1 + z + z2

2 + z3

6 + . . .

• Verifique a fórmula de adição ez+w = ezew, e deduza que ez 6= 0 para todo o z ∈ C.

• Verifique que ez é igual à sua derivada, ou seja, exp′(z) = exp(z).

• Mostre que, se θ ∈ R, então o conjugado de eiθ é e−iθ, e portanto |eiθ| = 1. Defina as
funções reais de variável real “cos” e “sin” usando a fórmula de Euler eiθ = cos θ+i sin θ,
ou seja,

cos(θ) :=
eiθ + e−iθ

2
e sin(θ) :=

eiθ − e−iθ

2i

e deduza as suas expansões em série de potências em torno de 0.

• Deduza que, se α, θ ∈ R,
eα+iθ = eα (cos θ + i sin θ)

3. (oscilações complexas e sobreposição) A função t 7→ z(t) = eiωt descreve um ponto que
percorre o ćırculo unitário S1 := {z ∈ C t.q. |z| = 1} do plano complexo no sentido anti-
horário com “frequência angular” ω > 0 (e portanto com peŕıodo T = 2π/ω e frequência
ν = ω/(2π)).

• Verifique qua a função z(t) = eiωt satisfaz as equações diferenciais lineares

ż = iωz e z̈ = −ω2z .

• Deduza que a parte real (e a parte imaginária) de z(t) = z(0)eiωt, com z(0) = ρeiϕ,

q(t) := < [z(t)] = ρ cos(ωt+ ϕ)

é uma solução (real) do oscilador harmónico q̈ = −ω2q. Identifique as condições iniciais
q(0) e q̇(0) em quanto funções de z(0) = ρeiϕ.

Oscilação q(t) = ρ cos(ωt+ ϕ).
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• Observe que a sobreposição das oscilações z1(t) = eiω1t e z2(t) = eiω2t,

z(t) = eiω1t + eiω2t ,

é máxima quando ω1t = ω2t (módulo 2π), e mı́nima quando ω1t−ω2t = π (módulo 2π).

• Observe que, se ω1 = ω+ε e ω2 = ω−ε, a sobreposição das duas oscilações z1(t) = eiω1t

e z2(t) = eiω2t pode ser representada como

z(t) = eiωt
(
eiεt + e−iεt

)
= 2eiωt cos(εt)

Em particular, se |ε| � |ω|, então a sobreposição consiste numa modulação lenta (com
peŕıodo 2π/ε� 2π/ω) da frequência fundamental ω ' ω1 ' ω2.

Sobreposição z(t) = sin(0.95 · t) + sin(1.05 · t).
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10 Variação dos parâmetros e coeficientes indeterminados

1. (EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes constantes) Uma EDO de segunda ordem
linear com coeficientes constantes é uma equação

ẍ+ 2αẋ+ βx = f(t)

onde α, β ∈ R são parâmetros, e f(t) é uma função dada (uma força dependente do tempo),
definida num intervalo I ⊂ R. O espaço das soluções da EDO linear ẍ+2αẋ+βx = f(t) é um
espaço afim z+H, modelado sobre o espaço linear H ' R2 das soluções da EDO homogénea
associada

ÿ + 2αẏ + βy = 0 .

Portanto, a solução geral da EDO linear ẍ+ 2αẋ+ βx = f(t) pode ser escrita como soma

x(t) = z(t) + y(t) ,

onde z(t) é uma (i.e. apenas uma!) “solução particular” da EDO linear z̈ + 2αż + βz = f(t)
e y(t) := c+φ+(t) + c−φ−(t) é a “solução geral” (i.e. todas as soluções!) da EDO homogénea
associada ÿ + 2αẏ + βy = 0, combinação linear de duas soluções independentes φ±(t) com
coeficientes arbitrários c± ∈ R.

• Verifique que a diferença y(t) = x2(t)−x1(t) entre duas soluções, x1(t) e x2(t), da EDO
linear ẍ+2αẋ+βx = f(t) é uma solução da EDO homogénea associada ÿ+2αẏ+βy = 0.

• Verifique o prinćıpio de sobreposição: se xn(t) são soluções das EDOs lineares ẍ+2αẋ+

βx = fn(t), com n = 1, 2, . . . , N , então a “sobreposição” x(t) =
∑N
n=1 xn(t) é solução

da EDO linear ẍ+ 2αẋ+ βx =
∑N
n=1 fn(t).

2. (variação dos parâmetros) O método da variação dos parâmetros (também conhecido com
o oximoro “variação das constantes”) consiste em procurar uma solução particular de uma
EDO linear

ẍ+ 2αẋ+ βx = f(t)

como combinação linear
z(t) = λ+(t)φ+(t) + λ−(t)φ−(t)

de duas soluções independentes φ±(t) da equação homogénea ÿ + 2αẏ + βy = 0, com coefi-
cientes variáveis λ±(t). Um cálculo mostra sue z(t) é uma solução se (mas não só se!) λ+ e
λ− são soluções do sistema {

λ̇+φ+ + λ̇−φ− = 0

λ̇+φ̇+ + λ̇−φ̇− = f .

O determinante da matriz associada ao sistema é Wφ+,φ− = φ+φ̇− − φ̇+φ− 6= 0, sendo
o Wronskiano entre φ+ e φ−. O resultado é que uma solução particular da EDO linear
ẍ + 2αẋ + βx = f(t) é dada por z(t) = λ+(t)φ+(t) + λ−(t)φ−(t) , onde os “parâmetros”
λ±(t) são determinados pelos integrais

λ+(t) = −
∫
φ−(t) f(t)

Wφ+,φ− (t) dt , λ−(t) =
∫
φ+(t) f(t)

Wφ+,φ− (t) dt

• Determine uma solução particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos
domı́nios, utilizando o método de variação dos parâmetros:

ẍ+ x = 1/ sin(t) ẍ+ 2ẋ+ x = e−t ẍ+ 4ẋ+ 4x = e−2t log t .

ẍ+ x =
sin(t)

cos2(t)
ẍ+ x = tan(t) ẍ− 4ẋ+ 8x =

e2t

cos(2t)
.
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3. (coeficientes indeterminados) O método dos coeficientes indeterminados permite determinar
soluções particulares de uma EDO linear

ẍ+ 2αẋ+ βx = f(t)

quando o segundo membro (a força externa) f(t) é um “quase-polinómio”. Se

f(t) = p(t)eλt := p(t)eρt (cos(ωt) + i sin(ωt)) ,

onde p(t) = p0 + p1t+ · · ·+ pkt
k é um polinómio de grau k, e λ = ρ+ iω ∈ C, então a EDO

admite uma solução particular
z(t) = tnq(t)eλt ,

onde q(t) = q0 + q1t+ · · ·+ qkt
k é um polinómio de grau ≤ k, se λ é uma raiz do polinómio

caracteŕıstico z2 + 2αz + β com multiplicidade n ≤ 2. Usando o prinćıpio de sobreposição, é
posśıvel determinar soluções particulares quando o segundo membro f(t) é uma combinação
linear de quase-polinómios.

• Determine a solução geral das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coefici-
entes indeterminados.

ẍ+ x = t ẍ− ẋ = t2 ẍ+ 4ẋ+ 3x = t2 − 1 ẍ− 4x = e−2t

ẍ+ 2ẋ+ x = t3e−t + et ẍ+ x = sin(t) ẍ+ 4x = 2t cos(t)

ẍ+ 9x = sin(πt) ẍ+ 4x = cos(2t) ẍ− 4x = te−2t ẍ+ 4x = te−t cos(2t) .

4. (representação integral da resposta de um oscilador) Mostre que uma solução particular (com
condições iniciais triviais) da equação do oscilador harmónico forçado ẍ+ ω2x = f(t) é

x(t) =
1

ω

∫ t

0

f(τ) sin (ω(t− τ)) dτ .

Calcule o limite quando ω → 0, e deduza que uma solução particular da equação de Newton
ẍ = f(t) é

x(t) =

∫ t

0

f(τ) (t− τ) dτ .

Verifique e que uma solução particular da equação ẍ− k2x = f(t) é

x(t) =
1

k

∫ t

0

f(τ) sinh (k(t− τ)) dτ .

5. (part́ıcula num campo de forças dependente do tempo) Considere a equação de Newton

mq̈ = −2αq̇ + F (t)

de uma part́ıcula de massa m sujeita a uma força F (t), onde 2α := 1/τ ≥ 0 é um coeficiente
de atrito. Sabendo que q(0) = q0 e q̇(0) = v0, determine a trajectória quando a força é

• F (t) = g, ou seja, constante,

• F (t) = −t2,

• F (t) = F0 cos(γt),

• F (t) =
∑n
i=1 Fi cos(γit).
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11 Oscilador harmónico

1. (oscilador harmónico) As pequenas oscilações de um pêndulo θ̈ = −ω2 sin(θ) em torno
da posição de equiĺıbrio estável θ = 0 são descritas pela equação de Newton do oscilador
harmónico

q̈ = −ω2q ,

onde ω > 0 é a “frequência (angular) caracteŕıstica”. No espaço de fases X = R2, de
coordenadas q e p := q̇, a equação assume a forma do sistema{

q̇ = p
ṗ = −ω2q

.

• Mostre que a solução com condições iniciais q(0) = q0 e q̇(0) = v0 é

q(t) = q0 cos(ωt) +
v0

ω
sin(ωt) .

• Mostre que as trajectórias podem ser escritas como

q(t) = A sin (ωt+ ϕ) ou A cos (ωt+ φ) ,

onde a amplitude A e as fases ϕ e φ dependem dos dados iniciais q(0) = q0 e q̇(0) = v0

(use as fórmulas cos(a ± b) = cos(a) cos(b) ∓ sin(a) sin(b) e sin(a ± b) = sin(a) cos(b) ±
cos(a) sin(b)).

• Mostre que a energia

E(q, p) :=
1

2
p2 +

1

2
ω2q2

é uma constante do movimento, ou seja que se (q(t), p(t)) é uma solução do oscilador
harmónico então d

dtE (q(t), p(t)) = 0 para todo o tempo t.

• Mostre que a variável complexa z := p+ iωq satisfaz

ż = iωz ,

cuja solução é z(t) = z(0)eiωt. Verifique que a energia do oscilador é dada por E = 1
2 |z|

2.

• Determine a energia em quanto função da amplitude e da frequência das oscilações.

• “Elimine” dt no sistema, e mostre que as curvas de fases são soluções da EDO exacta

p dp+ ω2q dq = 0 ,

equivalente a dE = 0.

Uma trajectória e retrato de fases do oscilador harmónico.

2. (oscilações amortecidas) Considere a equação das oscilações amortecidas

q̈ = −2αq̇ − ω2q ,

onde 2α := 1/τ > 0 é um coeficiente de atrito (τ é o tempo de relaxamento). No espaço de
fases, de coordenadas q e p := q̇, a equação assume a forma do sistema{

q̇ = p
ṗ = −ω2q − 2αp

.
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• Mostre que a energia

E(q, q̇) :=
1

2
q̇2 +

1

2
ω2q2

não é uma constante do movimento.

• Mostre que as soluções do sistema “sub-cŕıtico”, ou seja, com α2 < ω2, são

q(t) = Ae−αt sin
(√

ω2 − α2 t+ ϕ
)

Observe que a frequência é
√
ω2 − α2 ' ω− α2

2ω + . . . se α� ω, mas tende para zero (e
consequentemente, o peŕıodo das oscilações tende para o ∞) quando α→ ω.

Trajectórias e retrato de fases do oscilador amortecido sub-cŕıtico.

• Mostre que as soluções do sistema “super-cŕıtico”, ou seja, com α2 > ω2, são

q(t) = Ae−αt sinh
(√

α2 − ω2 t+ ϕ
)

Trajectórias e retrato de fases do oscilador amortecido super-cŕıtico.

• Mostre que as soluções do sistema “cŕıtico”, ou seja, com α2 = ω2 (uma condição muito
dif́ıcil de observar!), são

q(t) = (a+ bt)e−αt .

3. (oscilações forçadas, batimentos e ressonância) Considere a equação das oscilações forçadas

q̈ = −ω2q + F0 cos(γt) .

• Mostre que, quando γ2 6= ω2, a solução geral é

q(t) = A cos(ωt+ φ) +
F0

ω2 − γ2
cos(γt)

onde A e φ são constantes arbitrárias.

• Verifique que a solução com condições iniciais triviais pode ser escrita

q(t) =
F0

ω2 − γ2
(cos(γt)− cos(ωt)) =

F0

ω2 − γ2
2 sin

(
ω − γ

2
t

)
· sin

(
ω + γ

2
t

)
Quando a diferença 2ε := ω − γ é pequena, ou seja |ε| � |ω|, e portanto ω+γ

2 ' ω,
podemos estimar

q(t) ' F0

2ωε
sin(εt) · sin(ωt) .

Portanto, a resposta do oscilador à força externa é uma “modulação” lenta (de peŕıodo
2π/ε � 2π/ω) de uma oscilação com frequência fundamental ω. Este fenómeno é
chamado “batimentos”. Calcule o limite da resposta q(t) quando ε→ 0.
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• Mostre que, quando γ2 = ω2, a solução com condições iniciais triviais é

q(t) =
F0

2ω
t sin (ωt) .

Este fenómeno, uma resposta cuja amplitude cresce linearmente no tempo, é chamado
“ressonância”.

Batimentos e ressonância.

4. (oscilações forçadas em notação complexa) Considere a equação das oscilações forçadas

q̈ = −ω2q + F (t) .

A variável complexa z := q̇ + iωq satisfaz a EDO linear de primeira ordem

ż − iωz = F (t) .

• Uma solução não trivial da EDO homogénea associada ẏ− iωy = 0 é y(t) = eiωt. Use o
método da variação das constantes para determinar a solução na forma de um produto
z(t) = λ(t)eiωt, onde λ é solução de λ̇ = F (t)e−iωt. Deduza que

z(t) = eiωt
(
z(t0) +

∫ t

t0

F (s)e−iωsds

)
.

• Verifique que a energia cedida ao oscilador por uma força F (t) que actua num intervalo
de tempos (−∞,∞) é dada por [LL78]

E =
1

2
|z(∞)|2 =

1

2

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

F (t)e−iωtdt

∣∣∣∣2 .
5. (oscilações forçadas amortecidas) Considere a equação das oscilações forçadas amortecidas

q̈ = −2αq̇ − ω2q + F (t) ,

onde 2α := 1/τ > 0 é um coeficiente de atrito, e a força é F (t) = F0 sin(γt).

• Mostre que, se α2 < ω2 (ou seja, se o sistema não forçado é sub-cŕıtico), a solução geral
é

q(t) = Ae−αt sin
(√

ω2 − α2t+ ϕ
)

+R(γ)F0 sin (γt+ φ) ,

onde a amplitude A e a fases ϕ dependem dos dados iniciais,

R(γ) =
1√

(ω2 − γ2)
2

+ 4α2γ2

e tanφ = − 2αγ

ω2 − γ2
.

A primeira parcela da solução representa um “regime transitório” (transiente), des-
prezável para grandes valores do tempo (i.e. para t � 2τ). A segunda é dita “solução
estacionária”, e representa a resposta sincronizada, mas desfasada, do sistema à força
periódica. A função R(γ) é dita curva de ressonância do sistema, pois representa o
factor de proporcionalidade entre a amplitude da força e a amplitude da resposta.
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Um exemplo de curva de ressonância.

• Mostre que a curva de ressonância R(γ) atinge um máximo para o valor

γr =
√
ω2 − 2α2

da frequência, chamada frequência de ressonância. Observe que, se ωτ � 1, então
γr ' ω(1− 1/(4τ2ω2) + . . . ).

• Discuta também os casos α2 = ω2 e α2 > ω2.

6. (circuito RLC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resistência R, indutância L e capacidade
C, é determinada pela EDO

LÏ +Rİ +
1

C
I = V̇ ,

onde V (t) é a tensão que alimenta o circuito.

• Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensão constante V (t) = V0,
e esboce as soluções (compare com a equação das oscilações amortecidas).

• Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensão alternada V (t) =
V0 sin(γt) (compare com a equação das oscilações forçadas amortecidas).

• Determine a frequência de ressonância do circuito.

7. (impedância) A resposta estacionária de um elemento de circuito a uma tensão alternada
V (t) = eiωt é descrita pela impedância14 Z = R+ iX = |Z|eiθ (a parte real R é a resistência
e a parte imaginária X a reatância), definida pela lei de Ohm generalizada

V = ZI

• Mostre que a impedância de um elemento de circuito RLC é

Z = R+ iωL+
1

iωC

e determine o módulo e a fase de Z.

• Mostre que a impedância de dois elementos em série, de impedância Z1 e Z2, é

Z = Z1 + Z2

e que a impedância de dois elementos em paralelo, de impedância Z1 e Z2, é (a metade
da média harmónica)

1

Z
=

1

Z1
+

1

Z2

14http://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_impedance

http://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_impedance
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12 Transformada de Laplace

1. (transformada de Laplace) Seja f : [0,∞) → R uma função seccionalmente cont́ınua de
ordem/crescimento exponencial m ≥ 0, ou seja, tal que |f(t)| ≤ Memt, ∀t ≥ 0 e algum
M > 0. A transformada de Laplace de f(t) é a função holomorfa L{f(t)} (z) = F (z)
definida pelo integral impróprio

F (z) :=
∫∞

0
e−ztf(t) dt .

na região de convergência R.o.C.(f) := {z ∈ C s.t. <(z) > m} onde o integral é absoluta-
mente convergente. A restrição de F (z) à semi-recta real s = <(z) > m, é denotada por
F (s).

• Verifique as seguintes propriedades elementares da transformada de Laplace

L{λf(t) + µg(t)} (s) = λL{f(t)} (s) + µL{g(t)} (s) ∀λ, µ ∈ R , com s > m ,

L{f(λt)} (s) =
1

λ
L{f} (s/λ) ∀λ > 0 , com s > λm .

L
{
ektf(t)

}
(s) = L{f} (s− k) ∀ k ∈ R , com s > m+ k .

• Verifique as seguintes fórmulas para as transformadas de Laplace das funções elementa-
res:

L{1} (s) =
1

s
L{t} (s) =

1

s2
... L{tn} (s) =

n!

sn+1
com s > 0 .

L
{
ekt
}

(s) =
1

s− k
com s > k .

L{sin(ωt)} (s) =
ω

s2 + ω2
e L{cos(ωt)} (s) =

s

s2 + ω2
com s > 0 .

• A função salto unitário em τ ≥ 0 é definida por

uτ (t) :=

{
0 se t < τ
1 se t ≥ τ .

Verifique que

L{uτ (t)} (s) =
e−τs

s
com s > 0 .

• Verifique que a transformada de Laplace da potência f(t) = tq, com q ≥ 0, é

L{tq} (s) =
Γ(q + 1)

sq+1
com s > 0 ,

onde a função Gama é definida pelo integral impróprio

Γ(z) :=

∫ ∞
0

e−ttz−1dt em <(z) > 0 .

Mostre que Γ(z + 1) = z · Γ(z), e que Γ(1) = 1. Deduza que Γ extende o factorial, ou
seja, Γ(n+ 1) = n! se n = 0, 1, 2, 3, ....

2. (transformada de Laplace de funções periódicas) Se f : [0,∞[ → R é uma função seccional-
mente cont́ınua e periódica de peŕıodo T então a sua transformada de Laplace é

L{f(t)} (s) = FT (s)
1−e−sT onde FT (s) =

∫ T
0
e−stf(t)dt
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• Determine a transformada de Laplace das seguintes funções periódicas: 15

f(t) = t−[t] f(t) =

{
0 se [t] é par
1 se [t] é impar

f(t) =

{
t− [t] se [t] é par

1 + [t]− t se [t] é impar

3. (transformada de Laplace e translações/retardos) Seja f : [0,∞[→ R uma função seccional-
mente cont́ınua de crescimento exponencial m. Mostre que, se a > 0,

L{ua(t)f(t− a)} (s) = e−asL{f(t)} (s) com s > m ,

e portanto
L{f(t+ a)} (s) = easL{ua(t)f(t)} com s > m .

4. (produto de convolução) Sejam f e g : [0,∞[ → R duas funções seccionalmente cont́ınuas
e de ordem exponencial m. O produto de convolução (para sistemas causais) de f e g é a
função f ∗ g : [0,∞)→ R definida por

(f ∗ g)(t) :=
∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

• Verifique que f ∗ g = g ∗ f .

• Mostre que
L{f ∗ g} (s) = L{f} (s) · L {g} (s) com s > m .

• Deduza que

L
{∫ t

0

f(x)dx

}
(s) =

1

s
L{f(t)} (s) com s > m .

5. (derivadas e transformada de Laplace) Seja f : [0,∞[ → R uma função seccionalmente
cont́ınua e de ordem exponencial m, e seja F (s) = L{f} (s), com s > m, a sua transformada
de Laplace.

• Mostre que F (s) é de classe C∞ e

dnF

dsn
(s) = L{(−1)ntnf(t)} (s) .

• Mostre que, se f e as suas derivadas f ′, f ′′, . . . , f (n) são seccionalmente cont́ınuas e de
ordem exponencial m, então

L{f ′(t)} (s) = sF (s)− f(0)

L{f ′′(t)} (s) = s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

...
...

L
{
f (n)(t)

}
(s) = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − sf (n−2)(0)− f (n−1)(0) .

6. (transformadas de Laplace de funçẽs elementares) Determine a transformada de Laplace das
seguintes funções f(t):

t2 − 2t+ 1 2 + e3t − 5 sin(πt) (t− 1)e2t sin(5t) cos(4t)

tnekt cosh(βt) sinh(βt)

e−αt cos(ωt) e−αt sin(ωt) t cos(ωt) t sin(ωt)

ua(t)e−αt ua(t) sin(ωt) (1− ua(t)) t .

A sin (ωt+ ϕ) Ae−αt sin (ωt+ ϕ) Ae−αt sinh (βt+ ϕ)

A sin (ωt+ ϕ) +
F0

ω2 − γ2
cos (γt) A sin (ωt+ ϕ) +

F0

2ω
t sin (ωt)

Ae−αt sin
(√

ω2 − α2t+ ϕ
)

+
F0√

(ω2 − γ2)
2

+ 4α2γ2

sin (γt+ φ)

15[t] denota a parte inteira de t, ou seja, o maior inteiro n ∈ Z tal que n ≤ t.
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7. (transformada de Laplace inversa) Se F (z) é a transformada de Laplace da função f(t), então
f(t) é dita transformada de Laplace inversa de F (z), e denotada por f(t) = L−1 {F (s)} (t).
Nos pontos de continuidade de f(t), vale a fórmula de inversão de Mellin (ou de Bromwich)

f(t) = 1
2πi

∫ β+i∞
β−i∞ eztF (z)dz

onde β > m e m é a ordem exponencial de f(t).

• Mostre as seguintes propriedades da transformada de Laplace inversa:

L−1 {λF (s) + µG(s)} (t) = λL−1 {F (s)} (t) + µL−1 {G(s)} (t) ∀λ, µ ∈ R ,

L−1 {F (s− a)} (t) = eatL−1 {F (s)} (t) ∀ a ∈ R ,

L−1
{
e−asF (s)

}
(t) = ua(t)L−1 {F (s)} (t− a) ∀ a > 0 ,

L−1

{
1

λ
F (s/λ)

}
(t) = L−1 {F (s)} (λt) ∀λ > 0 ,

• Determine uma transformada de Laplace inversa das seguintes funções F (s):

2

s
+

1

s4

2

s2 + 9

1

s (s2 + 1)

s− 1

s2 − 2s+ 5

e−3s

s

e−s

(s− 2)2

e−4s − e−7s

s2

1

s3 + 4s2 + 3s
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Transformadas de Laplace (para sistemas causais)

(espaço dos tempos t ≥ 0) (espaço das frequências s > m)

f(t) = 1
2πi

∫m+ε+i∞
m+ε−i∞ eztF (z)dz F (s) =

∫∞
0
e−stf(t)dt

(linearidade) λf(t) + µg(t) λF (s) + µG(s)

(homotetias no espaço dos tempos) f(λt) 1
λF (s/λ)

(translações no tempo, retardo) f(t− τ)u(t− τ) e−τsF (s)

(translações na frequência) e−αtf(t) F (s+ α)

(funções periódicas) f(t+ T ) = f(t)
∫ T
0
e−stf(t)dt

1−e−Ts

(convolução)
∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ F (s)G(s)

(integração no tempo)
∫ t

0
f(u)du 1

sF (s)

(integração na frequência)
f(t)
t

∫∞
m
F (s)ds

(derivação no tempo) ḟ(t) sF (s)− f(0)

f̈(t) s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

...
...

f (k)(t) skF (s)− sk−1f(0)− ...− f (k−1)(0)

(derivação na frequência) (−1)ntnf(t) F (n)(s)

(constante) 1 = u(t− 0) 1
s

(impulso unitário em τ ≥ 0) δτ (t) = δ(t− τ) e−τs

(salto unitário em τ ≥ 0) uτ (t) = u(t− τ) e−τs

s

(potências inteiras) tn n!
sn+1

(outras potências, q ≥ 0) tq Γ(q+1)
sq+1

(crescimento/decaimento exponencial) eαt 1
s−α

(potências com decaimento) e−αttn n!
(s+α)n+1

(potências com decaimento retardadas) e−α(t−τ)(t− τ)nu(t− τ) e−τs

(s+α)n+1

(coseno e seno) eiωt = cos(ωt) + i sin(ωt) 1
s−iω = s

s2+ω2 + i ω
s2+ω2

(coseno e seno hiperbólicos) cosh(βt) e sinh(βt) s
s2−β2 e β

s2−β2

(oscilações amortecidas) e−αteiωt = e−αt (cos(ωt) + i sin(ωt)) s+α+iω
(s+α)2+ω2 = s+α

(s+α)2+ω2 + i ω
(s+α)2+ω2
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13 Aplicações da transformada de Laplace

1. (função de transferência e resposta impulsiva) Seja f(t) uma função seccionalmente cont́ınua
com crescimento exponencial, e considere a EDO linear de segunda ordem

ẍ+ αẋ+ βx = f(t) .

Se F (s) =
∫∞

0
e−stf(t) dt é a transformada de Laplace de f(t), então a transformada de

Laplace X(s) =
∫∞

0
e−stf(t) dt da solução x(t) com condições iniciais triviais x(0) = 0 e

ẋ(0) = 0 satisfaz a equação algébrica

P (s)X(s) = F (s) ,

onde P (s) = s2 + αs + β é o polinómio caracteŕıstico do operaeor diferencial linear L =
d2

dt2 +α d
dt +β. A função de transferência é o quociente H(s) := 1/P (s), e a resposta impulsiva

é a sua transformada de Laplace inversa, ou seja, uma função h(t) tal que

H(s) =

∫ ∞
0

e−sth(t)dt .

Portanto, X(s) = H(s)F (s), e a resposta do sistema pode ser representada como o produto
de convolução x = h ∗ f , ou seja,

x(t) =

∫ t

0

h(t− τ)f(τ) dτ .

• Mostre que a resposta impulsiva h(t) é a solução da equação homogénea ẍ+αẋ+βx = 0
com condição inicial h(0) = 0 e ḣ(0) = 1.

• Mostre que h(t) é a solução da equação diferencial16 ẍ+ αẋ+ βx = δ(t) com condição
inicial trivial.

• Resolva, usando a transformada de Laplace, os seguintes problemas de Cauchy:

ẋ+ x = 0 com x(0) = 1

ẋ+ x = −et com x(0) =
√

2

ẍ+ 4x = 3t com x(0) = 0 e ẋ(0) = 2

ẍ− 2ẋ+ 5x = 0 com x(0) = −1 e ẋ(0) = 2

ẍ− 4ẋ+ 4x = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 1

ẋ+ x = 1 com x(0) = 0

ẍ+ 4x = 1 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 0

ẍ+ 2ẋ = t− [t] com x(0) = 0 e ẋ(0) = 0

ẍ+ 2ẋ+ 5x = δ(t− t0) com x(0) = 0 e ẋ(0) = 1

ẍ+ π2x = 3 (1− ut0(t)) com x(0) = 1 e ẋ(0) = 0

2. (oscilações) Considere as equações das oscilações forçadas e das oscilações forçadas amorte-
cidas

q̈ + ω2q = f(t) e q̈ + 2αq̇ + ω2q = f(t) .

16A função delta de Dirac δ(t) é definida pela identidade formal∫ ∞
−∞

f(t)δ(t)dt = f(0) ,

onde f(t) é uma função cont́ınua arbitrária. A sua transformada de Laplace é
∫∞
0 e−stδ(t)dt = 1, e a transformada

de Laplace de δ(t − τ) é
∫∞
0 e−stδ(t − τ)dt = e−τs. De facto, δ não é uma função, mas um funcional linear 〈δ|

definido no espaço das funções cont́ınuas |f〉, que associa à função f(t) o valor 〈δ|f〉 =“
∫∞
−∞ f(t)δ(t)dt”= f(0) .
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• Determine a função de transferência e a resposta impulsiva dos dois sistemas.

• Determine a solução do problema de Cauchy com condição inicial q(0) = q0 e q̇(0) = v0,
quando a força é

f(t) = f0δ(t− t0) f(t) = f0ut0(t) f(t) = f0 (1− ut0(t)) f(t) = f0 cos(γt) .

3. (circuito RL) Considere a equação

Lİ +RI = V ,

que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensão V (t).

• Determine a função de transferência do circuito.

• Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensão constante
e igual a V0, é desligado no instante t0 > 0, dada uma corrente inicial (lei de Ohm)
I(0) = V0/R.

• Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante t0 > 0 e fornece uma tensão
constante V (t) = V0ut0(t) ou alternada V (t) = V0ut0(t) sin(ωt), dada uma corrente
inicial nula.

4. (circuito RCL) Considere a equação

LÏ +Rİ +
1

C
I = V̇ ,

que descreve a corrente I(t) num circuito RLC alimentado com tensão V (t).

• Determine a função de transferência do circuito e uma fórmula integral para a corrente
I(t), dada uma corrente inicial I(0) = 0 e İ(0) = 0.

• Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensão constante
e igual a V0, é desligado no instante t0 > 0, dada uma corrente inicial estacionária
I(0) = V0/R e İ(0) = 0. .

• Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante t0 > 0 e fornece uma tensão
constante V (t) = V0ut0(t) ou alternada V (t) = V0ut0(t) sin(ωt), dada uma corrente
inicial I(0) = 0 e İ(0) = 0.

5. (injeções) A quantidade de medicamento que circula no sangue de um paciente decresce
segundo o modelo exponencial ẋ = −βx, com β > 0. Uma injeção com dose a > 0 no
instante τ é idealizada como sendo um impulso instantâneo aδτ (t), e portanto

ẋ = −βx+ aδτ (t) .

• Determine a quantidade de medicamento x(t) que circula no sangue de um paciente
que recebe uma série de injeções nos instantes 0 < t1 < t2 < · · · < tn, com doses
x1, x2, . . . , xn, respectivamente, dada uma quantidade inicial x(0) = 0.
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Formulário primitivas

(função) (“uma” primitiva)

f(x) = F ′(x)
∫
f(x)dx = F (x)

(por substituição) f(y(x))y′(x)
∫
f(y(x))y′(x)dx =

∫
f(y)dy

(por partes) f(x)g′(x)
∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx

(constantes) λ
∫
λdx = λx

(potências, α 6= −1) xα
∫
xαdx = 1

α+1x
α+1

(logaritmo) 1/x
∫
dx
x = log |x|

(exponencial) ex
∫
exdx = ex

(seno) sin(x)
∫

sin(x)dx = − cos(x)

(coseno) cos(x)
∫

cos(x)dx = sin(x)

(tangente) 1
cos2(x)

∫
dx

cos2(x) = tan(x)

(cotangente) 1
sin2(x)

∫
dx

sin2(x)
= −cotan(x)

(arco cujo seno) 1√
1−x2

∫
dx√
1−x2

= arcsin(x)

(arco cuja tangente) 1
1+x2

∫
dx

1+x2 = arctan(x)

(exponencial × seno) eαx sin(βx)
∫
eαx sin(βx)dx = eαx(α sin(βx)−β cos(βx))

α2+β2

(exponencial × coseno) eαx cos(βx)
∫
eαx cos(βx)dx = eαx(α cos(βx)+β sin(βx))

α2+β2

(coseno × coseno, n2 6= m2) cos(nx) cos(mx)
∫

cos(nx) cos(mx)dx = sin((n+m)x)
2(n+m) + sin((n−m)x)

2(n−m)

(seno × seno, n2 6= m2) sin(nx) sin(mx)
∫

sin(nx) sin(mx)dx = − sin((n+m)x)
2(n+m) − sin((n−m)x)

2(n−m)

(seno × coseno, n2 6= m2) sin(nx) cos(mx)
∫

sin(nx) cos(mx)dx = − cos((n+m)x)
2(n+m) − cos((n−m)x)

2(n−m)

(x × coseno, n 6= 0) x cos(nx)
∫
x cos(nx)dx = cos(nx)

n2 + x sin(nx)
n

(x × seno, n 6= 0) x sin(nx)
∫
x sin(nx)dx = sin(nx)

n2 − x cos(nx)
n

(xk × coseno, n 6= 0) xk cos(nx)
∫
xk cos(nx)dx = xk sin(nx)

n − k
n

∫
xk−1 sin(nx)dx

(xk × seno, n 6= 0) xk sin(nx)
∫
xk sin(nx)dx = −x

k cos(nx)
n + k

n

∫
xk−1 cos(nx)dx
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14 Equações diferenciais parciais

1. (equações diferenciais parciais) Uma equação diferencial parcial (EDP) é uma lei

F
(
x1, . . . , xn, u, ux1

, . . . , uxn , . . . , uxixj , . . . , uxixjxk , . . .
)

= 0

para algumas (i.e. um número finito de) derivadas parciais

uxixj ...xk :=
∂

∂xi

∂

∂xj
. . .

∂

∂xk
u

de um campo u(x1, . . . , xn), escalar ou vetorial, definido num domı́nio D ⊂ Rn. Dependendo
do significado f́ısico das variáveis independentes x = (x1, . . . , xn) (posição, tempo, velocidade,
energia, . . . ), é posto o problema de determinar a/as solução/ões do problema com condições
iniciais

u(x, t0) = ϕ(x) , ut(x, t0) = ψ(x) , . . .

se as variáveis independentes são (x, t) := (x1, . . . , xn−1, t) ∈ D ⊂ Rn−1×R , t0 é um “tempo
inicial” e ϕ, ψ, . . . são funções dadas, e/ou do problema com condições de fronteira

u(x)→ φ(y) quando x→ y ∈ ∂D ,

se as variáveis independentes são x := (x1, . . . , xn) ∈ D ⊂ Rn, ∂D denota a fronteira do
domı́nio D ⊂ Rn e φ é uma função dada.

• Determine a solução da EDP
ut = 0

para o campo escalar u(x, t), com x ∈ R e t ∈ R, com condição inicial u(x, 0) = ϕ(x).

• Mostre que as soluções de classe C2 da EDP

uxy = 0

no plano R2 são u(x, y) = f(x) + g(y), onde f e g são funções arbitrárias de classe C2.

2. (derivadas, translações e ondas planas) Dado um multi-́ındice α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn,
de grau |α| := α1 + α2 + · · · + αn, o operador diferencial ∂α, que actua sobre o espaço das
funções C∞ (ou suficientemente diferenciáveis) definidas em abertos de Rn, é definido por

∂α :=
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαnn
.

As ondas planas, ou harmónicas, são as funções definidas por

eξ(x) := ei〈ξ,x〉 ,

com ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ (Rn)′ ' Rn dito “vetor de onda” (às vezes é útil usar a norma-
lização eξ(x) = e2πi〈ξ,x〉).

• Verifique que as ondas planas eξ(x) = ei〈ξ,x〉 são funções próprias dos operadores di-
ferenciais ∂α, com α ∈ Nn, com valores próprios (iξ)α := (iξ1)α1(iξ2)α2 . . . (iξn)αn , ou
seja,

∂αeξ = (iξ)αeξ .

• O operador de translação Ta, com a ∈ Rn, é definido por

(Taf)(x) := f(x + a) .

Verifique que as ondas planas eξ(x) = ei〈ξ,x〉 são também funções próprias dos opera-
dores de translação com valores próprios λa(ξ) = ei〈ξ,a〉, ou seja,

Taeξ = ei〈ξ,a〉eξ .
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• O operador de modulação Mξ, com ξ ∈ (Rn)′ ' Rn, é definido por

(Mξf)(x) := ei〈ξ,x〉f(x) .

Mostre que Ta ◦Mξ = ei〈ξ,a〉Mξ ◦ Ta.

3. (operadores diferenciais lineares, śımbolos) Um operador diferencial linear de grau ≤ k, de-
finido num domíınio X ⊂ Rn, é um polinómio

P (∂,x) =
∑
|α|≤k

aα(x) ∂α ,

em ∂, com “coeficientes” aα(x) que são funções aα : X → R. O operador é invariante por
translações se os coeficientes aα não dependem do ponto x, i.e. são constantes.

As “ondas planas” eξ(x) := ei〈ξ,x〉, com “vector de onda” ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn, são
funções próprias do operador linear com coeficientes constantes L = P (∂), ou seja, satisfazem

Leξ = σ(ξ) eξ ,

onde o valor próprio, o polinómio σ(ξ) := P (iξ), é dito śımbolo do operador L. O śımbolo
principal é o termo (polinómio homogéneo) de grau máximo, σp(ξ) =

∑
|α|=k aα · (iξ)α. O

operador L = P (∂) é dito eĺıptico se o seu śımbolo principal só se anula na origem, i.e. se
σp(ξ) 6= 0 para todos os ξ 6= 0.

Em geral, o śımbolo do operador linear L = P (∂,x) é a função que a cada x ∈ X associa o
polinómio ξ 7→ P (iξ,x).

• Determine os śımbolos dos seguintes operadores, e determine os domı́nios onde são
eĺıpticos

∂xx + ∂yy ∂xx − ∂yy ∂t − ∂xx
∂tt − ∂xx + ∂x ∂xx − x∂yy

4. (grupo de Heisenberg)



15 EDPS DE PRIMEIRA ORDEM* 48

15 EDPs de primeira ordem*

1. (EDP lineares de primeira ordem e caracteŕısticas) Uma EDP linear de primeira ordem é
uma lei

a1(x)ux1
+ · · ·+ an(x)uxn = f(x)

para o campo escalar u(x) = u(x1, x2, . . . , xn), onde a1(x), . . . , an(x) e f(x) são funções
dadas num domı́nio Ω ⊂ Rn. A EDP homogénea associada é

a1(x)ux1 + · · ·+ an(x)uxn = 0 .

O campo caracteŕıstico é o campo de vectores v(x) := (a1(x), . . . , an(x)) em Ω ⊂ Rn. As
(curvas) caracteŕısticas são as curvas integrais de v, as soluções da EDO ẋ = v(x). Se
t 7→ x(t) denota a caracteŕıstica com condição inicial x(0) = x, então a derivada de Lie do
campo escalar φ ao longo do campo vectorial v é

(£vφ)(x) :=
d

dt
φ(x(t))

∣∣∣∣
t=0

= a1(x)φx1
(x) + · · ·+ an(x)φxn(x) .

Em particular: as soluções do problema homogéneo £vu = 0 são as funções u constantes
ao longo das curvas caracteŕısticas. Se Σ ⊂ Ω é uma hiper-superf́ıcie transversal ao campo
caracteŕıstico v (ou seja, definida localmente por Σ = {f(x) = 0}, com £vf 6= 0), então o pro-
blema não- homogéneo £vu = f com condição inicial u|Σ (y) = ϕ(y) (∀y ∈ Σ) admite uma
solução local numa vizinhança de Σ: num sistema de coordenadas tal que v = (1, 0, . . . , 0) e
Σ = {x1 = 0}, a solução local é

u(x1, x2, . . . , xn) = ϕ(x2, . . . , xn) +

∫ x1

0

f(t, x2, . . . , xn) dt .

• Determine as caracteŕısticas da EDP

ux = f(x, y)

para o campo u(x, y) definido no plano R2. É posśıvel resolver o problema com condição
inicial u(x, 0) = ϕ(x) ?

• Determine as caracteŕısticas da EDP

xux + uy = 0

para o campo u(x, y) definido no plano R2, e resolva o problema com condição inicial
u(x, 0) = ϕ(x).

• Descreva as soluções da EDP
xux + yuy = 0

no plano R2 e no domı́nio Ω = R2\{(0, 0)}.
• Descreva as soluções da EDP

xux = yuy

no plano R2.

2. (equação de transporte) Considere a equação de transporte

ut + vux = 0

para o campo u(x, t), com x ∈ R e t ∈ R, onde v(x, t) é um campo de velocidades dado.

• Determine as caracteŕısticas.

• Mostre que, se o campo de velocidades v(x, t) = v(t) depende apenas do tempo, então
uma solução da equação de transporte com condição inicial u(x, 0) = ϕ(x) é

u(x, t) = ϕ

(
x+

∫ t

0

v(s)ds

)
.
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3. (EDP quase-lineares de primeira ordem e caracteŕısticas) Uma EDP quase-linear de primeira
ordem é uma lei

a1(x, u)ux1
+ · · ·+ an(x, u)uxn = f(x, u)

para o campo escalar u(x) = u(x1, x2, . . . , xn), onde a1(x, u), . . . , an(x, u) e f(x, u) são
funções dadas num domı́nio Ω ⊂ Rn × R. A EDP homogénea associada é

a1(x, u)ux1
+ · · ·+ an(x, u)uxn = 0 .

O campo caracteŕıstico é o campo de vectores V(x, u) := (a1(x, u), . . . , an(x, u), f(x, u)) em
Ω. As (curvas) caracteŕısticas são curvas integrais do campo caracteŕıstico, as soluções da
EDO 

ẋ1 = a1(x, u)
...
ẋn = an(x, u)
u̇ = f(x, u)

,

ou seja, eliminando o tempo t, de

dx1

a1(x, u)
= · · · = dxn

an(x, u)
=

du

f(x, u)
.

4. (equação de Euler) Considere um fluido de part́ıculas não interagentes na recta. O campo de
velocidades do fluido é v(x, t) := ẋ(t), onde s 7→ x(s) denota a trajectória da part́ıcula que
passa pelo ponto x no instante t.

• Mostre que a equação de Newton ẍ = 0 implica que v(x, t) satisfaz a equação de Euler

vt + vvx = 0 .

• Mostre que a equação pode ser escrita

vt +
1

2

∂

∂x
(v2) = 0 .

• Mostre que, se x(t) é uma solução da EDO ẋ = v(x, t), então a função u(t) := v(x(t), t)
é uma constante. Portanto, o vector (x(t), u(t)) satisfaz a (o sistema de) EDO carac-
teŕıstica {

ẋ = u
u̇ = 0

• Resolva o sistema caracteŕıstico, e deduza que uma solução impĺıcita da equação de
Euler vt + vvx = 0 com condição inicial v(x, 0) = ϕ(x) é dada por

v(x+ tϕ(x), t) = ϕ(x) ,

desde que t seja suficientemente pequeno.

• O que acontece para grandes valores de t quando o perfil de velocidades inicial v(x, 0)
não é constante?
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16 EDPs lineares de segunda ordem: Laplace, ondas e calor

1. (classificação dos operadores diferenciais lineares de grau 2) O śımbolo do operador diferencial
linear de grau dois

L = P (∂) =
∑

1≤i,j≤n

aij
∂2

∂xi∂xj
+
∑

1≤i≤n

ai
∂

∂xi
+ a0 ,

definido num domı́nio de Rn é o polinómio quadrático

σ(iξ) := P (iξ) = −
∑

1≤i,j≤n

aijξiξj + i
∑

1≤i≤n

aiξi + a0 ,

onde A := (aij) ∈ Matn×n(R) é a matriz simétrica que define a “forma quadrática”

− σp(iξ) = 〈ξ, Aξ〉 ,

dita śımbolo principal. A forma quadrática pode ser diagonalizada (por um operador orto-
gonal e depois umas dilatações/contrações) e transformada na forma canónica, associada a
uma matriz diagonal com valores próprios ±1 e 0. Portanto, existe uma base de Rn tal que
o śımbolo principal do operador L assume a forma canónica

−σp(iξ) = (ξ1 + · · ·+ ξp)− (ξp+1 + · · ·+ ξp+q) ,

onde p+ q ≤ n, e p− q é a “assinatura” da forma quadrática.

O operador L é dito eĺıptico se o seu śımbolo principal for uma forma quadrática definida
(positiva ou negativa), ou seja equivalente a ±(ξ2

1 + · · ·+ ξ2
n).

O operador L é dito hiperbólico se o seu śımbolo principal for uma forma quadrática não-
degenerada de assinatura n− 2, ou seja equivalente a ±(ξ2

1 + · · ·+ ξ2
n−1 − ξ2

n).

O operador L é dito parabólico se o seu śımbolo principal for uma forma quadrática degene-
rada com núcleo uni-dimensional e definida (positiva ou negativa) no complemento ortogonal
do núcleo, ou seja equivalente a ±(ξ2

1 + · · ·+ ξ2
n−1).

2. (Laplaciano, equação de Laplace, funções harmónicas) O Laplaciano (ou operador de Laplace)
no espaço euclidiano Rn é o operador diferencial linear de grau dois ∆ := div◦grad, definido,
em coordenadas Cartesianas x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, por

∆f := ∂2f
∂x2

1
+ ∂2f

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2f
∂x2
n

se f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) é uma função real de classe C2. A equação de Laplace para o
campo escalar u(x) definido num domı́nio D ⊂ Rn é a EDP

∆u = 0

As soluções da equação de Laplace são ditas funções harmónicas.

• Determine a śımbolo de ∆ em Rn, e mostre que o Laplaciano é um operador eĺıptico.

• Quais funções satisfazem a equação de Laplace u′′(x) = 0 na reta?

• Determine as soluções da equação de Laplace u′′(x) = 0 no intervalo [a, b] ⊂ R com
condições de fronteira u(a) = c e u(b) = d.

• Verifique que

u(x, y) = log
√
x2 + y2

é uma solução da equação de Laplace uxx + uyy = 0 em R2\{(0, 0)}.
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• Verifique que (o potencial elétrico/gravitacional gerado por uma carga/massa posta na
origem)

u(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

é uma solução da equação de Laplace uxx + uyy + uzz = 0 em R3\{(0, 0, 0)}.

3. (equação de calor) A equação de calor/difusão para o campo u(x, t), com x ∈ D ⊂ Rn e
t > 0, é

ut = β∆u

onde ∆ é o Laplaciano no espaço Euclidiano Rn e β > 0 é um coeficiente de difusão.

• Mostre que a substituição τ = βt transforma a equação do calor acima em uτ = ∆u.

• Determine o śımbolo do operador de difusão (ou transporte)

L := ∂t − β∆ ,

e mostre que é parabólico.

• Verifique que as funções harmónicas u(x) são soluções estacionárias (i.e. independentes
do tempo t) da equação de calor.

• Verifique que

u(x, t) =
1√
t
e−x

2/4βt

é uma solução da equação de calor ut = βuxx em t > 0.

• Verifique que

u(x, y, t) =
1

t
e−(x2+y2)/4βt

é uma solução da equação de calor ut = β(uxx + uyy) em t > 0.

4. (equação de onda) A equação de onda para o campo u(x, t), com x ∈ D ⊂ Rn e t ∈ R, é

utt = c2 ∆u

onde c é a velocidade de propagação das ondas.

• Mostre que a substituição τ = ct transforma a equação de onda em uττ = ∆u.

• Determine o śımbolo do operador de d’Alembert

� :=
1

c2
∂tt −∆ ,

e mostre que é hiperbólico.

• Verifique que as “ondas planas”

uξ(x, t) := Aei(ξ·x−ωt)

são soluções da equação das ondas utt = c2∆u no “espaço-tempo” Rn×R, se a frequência
ω e o número de onda ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn satisfazem a relação de dispersão
ω2 = c2‖ξ‖2.

5. (solução de d’Alembert da equação de onda/traveling waves) A mudança de variáveis inde-
pendentes (x, t) 7→ (ξ, η), onde ξ = x+ ct e η = x− ct, transforma a equação de onda

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0

na forma canónica

∂2u

∂ξ∂η
= 0 , ou seja,

(
∂

∂t
− c ∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u = 0 ,
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cuja solução geral é uma sobreposição

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct) ,

de duas ondas viajantes (traveling waves) com velocidades ±c e perfis f e g (duas funções
diferenciáveis arbitrárias). A solução da equação de onda na reta real com condições iniciais

u(x, 0) = φ(x) e
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) .

é dada pela fórmula de d’Alembert

u(x, t) = 1
2 (φ(x+ ct) + φ(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

x−ct ψ(y)dy

• Mostre que, se as condições iniciais φ(x) e ψ(x) são nulas fora dum intervalo [−L,L],
então a solução u(x, t) é nula fora do intervalo [−L− ct, L+ ct], e interprete este facto.

• Determine uma solução quando as condições iniciais são

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) = cos(2πx) ,

ou

u(x, 0) = e−x
2

e
∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

• Mostre que, se as condições iniciais u(x, 0) = φ(x) e ∂u
∂t (x, 0) = ψ(x) são funções ı́mpares,

então a solução de d’Alembert u(x, t) é uma função ı́mpar de x para cada tempo t. Use
esta observação para resolver o problema das ondas na semi-recta x ≥ 0 com condição
de fronteira nula u(0, t) = 0.

6. (difusão/movimento Browniano) No modelo do movimento Browniano proposto por Einstein
em 190517, a densidade de probabilidade P (x, t) de encontrar a part́ıcula Browniana na
posição x no tempo t sabendo que ela estava na posição 0 no tempo 0 é a solução não-
negativa da equação da difusão

∂P

∂t
− β ∂

2P

∂x2
= 0

tal que limt→0 P (x, t) = 0 para todo o x 6= 0, e
∫∞
−∞ P (x, t)dx = 1 para todo o tempo t > 0.

O “coeficiente de difusão” é β = RT
Nα , onde R é a constante de gás perfeito, T a temperatura

absoluta, N o número de Avogadro, e α = 6πηρ um coeficiente de fricção (que depende da
viscosidade dinâmica η do ĺıquido e do raio ρ da part́ıcula Browniana).

• Verifique que a Gaussiana

Pt(x) =
1

2
√
πβt

e−x
2/(4βt) .

resolve o problema do movimento Browniano.

• Verifique que

Pt+s(x) =

∫ ∞
−∞

Pt(y)Ps(x− y)dy

e interprete este facto.

• Calcule o caminho quadrático médio da part́ıcula Browniana no tempo t, definido por

〈
x(t)2

〉
=

∫ ∞
−∞

x2Pt(x)dx .

17A. Einstein, Über die von der molekularkinetischen Theorie der Wärme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flüssigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549, 1905 [English translation in A. Einstein, Investigations
on the Theory of Brownian Movement, Dover, New York, 1956].
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7. (equação de Korteweg-de Vries) Considere a equação de Korteweg-de Vries18 (KdV)

ut + uxxx + 6uux = 0 ,

que descreve . . .

• Mostre que u(x, t) := φ(x− vt−x0) é uma solução da KdV se φ é uma solução da EDO
−vφ′+φ′′′+ 6φφ′ = 0, e portanto se existe uma constante c tal que φ é uma solução da
equação de Newton

φ′′ = −3φ2 + vφ+ c

• Verifique que a “secante hiperbólica”

sech(x) :=
1

cosh(x)
=

2

ex + e−x

satisfaz a EDO
f ′′ = −2f2 + f

com condições de fronteira f(±∞) = 0 (ou seja, limx→±∞ f(x) = 0).

• Deduza que

u(x, t) =
v

2
sech

(√
v

2
(x− vt− x0)

)
é uma solução da KdV, que descreve uma “onda solitária” (soliton), localizada numa
vizinhança de x0 + vt, que viaja com velocidade v.

8. (equação de Burgers) Considere a equação de Burgers

ut = µuxx + uux

com viscosidade µ > 0.

• (substituição de Cole19-Hopf 20) Mostre que se v(x, t) é uma solução da equação de calor
vt = µvxx, então

u = 2
∂

∂x
log v =

2

v
vx

é uma solução da equação de Burgers ut = µuxx + uux.

18D.J. Korteweg and G. de Vries, On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal, and
on a New Type of Long Stationary Wave, Philosophical Magazine 39 (1894), 422-443

19J.D. Cole, On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics, Quart. Appl. Math. 9 (1951),
225-236.

20E. Hopf, The partial differential equation ut+ uux = µuxx, Comm. Pure and Appl. Math., 3 (1950), 201-230.
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17 Separação de variáveis, harmónicas e modos

1. (problema de Sturm-Liouville) O operador de Sturm-Liouville definido pelas funções p(x) e
q(x) no intervalo [a, b] (q cont́ınua e p com derivada cont́ınua), é

Lf := (pf ′)′ + qf

Por exemplo, se q(x) = 0 e p(x) = 1, então o operador de Sturm-Liouville é o Laplaciano
∆f := f ′′. Seja E o espaço euclidiano das funções reais integráveis no intervalo [a, b] com
condições de fronteira f(a) = f(b) = 0 ou f ′(a) = f ′(b) = 0, munido do produto interno

〈f, g〉 =
∫ b
a
f(t)g(t) dt. O operador de Sturm-Liouville pode ser pensado como um operador

simétrico (i.e. auto-adjunto) L : V → E definido no subespaço V ⊂ E das funções com
duas derivadas cont́ınuas. O problema de Sturm-Liouville consiste em determinar os valores
próprios λ ∈ R e as correspondentes funções próprias fλ(x), soluções de

Lfλ = λfλ

no espaço V. Os valores próprios são reais, e funções próprias correspondentes a valores
próprios distintos são ortogonais.

• Mostre que o operador de Sturm-Liouville é simétrico, i.e. 〈Lf, g〉 = 〈f, Lg〉 para todos
os f, g ∈ V (integre por partes duas vezes, usando as condições de fronteira).

• Determine os valores próprios e as funções próprias do Laplaciano ∆f := f ′′, i.e. as
soluções de

f ′′ = −λf ,
no intervalo x ∈ [0, π] com condições de fronteira f(0) = f(π) = 0.

• Determine os valores próprios e as funções próprias do Laplaciano ∆f := f ′′, i.e. as
soluções de

f ′′ = −λf ,
no intervalo x ∈ [0, π] com condições de fronteira f ′(0) = f ′(π) = 0.

• Determine os valores próprios e as funções próprias do Laplaciano ∆f := f ′′, i.e. as
soluções de

f ′′ = −λf ,
no intervalo x ∈ [0, π] com condições de fronteira f(0)− f ′(0) = f(π)− f ′(π) = 0.

• Mostre que as funções próprias f(r), com 0 < r <∞, de

r2f ′′ + rf ′ = n2f

quando n ∈ Z, são f±(r) = r±n se n 6= 0, e f0(r) = 1 ou u0(r) = log r se n = 0.

2. (separação de variáveis) O método de separação de variáveis para determinar soluções de
uma EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas variáveis x e t, consiste em substituir
a conjectura

u(x, t) = X(x)T (t)

na equação e deduzir (LxX)T = (LtT )X, onde Lx e Lt são operadores diferenciais lineares
nas variáveis x e t, respectivamente. A igualdade então implica que existe uma constante λ
tal que X e T satisfazem as equações de Sturm-Liouville

LxX = λX e LtT = λT .

As condições de fronteira determinam certos valores próprios λ e as correspondentes funções
próprias admisśıveis Xλ(x) e Tλ(t), e portanto as soluções separáveis Xλ(x)Tλ(t). Pelo
prinćıpio de sobreposição são também soluções combinações lineares (finitas)

u(x, t) =
∑
λ

cλXλ(x)Tλ(t) ,

com cλ ∈ R.
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• Determine, se posśıvel, soluções separáveis das seguintes EDPs.

ux + uy = 0 tuxx + ut = 0 ut = 2ux

uxx + uxy + uyy = 0 uxx + uxy + uy = 0 utx = ux

uxx + uyy + uzz = 0 yuxx + xuyy + xyuzz = 0 utx = 0

3. (corda vibrante e harmónicas) As pequenas vibrações transversais de uma corda de compri-
mento `, tensão k e densidade linear ρ são modeladas pela equação de onda

∂2u
∂t2 − c

2 ∂2u
∂x2 = 0

com condições de fronteira u(0, t) = u(`, t) = 0, onde u(x, t) denota o deslocamento trans-
versal da corda na posição x ∈ [0, `] e no tempo t, e c =

√
k/ρ. As soluções separáveis do

problema da corda vibrante são as ondas estacionárias

un(x, t) :=
(
an cos (2πνnt) + bn sin (2πνnt)

)
sin (2πx/λn)

= An sin (2πνnt+ τn) sin (2πx/λn) , com n = 1, 2, 3, . . .

onde an e bn, ou a amplitude An =
√
a2
n + b2n e a fase τn = arctan(an/bn), são constantes

arbitrárias, e as frequências próprias e os comprimentos de onda são

νn =
c

2`
n e λn =

2`

n
, com n = 1, 2, 3, . . . ,

respetivamente. A primeira frequência, ν1 = c
2` , é dita som (ou tom, ou modo) fundamental,

e as outras, νn = cn
2` , são ditas n-ésimas harmónicas da corda.

Perfis das primeiras 5 harmónicas.

Por exemplo, se a primeira harmónica é o A4 de 440 Hz, então a segunda é o A5 de 880 Hz, a
terceira está próxima do E6 de 1318.5 Hz, a quarta é o A6 de 1760 Hz, a quinta está próxima
do C]7 de 2217.5 Hz, a sexta está próxima do E7 de 2637 Hz, a sétima está próxima do G7 de
3136 Hz, . . . Em particular, as primeiras harmónicas contêm a “fundamental” A, a “quinta
justa” E a “terça maior” C], as três notas (“tŕıade maior”) do “acorde maior”! 21

• Mostre que a energia

E :=
1

2

∫ `

0

(
ρ

(
∂u

∂t

)2

+ k

(
∂u

∂x

)2
)
dx

é uma constante do movimento, ou seja, que d
dtE = 0 (calcule a derivada e integre por

partes o segundo termo).

21To learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/

http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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• Verifique que as soluções separáveis u(x, t) = X(x)T (t) da equação da corda vibrante
com X(0) = X(`) = 0 são as ondas estacionárias un(x, t), com n = 1, 2, 3, . . . .

• Mostre que a energia de uma onda estacionária

un(x, t) = An sin (2πνnt+ τn) sin (2πx/λn)

é dada por
En = π2MA2

nν
2
n ,

onde M = ρ` é a massa da corda.

• Determine as vibrações de uma corda de comprimento ` = π dadas as condições iniciais

u(x, 0) = sin(3x) e
∂u

∂t
(x, 0) = 2 sin(4x) ,

ou

u(x, 0) = 3 sin(x)− sin(2x) e
∂u

∂t
(x, 0) = sin(3x) .

• A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensão de 70 N (ou seja, ' 7.1 Kg), vibra com frequências 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o Lá5 de 880 Hz com esta corda?

4. (vibrações amortecidas) Considere a equação da corda vibrante “amortecida”

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
+ 2α

∂u

∂t
= 0 .

em 0 ≤ x ≤ `, onde α > 0 é um coeficiente de atrito, com condições de fronteira u(0, t) =
u(`, t) = 0.

• Mostre que a conjectura un(x, t) = qn(t) sin
(
πn
` x
)

implica que qn(t) satisfaz a EDO

q̈n + ω2
nqn + 2αq̇n = 0 ,

com frequência ω2
n = (πcn/`)2.

• Deduza as soluções separáveis do problema.

5. (condução de calor com temperatura constante na fronteira e modos) Considere a condução
de calor num fio condutor de comprimento ` e difusividade térmica β. A temperatura u(x, t)
na posição x e no tempo t verifica a equação de calor

∂u
∂t − β

∂2u
∂x2 = 0

• Verifique que a função

a+
b− a
`

x

é uma solução estacionária da equação de calor com condições de fronteira constantes
u(0, t) = a e u(`, t) = b. Deduza que a solução da equação com condições de fronteira
constantes u(0, t) = a e u(`, t) = b é igual a

u(x, t) = a+
b− a
`

x+ v(x, t) ,

onde v(x, t) é a solução da equação com condições de fronteira nulas v(0, t) = 0 e
v(`, t) = 0.

• Verifique que umas soluções da equação de calor com condições de fronteira nulas
u(0, t) = 0 e u(`, t) = 0 são os modos

un(x, t) = sne
−β(πn/`)2t sin

(πn
`
x
)

com n = 1, 2, 3, ... ,

onde sn são constantes arbitrárias.
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• Mostre que uma sobreposição finita de modos

u(x, t) =

N∑
n=1

sne
−β(πn/`)2t sin

(πn
`
x
)

também é solução da equação com condições de fronteira nulas u(0, t) = 0 e u(`, t) = 0,
e determine o limite de u(x, t) quando t→∞.

• Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10−2cm2/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatórios mantidos a temperatura
constante de 0oC. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(x, 0) = sin
( π

1m
x
)
× 60oC ,

quanto tempo é necessário esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4oC? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0oC e
100oC, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

• Determine as soluções da equação de calor

∂u

∂t
− 4

∂2u

∂x2
= 0 , com 0 ≤ x ≤ π ,

com condições de fronteira nulas, u(0, t) = 0 e u(π, t) = 0, e condição inicial

u(x, 0) = sin(x) + 3 sin(2x) ,

ou
u(x, 0) = π sin(7x)− sin(5x).

6. (condução de calor com fluxo nulo na fronteira) Considere a equação de calor

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0 ,

em 0 ≤ x ≤ `, com condições de fronteira ∂u
∂x (0, t) = 0 e ∂u

∂x (`, t) = 0, que descreve o perfil de
temperatura de um fio condutor termicamente isolado.

• Mostre que o “calor”

Q(t) := C

∫ `

0

u(x, t) dx ,

onde C = mc é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor
espećıfico c) é constante, ou seja, que d

dtQ(t) = 0.

• Verifique que umas soluções são os modos

un(x, t) = cne
−β(πn/`)2t cos

(πn
`
x
)

com n = 0, 1, 2, 3, ... ,

onde cn são constantes arbitrárias.

• Mostre que uma sobreposição finita de modos

u(x, t) =

N∑
n=0

cne
−β(πn/`)2t cos

(πn
`
x
)

também é uma solução, e determine o limite de u(x, t) quando t→∞.
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7. (calor com dispersão) Considere a equação de calor com dispersão

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= u

no intervalo 0 ≤ x ≤ ` com condições de fronteira u(0, t) = u(`, t) = 0 para todos os t ≥ 0.

• Determine as soluções separáveis do problema.

• Verifique que a substituição v(x, t) := u(x, t)e−t transforma a equação acima na equação

∂v

∂t
− β ∂

2v

∂x2
= 0 .

8. (ondas e calor no intervalo infinito) Determine soluções separáveis e limitadas das equações
de onda e de calor

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0 e

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0

com x ∈ R.

9. (equação de Schrödinger livre) A “função de onda” ψ(x, t) de uma part́ıcula livre não-
relativ́ıstica satisfaz a equação de Schrödinger

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∆ψ ,

onde m é a massa da part́ıcula e ~ é a constante de Planck reduzida.

• Determine soluções separáveis quando x ∈ [0, `] ⊂ R com condições de fronteira nulas,
ψ(0, t) = ψ(`, t) = 0.

• Mostre que as soluções separáveis e limitadas na recta são proporcionais a

ψE(x, t) = e−i
Et
~ ei

px
~ ,

onde E ≥ 0 e p =
√

2mE.

• Verifique que as ondas planas

ψ(x, t) = Aei(〈ξ,x〉−ωt)

são soluções separáveis da equação de Schrödinger em R3 se a frequência ω e o número

de onda ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) satisfazem a relação de dispersão ~ω = ~2

2m‖ξ‖
2.

10. (equação de Klein-Gordon) A “função de onda” ψ(x, t), com x ∈ R3 e t ∈ R, de uma part́ıcula
livre relativ́ıstica de massa própria m satisfaz a equação de Dirac, e portanto a equação de
Klein-Gordon (em unidades de Planck22)

−ψtt + ∆ψ = m2ψ .

• Verifique que as ondas planas

ψ(x, t) = Aei(〈ξ,x〉−ωt)

são soluções separáveis da equação de Klein-Gordon em R3 se a frequência ω e o número
de onda ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) satisfazem a relação de dispersão ω2 − ‖ξ‖2 = m2.

22c = 1, ~ = 1, . . .
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18 Séries de Fourier

1. (séries de Fourier de uma função holomorfa) Se g(z) é uma função holomorfa num domı́nio
que contém a circunferência unitária S := {z ∈ C s.t. |z| = 1}, então a sua expansão em
série de Laurent pode ser escrita, nos pontos z = eiθ ∈ S (i.e. com θ ∈ R/2πZ), como

g(eiθ) =

∞∑
n=−∞

cne
inθ

onde

cn =
1

2πi

∮
|z|=1

f(z)

zn+1
dz =

1

2π

∫ π

−π
g(eiθ)e−inθ dθ .

Os “coeficientes” cn podem ser definidos desde que a função f(θ) := g(eiθ) seja integrável no
ćırculo R/2πZ.

2. (séries de Fourier complexas) Seja f(θ) é uma função integrável em S1 = R/2πZ, ou seja,
uma função f : R → C periódica de peŕıodo 2π (e portanto determinada pelos seus valores
no intervalo [−π, π]). A série de Fourier complexa de f(θ) é a série formal

f ∼
∑∞
n=−∞ f̂(n) einθ

(o śımbolo “∼” é apenas uma notação!), onde os coeficientes de Fourier complexos de f(θ)
são

f̂(n) := 1
2π

∫ π
−π f(θ)e−inθ dθ

É posto o problema de decidir se as “somas parciais (da série de Fourier)”, os polinómios
trigonométricos

SN (θ) :=

N∑
n=−N

f̂(n) einθ ,

são convergentes num certo sentido, e, se sim, se a soma limN→∞ SN (θ) é igual a função f(θ)
pelo menos num conjunto “grande” de pontos θ.

O lema de Riemann-Lebesgue afirma que os coeficientes de Fourier de uma função integrável
convergem f̂(n)→ 0 quando n→∞. Se f(θ) é de classe Ck, então os coeficientes de Fourier

da sua k-ésima derivada f (k) := dkf
dxk

são

f̂ (k)(n) = (in)kf̂(n)

e, em particular, |n|kf̂(n)→ 0 quando n→∞.

• Mostre que se f(θ) é par, então f̂(n) = f̂(−n) para todos os n ≥ 0.

• Mostre que se f(θ) é ı́mpar, então f̂(n) = −f̂(−n) para todos os n ≥ 0.

• Determine as séries de Fourier complexas das seguintes funções periódicas de peŕıodo
2π definidas no intervalo [−π, π] por (as soluções estão no formulário!):

f(θ) = θ , f(θ) = |θ| , f(θ) = θ2 ,

Θ(θ) :=

{
1 se 0 ≤ θ < π
0 se − π ≤ θ < 0

, 2Θ(θ)− 1 =

{
1 se 0 ≤ θ < π
−1 se − π ≤ θ < 0

.
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• Mostre que a série de Fourier complexa da função S(θ) (chamada sawtooth), periódica
de peŕıodo 2π e definida por

S(θ) =

{
π − θ se 0 ≤ θ < π
−π − θ se − π ≤ θ < 0

no intervalo −π ≤ θ < π, é

S(θ) ∼ 1

i

∑
n 6=0

einθ

n
∼ 2

∑
n≥1

1

n
sin(nθ) .

• Calcule as séries de Fourier de |θ| e de θ2 em θ = 0 e deduza as identidades

1

1
+

1

9
+

1

25
+

1

49
+ ... =

π2

8
e

1

1
+

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+

1

36
+ ... =

π2

6
.

3. (séries de Fourier) Seja f(x) é uma função integrável no toro R/2`Z, ou seja, uma função
f : R → C periódica de peŕıodo 2` (e portanto determinada pelos seus valores no intervalo
[−`, `]). A série de Fourier (real) de f(x) é a série formal

f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1

(
an cos

(
πn
` x
)

+ bn sin
(
πn
` x
))

onde os coeficientes de Fourier de f são definidos pelos integrais

an := 1
`

∫ `
−` f(x) cos

(
πn
` x
)
dx e bn := 1

`

∫ `
−` f(x) sin

(
πn
` x
)
dx .

Se f(x) é uma função de classe C1, então as soma parciais da sua série de Fourier convergem
uniformemente para f(x).

• Mostre que, se ` = π, os coeficientes de Fourier reais de f(x) são

an = f̂(n) + f̂(−n) e bn = i
(
f̂(n)− f̂(−n)

)
• Mostre que se f(x) é par, então bn = 0 para todos os n ≥ 1.

• Mostre que se f(x) é ı́mpar, então an = 0 para todos os n ≥ 0.

4. (séries de Fourier de senos) A série de Fourier de senos da função f(x), definida no intervalo
0 ≤ x ≤ `, é a série de Fourier da extensão ı́mpar 2`-periódica de f , ou seja,

f(x) ∼
∑∞
n=1 bn sin

(
πn
` x
)

onde bn = 2
`

∫ `
0
f(x) sin

(
πn
` x
)
dx

• Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, das extensões ı́mpares e 2π-periódicas)
das seguintes funções definidas no intervalo 0 ≤ θ < π (algumas soluções estão no
formulário!):

1 1− cos(2θ) f(θ) =

{
θ se 0 ≤ θ < π/2

π − θ se π/2 ≤ θ < π

5. (séries de Fourier de cosenos) A série de Fourier de cosenos da função f(x), definida no
intervalo 0 ≤ x ≤ `, é a série de Fourier da extensão par 2`-periódica de f , ou seja,

f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 an cos

(
πn
` x
)
, onde an = 2

`

∫ `
0
f(x) cos

(
πn
` x
)
dx

• Determine as séries de Fourier de co-senos (ou seja, das extensões pares e 2π-periódicas)
das seguintes funções definidas no intervalo 0 ≤ θ < π (algumas soluções estão no
formulário!):

1 sin(2θ) π − θ
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6. (produto de convolução) O produto de convolução entre as funções f e g, integráveis e
periódicas de peŕıodo 2π, é a função

(f ∗ g)(x) :=
1

2π

∫ π

−π
f(y)g(x− y) dy .

• Verifique que o produto de convolução é simétrico, i.e. f ∗ g = g ∗ f .

• Verifique que o produto de convolução é linear nas duas variáveis, ou seja, que f ∗(λg) =
λ(f ∗ g) para todos os λ ∈ R, e que f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.

• Verifique que

(̂f ∗ g)(n) = f̂(n) ĝ(n) .

7. (séries de Fourier e espaço L2) O produto interno e a norma L2 no espaço L2(S1) das funções
f : S1 := R/2πZ→ C com quadrado integrável são

〈f, g〉2 :=
1

2π

∫ π

−π
f(x)g(x) dx e ‖f‖2 :=

√
〈f, f〉2

Em particular, os coeficientes de Fourier de f são os produtos internos de f com as funções
harmónicas en(x) := einx,

f̂(n) = 〈f, en〉2 .

A série de Fourier de uma função f(θ) ∈ L2(S1) converge para f(θ) na norma L2, ou seja,∥∥∥∥∥f(x)−
N∑

n=−N
f̂(n)einx

∥∥∥∥∥
2

→ 0 quando N →∞ .

A norma L2 de uma função de quadrado integrável pode ser calculada usando a identidade
de Parseval

‖f‖22 =
∑∞
n=−∞ |f̂(n)|2

• Verifique as relações de ortogonalidade

〈en, em〉2 =
1

2π

∫ π

−π
einxe−imx dx =

{
1 se n = m
0 se n 6= m
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Séries de Fourier em [−π, π]

função ∼ série de Fourier coefficientes de Fourier

(x ∈ [−π, π]) (n ∈ Z)

complexa f(x) ∼
∑∞
−∞ f̂(n)einx f̂(n) := 1

2π

∫ π
−π e

−inxf(x) dx

real f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 (an cos (nx) + bn sin (nx)) an := 1

π

∫ π
−π f(x) cos (nx) dx

bn := 1
π

∫ π
−π f(x) sin (nx) dx

Algumas séries de Fourier em [−π, π]

função em [−π, π] ∼ série de Fourier

x ∼ 2
(
sin(x)− 1

2 sin(2x) + 1
3 sin(3x)− 1

4 sin(4x) + . . .
)

x2 ∼ π2

3 − 4
(
cos(x)− 1

4 cos(2x) + 1
9 cos(3x)− 1

16 cos(4x) + . . .
)

|x| ∼ π
2 −

4
π

(
cos(x) + 1

9 cos(3x) + 1
25 cos(5x) + 1

49 cos(7x) + . . .
)

Θ(x) :=

{
1 se 0 ≤ x < π
0 se − π ≤ x < 0

∼ 1
2 + 2

π

(
sin(x) + 1

3 sin(3x) + 1
5 sin(5x) + 1

7 sin(7x) + . . .
)

2Θ(x)− 1 :=

{
1 se 0 ≤ x < π
−1 se − π ≤ x < 0

∼ 4
π

(
sin(x) + 1

3 sin(3x) + 1
5 sin(5x) + 1

7 sin(7x) + . . .
)

Z(x) :=

 π − x se π
2 ≤ x < π

x se − π
2 ≤ x <

π
2

−π − x se − π ≤ x < −π2
∼ 4

π

(
sin(x)− 1

9 sin(3x) + 1
25 sin(5x)− 1

49 sin(7x) + . . .
)

S(x) :=

{
π − x se 0 ≤ x < π
−π − x se − π ≤ x < 0

∼ 2
(
sin(x) + 1

2 sin(2x) + 1
3 sin(3x) + 1

4 sin(4x) + . . .
)
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19 Aplicações das séries de Fourier às EDPs

1. (condução de calor com temperatura constante na fronteira) A solução formal do problema
da condução de calor

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0 , x ∈ [0, `] ,

com condições de fronteira nulas

u(0, t) = u(`, t) = 0 ∀t ≥ 0 ,

e com condição inicial

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

bn sin(nxπ/`)

é dada pela série

u(x, t) ∼
∑∞
n=1 bne

−β(nπ/`)2t sin (nxπ/`) .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor de com-
primento ` = π, com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0 e condição inicial

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

1

n2
sin(nx) .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor de com-
primento ` = π, com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0 e condição inicial

u(x, 0) = 1 se 0 < x < π .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor de com-
primento ` = π, com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0 e condição inicial

u(x, 0) = x se 0 < x < π .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor de com-
primento ` = π, com condições de fronteira u(0, t) = 0 e u(π, t) = 200, e condição
inicial

u(x, 0) = 100 se 0 < x < π .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor de com-
primento ` = π, com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0, e condição inicial
concentrada num ponto β ∈ (0, π), ou seja,

u(x, 0) ∼ µ · δ(x− β) .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor de com-
primento ` = π, com condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0 e condição inicial
concentrada numa vizinhança dum ponto β ∈ (0, π), ou seja,

u(x, 0) '
{
λ se |x− β| ≤ ε
0 se |x− β| > ε

,

com ε > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando ε→ 0 mantendo constante
o produto λ · ε = µ, e compare com o exerćıcio anterior.

2. (condução de calor num condutor isolado) A solução formal do problema da condução de
calor

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0 , x ∈ [0, `] ,
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num condutor isolado, ou seja, com fluxo nulo na fronteira

∂u

∂x
(0, t) =

∂u

∂x
(`, t) = 0 ∀t ≥ 0 ,

e com condição inicial

u(x, 0) ∼ a0

2
+

∞∑
n=1

an cos (nxπ/`)

é dada pela série

u(x, t) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 ane

−β(nπ/`)2t cos (nxπ/`)

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor isolado de
comprimento ` = π, com condição inicial

u(x, 0) = x2 .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor isolado de
comprimento ` = π, com condição inicial

u(x, 0) = sin(x) .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor isolado de
comprimento ` = π, com condição inicial

u(x, 0) =

{
10 se 0 ≤ x < π/2
20 se π/2 ≤ x ≤ π .

• Determine a solução formal do problema da condução de calor num condutor isolado de
comprimento ` = π, com condição inicial

u(x, 0) '
{

1 se |x− β| ≤ ε
0 se |x− β| > ε

,

onde 0 < β < π e ε > 0 é suficientemente pequeno.

3. (corda vibrante) A solução formal do problema da corda vibrante

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0 x ∈ [0, `] ,

com condições de fronteira
u(0, t) = u(`, t) = 0

e condições iniciais (deslocamento/perfil e velocidade)

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

an sin (nxπ/`) e
∂u

∂t
(x, 0) ∼

∞∑
n=1

bn sin(nxπ/`)

é dada pela série

u(x, t) ∼
∑∞
n=1

(
an cos (nctπ/`) + bn

`
πcn sin (nctπ/`)

)
sin (nxπ/`)

• Use as séries de Fourier para determinar soluções formais do problema da corda vibrante
de comprimento ` = π com condições iniciais

u(x, 0) = sin(x) +
1

2
sin(2x) +

1

3
sin(3x) e

∂u

∂t
(x, 0) = sin(4x)− sin(5x) .
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• Use as séries de Fourier para determinar soluções formais do problema da corda vibrante
de comprimento ` = π com condições iniciais (deslocamento inicial “triangular”)

u(x, 0) =

{
x se 0 ≤ x < π/2

π − x se π/2 ≤ x < π
e

∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

• Use as séries de Fourier para determinar soluções formais do problema da corda vibrante
de comprimento ` = π com condições iniciais

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) = 1 .

• Use as séries de Fourier para determinar soluções formais do problema da corda vibrante
de comprimento ` = π com condições iniciais (impulso inicial concentrado no ponto
médio)

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) ∼ δ(x− π/2) .

4. (timbres) Considere uma corda de um instrumento musical, de comprimento `, densidade
linear ρ e afinada com tensão k. As pequenas vibrações são modeladas pela equação da corda
vibrante

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0 x ∈ [0, `] , u(0, t) = u(`, t) = 0 ∀t ,

onde c =
√
k/ρ .

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezável e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

u(x, 0) '
{

h xα se 0 ≤ x < α
h
`−α (`− x) se α ≤ x < `

onde 0 < α < ` é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é o máximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximação,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezável e que o martelo tansmite à corda
apenas um impulso instantâneo localizado num intervalo de comprimento pequeno 2ε� ` à
volta de um ponto) 0 < β < ` da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

∂u

∂t
(x, 0) '

{
v se |x− β| ≤ ε
0 se |x− β| > ε

• Determine as vibrações, ou seja, as amplitudes das harmónicas excitadas, da corda do
cavaquinho e da corda do piano.

• Calcule o limite das amplitudes da corda do piano quando ε → 0 mantendo constante
o impulso transferido p = vε.

• Determine as energias En das n-ésimas harmónicas nos dois casos. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

5. (vibrações amortecidas) Considere a equação da corda vibrante “amortecida”

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
+ 2α

∂u

∂t
= 0 .

em 0 ≤ x ≤ `, onde α > 0 é um coeficiente de atrito, com condições de fronteira u(0, t) =
u(`, t) = 0.

• Mostre que a conjetura un(x, t) = qn(t) sin
(
πn
` x
)

implica que qn(t) satisfaz a EDO

q̈n + ω2
nqn + 2αq̇n = 0 ,

com frequência ω2
n = (πcn/`)2.

• Deduza as soluções separáveis do problema.
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