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Notacoes

Nimeros. N := {1,2,3,...} denota o conjunto dos niimeros naturais, Ny := {0,1,2,3,...}
denota o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Z := {0,+1,+2,+3,...} denota o anel dos
nimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros racionais. R e C
sao os corpos dos numeors reais e complexos, respetivamente.

Notagao de Landau e ... Sejam f(t) e g(¢) duas fungdes definidas numa vizinhanga do ponto
ac€RU{+£o0}.

f() = O(g(t)) (“f is big-O of ¢”) quando t — a quer dizer que existe uma constante C' > 0
tal que f(t) < C - g(t) para todos os t numa vizinhanga de a.

f(@t) = o(g(t)) (“f is small-o of ¢g”) quando ¢ — a quer dizer que o quociente f(t)/g(t) — 0
quando t — a.

f(t) < g(t) (“f and g are within a bounded ratio”) quando t — a quer dizer que f(t) = O(g(t))
e g(t) = O(f(t)), ou seja, que existe uma constante C > 0 tal que & - g(t) < f(t) < C - g(t).

f(x) ~ g(z) (“f and g are asymptotically equal”) quando t — a quer dizer que lim,_,, f(z)/g(x)
1.

Espaco euclidiano. R" denota o espago euclidiano de dimensao n. Fixada a base canodnica

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...), ..., e, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
X = (21,Z2,...,%y) = 21€] + To€2 + -+ + Tpey
de coordenadas x; € R, com i = 1,2,...,n. Os pontos e as relativas coordenadas no plano o

ou no espaco 3-dimensional sdo também denotados, conforme a tradicdo, por r = (z,y) € R? ou
r=(z,y,2) € R
O produto interno euclidiano (-,-) : R™ x R™ — R é definido por

(X,y) = z1y1 + To2y2 + - + Tpyn -

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)" := Homg(R"™,R)
e o préprio R™: o valor da forma linear £ € (R™)" ~ R™ no vetor x € R™ é £ - x = (£, x).

A norma euclidiana do vetor x € R™ é ||x|| := \/(x,x). A distancia Euclidiana entre os pontos
x,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

d(X,y) = ”X_YH = \/(xl - y1)2 +ee (xn - yn)2 .

A bola aberta de centro a € R™ e raio > 0 é o conjunto B,(a) := {x € R"s.t. |x —a| <r}. Um
subconjunto A C R™ é aberto em R™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com € > 0 suficientemente pequeno.

Caminhos. Se t— x(t) = (21(t), z2(t), ..., 2,(t)) € R™ é uma fungao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferenciavel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

. dx .. d*x % d3x
X =—, Xi=—, =—_—,
dt dt? dt3
Em particular, a primeira derivada v(t) := x(¢) é dita “velocidade” da trajetéria ¢t — x(¢ no instante
t), a sua norma v(t) := [|v(t)|| é dita “velocidade escalar”, e a segunda derivada a(t) := %(t) é dita
“aceleracao”.

Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R® — R definida num dominio X C R".
Um campo vetorial é uma funcio F : X € R" — R¥ F(x) = (F1(x), F2(x),..., Fi(x)), cujas
coordenadas Fj;(x) sdo k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X ¢ R® — R* no ponto x € X é a aplicacdo linear
dF(x) : R® — R* tal que
F(x+v) =F(z) + dF(x) - v+ o(||v])
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para todos os vetores v € R™ de norma ||v|| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F;/0z;(x)) € Matgx,(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar v : X C R” — R no ponto x € X ¢é a forma linear du(x) : R — R,
ou ou
du(x) = —(x)dr1 + — (X)dz2 + - - + —(x) dx

() = - () diy + 5 (x) da (x) dz,
(onde dzg, o diferencial da fungdo coordenada x — x, é a forma linear que envia o vector v =
(v1,v2,...,v,) € R em day - v := vg). A derivada do campo escalar diferencidvel u: X C R” — R
na diregdo do vetor v € R™ (aplicado) no ponto x € X C R", é igual, pela regra da cadeia, a

(£vu)(x) := %u(x—i—tv) ., =du(x)-v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel v : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R® — R"

tal que
du(x) - v = (Vu(x), v)

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Equacgoes diferenciais ordinarias

1. (particula livre) A trajetéria t — r(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R® de uma particula livre de
massa m > 0 num referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

7 (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=20,

onde v(t) := ©(t) denota a velocidade e a(t) := ©(t) denota a acelera¢io da particula. Em
particular, o momento linear p := mv é uma constante do movimento (ou seja, %p =0), de
acordo com o principio de inércia de Galileo! ou a primeira lei de Newton?. As solucdes da
equacgao de Newton da particula livre sao as retas afins

r(t) =s+vt,
onde s = r(0) € R3 ¢ a posicao inicial s = r(0) e v = 1(0) € R? é a velocidade (inicial).
e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ¢ty = 0, pela posicao
r(0) = (3,2,1) com velocidade ©(0) = (1, 2, 3).
e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicao r(0) = (0, 1,2)

no instante fy = 0 e pela posigdo r(2) = (3,4,5) no instante t; = 2. Calcule a sua
“velocidade escalar”, ou seja, a norma v := ||v]|.

2. (queda livre) A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mg = —mg

onde ¢(t) € R denota a altura da particula no instante ¢, m > 0 é a massa da particula, e
g ~ 980 cm/s? é a aceleragao da gravidade préximo da superficie terrestre. As solugoes da
equacgao de Newton da queda livre sao as parabolas

1
q(t) = s+ vt — Sgt*,

onde s = ¢(0) € R é a altura inicial e v = ¢(0) € R é a velocidade inicial.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,
com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o
tempo necessario para a pedra atingir o chao.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. O exponencial (real) é a fungao exp : R — R, ¢t +— exp(t) = ef, definida pela
série de poténcias

n 2 3 4
=Y h=1+t+5+L+ L+,

que converge uniformemente em cada intervalo limitado da recta real. E imediato verificar
que e® =1, e que e'T® = efe® para todos os t,s € R. Em particular, e’ # 0 para todos os
teR, eet = ()N

e Verifique que z(t) = €' satisfaz a equagao diferencial
T=x.

t

Verifique que z(t) = zoe’ é uma solucdo de & = = com condigao inicial z(0) = .

1« il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, ciod perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623.]

2 “Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
1687.]
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e Mostre que, se y(t) é uma solugdo de § = y com condigao inicial y(0) = z, entdo o
quociente y(t)/e’ é constante e igual a g (calcule a derivada do quociente). Deduza
que zge’ é a tinica solugao de & = x com condigao inicial z(0) = x.

A

e Verifique que a funcao x(t) = e*', com X € R, satisfaz a equagao diferencial & = .

A

e Mostre que z(t) = zge™ é a tnica solucao da equacao diferencial

T = Az
com condigao inicial z(0) = xo.

4. Uma equacao diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem (resolivel para a derivada) é uma lei

x = v(t, x)

para a trajetéria t — x(t) de um sistema com espago de fases X C R™, onde x(t) € X denota
o estado do sistema no instante t € T C R, x := CC%‘ denota a derivada do observével/is x em
ordem ao tempo t,e v:T x X — R"™ é um campo de dire¢oes dado.

Uma solugdo de X = v(t,x) é um caminho diferencidvel ¢t — x(t) cuja velocidade satisfaz
x(t) = v(t,x(t)) para cada tempo t num intervalo I C T, ou seja, uma fungdo x : [ — X
cujo grafico I' := {(¢,x(t)) € I x X com t € I}, dito curva integral, é tangente ao campo
de diregbes v(t,x) em cada ponto (£,x(¢)) € I'. Uma solugdo de X = v(t,x) com condi¢cdo
inicial x(tg) = xo € X (ou solugdo do “problema de Cauchy”) é uma solucdo definida numa
vizinhanga de ty € T, cujo grafico contém o ponto (tg,xg) € T X X.

Campo de diregoes e uma solugao de & = sin(z)(1 — t2).

O teorema de Peano® * afirma que, se o campo v(t,x) é continuo, entdo existem sempre
solugoes locais (i.e. definidas em vizinhangas suficientemente pequenas do tempo inicial)
do problema de Cauchy. O teorema de Picard-Lindeldf® afirma que, se o campo v(t,x) é
continuo e localmente Lipschitziano® (por exemplo, diferencidvel de classe C*) na varidvel
x, entdo para cada ponto (tg,xg) € T x X passa uma Unica solugdo com condigdo inicial
X(to) = Xq-

e Esboce o campo de diregoes das EDOs
=t T=—-x+t & = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

3G. Peano, Sull’integrabilitd delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. Sci. Torino 21 (1886),
677-685.

4@G. Peano, Demonstration de l'intégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen 37
(1890) 182-228.

5M. E. Lindel6f, Sur I'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.

6A funcéo f: U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R™ se

3L>0 taq [f(@) = fI<L-llz—yl Va,yeU.
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2/3

e A funcio z(t) = t® é solugdo da equacdo diferencial & = 322/3 com condicdo inicial

2(0) =07 E a funcao z(t) =0 ?

e Determine uma equagao diferencial de primeira ordem e uma equacao diferencial de
. ~ . — 2
segunda ordem que admitam como solucao a Gaussiana ¢(t) = e* /2,

5. (solugoes de Chandrasekhar da equagao de Lane-Emden) Um modelo do perfil de equilibrio
hidrostatico de uma estrela é a equacdo de Lane-Emden

1d [,,d0\
e () =

onde £ > 0 é uma “distdncia adimensional” do centro da estrela, 6(¢) é proporcional &
densidade, e p é um parametro que depende da equacio de estado P = Kp'*/? do gis que
forma a estrela. O problema fisico é determinare a solu¢do com condicoes iniciais #(0) =1 e
df/dg(0) = 0, e o menor zero de 6(£) com & > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.

o Verifique que’
sin & 1

1
06 =1— €2,  0(¢) = 0(6) = ———

sao solugoes da equacao de Lane-Emden quando p = 0, 1 e 5, respetivamente.

6. Um campo de vetores v : X — R™ no espago de fases
X C R™ define uma equacao diferencial ordindria autdnoma (que nao depende explicitamente
do tempo, como todas as leis fundamentais da fisica)

x=v(x).

As imagens x(I) = {x(t) com t € I} C X das solugbes/trajetérias x : I — X no espaco
de fases sao ditas orbitas, ou curvas de fases, do sistema auténomo. Se X € X é um ponto
singular do campo, i.e. um ponto onde v(X) = 0, entdo o caminho constante x(t) =X Vt € R
é uma solugao, dita solugao de equilibrio, ou estaciondria.

Campo de vetores e uma curva de fases do péndulo com atrito,
¢ =p, p=—sin(g) —p/2.

e Esboce o campo de diregoes e o campo de vetores das EDOs auténomas
T=—-z t=xz—-1 z=uz(l —x)
i=@—-1)(z-2)(z-3) i=(z—1)*z—2)?
{qu {q:2q {qu—p
p=-q p=-p/2 pP=p—¢q

determine as solugoes de equilibrio, e conjeture sobre o comportamento qualitativo das
(outras) solugdes.

7Subrahmanyan Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, 1958.
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7. Seja v : X C R™ — R” um campo de vetores definido
num dominio X C R" (ou numa variedade diferencidvel). Se por cada ponto xg € X
do espaco de fases passa uma e uma unica solucdo global (ou seja, definida para todos os
tempos) ¢ : R — Xt — ¢(t), com condigao inicial p(0) = xq, entdo o campo de vetores é dito
completo. Um campo completo define/gera um fluzo de fases, um grupo de transformagoes
b, =eV: X — X, comt € R, tais que

(I)tO(I)S:(I)tJ'_s e (I)OZIdX Vt,S,GR.

O ponto ®;(xq) é o estado no tempo ¢ da solugdo que passa por x( no instante 0. Vice-versa,
um fluxo de fases diferencidvel define um campo de vetores

v(x):= tlirr(l) (I)t(xz —x
e

)

dito “gerador infinitesimal” do grupo de transformagoes. As curvast — ®,(xg) sdo as solugoes
de x = v(x) com condigdo inicial x(0) = xo.

e Determine os campos de vetores que geram os seguintes fluxos no plano R?
Oy(z,y) = (N, ey)
Dy (z,y) = (cos(t) x — sin(t) y, sin(t) z + cos(t) y)
Oy(z,y) = (x+1y, y)

8. A EDO de ordem n > 2 (resolivel para a n-ésima
derivada)

y(n) = F (tV y? y’ y? AR y(n_1)>
para o observével y(t) € R é equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem
x = v (t,x)

para o observédvel x = (x1,xa, ..., z,) € R" definido por

T1:=y To =7 T3 =79 Ty =y

onde o campo de diregoes é v(t,x) := (T2, ..., Tn_1, F (£, 21, T2, ..., Ty)).

e Determine os sistemas de ODEs de ordem 1 que traduzem as seguintes ODEs de ordem
>1
i=-x i+2=0 T+i+x=0

rI=t—x T+z+x=0 T =ux
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2 Integracao numérica e simulacoes™

1. Considere o problema de simular as solugoes da EDO & = v(t,z). O
método de Euler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear

z(t+dt) ~z(t) + v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solu¢ao x(t,), nos tempos t, =
to + n - dt, com condigdo inicial z(ty) = ¢ é estimada pela sucessdo (zp)nen, definida
recursivamente por

’$n+1 =, + v(tn, Tp) - dt. ‘

Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximagao de z(t), dado
.”L'(t()) =X, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

3

e Considere a equagao diferencial
T=x

com condigao inicial (0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ¢ e o tempo final é t = ne
com n € N, entdao o método de Euler fornece a aproximagao

2(t) ~x, = (1+¢)"

onde n = t/e é o numero de passos. Deduza que, no limite quando o passo € — 0, as
aproximacoes convergem para a solucdo e’, pois

t n
lim (14 )¢ = lim <1+ >
e—0 n

n—oo

e Simule a solu¢ao da EDO & = (1 — 2¢) x com condigao inicial z(0) = 1. Compare o
resultado com o valor exacto z(t) = et~
0.001, 0.0001 ...

e Aproxime, usando o método de Euler, a solugao do oscilador harménico

{q=p
p=—q

com condi¢ao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto
q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

, usando passos diferentes, por exemplo 0.01,

2. O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solugao de
z=v(t,x) com condigdo inicial  z(tg) = xo

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar z(to + n - dt) com a sucessao (x,) definida
recursivamente por

Tni1 = Tn + L (ky + 2ko + 2k3 + ky)

onde t, = tg + n - dt, e os coeficientes k1, ko, k3 e k4 sdo definidos recursivamente por

ki =v(tn,2,) ke=v(t,a+L 2, +% k) ks=v(tn+ L 2 +%L ko) kyi=n0(t,+dt,x, +dtks)

e Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.


http://www.cplusplus.com/
http://www.java.com/en/
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3. (simulagbes com software proprietario) Existem software proprietdrios que permitem resol-
ver analiticamente, quando possivel, ou fazer simulagoes numéricas de equacoes diferenciais
ordinarias e parciais. Por exemplo, a fungao ode45 do MATLAB®, ou a fungao NDSolve do
Mathematica®, calculam solugoes aproximadas de EDOs & = v(t, z) utilizando variagoes do
método de Runge-Kutta.

e Verifique se os PC do seu Departamento/da sua Universidade tém accesso a um dos
software proprietarios MATLAB® ou Mathematica®.

e Em caso afirmativo, aprenda a usar as fungoes ode45 ou NDSolve.
Por exemplo, o péndulo com atrito pode ser simulado, no Mathematica®, usando as
instrucoes
s = NDSolve[{x’[t] == y[t], y’[t] == -Sin[x[t]] - 0.7 y[t],

x[0] == y[0] == 1}, {x, y}, {t, 20}]
ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]l} /. s], {t, 0, 20}]

O resultado é



http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.mathworks.com/products/matlab/
http://www.wolfram.com/mathematica/
http://www.mathworks.com/help/techdoc/ref/ode45.html
http://reference.wolfram.com/mathematica/ref/NDSolve.html
http://www.wolfram.com/mathematica/
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3

EDOs simples e auténomas na reta

O teorema (fundamental do cdlculo) de Newton e Leibniz®
afirma que a derivada do integral indefinido F(t) := fat f(s)ds de uma fungao continua f(t)
existe e é igual a F'(t) = f(t). Portanto, se v(t) é um campo de diregoes continuo, a solugao
da EDO
z=w(t)

com condigao inicial z(tg) = g é determinada por meio de uma integragao, ou seja,

z=v(t), z(to) = x0 = x(t) = xo + ftz v(s)ds

(donde a tradigdo de dizer “integrar” uma equagao diferencial em vez de “resolver”). Se x(t)
é solucao de & = v(t), entdo também x(t) + ¢ é solugao, Ve € R.

e Integre as seguintes EDOs, definidas em oportunos intervalos de tempo

b=2—t+3t2+5t5 d=e' i=cos(3t) i=1/t

. (foguetao) Se um foguetao de massa m(t) no espago vazio (ou seja, sem forgas gravitacionais!)

expulsa combustivel a uma velocidade relativa constante —V e a uma taxa constante m = —a,
entao a sua trajetéria num referencial inercial é modelada pela equacao de Newton

i(mv):a(‘/—v), ou seja , mv +mo =a(V —v).
e Resolva a EDO 7 = —a para a massa do foguetao, com massa inicial m(0) = mg > 0,
e substitua o resultado na equagao de Newton, obtendo

aV

mgo — at

(desde que 0 <t < mg/a).

e Calcule a trajetéria do foguetdo com velocidade inicial v(0) = vy e posicdo inicial ¢(0) =
0, valida para tempos t inferiores ao tempo necessario para acabar o combustivel.

Um campo de vetores v : X — R, definido
num intervalo X C R, define uma EDO auténoma

z=wv(z).

Se xg é um ponto singular de v(x), i.e. um ponto onde v(xg) = 0, entdo x(t) = z¢ Vt € R
é uma solucdo estaciondria (ou de equilibrio) da equagdo. Se xg é um ponto ndo singular
do campo continuo v(x), i.e. se v(zo) # 0, entdo uma solugao local com condigao inicial
x(tp) = xo pode ser determinanda “separando as varidveis”, ou seja, fazendo d—z) =dte

v(z
‘fx [ dt. Ou seja,

vz):

integrando os dois membros, [

z=wv(x), z(tg) = x0 =

{ 2(t) = 20 se v(wg) = 0

f;o U?Z) =t—ty sev(rg)#0

Se o campo v(x) é diferencidvel, estas solugoes sdo unicas.

8 A solucdo do anagrama

6accdael3eff7i319ndo4qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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Proof. Indeed, assume that the velocity field v is continuous and let J = (z_,z4) be the
maximal interval containing xg where v is different from zero. Define a function H : R x J — R
as

H(t,x):tftof/lz%.

If t — p(¢) is a solution of the Cauchy problem, then computation shows that %H (t,p(t)) =0
for any time ¢. There follows that H is constant along the solutions of the Cauchy problem.
Since H(to,zo) = 0, we conclude that the graph of any solution belongs to the level set ¥ =
{(t,z) € R x J s.t. H(t,xz) =0}. Now observe that H is continuously differentiable and that its
differential dH = dt+ dx/v(x) is never zero. Actually, both partial derivatives 0H/0t and 0H/0x
are always different from zero. Hence we can apply the implicit function theorem and conclude
that the level set ¥ is, in some neighborhood I x J of (to, zo), the graph of a unique differentiable
function = — ¢(z), as well as the graph of a unique differentiable function ¢ — x(t), the inverse
of ¢, which solves the Cauchy problem: just compute the derivative (using the inverse function

theorem), ©(t) =1/ (%(m(t))) = v(z), and check the initial condition. Observe that the function
t(x) — to has then the interpretation of the “time needed to go from zg to z”. |

Se z(t) é solugdo de & = v(x), entdo também z(t — ¢) é solugdo, Ve € R (a fisica modelada
por uma EDO auténoma é invariante para translagoes no tempo).

e Considere as seguintes EDOs auténomas

&= -3z t=x—1 @=22 i=+x

z=(x—1)(z—-2) z=e" t=(x—1)(z—2)(x—3)

definidas em intervalos convenientes. Encontre, caso existam, as solugoes estacionarias.
Desenhe os respectivos campos de vetores e conjeture sobre o comportamento das
solugoes. Integre, quando possivel, as equagoes e calcule solugoes. Determine, quando
possivel, umas férmulas para a solugao do problema de Cauchy comcondi¢ao inicial
x(0) = o e esboce a representacao grifica de algumas das solugbes encontradas.

4. (decaimento radioativo) A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional & quanti-
dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer
que a quantidade N (t) de matéria radioativa existente no instante ¢ satisfaz a lei

N =—-§8N,
onde o parametro 1/8 > 0 é a “vida média” dos nicleos’.

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0. O que acontece quando
t — oo?

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo T necessario até a quan-
tidade de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial (ou seja, N(1) = 1 N(0)).
Mostre que o tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0), e determine
a relacdo entre o tempo de meia-vida 7 e o parametro .

e O radiocarbono *C tem vida média 1/3 ~ 8033 anos. Mostre como datar um féssil,

assumindo que a proporcao de radiocarbono num ser vivente é conhecida'’.

e Se a radiagao solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
a > 0, entao a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

N =—8N +a.
Verifique que a solucdo de equilibrio é N = a/f. Mostre que N(t) — N quando

t — o0, independentemente da condigao inicial N (0) (considere a mudanga de varidvel
z(t) = N(t) — N).

90 tempo de vida de cada nticleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei Prob(X <
t)=1—e P set>0,e0set <0, emédia EX := Jo o tdProb(X < t) = 1/8. A equagao diferencial, quando a
quantidade N de nucleos é grande, é uma consequéncia da lei dos grandes ntmeros.

10J R. Arnold and W.F. Libby, Age Determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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5. (atrito e tempo de relaxamento) O atrito pode ser modelado como sendo uma forga propor-
cional e contrdria & velocidade. Portanto, a equagdo de Newton (em dimenséo 1) de uma
particula livre de massa m em presenca de atrito é

mq = —q
onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”.

e Mostre que a velocidade v := ¢ satisfaz

. 1
V=——v
T

onde 7 = m/y > 0 é um “tempo de relaxamento”. Resolva a equagdo dada uma
velocidade inicial v(0) = vy > 0. Deduza a trajectéria g(t) com posigao inicial ¢(0) = 0.

e Mostre que a energia cinética T := %mqu da particula satisfaz
. 2
T=—--T,
T
e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2.

6. (paraquedista) Um modelo da queda de um paraquedista é

mo = —av? —mg,

onde v(t) := ¢(t), q(t) € R é a altura no instante ¢, m > 0 é a massa, g ~ 980 cm s~2

é a aceleracao da gravidade préximo da superficie terrestre, e « > 0 é uma constante que
depende da atmosfera e do paraqueda (um valor realistico é o ~ 30 kg/m).

e Mostre que a velocidade v(t) converge para o valor estaciondrio 7 = /mg/a quando
t — oo.

7. (crescimento exponencial) Um modelo do crescimento de uma popula¢do num meio ambiente
ilimitado é )
N =)\N,
onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se « é a taxa de
natalidade e § é a taxa de mortalidade, entdao A = a — 3).

e Determine a solugdo com condigdo inicial N(0) = Ny > 0. O que acontece quando
t — oco?

e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

e Se de uma populacdo que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa
constante v, entao a populacao segue a lei

N = AN —~.

Determine o estado estacionario, e discuta o comportamento assimptético das outras
solugoes.

8. (logistica) Um modelo mais realista da dindmica de uma populacdo é dado pela equacdo
logistica™
N=AN(1—-N/M)
onde a constante positiva M > 0 é a populagao méxima permitida num dado meio ambiente
limitado. Note que N ~ AN (e portanto o crescimento é exponencial) se N < M, e que
N — 0 (e portanto a populacio é constante) quando N — M. A “populacio relativa”
x(t) := N(t)/M satisfaz a equagdo logistica “adimensional”

t=Az(1—x).

1 Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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9.

10.

11.

e Determine as solugoes de equilibrio da equacao logistica.

e Verifique que a solucao com condigdo inicial x(0) = 2 € (0,1) é
- 1
14 (L —1)en
xo

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

(t)

(surtos epidémicos) Num surto epidémico, a taxa de crescimento do nimero I(t) de individuos
infetados, dentro de uma populagao total constante IV, é proporcional ao produto do ntimero
de individuos infetados e o numero S(t) = N — I(t) de individuos sauddveis (e portanto
susceptiveis de serem infetados), ou seja,

I=X(N-1)
com A > 0.

e Determine a lei de crescimento da populagao infetada relativa (t) := I(t)/N, e discuta
o comportamento assimptético de z(t).

(crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dindmica de uma populagdo em meio
ilimitado é

N = \N?,
ou seja, a taxa de crescimento é proporcional aos pares de individuos contidos na populagao.

e Determine a solucdo estaciondria e a solugdo com condigdo inicial N(0) = Ny > 0
arbitréria.

e Note que as solugoes que determinou néo estdo definidas para toda a recta real: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagdo infinita) apds um intervalo de tempo finito!

(fazer modelos) Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solugoes?

e A taxa de variacdo da temperatura de uma chavena de cha é proporcional & diferenca
entre a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

A velocidade vertical de um foguetao é inversamente proporcional & altura atingida.

A taxa de crescimento da massa de um cristal cibico é proporcional & sua superficie.

e Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional a sua superficie.

e A taxa de crescimento de uma populacao de marcianos é proporcional ao nimero de
trios que é possivel formar com a dada populacao.
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4 Sistemas conservativos*

1. Sejav : X C R™ — R"™, com coordenadas v(x) = (v1(x), ..., v,(x)),
um campo de vetores que define a EDO auténoma

x = v(x)

num espago de fases X C R™. Os observdveis sao as fungoes ¢ : X — R. Os observéveis que
assumem valores p(x(t)) constantes ao longo das solugoes x(t) de x = v(x) sao ditos cons-
tantes do movimento, ou integrais primeiros. Pela regra da cadeia, o observavel diferenciavel
¢ : X — R é uma constante do movimento se e s6 se a derivada de Lie de ¢ ao longo do
campo v é igual a zero, ou seja,

(£40) () 1= 32 2 (0) - 0u() = 0.
k=1

para todos os pontos x € X.

As 6rbitas/curvas de fases estdo contidas nas hiperficies de nivel ¥, := {x € X t.q. p(x) =
¢} das constantes do movimento. Se o sistema admite k constantes do movimento ¢1, o, ...,
¢k independentes (ou seja, tais que os diferenciais dip;(x) sdo linearmente independentes em
cada ponto x), entdo as érbitas do sistema estdo contidas nas intersegoes das k hiperficies de
nivel, umas sub-variedades de co-dimensao k. Em particular, a existéncia de n — 1 constantes
do movimento independentes permite determinar as érbitas.

e Verifique que o sistema X = Ax, onde A é uma matriz diagonal com det A # 0 (ou seja,
todos os valores préprios sdo # 0) ndo admite constantes do movimento nao triviais.

2. [ ] A trajetéria t — r(t) € R? de uma particula de massa m > 0
(suposta constante!) num campo de forgas conservativo é modelada pela equagao de Newton

mi =F
onde a for¢a é F(r) = —VU(r), e U(r) é um(a energia) potencial. Um sistema isolado de
N pontos materiais, com posicoes r,(t) € R3 e massas m, > 0, com a = 1,2,..., N, é

modelado pelas equagoes de Newton
Maetq = Fq a=1,2,...,N
onde a forga que atua sobre o a-ésimo ponto material é

Fa:_vraU::_<8U oU 6U) |

dxo’ dya’ Dza

menos o gradiente, com respeito as coordenadas r, = (Za, Yo, 2a), de uma energia potencial
U(ri,re,...,rN). A energia cinética é

N ,
K := Z imaHVQH
a=1

onde v, =T, é a velocidade do a-ésimo ponto material.
e Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)

N
1
E=K+U-= Z §ma||va\|2 +U(ry,ra,...,rN)
a=1

é uma constante do movimento, ou seja, que %E = (0 ao longo das trajetdrias.
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3. Um sistema mecanico é descrito por um espago das
configuragoes M ~ R™ (ou, em geral, uma variedade diferencidvel), com coordenadas locais
a=(q1,9,-.-,q.) € R", e uma lagrangiana L : TM ~ R"™ x R™ — R, ou seja, uma fungdo
L(q,q). Por exemplo, o espaco das configuracoes de um sistema de N pontos materiais é o
espaco dos vetores q = (ry,ro,...,1,) € R3" onder, € R? com a =1,2,..., N, representa
a posicao do a-ésimo ponto. A lagrangiana é

. mey .
L(q7q) = ZTHPQHQ - U<r17r27"'7ra> :

[

A ag¢do de uma trajetéria [to,t1] — q(t) € M entre a posi¢do q(tg) e a posigao q(t1) é o
integral

t1

St a()] = [ Lia(o).av)de.

to
O principio de minima agdo (de Hamilton) afirma que as trajetdrias fisicas sdo os pontos
criticos da ac¢do. A variacdo 0.5, dada uma variagoes infinitésimas q(t) + dq(t) da trajetéria
com 0q(tg) = 0q(t1) = 0, é dada por

/ 2 (000 + 000

OL d oL
- /to ;(a%ﬁa%>5qi(t)dt

(integrando por partes a segunda soma e usando as condigbes de fronteira). Portanto, os
pontos criticos da agao sao as solucoes das equacoes de Euler-Lagrange

05

d (L) _ 8L -
E(qu)_aqi 1=1,2,...,n.

A forma linear p = (p1,p2-...,Pn) = pidqr + p*dge + - -+ + p™dg, € T4M, de coordenadas
p' = 0L/94¢;(q), é dito momento. O espago X = T*M ~ R" x (R™)*, com coordenadas
(q,p), ¢ dito espaco de fases do sistema mecénico. As equagdes de Euler-Lagrange sao
equivalentes as equacoes de Hamilton

OH s _ _OH -
Ql*apl pi*faqi 7,71,2,...,”7

onde a hamiltoniana do sistema, H : X — R, é a “transformada de Legendre” da lagrangiana,
definida por

H(q,p) = Sgp(p-Q—L(q,Q))
= Y o lpel? U (a)

e O espago das configuragoes de um sistema de N pontos materiais é o espaco dos vetores
q=(ry,rs,...,r,) € R3Y onder, € R3 com a =1,2,..., N, representa a posicio do
a-6ésimo ponto. A lagrangiana é

. Ma .
L(q’q) = ZTHI'OLHQ - U(rlar27"',ro¢)7

[e3%

onde U € a energia potencial da interacao. Verifique que as equagoes de Euler-Lagrange
sao equivalentes as equacoes de Newton m,r, = Fy,.

e Mostre que a hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que

—H(q(t),p(t)) =0

ao longo das solugoes das equacoes de Hamilton. Deduza que as érbitas do sistema
no espago de fases X estdo contidas nas curvas/superficies de nivel {H(q,p) = ¢} da
hamiltoniana.
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4. The Legendre transform of a real-valued function f : R — R is the
real-valued function F : (R™)" — R defined by

F(p) = Slip(<p7 z) — f())

If f(z) is differentiable, the extremum is attained at p = f’(z), and this is a maximum if
f(z) is convex, i.e. if f”(z) > 0.

e Find the Legendre transform of

fl@)=x*  flz)=¢"

f(z) = % (z, Az) z€eR", AeGL,(R)symmetric

5. The one-dimensional
motion of a particle of mass m subject to a force F'(x) that does not depend on time is
described by the Newton equation

. au
mi = —%(x) ,

where the potential U(z) = — [ F(z)dx is some primitive of the force. The total energy
1
E(v,2) = 5m:ﬁ +U(x)

(which of course is defined up to an arbitrary additive constant) of the system is a constant
of the motion, i.e. is constant along solutions of the Newton equation. In particular, once a
value F of the energy is given (depending on the initial conditions), the motion takes place
in the region where U(z) < E, since the kinetic energy %mx’Q is non-negative. Conservation
of energy allows to reduce the problem to the first order ODE

2
i’ ==

(E-U(2)),

m

which has the unpleasant feature to be quadratic in the velocity . Meanwhile, if we are
interested in a one-way trajectory going from some z( to x, say with & > xg, we may solve
for & and find the first order autonomous ODE

i = %(E—U(a:)).

There follows that the time needed to go from x( to x is

t(:@:/mL.
o \JE(B-U()

The inverse function of the above t(z) will give the trajectory x(t) with initial position
z(0) = z¢ and initial positive velocity #(0) = y/2 (E — U(wo)), at least for sufficiently small
times t.

6. (péndulo matematico) A equagdo de Newton que modela as oscilagoes de um péndulo é
6 = —w?sin(0),

onde w = +/g/l , g ~ 980 cm s~2 é a aceleracio gravitacional, ¢ o comprimento do péndulo
e 0 ¢ o angulo que o péndulo forma com a vertical. No espaco de fases, de coordenadas 0 e
p =0, a equagao assume a forma do sistema

0=p
p = —w?sin(f)
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Verifique que a energia

H(8,p) := %pQ + w?(1 — cos(#))

¢ uma constante do movimento.

Esboge as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as
trajetorias.

Show that the motion with energy E is given by

t:/d—e
v/ 2(E — cos(6))

Define the new variable z := ,/ELH sin(0/2) and the square energy K := /£ and

show that the motion reads

i=+/(1-22)(1 - K2z2)
Deduce that time is given by the so called Jacobi’s elliptic integral of the first kind

dx
= / V-2 - K22?)

whose solution (i.e. z as a function of time t) is “defined” as the elliptic function
z(t) =sn(t, K) (see | 1)

7. (oscilador harménico/lei de Hooke) As pequenas oscilagoes de um péndulo a volta da posi¢ao
de equilibrio 8 = 0, ou as oscilagoes de uma particula sujeita a lei de Hooke, sao modeladas
pela equacao do oscilador harmdnico

j=-wq.

No espago de fases, de coordenadas q e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

{ g=p
p=—wq
Verifique que a energia
1 1
H(q,p) := 5p" + 50°¢°

é uma constante do movimento.

Esboce as curvas de energia constante e o campo de velocidades, e conjeture sobre as
trajetérias.

Fixed a positive energy F, the motion takes place in the interval (z_,z;) with z4 =
+V2F /w, and the velocity & satisfies the quadratic equation
2 = wy/(|zx]2 — 22).

Find the trajectory from x_ to any = < x.

Compute the time needed to go from x_ to z, and show that it does not depend on
the energy E.

Retratos de fases do péndulo matemético e do oscilador harménico.
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5 EDOs lineares de primeira ordem

1.

A solugao de uma EDO linear de primeira ordem

&+ p(t)r =q(t),

com condigao inicial z:(¢y) = x, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar
uma solugdo nao-trivial y(¢) da equagdo homogénea associada y + p(t)y = 0, substituir a
conjetura x(t) = A(t)y(f) na equagdo nao-homogénea e resolver para A(t). O resultado é

Pptr=alt), wlte) =w0 = a(t) = TN (a4 [} ST M g(s)ds)

e Mostre que se z1(t) e x2(t) sdo duas solucoes da EDO linear de primeira ordem & +
p(t)x = q(t), entdo a diferenga y(t) = x1(t) —z2(t) é uma solucao da equagdo homogénea
associada, ¢ + p(t)y = 0.

e Deduza que a solugio geral de & + p(t)x = ¢(t) pode ser representada como uma soma
z(t) = y(t) + 2(1),

"t

onde y(t) = y(0)e Jio pWdu ¢ o solucdo geral da equagdo homogénea associada e z(t) é
t s

uma solugao particular, por exemplo a solucdo z(t) = e Jiq pCu)du (ftto el p(“)duq(s) ds)

com condicao inicial nula.

e Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem
2t —6r=e*  d+2x=t dta/P=1/2 dttr=1t>
definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

2 -3z =e t € (—o00,00) com z(0) =1

3t t € (—o0,00) com z(l) =2

TH+zr=e
ti—x =13 t€(0,00) com z(1) =3
T+tr=t t € (—o00,00) com z(0) =0

dr/df + r tan @ = cos 6 te(—mn/2,7/2) comr(0)=1

2. (queda livre com atrito) Um modelo mais realista da queda livre de uma particula proxima

da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia pode ser modelada
como sendo uma forga proporcional e contréria a velocidade, assim que a equacao de Newton
escreve-se

mg = —yq —mg

onde v > 0 é um coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢ satisfaz a EDO linear
de primeira ordem

mo = —yv —mg.

e Resolva o problema com condicao inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v(t) converge para um valor assimptético T quando ¢ — oo,
independentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugdo encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigao inicial
q(0) = qo > 0.
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3. (circuito RL) A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e induténcia L, é determinada
pela EDO )
LI+ RI=V(t)

onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

e Escreva a solugao geral como fungdo da corrente inicial I(0) = Iy.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com tenséo constante V (t) = E. Esboce
a representacdo grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.

e Resolva a equagdio para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
E sin(wt). Verifique que a solucdo com 1(0) =0 é

EwL _ Ry
TRyt "

1(t) = n (wt - )

E .
—F———— 81
VR? +w?L?

onde ¢ é uma fase que depende de w, L e R.

4. (lei do arrefecimento de Newton) A temperatura 7'(¢) no instante ¢ de um corpo num meio
ambiente cuja temperatura no instante t é M (t) segue a lei do arrefecimento de Newton

T=—k(T—-M(),
onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

e Escreva a solugao geral como fungao da temperatura inicial 7(0) = Ty e dos valores da
fungédo M(7) com 0 < 7 < ¢.

e Determine a solugdo assimptdtica (ou seja, quando t é grande) T'(t) quando M (t) =
M sin(wt).

e Resolva a equagdo quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) =
M. Esboce a representacao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece quando
t — oo.

e Uma chévena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.

5. Uma EDO da forma
@+ p(t)r = q(t)z",

onde p e ¢ sdo fungdes continuas num intervalo I C R e n # 0, 1 (caso contrdrio trata-se de
uma normal equagcdo linear da primeira ordem), é dita equacao de Bernoulli.

e Verifique que z(t) = 0 é uma solugao de equilibrio da equagao de Bernoulli.

e Seja k = 1 —n. Mostre que z(t) é uma solugdo positiva da equagao de Bernoulli com
condicdo inicial z(tg) = zg > 0 se e s6 se a fungo y(t) = z(t)* é uma solucio da EDO
linear

y+kpt)y =kaq(t)
com condicdo inicial y(tg) = (zo)Y/*.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equacoes de Bernoulli:
@+ =a%(cost — sint) t € (—o0,00) com z(l) =2

ti+e w=alogt te(0,00) comz(3)=0
t—z/t=tyr  te(0,00) comz(l)=1
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6 EDOs separaveis e homogéneas

1.

As solugoes do sistema auténomo

Ay

(produto direto das EDOs @ = f(x) e y = g(y)) sdo os caminhos ¢t — (z(t), y(¢)), onde z(t) e
y(t) sdo as solugoes das EDOs auténomas & = f(x) e y = g(y), respetivamente. A curva de
fases que passa pelo ponto (xg,y0) € R?, onde f(xq) # 0 (ou onde g(yo) # 0), é (localmente)
o grafico de uma fungéo z — y(x) (ou y — z(y)) que satisfaz a EDO

dy gy (Ou dx_f(y)>.

dr — f(z) dy — g(x)
e Determine as solugoes e as curvas de fases do sistema
{ rT=2z
Y=y

quando A =0,£1,2,... e quando A =1/2,1/3,....
A solugdo da uma EDO separdvel

dy _ g(y)

de ~ fla)’

com condigao inicial y(xg) = yo tal que f(xzo) # 0 e g(yo) # 0, é dada em forma implicita
por

dy _ 9() _ @ de _ [y _dn
dr = y(zo) = yo = Jao 7 = Jyo 501

e Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

dy dy dy dy sinx
— =—=x = =z —Z = ka%yP = =
dx / dx / dx 4 dr  siny
i = tz® ti +t =t i =t3/22 zd = e3¢ i=e"
t—1 -1 —z?
T = > xt T %:0 (t2—|—1)x':2tac j:zt(a:Q—x)

As homotetias (positivas) do espago Euclidiano R™ sao
as transformagoes x — Ax, com A € Ry := (0,00). Uma funcdo f : D — R (ou um campo
vetorial F : D — R™), definida num dominio “homogéneo” (i.e. invariante para homotetias)
D c R™\{0}, é dita homogénea de grau k se

fOOx) = N\ f(x) VAER, e VYxeD,
e é dita homogénea (de grau 0) se é invariante para homotetias, ou seja, se
fOx) = f(x) YAeRy e VxeD.

O teorema de Euler afirma que uma fungao diferencidvel f: D C R®\{0} — R é homogénea
de grau k se e 86 se (x, Vf(x)) =k f(x) para todos os pontos x € D.

e Determine os polinémios homogéneos de grau 1, de grau 2 e de grau 3 no plano R2.

e Mostre que as tnicas fungoes homogéneas e continuas definida em todo o espaco R™ sao
as constantes (observe que as func¢oes homogéneas sao constantes ao longo das semi-retas
que saem da origem, logo, se a origem estd no dominio da fungéao ...).
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e Determine o grau de homogeneidade dos campos de forgas eldstico e gravitacional/elétrico,

definidos por
r

F(r)=-r e F(r) = —W,

respetivamente (o segundo definido para r € R3\{0}).

e Diga se as seguintes fungoes f(z,y), definidas em oportunos dominios do plano, sao

homogéneas:
2
_ T~ — 2y .
x e* Y —_— sin(y) cos(x
/y 7S e (y) cos(x)
4. Uma EDO homogénea é uma equagao diferencial
z=w(t,x)

definida, num dominio D C R? do plano de coordenadas (¢, ), por um campo de direcdes
homogéneo, ou seja, tal que v(At, \x) = v(¢, z) para todos os A > 0. As homotetias (t,z) —
(At, Ax), com X\ € R, enviam curvas integrais de uma EDO homogénea em curvas integrais.
A mudanga de varidvel y(t) := z(t)/t, num dominio onde ¢ > 0 ou t < 0, transforma uma
EDO homogénea & = v(t, z) numa EDO separdvel y + ty = v(1,y). Ou seja,

’izv(l,x/t) = y+ty =v(l,y) se y:x/t‘

e Seja © = v(t,x) uma EDO homogénea. Mostre que, se ¢(t) é uma solugdo e A > 0,
entdo também ¢(t) := A - ¢ (t/A) é uma solugao.

e Seja p(t) uma solugdo da EDO homogénea & = v(t,x) tal que (1) =5 e p(2) = 7. Se
@(t) é uma outra solugdo tal que ¢(3) = 15, quanto vale ¢(6)?

e Resolva as seguintes EDOs homogéneas

r—t

T=—t/x T = z=1+z/t
/ T+t /
t T dy
T=ux/t i=2-e"t+ = —= =y/z+sin(y/z
/ . ; =Y (y/x),
definidas em oportunos dominios, e esboce a representacao grafica de algumas das
solugoes.
5. (equacao de Newton com forgas homogéneas) | , ] Considere a equacao de Newton
mi = F(r)

para a trajetéria t — r(t) € R? de uma particula sujeita a una forca homogénea de grau
d, ou seja tal que F(Ar) = A\ . F(r) para todos os A > 0 e todo os pontos r € R3\{0}.
As “quase-homotetias” (¢,r) — (A%, \Pr), com A\ > 0, enviam curvas integrais em curvas
integrais se os “pesos” « e (8 satisfazem a relacdo §(1 — d) = 2«. Em particular, uma 6rbita
fechada de dimensao linear L e periodo de revolucao T é enviada numa érbita fechada de
dimensdo linear L' = AL e perfodo de revolugio 7" = A\°T, e portanto o quociente 7% /L%
é constante.

e Considere uma forca constante (e.g. a gravidade préximo da superficie da terra)
F(z) x 1,
e determine a relagao entre espago percorrido e tempo necessario.
e Counsidere a forca eldstica (e.g. lei de Hooke, oscilador harménico)

F(z) x —x,

e deduza que os periodos das orbitas fechadas nao dependem das amplitudes das os-
cilacoes.
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e Considere uma forga elastica “fraca”
F(x) oc —2*.

Determine o periodo das pequenas oscilagoes em quanto fungao da amplitude.

e Considere a forga gravitacional
r

F(r) o« ——,
&) >~ R

e deduza a terceira lei de Kepler'?: “os quadrados dos periodos de revolucdo T sao
proporcionais aos cubos das distancias médias L do Sol aos planetas, ou seja, T2 = kL3,
onde k é uma constante”.

12 Johannes Kepler, Harmonices mundi, 1619.
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EDOs exatas e campos conservativos

1. O differencial p(x, y)dx+q(z, y)dy,
¢ dito exato no dominio Q C R? se existe uma funcio U :  — R de classe C!, dita primitiva,
tal que dU = pdx + qdy, ou seja,

w_
ar _ ? oy ¢
A primitiva U(z,y) pode ser pensada como o potencial do campo de vetores F := —VU =

—(p,q). Se ¢ é um valor regular de U (i.e. se VU # 0 nos pontos onde U(z,y) = c), entdo a
curva de nivel
Se = {(z,y) € ACR? t.q. Ula,y) = c},

ortogonal ao campo de vetores F, é uma solucao implicita da equacdo diferencial exata

p(z,y)dx +q(z,y)dy = 0.

O teorema de Euler-Poincaré (caso particular do teorema de Stokes) afirma que o diferencial
p(x,y)dz + q(z,y)dy, definido num dominio convexo'® (¢ suficiente que seja “simplesmente
conexo”)  C R?, é exato se e s6 se é “fechado”, i.e. se

dq Op

<8:c - 63/) de Ndy =0 ou seja, se

9 _ %
oy Oz

Neste caso, um potencial é dado pelo integral de linha U(z,y) = fv (p(z,y) dx + q(z,y) dy),
onde 7 : [0,1] — D C R? é um caminho seccionalmente diferencidvel entre v(0) = (zg,%0) e
v(1) = (z,y) (ou seja, o (oposto do) trabalho feito pela for¢ca F para deslocar uma particula
do ponto (zg, yo) ao ponto (x,y)). Por exemplo, se 2 é um retangulo, é possivel escolher um
caminho horizontal de (zg,yo) até (z,yo), e depois um caminho vertical de (z,y) até (z,y),
e definir um potencial

Ulz,y) = [, p(t,yo) dt + [ q(x,t)dt

e Diga quais dos seguintes diferenciais,
dz + dy (2y + 3x)dx + (y + 2z) dy
edx + e*dy gdy + (14 logy)dx,

definidos em oportunos rectangulos, sdo exatos, e esboce algumas curvas integrais da
correspondente equagao diferencial.

e Diga quais das seguintes EDOs

dx dx 1 t dx
5+3— =0 ) et =0 T4t —"20
tOu (w—t) g +e P T

dy dz

d
(495 + 3y2)—|—2xy% =0 202 +-4t3 4 (4tz + 1) i 0 (7“2 + 1) cos 0+2r sin Qd—g =0,
definidas em oportunos retangulos, sdo exatas, e resolva-as.

e Verifique que, se a forma pdx + gdy estd definida numa bola Bg(0) de raio 0 < R < oo,

e satisfaz a condicao 2—5 = % do teorema de Euler-Poincaré, entao uma primitiva é

também dada pelo integral

Uz, y) :/0 (zp(tz, ty) +yq(tz, ty)) dt.

13 Uma regisio Q C R™ é conveza se a,b € Q implica ta + (1 — )b € Q para todos os t € [0, 1].
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2. Um diferencial arbitrario pdx 4+ gdy pode ser transformado num diferen-
cial exato (pu)dx + (qu)dy por meio de um fator integrante, uma fungéo p(z,y) tal que

O(pp) _ 9(ng)

y or
Nao existem métodos gerais para determinar fatores integrantes. No entanto, fatores inte-
grantes que dependem de apenas uma varidvel podem ser determinados, quando existem!,
por meio de uma integracdo. Por exemplo, um fator integrante p(z) é solugdo da EDO linear
de primeira ordem

12} a
poE = g+ pgl ouseja,  p/u=1 (%Z - %) donde  p=el s(H-5)d
desde que % (g—’; — %) nao depende de y.
e Considere as equagoes diferenciais
dy dy
4x + 3y?) + 20y—= =0 227 2y —z)—==0.
(42 +3y°) + 2wy - (227 +9) + (z*y —z) -~

Mostre que nao sao exactas.

Determine um fator integrante da forma x™ com n inteiro. Multiplique as equagoes
pelos respetivos fatores integrantes e resolva as equacgoes resultantes.

3. Se a famf{ia C de curvas no plano é definida como sendo as curvas integrais
da equacao diferencial

p(z,y) dx + q(z,y) dy =0,
entdo a famfilia C+ de curvas ortogonais é composta pelas curvas integrais da equacao dife-
rencial

p(z,y)dy — q(z,y)dz = 0.
(o operador que envia o diferencial w = pdzx + gdx no diferencial *w = pdy — qdx é chamado
“Hodge star operator” no plano euclidiano).

e Determine e esboce as curvas ortogonais ...
... a familia de circulos 2% + y2 = ¢,
... a familia de hipérboles zy = c,
...e & familia de parabolas y* = cz.

4. O trabalho efectuado pelo campo de vectores/forcas F(x,y) € R? ou
F(z,y,2) € R3, definido num domifnio D C R? ou R3, ao longo do caminho diferenciavel
v :[0,1] = D é o integral de linha

Work(F. o] i= [ (F(3(0),4(0) .

v

O campo de vectores F é conservativo se o trabalho apenas depende dos pontos inicial e
final do caminho, ou seja, se o campo admite um potencial, i.e. uma funcao diferencidvel
U:D — R tal que F = —VU, e portanto

e Diga quais dos seguintes campos de forgas

F(z,y) = (3,2) F(z,y) = (z,y) F(z,y) = (z,—y)
x Y
F(z,y) = (—y,z) F(r,y) = (M, M) )
definidos em oportunos dominios do plano, sao conservativos, e determine as curvas
equipotenciais.
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e Diga se o campo de forcas

—y €T
F($7y) = <x2+y27x2+y2

definido em R\{(0,0)}, é conservativo.

).

26
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8 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes
1. (equagao de Newton num potencial quadratico) Considere a equacao de Newton
G=—Pq

que determina a trajetéria ¢ — ¢(t) € R de uma particula (de massa m = 1) num potencial
quadratico U(q) = %ﬂqz.

e Verifique que ¢(t) = 0 é uma solugdo de equilibrio.

e Verifique que, se 5 = 0, as solugoes da equacao de Newton (da particula livre)

i=0
sao q(t) = a + bt, com a,b € R constantes arbitrérias.
e Verifique que, se 3 = —k? < 0, as solucdes da equacio de Newton
i=kq

sdo q(t) = aek* + be™*, com a,b € R constantes arbitrarias.
e Verifique que, se 3 = w? > 0, as solugdes da equacao (do oscilador harménico)
j=—w’q
sa0 q(t) = acos(wt) + bsin(wt), com a,b € R constantes arbitrarias.
2. (particula num potencial quadréitico com atrito) A fungao q(t) := e *'y(t) ¢ uma solugao
da equagdo de Newton (de uma particula num potencial quadrético U(q) = 18¢*> com uma

forga de atrito —2aq, se a > 0),
¢ = —2aq— fq,

sse y(t) é uma solugao da equagdo de Newton

§=—0y

(de uma particula num potencial quadratico U(y) = %5y2), onde § :=  — 2.

e Verifique a afirmacao acima.
e Determine a solugao geral da equagao.
e Existem solugoes de equilibrio?
3. A conjec-
tura z(t) = e*! é uma solugao (complexa) da EDO linear homogénea de sequnda ordem com

coeficientes constantes
420+ pxr=0

se z é igual a uma das raizes z+ = —a + /a? — 3 do polindmio caractéristico

‘P(z) ::zz—&—Qaz—i—ﬁ.‘

Duas solugoes (reais) independentes podem ser obtidas calculando a parte real e a parte
imaginaria das solugoes complexas, e sao

elmatht o elma=h)t se z4 = —axk, com k>0 (raizes reais e distintas)
e cos(wt) e e “sin(wt) sezy=—a+iw, com w >0 (raizes complexas conjugadas)
e e e se z+ = —a (raiz dupla)

O espago das solugoes (reais) da EDO homogénea % + 2az + Bz = 0 é um espaco linear
H ~ R?, de dimensdo 2. Se ¢ (t) e ¢_(t) formam uma base de H, entdo a “solucio geral” é
x(t) = c1 4 (t) + c—p_(t), onde c1 € R s@o constantes arbitrarias.
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e Verifique que o espago das solucoes da EDO homogénea & + 2t + Sz = 0 é um espago
linear, ou seja, que uma combinagao linear cy x4 (t) + c_z_(t), com c+ € R, de solugdes
x4 (t) é uma solugao.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
i—-20=0 @+mr=0 Bi+i=0 EF-i=0
T+2t—xz=0 T+2t+x=0 T+4c+5x=0 T—4c4+2=0.
e Resolva os seguintes problemas de Cauchy:
Z+2x=0 comz(0)=0e&(0)=2
Z4+2=0 comz(0)=1ex(0)=0
F+4+5x=0 comz(0)=2ex(0)=—-1
Z—17t+13z=0 comx(3)=0ex(3)=0
Z—26—2xr=0 comz(0)=0ex(0)=9
Z—4c—x=0 comz(l)=2ez(l)=1.

e Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solugoes os
seguintes pares de funcgoes:

et e e, e 'sin(2nt) e e 'cos(2mt), sinh(t) e cosh(t),
et e e sin(2t+1) e cos(2t+2), 3 e bt.
4. O (determinante) Wronskiano entre as fungoes f(t) and

g(t), definidas num intervalo I C R, é a funcao

Wia(t)i=det (10 H0) — s0ate) - oo

Se Wy 4(t) = 0 para todos os tempos t € I entdo o quociente g/f (ou f/g) é constante
no intervalo I. Consequentemente, se f(t) e g(t) sdo linearmente independentes, entdo o
Wronskiano Wy 4(t) # 0 em algum ponto ¢ € I.

Se ¢4 e ¢_ sdo duas solugoes da mesma EDO linear & + p(t)& + ¢(t)x = 0, definidas num
intervalo I C R, e tg € I, entdo o Wronskiano satisfaz a identidade de Abel

— [f p(s)ds
Wo, - (t) = W, 6 (to) - e Jio P(s) .

Portanto, ¢4 e ¢_ sao linearmente independente se e s6 se Wy, 4_(t) # 0 num ponto (e
portanto em todos os pontos) tel.

e Sejam ¢4 e ¢_ duas solugdes da EDO linear & + p(t)Z + ¢(t)z = 0. Calcule a derivada
de Wy, 4_(t), e deduza a identidade de Abel.

e (Calcule
We—at,t@—ut y We—atekt’e—ate—kt and Wefat sin(wt),e—t cos(wt) -
5. (equacao de Schrodinger estaciondria) Considere a equagdo de Schrédinger estaciondria

B2 d2y
MYV _
2m dx? ¥

para a fungdo de onda 1 (z) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, i = h/27
é a constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 10734 Js.
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e Determine para quais valores E da energia existem soluges nao triviais da equagao no
intervalo & € [0,¢] com condigdes de fronteira ¥(0) = 0 e ¥(¢) = 0 (particula numa

caixa).
6. Uma equacgao diferencial da forma
d’y ., dy
2
— + brx— =0
ax dn? + xd$ +cy

é dita equidimensional (é invariante pela transformagao x — Ax com A > 0).

e Mostre que a substituigao z = e’ transforma a equagao equidimensional para y(x) numa
equagdo com coeficientes constantes para z(t) := y(x(t)).

e Resolva a equacgao

Py dy

2

— — —4y=0

¥ a2 + T ’
na semirecta x > 0.

7. Uma equagao diferencial da forma

i+ pt)y* +alt)y+r(t) =0
é dita equacgao de Riccati.

e Mostre que a varidvel z(t), tal que

satisfaz a EDO linear
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9

Numeros complexos e oscilacoes

O corpo dos nimeros complezos é o conjunto C ~ R?
dos pontos/nimeros z = = + iy ~ (z,y), com z,y € R, munido das operagdes “soma” e
“multiplicacao”, definidas por

(1 +iy1) + (@2 +iy2) = (1 + 22) +i(y1 + y2)

(que corresponde & soma dos vetores (z1,%1) e (72,92) do plano R?) e

(x1 4+ i11) - (x2 + 1y2) = (v122 — Y1y2) + i(T1Y2 + T291) -

Em particular, se i ;== 0+4-1 € C, entao i -i = —1, ou seja, i = v/—1. O conjugado de
z=x+1iy éZ:=x—1y. O mddulo de z = x + iy é

|z| ;== V2Z = a2 +y2.

Os ntmeros reais

x:%(z):zz—i_z e y:%(z)::Z;iz

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = = + iy. A representacdo
polar do ntimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R? é

2= pet

onde p = |z| > 0 é o médulo, § € R é “um” argumento de z, ou seja, um “angulo” arg(z) =
6 + 2mn, com n € Z, tal que x = pcos(f) e y = psin(f), e o niimero complexo € ¢é definido
pela formula de Euler

e'? := cos(0) + isin(6) ‘

Verifique que o inverso multiplicativo de um ntimero complexo z #£ 0 é
1/ =2/ |2f?
e Represente na forma z + iy os seguintes niimeros complexos

2—1 1—1 1
1414 1+7 241

1/i (1 —i3)?

e Resolva as seguintes equagoes
2 _ 2 _
2°—=2242=0 zZ“4+z2z+1=0
e Verifique que, se z; = p1e?t e 25 = poe??2, entdo

2120 = prpoe’ D1 02) e ZL o PLi6r—t2) (se p2 #0).
2 P2

Deduza que a multiplicacio por z = pe'®, no plano C ~ R2, corresponde a uma di-

latagao/contracdo por p e uma rotagao de um angulo . Em particular, a multiplicagao

por i = €™/2 § a “raiz quadrada” da inversao (x,y) — (—x,—y), ou seja, uma rotagao

de um angulo /2.

e Use a férmula de Euler para provar as formulas

cos(f + @) = cos(6) cos(d) F sin(8) sin(¢)

sin(f £ ¢) = cos(0) sin(¢) % sin() cos(¢) .
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e Use a representagao polar e a férmula de Euler para provar a férmula de de Moivre
(cos(0) + isin(F))" = cos(nf) + isin(nh) .

Deduza as férmulas
cos(nd) = ... e sin(nf) = ...

Verifique que o conjugado de z = pe? é zZ = pe

Calcule

Vi V=i I+

e Resolva as equacoes 2% =1, 25 =1 e 23 = 81.

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, W™ =1 e w # 1)
entao
l+wtw? +wd+ .+t =0.
(multiplique por 1 —w ...).
2. A fungao exponencial exp(z) := e*, é a
fungao inteira exp : C — C definida pela série de poténcias

=Y =l S+

n=0 n!

e Verifique a férmula de adigao e*t% = e*e, e deduza que e* # 0 para todo o z € C.

Verifique que e® é igual a sua derivada, ou seja, exp’(z) = exp(z).

Mostre que, se § € R, entdo o conjugado de e? é e~ e portanto |¢’?| = 1. Defina as
funcdes reais de varidvel real “cos” e “sin” usando a férmula de Euler €?’ = cos 64 sin 6,
ou seja,

0, ,—i0 0 _ ,—i0
cos(f) := % e sin(f) := %
i

e deduza as suas expansoes em série de poténcias em torno de 0.

Deduza que, se o, 0 € R, .
et — ¢ (cos§ + isinf)

3. (oscilagbes complexas e sobreposicao) A funcdo t + 2(t) = e™! descreve um ponto que
percorre o circulo unitdrio S' := {z € C t.q. |2| = 1} do plano complexo no sentido anti-
hordrio com “frequéncia angular” w > 0 (e portanto com periodo T = 27/w e frequéncia

v =uw/(2m)).

e Verifique qua a fungio z(t) = €™ satisfaz as equagoes diferenciais lineares
Z=1wz e Z=—wz.

e Deduza que a parte real (e a parte imagindria) de z(t) = z(0)e™?, com 2(0) = pe®,
a(t) == R[2(8)] = peos(wt + )

é uma solucao (real) do oscilador harménico § = —w?q. Identifique as condigoes iniciais
q(0) e ¢(0) em quanto fungoes de z(0) = pe®®.

ANANVANYA
\VARVERV/

Oscilagao ¢(t) = pcos(wt + ).
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e Observe que a sobreposicao das oscilagoes z(t) = @1t e zy(t) = e'w2t,
Z(t) — eiwlt 4 eiw2t

é maxima quando wit = wot (mddulo 27), e minima quando w1t —wst = 7 (médulo 27).

e Observe que, se w; = w+¢ e wy = w— &, a sobreposigao das duas oscilagoes 21 (t) = e*“1t
e z3(t) = €2t pode ser representada como

2(t) = e (e + e ") = 2¢™" cos(et)

Em particular, se |¢| < |w]|, ent@o a sobreposigao consiste numa modulagao lenta (com
periodo 27 /e > 27 /w) da frequéncia fundamental w ~ wy =~ wa.

Sobreposicao z(t) = sin(0.95 - ¢) + sin(1.05 - ¢).
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10

1.

Variacao dos parametros e coeficientes indeterminados

Uma EDO de sequnda ordem
linear com coeficientes constantes é uma equagao

420 + Br = f(t)

onde «, 5 € R sdo parametros, e f(t) é uma funcao dada (uma forga dependente do tempo),
definida num intervalo I C R. O espago das soluc¢oes da EDO linear &+ 2az+ Sz = f(t) é um
espaco afim z 4+ H, modelado sobre o espaco linear H ~ R? das solucdes da EDO homogénea
associada

J+2ay+PBy=0.

Portanto, a solugao geral da EDO linear & + 2ad + Sz = f(t) pode ser escrita como soma

z(t) = 2(t) + y(t),

onde z(t) é uma (i.e. apenas umal) “solucdo particular” da EDO linear % + 2a2 4+ 8z = f(t)
ey(t) :==cyop4(t) +c_o_(t) é a “solucao geral” (i.e. todas as solugdes!) da EDO homogénea
associada 4 + 2ay + By = 0, combinagao linear de duas solugoes independentes ¢4 (t) com
coeficientes arbitrarios c+ € R.

e Verifique que a diferenca y(t) = x2(t) — x1(t) entre duas solugodes, x1(t) e 22(t), da EDO
linear Z+2ax+Fx = f(t) é uma solugdo da EDO homogénea associada 4+ 2ay+ By = 0.

e Verifique o principio de sobreposi¢do: se x,(t) sdo solugdes das EDOs lineares & +2ad +
Bx = fo(t), com n =1,2,..., N, entdo a “sobreposicao” x(t) = 25:1 Zn(t) é solucdo
da EDO linear & + 2a + Sz = 25:1 ().

O método da variagao dos parametros (também conhecido com
o oximoro “variagdo das constantes”) consiste em procurar uma solugdo particular de uma
EDO linear
¥+ 20z + P = f(t)

como combinagao linear
2(t) = Ay (1) 4 () + A (1) (1)
de duas solugoes independentes ¢ (t) da equacao homogénea ¢ + 2ay + Sy = 0, com coefi-
cientes varidveis A4 (t). Um célculo mostra sue z(t) é uma solucdo se (mas nao sé se!) Ay e
A_ sao solugdes do sistema
{ Mgy tAgo = 0
Appy +Ar0- = f.
O determinante da matriz associada ao sistema é Wy, 4 = d)+¢.), — gfurd), # 0, sendo
o Wronskiano entre ¢4 e ¢_. O resultado é que uma solugdo particular da EDO linear
2+ 20 + Bx = f(t) é dada por z(t) = A\ (t) o4 () + A_(t) ¢_(t), onde os “pardmetros”
A+ (t) sdo determinados pelos integrais

Ay (t) = —fﬁ(ﬂ% dt, ()= f¢+(ﬂ%dt

e Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos
dominios, utilizando o método de variagao dos parametros:

t

F+ax=1/sin(t) i+2i4+z=c &+ 4d + 4z = e logt.

sin(t) . . . e%t
= tan(? -4 8xr =
I+ x = tan(t) & —4i+ 8x cos(20)
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3. O método dos coeficientes indeterminados permite determinar
solugbes particulares de uma EDQO linear

&+ 2ai + P = f(t)
quando o segundo membro (a forga externa) f(¢) é um “quase-polinémio”. Se
f(t) = p(t)er = p(t)er* (cos(wt) + isin(wt)) ,

onde p(t) = pg + pit + - - + ppt® é um polinémio de grau k, e A = p +iw € C, entdo a EDO
admite uma solucao particular
2(t) = t"q(t)e,

onde ¢(t) = qo + qit + - - - + qxt* é um polinémio de grau < k, se A é uma raiz do polinémio
caracteristico 22 + 2a.z + 8 com multiplicidade n < 2. Usando o principio de sobreposicao, é
possivel determinar solugdes particulares quando o segundo membro f(¢) é uma combinagao
linear de quase-polinémios.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coefici-
entes indeterminados.

ftrx=t F-i=t> Gi+4i+3zx=t>—-1 i-dr=ec
P2t ==tet+e  Fdaz=sin(t) i+ 4x =2tcos(t)
% 4 9x = sin(wt) &+ 4x = cos(2t) i —da =te”? &+ 4x = te ' cos(2t).

4. Mostre que uma solugao particular (com
condigdes iniciais triviais) da equacdo do oscilador harménico forcado & + w?x = f(t) é

x(t) = %/0 f(r) sin(w(t —7)) dr.

Calcule o limite quando w — 0, e deduza que uma solugao particular da equagao de Newton

i=f(t)é t
:U(t)z/o f(r)(t—=m7)dr.

Verifique e que uma solugdo particular da equacao & — k%x = f(t) é
1 [t
o(t) = ¢ [ #() sin (k(t ~ 7)) dr
0
5. (particula num campo de forgas dependente do tempo) Considere a equagdo de Newton

m{ = —2aq + F(t)

de uma particula de massa m sujeita a uma forga F'(t), onde 2« := 1/7 > 0 é um coeficiente
de atrito. Sabendo que ¢(0) = gg e ¢(0) = vg, determine a trajectéria quando a forga é

e F(t) = g, ou seja, constante,
o F(t)= —t2,

e F(t) = Fycos(vt),

o F(t) = X1y Fcos(vit).
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11 Oscilador harmonico

1. (oscilador harménico) As pequenas oscilagoes de um péndulo 0 = —w? sin(f) em torno
da posicao de equilibrio estavel § = 0 sao descritas pela equacao de Newton do oscilador
harmadnico

q = _w2q7

onde w > 0 é a “frequéncia (angular) caracteristica”. No espaco de fases X = RZ?, de
coordenadas ¢ e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

{d=p
p=—wq

Mostre que a solugdo com condigoes iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vg é

q(t) = qo cos(wt) + 2 sin(wt)
w

Mostre que as trajectérias podem ser escritas como
q(t) = Asin (wt + ¢) ou Acos (wt+ @) ,

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = v
(use as férmulas cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) e sin(a + b) = sin(a) cos(b) =
cos(a) sin(b)).
Mostre que a energia
1 1
E = D2 2202
(4:p) = 5p” + 5wq

é uma constante do movimento, ou seja que se (g(t),p(t)) é uma solugdo do oscilador
harménico entdao % E (q(t),p(t)) = 0 para todo o tempo ¢.

Mostre que a varidvel complexa z := p + iwq satisfaz

Z=1wz,
cuja solugdo é z(t) = 2(0)e™!. Verifique que a energia do oscilador é dada por E = £|z|.
Determine a energia em quanto fungao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

“Elimine” dt no sistema, e mostre que as curvas de fases sao solugoes da EDO exacta

pdp+w?qdg =0,

Uma trajectéria e retrato de fases do oscilador harménico.

equivalente a dFE = 0.

2. (oscilagoes amortecidas) Considere a equagao das oscilagoes amortecidas

§= 20— wq,

onde 2« := 1/7 > 0 é um coeficiente de atrito (7 é o tempo de relaxamento). No espago de
fases, de coordenadas ¢q e p := ¢, a equagao assume a forma do sistema

qg=p
p=—wq—2ap
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e Mostre que a energia

. 1. 1
E(g,q) := 54* + w*¢’
nao é uma constante do movimento.

e Mostre que as solugdes do sistema “sub-critico”, ou seja, com a? < w?, sdo
q(t) = Ae “'sin (\/ w? —a?t+ <p)

A . 7’ 2
Observe que a frequéncia é vVw? —a? ~w — §-+... se a < w, mas tende para zero (e

consequentemente, o perfodo das oscilagoes tende para o 0o) quando o — w.

Trajectérias e retrato de fases do oscilador amortecido sub-critico.

e Mostre que as solucdes do sistema “super-critico”, ou seja, com a? > w?, sdo

q(t) = Ae *'sinh (\/ a? —w?t+ gp)

Trajectorias e retrato de fases do oscilador amortecido super-critico.

e Mostre que as solugdes do sistema “critico”, ou seja, com a? = w? (uma condi¢io muito
diffcil de observar!), sdo
q(t) = (a + bt)e .
3. (oscilagoes forcadas, batimentos e ressonancia) Considere a equagao das oscilagdes forcadas

§ = —w?q+ Fycos(7t) .

e Mostre que, quando 72 # w?, a solucdo geral é
Fo
q(t) = Acos(wt + @) + PR cos(t)

onde A e ¢ sdo constantes arbitrarias.

e Verifique que a solugao com condigoes iniciais triviais pode ser escrita

FO F() . w =7y . w47y
q(t) = m (COS(’Yt) — COS(Wt)) = m2 S (2t - Sin Tt
Quando a diferenga 2e := w — v é pequena, ou seja |¢| < |w|, e portanto wTH = W,

podemos estimar
Fo
t) ~ ——sin(et) - sin(wt) .
alt) = 5 = sinet) - sin(wt)
Portanto, a resposta do oscilador & forga externa é uma “modulagao” lenta (de perfodo
2 /e > 2w /w) de uma oscilagdo com frequéncia fundamental w. Este fenémeno é
chamado “batimentos”. Calcule o limite da resposta ¢(t) quando € — 0.
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e Mostre que, quando 72 = w?

, a solucao com condigoes iniciais triviais é
Fy
t) = —tsin (wt) .
alt) = 3> t sin (w1)

Este fenédmeno, uma resposta cuja amplitude cresce linearmente no tempo, é chamado
“ressonancia”.

Batimentos e ressonancia.
4. (oscilagoes forgadas em notagao complexa) Considere a equagdo das oscilagdes for¢adas
j=—wlq+ F(t).
A varidvel complexa z := ¢ + iwq satisfaz a EDO linear de primeira ordem
Z—iwz=F(t).

e Uma solucdo nio trivial da EDO homogénea associada ¢ —iwy = 0 é y(t) = e™!. Use o
método da variagao das constantes para determinar a solucao na forma de um produto
2(t) = A(t)e™?, onde X é solucdo de A = F(t)e~ ™!, Deduza que

2(t) = ! (z(to) +/tF(s)emds> .

to

e Verifique que a energia cedida ao oscilador por uma for¢a F'(t) que actua num intervalo
de tempos (—o0,0) é dada por | ]

1 2 1 > —twt ?
E=_lz(c0)]" == F(t)e™ ™ dt
2 21/

5. (oscilagoes forcadas amortecidas) Considere a equagao das oscilagoes for¢adas amortecidas
i =20 —wq+ F(1),
onde 2 :=1/7 > 0 é um coeficiente de atrito, e a for¢a é F(t) = Fysin(yt).

e Mostre que, se a? < w? (ou seja, se o sistema nao forcado é sub-critico), a solucio geral
é
q(t) = Ae *'sin (\/ w? —a’t+ <p) + R(v)Fysin (vt + ¢) ,
onde a amplitude A e a fases ¢ dependem dos dados iniciais,
1 2a
R(y) = - e  tang= *sz-
\/(wz —42)? + 40242 v

A primeira parcela da solucao representa um “regime transitério” (transiente), des-
prezavel para grandes valores do tempo (i.e. para t > 27). A segunda é dita “solucao
estaciondria”, e representa a resposta sincronizada, mas desfasada, do sistema a forca
periddica. A funcdo R(7y) é dita curva de ressondncia do sistema, pois representa o
factor de proporcionalidade entre a amplitude da forca e a amplitude da resposta.
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Um exemplo de curva de ressonancia.

e Mostre que a curva de ressonancia R(7y) atinge um mdaximo para o valor

Yr = Vw? — 202

da frequéncia, chamada frequéncia de ressonancia. Observe que, se wr > 1, entao
Y~ w(l—1/(47%w?) +...).

e Discuta também os casos o = w? e a? > w?.

6. (circuito RLC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutancia L e capacidade
C, é determinada pela EDO

. . 1 .
LI+RI+ 1=V
+RI+ 5 ,

onde V (t) é a tensdo que alimenta o circuito.
e Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensao constante V (t) = Vj,
e esboce as solugoes (compare com a equagao das oscilagoes amortecidas).

e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensao alternada V(t) =
Vo sin(~t) (compare com a equagao das oscilagoes for¢adas amortecidas).

e Determine a frequéncia de ressonancia do circuito.
7. (impedancia) A resposta estaciondria de um elemento de circuito a uma tensdo alternada

V(t) = et é descrita pela impeddncia'® Z = R+iX = |Z|e" (a parte real R é a resisténcia
e a parte imagindria X a reatdncia), definida pela lei de Ohm generalizada

V=2ZI

e Mostre que a impedancia de um elemento de circuito RLC' é

1
Z =R+ iwl + —
tw +iwC

e determine o médulo e a fase de Z.

e Mostre que a impedancia de dois elementos em série, de impedéncia Z; e Zs, é
Z =721+ 72>

e que a impedéancia de dois elementos em paralelo, de impedéancia Z; e Zs, é (a metade

da média harmdnica)
1 1 1

Z_Zl+Z2

Mhttp://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_impedance
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12 Transformada de Laplace

1. Seja f : [0,00) — R uma fungdo seccionalmente continua de
ordem/crescimento exponencial m > 0, ou seja, tal que |f(t)] < Me™, VYt > 0 e algum
M > 0. A transformada de Laplace de f(t) é a fungdo holomorfa L£{f(t)}(2) = F(z)
definida pelo integral improéprio

F(z):= [y e f(t)dt.

na regigo de convergéncia R.0.C.(f) := {z € C s.t. R(z) > m} onde o integral é absoluta-
mente convergente. A restrigdo de F'(z) & semi-recta real s = R(z) > m, é denotada por
F(s).
e Verifique as seguintes propriedades elementares da transformada de Laplace
LAN() +pg(t)} (s) = ALLF()} (s) + nL{g(t)} (s) VA,ueR, coms>m,
1
L{f(A)}(s) = X/.Z{f} (s/A) VA>0, coms>Am.
L{"f(t)}(s)=L{f}(s—k) VEER, coms>m+k.

e Verifique as seguintes férmulas para as transformadas de Laplace das fungoes elementa-

5{1}(s)=§ c{t}(s)zsi2 ﬁ{t"}(s)zs% com s> 0.
E{ekt}(s):sik com s > k.
L{sin(wt)} (s) = 52—0:7(,02 e L {cos(wt)} (s) = ﬁ com s > 0.

e A funcao salto unitdrio em T > 0 é definida por

0 set<T
ur(t) '_{ 1 set>T

Verifique que
LA{ur(t)}(s) = eS com s > 0.

e Verifique que a transformada de Laplace da poténcia f(t) = t%, com g > 0, é

ﬁ{tq}(s):% com s >0,

onde a fun¢do Gama é definida pelo integral impréprio
I'(z2) ::/ e tt*lat em R(z)>0.
0

Mostre que I'(z + 1) = z - T'(2), e que I'(1) = 1. Deduza que I" extende o factorial, ou
seja, [(n+1)=nlsen=0,1,2,3,....

2. (transformada de Laplace de fungoes periddicas) Se f : [0,00[ — R é uma funcio seccional-
mente continua e periddica de periodo T entao a sua transformada de Laplace é

L{fM)Y(s) = 228 onde  Fr(s)= [, e *'f(t)dt
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e Determine a transformada de Laplace das seguintes funcoes periédicas: °

so=rt so=11 S SO=10 0

3. (transformada de Laplace e translagoes/retardos) Seja f : [0, 00 — R uma fungao seccional-
mente continua de crescimento exponencial m. Mostre que, se a > 0,

LA{ugt)ft—a)}(s)=e " *L{f(t)}(s) coms>m,

e portanto

LA{f(t+a)}(s) =eL{u,(t)f(t)} coms>m.

4. Sejam f e g : [0,00[ = R duas fungdes seccionalmente continuas
e de ordem exponencial m. O produto de convolugdo (para sistemas causais) de f e g é a
fungéo f * g : [0,00) — R definida por

(f*g)(t fo g(t —7)dr

e Verifique que f*xg=gx* f.
e Mostre que

LA{f*g}(s)=L{f}(s)-L{g}(s) coms>m.
e Deduza que

c{f tf(w)dw} ()= 207} (&) coms>m.

[0,00[ =& R uma funcdo seccionalmente
L{f}(s), com s > m, a sua transformada

5. Seja f :
continua e de ordem exponencial m, e seja F(s) =
de Laplace.

e Mostre que F'(s) é de classe C™ e

L) = L1 F(0) (5).

e Mostre que, se f e as suas derivadas f/, f, ..., f(") séo seccionalmente continuas e de
ordem exponencial m, entao

L} (s) = sF(s) = f(0)
L'} (s) = $°F(s) = sf(0) = f'(0)

L{rWm} ) = SF) -0 - 2F0) — - - sf07D(0) - F0(0).
6. (transformadas de Laplace de fungés elementares) Determine a transformada de Laplace das
seguintes fungoes f(t):
t2—2t+1 2 + €3 — 5sin(nt) (t—1)e* sin(5t) cos(4t)
tmet cosh(5t) sinh(St)
e~ cos(wt) e~ sin(wt) t cos(wt) t sin(wt)
uq(t)e™ ™ uq(t) sin(wt) (1 —ug(t))t.
Asin (wt + @) Ae” sin (wt + ) Ae”* sinh (Bt + ¢)

F F
Asin (wt + @) + 6027_072 cos (7t) Asin (wt + @) + it sin (wt)

F
e~ “sin (\/ w? —a’t+ <p) + 0 sin (vt + ¢)
\/(w2 —92)% + 40242

15[t] denota a parte inteira de ¢, ou seja, o maior inteiro n € Z tal que n < t.
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7. Se F(z) é a transformada de Laplace da funcao f(¢), entao
f(t) é dita transformada de Laplace inversa de F(z), e denotada por f(t) = L7 {F(s)} (¢).
Nos pontos de continuidade de f(t), vale a férmula de inversao de Mellin (ou de Bromuwich)

Ft) = 5= [T et P(2)dz

2m —100

onde 8 > m e m é a ordem exponencial de f(£).
e Mostre as seguintes propriedades da transformada de Laplace inversa:
L E(s) + HG(s)} () = AE™ {F(9)} (0 + pC {G()} () VA p R,
LHFGs -} (1) = "L HFE)} (1) VaeR,
L e F(s)) (1) = ua() L {F(8)} (t—a)  Va>0,
cH{5Fem o= EE ) vaso,

e Determine uma transformada de Laplace inversa das seguintes fungoes F(s):

2 1 2 1 s—1

s—‘_sTl s249 s(s2+1) s2—2s+5

—3s —s 6745 _ 6778 1

s (s —2)2 52 s34+ 4s%2 + 3s
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Transformadas de Laplace (para sistemas causais)

1) = g St s e P (2)dz

27t Jm+4e—ioco

F(s) = [, e st f(t)dt

() + pg(t) AF(s) + pG(s)

f(M) LE(s/N)
ft =7t —7) e~ F(s)
e~ f(t) F(s+a)
JE+1) = f(2) L
Jo f(P)g(t = 7)dr F(s)G(s)
Jo Fw)du Lp(s)
& J2 F(s)ds
f®) SF(s) — £(0)
f®) $F(s) — s£(0) — f'(0)

F®@) sPF(s) = "1 f(0) — .. — FE7D(0)
(=1)"t" f(2) F(™(s)
(constante) 1=u(t-0) %
(impulso unitdrio em 7 > 0) 0,(t) =4d(t—71) e T’
(salto unitdrio em 7 > 0) Ur (t) = u(t — 7') E_STS
(poténcias inteiras) t" s'ﬁl
(outras poténcias, g > 0) t? Figjll)
(crescimento/decaimento exponencial) et s—la
(poténcias com decaimento) e~ atn #
(poténcias com decaimento retardadas) e—o(t=7) (t — T)"u(t - 7') ﬁ
(coseno e seno) et = cos(wt) + i sin(wt) sjiw = ngwz +1 sziuﬂ
(coseno e seno hiperbdlicos) cosh(f5t) e sinh(ft) o fﬁZ e = 5352
(oscilagbes amortecidas) eteiwt — gmat (cos(wt) + isin(wt)) (SS_;LQO;;L_T_‘*;Q = (s+<SxJ)r3+w2 + i(s+a(§)2+w2




13 APLICACOES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE 43

13 Aplicacoes da transformada de Laplace

1. Seja f(t) uma funcao seccionalmente continua
com crescimento exponencial, e considere a EDO linear de segunda ordem

E+ai+ Pr=f(t).

Se F(s) = [;Ze *'f(t)dt ¢ a transformada de Laplace de f(t), entdo a transformada de
Laplace X(s) = [~ e " f(t)dt da solugdo x(t) com condigdes iniciais triviais z(0) = 0 e
#(0) = 0 satisfaz a equagao algébrica

onde P(s) = s2 + as + 8 é o polindmio caracteristico do operaeor diferencial linear L =
5722 Jra% + 5. A funcao de transferéncia é o quociente H(s) := 1/P(s), e a resposta impulsiva
é a sua transformada de Laplace inversa, ou seja, uma fungao h(t) tal que

H(s) = /000 e S'h(t)dt .

Portanto, X (s) = H(s)F(s), e a resposta do sistema pode ser representada como o produto
de convolucao x = h * f, ou seja,

t
z(t) = / h(t —7)f(7)dr.
0

e Mostre que a resposta impulsiva h(t) é a solugao da equagao homogénea &+ o+ Sx = 0
com condigao inicial h(0) =0 e h(0) = 1.

e Mostre que h(t) é a solugdo da equagao diferencial'® & + az + Bz = §(t) com condigao
inicial trivial.

e Resolva, usando a transformada de Laplace, os seguintes problemas de Cauchy:

t4+x=0 comz(0)=1

i4+z=—e comxz(0) =2
Z+4x =3t comz(0)=0e £(0) =2
&—2t+5x=0 comx(0)=—-1ex(0)=2
F—4i4+4x=0 comz(0)=0ex(0)=1
T+xz=1 comaz(0)=0
Z4+4r=1 coma(0)=0ex(0)=0
F+2e=t—[t] comz(0)=0ec¢z(0)=0
F+2+5r=05(t—t)) comz(0)=0ez(0)=1
i+ 7m2r =3 (1 —u(t)) com x(0)=1ei(0)=0
2. (oscilagoes) Considere as equagoes das oscilagoes forcadas e das oscilagoes for¢adas amorte-

cidas
éj+w2q=f(t) e ij+2aq+w2q:f(t).

6 A funcdo delta de Dirac §(t) é definida pela identidade formal

oo
[ swstde= s,
— 00
onde f(t) é uma fungdo continua arbitriria. A sua transformada de Laplace é f0°° e~5t§(t)dt = 1, e a transformada
de Laplace de 6(t —7) é [;° e '8(t — 7)dt = e~ "*. De facto, § ndo é uma fungio, mas um funcional linear (4|
definido no espago das fungdes continuas|f), que associa & fungdo f(t) o valor (8|f) =*“[_ f(t)é(t)dt”= f(0) .
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e Determine a funcao de transferéncia e a resposta impulsiva dos dois sistemas.

e Determine a solucao do problema de Cauchy com condigao inicial ¢(0) = ¢o e ¢(0) = vo,
quando a forga é

@) = fod(t —to)  f(t) = fouro (1) f(t) = fo (L —ue(t))  f(t) = focos(71).
3. (circuito RL) Considere a equagao
LI+RI=V,
que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensdo V(t).

e Determine a funcao de transferéncia do circuito.

e Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante
e igual a Vp, é desligado no instante ¢ty > 0, dada uma corrente inicial (lei de Ohm)
1(0) = Vo/R.

e Determine a corrente quando o gerador € ligado no instante ¢y > 0 e fornece uma tensao

constante V(t) = Voue,(t) ou alternada V(t) = Voue,(t) sin(wt), dada uma corrente
inicial nula.

4. (circuito RCL) Considere a equagao
.. .1 .
LI+RI+ 1=V,
C
que descreve a corrente I(t) num circuito RLC alimentado com tensao V(¢).

e Determine a fungao de transferéncia do circuito e uma férmula integral para a corrente
I(t), dada uma corrente inicial I(0) =0 e I1(0) = 0.

e Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante
e igual a Vj, é desligado no instante {3 > 0, dada uma corrente inicial estacionaria
I(0) =Vh/R e I(0) = 0. .

e Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante g > 0 e fornece uma tensao

constante V() = Vouy,(t) ou alternada V(t) = Vouy,(t)sin(wt), dada uma corrente
inicial 1(0) =0e I(0) =0.

5. (injegoes) A quantidade de medicamento que circula no sangue de um paciente decresce
segundo o modelo exponencial & = —fxz, com S > 0. Uma inje¢do com dose a > 0 no
instante 7 é idealizada como sendo um impulso instantaneo ad,(t), e portanto

& =—0x+ ad(t).

e Determine a quantidade de medicamento x(t) que circula no sangue de um paciente
que recebe uma série de injegoes nos instantes 0 < t; < t9 < -+ < t,, com doses
Z1,Za,. .., Ty, respectivamente, dada uma quantidade inicial z(0) = 0.
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Formulario primitivas

45

f(z) = F'(z) [ f(x)dz = F(x)
fly(@))y' () [ @)y (z)dz = [ f(y)dy
f(@)g'(z) [ @)y (@)dz = f(z)g(x) - [ f'(2)g(x)dx
(constantes) A [ Adz = Xz
(poténcias, o # —1) e [avde = ot
(logaritmo) 1/x [ 4 =log|z|
(exponencial) e’ Jetdx =e”
(seno) sin(z) [ sin(z)dz = — cos(x)
(coseno) cos(z) J cos(z)dz = sin(x)
(tangente) @ Ik mi‘% = tan(z)
(cotangente) smTl(x) Ik Sindz% = —cotan(z)
(arco cujo seno) 1£12 S/ \/1‘1107 = arcsin(z)
(arco cuja tangente) ﬁ 11“;2 = arctan(z)

(exponencial x seno)
(exponencial X coseno)
(coseno X coseno, n? # m?)
(seno x seno, n? # m?)
(seno x coseno, n? # m?)
(z x coseno, n # 0)

(z x seno, n # 0)

(¥ x coseno, n # 0)

k

(z¥ x seno, n # 0)

¢ sin(Bx)
€27 cos(Bz)
cos(n) cos(ma)
sin(na) sin(ma)
sin(na) cos(ma)
z cos(na)
2 sin(na)

z* cos(nz)

2" sin(nx)

[ e sin(Ba)de = < sinBr)p cos(Ba))

[ e cos(Ba)dz = -(eeoxlBatpsin(p)

| cos(nz) cos(ma)
[ sin(nz) sin(ma)dz =

[ sin(nz) cos(max)dz =

[ @ cos(nz)dx =

[ xsin(nz)dx =

[ z¥ cos(nz)dz = 2l

[ 2% sin(nz)dy = — o)

a?+p?

do — sin((n+m)x) + sin((n—m)x)

2(n+m) 2(n—m)

__sin((n+m)z)
2(n+m)

sin((n—m)x)
2(n—m)

__cos((n+m)z)  cos((n—m)x)
2(n+m) 2(n—m)

cos(nz) x sin(nx)
n? + n

sin(nz)  xcos(nz)
n? n

shsintng) & k=1 gin(ng)de

n

+ £ [ 2kt cos(na)dx

n
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14 Equacoes diferenciais parciais

1. Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma lei
F(ml,...,xn,u,uzU...,uzn,...,uzizj,...,umimjzw...) =0

para algumas (i.e. um ndmero finito de) derivadas parciais

0 0 0

Ugigs . gp = . —— U
Tig Tk Oz; Ox; Oz,

de um campo u(z1,...,Z,), escalar ou vetorial, definido num dominio D C R™. Dependendo
do significado fisico das varidveis independentes x = (x1, ..., 2, ) (posigdo, tempo, velocidade,
energia, ... ), é posto o problema de determinar a/as solu¢ao/ées do problema com condigdes
InicLas

U(X, to) = @(X) ) ut(x7 tO) = ¢(X) )
se as varidveis independentes sdo (x,t) := (z1,...,Tn_1,t) € D C R xR | tg é um “tempo
inicial” e ¢, ¥, ...sdo func¢oes dadas, e/ou do problema com condi¢ées de fronteira

u(x) = o(y) quando x -y € 9D,

se as varigveis independentes sao x := (x1,...,2,) € D C R™, 0D denota a fronteira do
dominio D C R" e ¢ é uma fungao dada.

e Determine a solugao da EDP
Uy = 0

para o campo escalar u(zx,t), com x € R e t € R, com condi¢ao inicial u(x,0) = ¢(z).
e Mostre que as solucdes de classe C? da EDP
Ugy = 0
no plano R? sao u(z,y) = f(z) + g(y), onde f e g sdao fungdes arbitrdrias de classe C2.

2. Dado um multi-indice o = (a1, ag,...,a,) € N?,
de grau |a| := @1 + @2 + -+ + ay,, 0 operador diferencial 9%, que actua sobre o espago das
fungdes C*° (ou suficientemente diferencidveis) definidas em abertos de R™, é definido por

o
0 : 0

0z 0xs? ... Oxp™

As ondas planas, ou harmdnicas, sao as funcoes definidas por
ee(x) == eH&x)

com & = (£1,82,...,&,) € (R") ~ R" dito “vetor de onda” (as vezes é util usar a norma-
lizacdo e¢(x) = e2miEx)),

e Verifique que as ondas planas eg¢(x) = e"&X) s3o0 funcoes préprias dos operadores di-
ferenciais 0%, com a € N" com valores préprios (i§)® := (i&1)**(i&2)*2 ... (i€,)*", ou
seja,

8"‘65 = (if)aeg .
e O operador de translagio T, com a € R™, é definido por

(Taf)(x) == f(x+a).

Verifique que as ondas planas eg(x) = e"€X) g30 também funcdes préprias dos opera-
dores de translagdo com valores préprios A, (§) = €& ou seja,

Taee = ettéa) €.
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e O operador de modulagao M, com & € (R™)" ~ R", é definido por

(Me f)(x) := "X f(x).
Mostre que T, o M¢ = ei<5’a>M§ oT,.

3. Um operador diferencial linear de grau < k, de-
finido num domiinio X C R", é um polinémio

P0,x)= > aa(x)0",

lo| <k

em 0, com “coeficientes” a,(x) que s@o fungoes a, : X — R. O operador é invariante por
translacoes se os coeficientes a, nao dependem do ponto x, i.e. sdo constantes.

As “ondas planas” e¢(x) = e“&X) | com “vector de onda” & = (£1,&,...,&,) € R”, sio
fungoes préprias do operador linear com coeficientes constantes L = P(3), ou seja, satisfazem

Leg = o(§) e¢,

onde o valor préprio, o polinémio () := P(if), é dito simbolo do operador L. O simbolo
principal é o termo (polinémio homogéneo) de grau méximo, o,(§) = Zlalzk aq - (i€)*. O
operador L = P(9) é dito eliptico se o seu sfmbolo principal s6 se anula na origem, i.e. se
op(§) # 0 para todos os € # 0.

Em geral, o simbolo do operador linear L = P(9,x) é a func¢ao que a cada x € X associa o
polinémio & — P(i€,x).

e Determine os simbolos dos seguintes operadores, e determine os dominios onde sao
elipticos

aacm + ayy 8zac - 8yy 6t - 8xw
att - a'pr + az axm - Iayy
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15 EDPs de primeira ordem*

1. Uma EDP linear de primeira ordem é
uma lei
a1(X) Uz, + -+ + an(X) Uz, = f(x)

para o campo escalar u(x) = u(xy,x2,...,2T,), onde a1(x), ..., a,(x) e f(z) sdo fungoes
dadas num dominio  C R™. A EDP homogénea associada é

a1 (X) Uz, + -+ an(x) Uz, =0.

O campo caracteristico é o campo de vectores v(x) := (a1(x),...,a,(x)) em Q@ C R™. As
(curvas) caracteristicas sdo as curvas integrais de v, as solugoes da EDO x = v(x). Se
t — x(t) denota a caracteristica com condigao inicial x(0) = x, entdo a derivada de Lie do
campo escalar ¢ ao longo do campo vectorial v é

(£vo)(x) := %cﬁ(X(t)) = a1(X) ¢z, (X) + -+ 4 an(x) 42, (%) -
t=0

Em particular: as solugdes do problema homogéneo £,u = 0 sao as funcoes u constantes
ao longo das curvas caracteristicas. Se ¥ C 2 é uma hiper-superficie transversal ao campo
caracteristico v (ou seja, definida localmente por ¥ = {f(x) = 0}, com £ f # 0), entdo o pro-
blema nao- homogéneo £,u = f com condigao inicial uly, (y) = ¢(y) (Vy € ¥) admite uma
solugao local numa vizinhanca de ¥: num sistema de coordenadas tal que v = (1,0,...,0) e
¥ = {x1 = 0}, a solugdo local é

T
U(I1,$27...,In) = w(xQV'-a'rn) +/ f(t,.Tg,...,.In)dt.
0
e Determine as caracteristicas da EDP

Uy = f(xay)

para o campo u(z,y) definido no plano R?. E possivel resolver o problema com condicao
inicial u(z,0) = p(z) ?

e Determine as caracteristicas da EDP
TUy + Uy =0

para o campo u(z,y) definido no plano R?, e resolva o problema com condigao inicial
u(z,0) = ¢(z).
e Descreva as solugoes da EDP
TUg + Yty =0

no plano R? e no domfnio 2 = R?\{(0,0)}.

e Descreva as solugoes da EDP
TUz = YUy

no plano R2.
2. (equagao de transporte) Considere a equagdo de transporte
ur +vu, =0
para o campo u(x,t), com x € R e t € R, onde v(z,t) é um campo de velocidades dado.

e Determine as caracteristicas.

e Mostre que, se o campo de velocidades v(z,t) = v(t) depende apenas do tempo, entéo
uma solugao da equagao de transporte com condigao inicial u(x,0) = p(z) é

u(z,t) = ¢ (x + /Otv(s)ds> .
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3. Uma EDP quase-linear de primeira
ordem é uma lei
a1 (X, u) Uy, + -+ ap(X,0) vy, = f(x,u)

para o campo escalar u(x) = u(x1,xa,...,%,), onde a1(X,u), ..., a,(x,u) e f(x,u) sdo
fungbes dadas num dominio Q C R™ x R. A EDP homogénea associada é

a1 (xX,u) Uy, + -+ an(x,u) uy, =0.

O campo caracteristico é o campo de vectores V(x,u) := (ai(x,u),...,a,(x,u), f(x,u)) em
0. As (curvas) caracteristicas sdo curvas integrais do campo caracteristico, as solugoes da
EDO

71 = a1(x,u)

. )
Ty = ap(X,u)

u = f(x,u)
ou seja, eliminando o tempo ¢, de
dry o dz,, du
CLl(X, U) B - an(x,u) B f(x,u) .

4. (equacao de Euler) Considere um fluido de particulas ndo interagentes na recta. O campo de
velocidades do fluido é v(z,t) := &(t), onde s — x(s) denota a trajectéria da particula que
passa pelo ponto x no instante t.

e Mostre que a equagdo de Newton & = 0 implica que v(x,t) satisfaz a equag¢do de Fuler
v +vv, =0.

e Mostre que a equacao pode ser escrita
10,
-2 =0
vt + 21 (1} )

e Mostre que, se z(t) é uma solucdo da EDO & = v(x,t), entdo a funcao u(t) := v(x(t),t)
é uma constante. Portanto, o vector (z(t),u(t)) satisfaz a (o sistema de) EDO carac-

teristica
T=u
=20

e Resolva o sistema caracteristico, e deduza que uma solucao implicita da equacao de
Euler v; 4+ vv, = 0 com condicao inicial v(x,0) = ¢(z) é dada por
v(z +te(z),t) = p(),

desde que t seja suficientemente pequeno.

e O que acontece para grandes valores de ¢ quando o perfil de velocidades inicial v(z,0)
nao é constante?
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16 EDPs lineares de segunda ordem: Laplace, ondas e calor

1. O simbolo do operador diferencial
linear de grau dois

0? 0
L:P(a): Z aij M—F Z ai87+ao,

1<i,j<n 1<i<n g

definido num dominio de R™ é o polinémio quadratico

o(i€) = P(if) = - > ay&&+i Y ai&i+ao,

1<4,5<n 1<i<n

onde A := (ai;) € Mat, x»(R) é a matriz simétrica que define a “forma quadrética”

- O'p(Zf) = <§7A£> )

dita simbolo principal. A forma quadrética pode ser diagonalizada (por um operador orto-
gonal e depois umas dilatagoes/contracgoes) e transformada na forma canénica, associada a
uma matriz diagonal com valores proprios £1 e 0. Portanto, existe uma base de R™ tal que
o simbolo principal do operador L assume a forma candnica

—0p(i) = (§1+ -+ &) — (§pr1 + -+ &piag)s

onde p+ g <n,ep—qéa “assinatura” da forma quadratica.

O operador L é dito eliptico se o seu simbolo principal for uma forma quadratica definida
(positiva ou negativa), ou seja equivalente a +£(£2 + - .- + £2).

O operador L é dito hiperbdlico se o seu simbolo principal for uma forma quadrética nao-
degenerada de assinatura n — 2, ou seja equivalente a +(&7 + -+ + &2, — £2).

O operador L é dito parabdlico se o seu simbolo principal for uma forma quadratica degene-
rada com nicleo uni-dimensional e definida (positiva ou negativa) no complemento ortogonal
do nicleo, ou seja equivalente a £(&2 + -+ +&2_,).

2. O Laplaciano (ou operador de Laplace)
no espaco euclidiano R™ é o operador diferencial linear de grau dois A := divograd, definido,
em coordenadas Cartesianas x = (21,2, ...,x,) € R™, por

Afom P44 0Ly 0F

2 2 2
ox? ox3 ox?

se f(x) = f(z1,22,...,2,) é uma funcio real de classe C?. A equacio de Laplace para o
campo escalar u(z) definido num dominio D C R™ é a EDP

Au=0

As solucoes da equacao de Laplace sao ditas funcdes harmdnicas.

e Determine a simbolo de A em R", e mostre que o Laplaciano é um operador eliptico.
e Quais fungoes satisfazem a equagdo de Laplace u”(x) = 0 na reta?

e Determine as solugoes da equacao de Laplace u”(z) = 0 no intervalo [a,b] C R com
condigoes de fronteira u(a) = ¢ e u(b) = d.

u(z,y) = log /22 + y2

é uma solugdo da equagio de Laplace u; + u,, = 0 em R*\{(0,0)}.

e Verifique que
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e Verifique que (o potencial elétrico/gravitacional gerado por uma carga/massa posta na

origem)
1

W) T e

¢ uma solugdo da equagdo de Laplace uyy + Uyy + us, = 0 em R3\{(0,0,0)}.
3. A equagdo de calor/difusdo para o campo u(x,t), com x € D C R" e
t>0,¢é
onde A é o Laplaciano no espaco Euclidiano R™ e 8 > 0 é um coeficiente de difuséo.

e Mostre que a substituicdo 7 = St transforma a equacao do calor acima em u, = Au.

e Determine o simbolo do operador de difusao (ou transporte)
L:=0, - pA,

e mostre que é parabdlico.

Verifique que as fungdes harménicas u(x) s@o solugoes estaciondrias (i.e. independentes
do tempo t) da equagao de calor.

Verifique que
u(z,t) = ie‘”z/‘wt

é uma solucao da equagao de calor uy = Sug, em t > 0.

Verifique que
u(z,y,t) = %e_('”z“/?)/wt
¢ uma solugao da equagao de calor uy = B(ugz + tyy) em t > 0.

4. A equagdo de onda para o campo u(x,t),comx € D CR" et € R, é

onde ¢ é a velocidade de propagagao das ondas.

e Mostre que a substituigdo 7 = ct transforma a equagao de onda em u,, = Au.

e Determine o simbolo do operador de d’Alembert
1
‘:l = gatt - A7

e mostre que é hiperbdlico.

e Verifique que as “ondas planas”
ue(x,t) == AetEx—wt)

sdo solucdes da equacdo das ondas u;; = c2Au no “espaco-tempo” R" xR, se a frequéncia

w e o numero de onda & = (£1,&,...,&,) € R™ satisfazem a relacdo de dispersdo
2 2)¢12

w? = c*|¢]J7.

5. A mudanga de varidveis inde-
pendentes (z,t) — (£,m), onde £ = x + ¢t e n = x — ct, transforma a equagao de onda

Pu_ 0%

oz~ C o

na forma canénica

Fu =0 ou seja ﬁ_cﬁ g+cg u=20
acon o ot “or)\ar )" T
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cuja solugao geral é uma sobreposicao
u(a, ) = f(z— ct) + glo +ct)

de duas ondas viajantes (traveling waves) com velocidades +c e perfis f e g (duas fungoes
diferencidveis arbitrarias). A solu¢do da equagao de onda na reta real com condigoes iniciais

ou

u(@,0)=¢@@) e (2,00 =)

é dada pela férmula de d’Alembert

x+ct

w(z,t) = 5 (¢(z + ct) + ¢z — ct)) + 5= [ 5 (y)dy

e Mostre que, se as condigoes iniciais ¢(x) e ¥(x) sdo nulas fora dum intervalo [—L, L],
entdo a solugao u(x,t) é nula fora do intervalo [—L — ct, L + ct], e interprete este facto.

e Determine uma solucao quando as condigoes iniciais sao

u(z,0) =0 e %(ag, 0) = cos(2mzx),

ou 5
2 u
u(z,0) =e™* e —(2,0) =0.
(2,0) —(,0)
e Mostre que, se as condigdes iniciais u(z,0) = ¢(z) e %(m, 0) = ¢(z) sdo fungdes impares,
entdo a solugao de d’Alembert u(zx,t) é uma funcdo impar de x para cada tempo ¢. Use
esta observacao para resolver o problema das ondas na semi-recta x > 0 com condicao

de fronteira nula «(0,t) = 0.

6. (difusao/movimento Browniano) No modelo do movimento Browniano proposto por Einstein
em 1905'7, a densidade de probabilidade P(x,t) de encontrar a particula Browniana na
posicao x no tempo t sabendo que ela estava na posicao 0 no tempo 0 é a solugao nao-

negativa da equacao da difusao

oP 0%pP

B =0

ot Ox?
tal que lim;_,g P(x,t) = 0 para todo o  # 0, e ffooo P(z,t)dx = 1 para todo o tempo ¢ > 0.
O “coeficiente de difusdo” é 5 = %, onde R é a constante de gés perfeito, T' a temperatura
absoluta, N o ntmero de Avogadro, e & = 67np um coeficiente de friccao (que depende da
viscosidade dindmica n do liquido e do raio p da particula Browniana).

e Verifique que a Gaussiana
1
2/t

resolve o problema do movimento Browniano.

Py(z) = e /4By

e Verifique que
[e.e]
Pra(@) = [ Pdp)P(e )y

—00
e interprete este facto.

e (Calcule o caminho quadratico médio da particula Browniana no tempo ¢, definido por

(z(t)*) = /OO 22 Py(z)dx .

— 00

17A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flussigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549, 1905 [English translation in A. Einstein, Investigations
on the Theory of Brownian Movement, Dover, New York, 1956].
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7. (equagao de Korteweg-de Vries) Considere a equagdo de Korteweg-de Vries'® (KAV)
U + Ugge + 6uuy =0,

que descreve ...

e Mostre que u(z,t) := ¢(x — vt — ) é uma solugdo da KdV se ¢ é uma solugdo da EDO
—v@' +¢" +6¢¢’ = 0, e portanto se existe uma constante c tal que ¢ é uma solugao da
equacao de Newton

9" = -3¢ +vo+c
e Verifique que a “secante hiperbdlica”

1 2
h(x) .= =
sech(z) cosh(z) e*+4e®

satisfaz a EDO
=2

com condigoes de fronteira f(+oo) = 0 (ou seja, lim, 1 f(z) = 0).

e Deduza que

u(z,t) = %sech (*f(x — vt — x0)>

é uma solucao da KdV, que descreve uma “onda solitdria” (soliton), localizada numa
vizinhanga de xy 4 vt, que viaja com velocidade v.

8. (equagao de Burgers) Considere a equagdo de Burgers
Ut = PlUgy + Ul
com viscosidade p > 0.

e (substituigao de Cole'?-Hopf ?) Mostre que se v(z,t) é uma solucio da equagao de calor
Vt = UUzz, €NtA0

u = 2%logv =l

é uma solucao da equacao de Burgers u; = pug, + uuy,.

18D.J. Korteweg and G. de Vries, On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal, and
on a New Type of Long Stationary Wave, Philosophical Magazine 39 (1894), 422-443

193.D. Cole, On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics, Quart. Appl. Math. 9 (1951),
225-236.

20F. Hopf, The partial differential equation ut 4+ uuy = puzs, Comm. Pure and Appl. Math., 3 (1950), 201-230.
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17 Separacgao de variaveis, harmonicas e modos

1. O operador de Sturm-Liouville definido pelas fungoes p(z) e
q(z) no intervalo [a, b] (¢ continua e p com derivada continua), é

|Lf == (of") +af]

Por exemplo, se g(z) = 0 e p(x) = 1, entdo o operador de Sturm-Liouville é o Laplaciano
Af = f"”. Seja E o espaco euclidiano das fungoes reais integraveis no intervalo [a,b] com
condigoes de fronteira f(a) = f(b) = 0 ou f’(a) = f/(b) = 0, munido do produto interno

(f,g) = fab f(®)g(t)dt. O operador de Sturm-Liouville pode ser pensado como um operador
simétrico (i.e. auto-adjunto) L : V — E definido no subespaco V C E das fungdes com
duas derivadas continuas. O problema de Sturm-Liouville consiste em determinar os valores
préprios A € R e as correspondentes fungoes préprias fi(z), solugoes de

no espago V. Os valores préprios sao reais, e fungoes préprias correspondentes a valores
préprios distintos sao ortogonais.

e Mostre que o operador de Sturm-Liouville é simétrico, i.e. (Lf,g) = (f, Lg) para todos
os f,g € V (integre por partes duas vezes, usando as condigoes de fronteira).
e Determine os valores préprios e as fungoes préprias do Laplaciano Af := f”, i.e. as
solugoes de
==X,
no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira f(0) = f(x) = 0.

e Determine os valores préprios e as funcoes préprias do Laplaciano Af := f”, i.e. as
solugoes de

f// = _>\f7
no intervalo z € [0, 7] com condigdes de fronteira f'(0) = f/'(7) = 0.
e Determine os valores proprios e as funcgoes préprias do Laplaciano Af := f”, i.e. as
solugoes de
I =M,
no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira f(0) — f'(0) = f(n) — f/'(w) = 0.

e Mostre que as fungdes préprias f(r), com 0 < r < oo, de
T2f"—|-7“f, :n2f
quando n € Z, sdo f1(r) =rT" sen #0, e fo(r) =1 ou uy(r) = logr se n = 0.

2. O método de separagio de varidveis para determinar solugdes de
uma EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas variaveis = e t, consiste em substituir
a conjectura

(1) = X(2)T() |

na equagao e deduzir (L, X)T = (L;T)X, onde L, e L; sdo operadores diferenciais lineares
nas varidveis x e t, respectivamente. A igualdade entao implica que existe uma constante A
tal que X e T satisfazem as equacgoes de Sturm-Liouville

L, X =)X e LT = \T.

As condigoes de fronteira determinam certos valores préprios A e as correspondentes fungoes
préprias admissiveis Xy (x) e Th\(t), e portanto as solugoes separdveis Xy (z)T)(t). Pelo
principio de sobreposigao sao também solugoes combinagoes lineares (finitas)

u(z,t) = exXa(x)Ta(t),
A

com ¢y € R.
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e Determine, se possivel, solugoes separaveis das seguintes EDPs.

Uy + Uy =0 tuge +us =0 Uy = 2y
Ugg + Ugy + Uyy = 0 Uggy + Ugy + Uy =0 Uty = Uy
Uy + Uyy + Uz, =0 YUz + TUyy + TYUz, = 0 Uy = 0

3. (corda vibrante e harménicas) As pequenas vibragoes transversais de uma corda de compri-
mento ¢, tensao k e densidade linear p sao modeladas pela equacao de onda

9 293
oz — C oz =0

com condigoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0, onde u(z,t) denota o deslocamento trans-
versal da corda na posi¢do = € [0,4] e no tempo t, e ¢ = \/k/p. As solugdes separdveis do
problema da corda vibrante sao as ondas estaciondrias
un(x,t) = (an cos (2mupt) + by, sin (27r1/nt)) sin (27 /Ay)
= A, sin (2rv,t + 7,) sin 27z /A) comn=1,2,3,...
onde a, e by, ou a amplitude A, = /a2 + b2 e a fase 7, = arctan(a, /b,), sdo constantes
arbitrarias, e as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

20
:2%71 e )‘":ﬁ’ comn=123, ...,

respetivamente. A primeira frequéncia, vy = 53, é dita som (ou tom, ou modo) fundamental,

e as outras, v, = 57, sao ditas n-ésimas harmdnicas da corda.

Perfis das primeiras 5 harmdnicas.

Un

Por exemplo, se a primeira harménica é o A4 de 440 Hz, entao a segunda é o As de 830 Hz, a
terceira estd préxima do Eg de 1318.5 Hz, a quarta é o Ag de 1760 Hz, a quinta esta préxima
do Cﬁ7 de 2217.5 Hz, a sexta estd préoxima do E; de 2637 Hz, a sétima esta proxima do Gy de
3136 Hz, ... Em particular, as primeiras harmoénicas contém a “fundamental” A, a “quinta
justa” E a “terca maior” CF, as trés notas (“triade maior”) do “acorde maior”! 2!

1 [* ou\ > ou\’
E == — k{— d
7 ('O(at> i (ax) §
é uma constante do movimento, ou seja, que %E = 0 (calcule a derivada e integre por
partes o segundo termo).

o Mostre que a energia

21To learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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e Verifique que as solugdes separdveis u(x,t) = X (z)T'(t) da equagdo da corda vibrante
com X (0) = X (¢) =0 sdo as ondas estaciondrias u,(x,t), comn=1,2,3,....

e Mostre que a energia de uma onda estacionaria
un(x,t) = Ay sin (2rvpt + 7,) sin (272 /Ay,)

é dada por
B, = n2MA22

onde M = pf é a massa da corda.

e Determine as vibragoes de uma corda de comprimento ¢ = 7 dadas as condigoes iniciais

. ou .
u(x,0) = sin(3x) e a(x, 0) = 2sin(4x),
" 0) = 3si in(2 O (1 0) = sin(3
u(z,0) = 3sin(x) — sin(2z) e a(x, ) = sin(3z) .

e A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o L45 de 880 Hz com esta corda?

4. (vibragoes amortecidas) Considere a equagao da corda vibrante “amortecida”

Pu  ,0%u ou
—5 — = +2a—— =0.
ot? Ox? ot
em 0 < z </, onde o > 0 é um coeficiente de atrito, com condigdes de fronteira u(0,t) =
u(f,t) =0
e Mostre que a conjectura u,(z,t) = g,(t) sin (%x) implica que ¢, (t) satisfaz a EDO
G + Wi Gn + 204 =0,
com frequéncia w? = (wen/f)2.
e Deduza as solugoes separaveis do problema.
5. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira e modos) Considere a conducao

de calor num fio condutor de comprimento ¢ e difusividade térmica 8. A temperatura u(z,t)
na posicado = e no tempo t verifica a equacgao de calor

el %u _
ot ~Bgez =0
e Verifique que a fungao
b—a
a+

é uma solugao estacionaria da equacao de calor com condigoes de fronteira constantes
u(0,t) = a e u(l,t) = b. Deduza que a solugdo da equagao com condigdes de fronteira
constantes u(0,t) = a e u(¢,t) = b é igual a

b
u(z,t) = a+ az+v(x,t),

14

onde v(z,t) é a solugdo da equagdo com condigoes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e
v(l,t) =0

e Verifique que umas solugoes da equacao de calor com condigoes de fronteira nulas
u(0,t) =0 e u(f,t) = 0 sdo os modos

Up(T,t) = spe” Blmn/l) tsm(ﬂénx) comn=1,23,...,

onde s,, sdo constantes arbitrarias.
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e Mostre que uma sobreposicao finita de modos

N
t) = e Brn/O%t (ﬂ )
u(z,t) ;s e sin (-«

também ¢ solucao da equagao com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = 0 e u(¢,t) = 0,
e determine o limite de u(z,t) quando t — oc.

e Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm?/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatorios mantidos a temperatura
constante de 0°C. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (%x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e
100°C, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

e Determine as solucoes da equagao de calor

@ — @ =0 com 0 <2<

ot o2 ==

com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(w,t) = 0, e condigdo inicial
u(z,0) = sin(x) + 3sin(2zx),

u(z,0) = 7sin(7z) — sin(5x).

6. (condugao de calor com fluxo nulo na fronteira) Considere a equacao de calor

ou 0%y
a_ﬁ _07

01?2

em 0 < x < ¢, com condigoes de fronteira %(O, t)=0e¢ %(5, t) = 0, que descreve o perfil de
temperatura de um fio condutor termicamente isolado.

e Mostre que o “calor”
¢
Qt) == C/ u(z,t) dx,
0

onde C' = mc é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor
especifico ¢) é constante, ou seja, que %Q(t) =0.

e Verifique que umas solugoes sao os modos
™
up(z,t) = cnefﬂ(”"/l)% cos (710) comn=0,1,2,3, ...,

onde ¢,, sao constantes arbitrarias.

e Mostre que uma sobreposigao finita de modos

N
u(z,t) = Z cpePn/O7t og (%x)
n=0

também é uma solugéo, e determine o limite de u(z,t) quando ¢t — co.
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7. (calor com dispersao) Considere a equacao de calor com dispersao

ot 0x2

=Uu

no intervalo 0 < z < £ com condigoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0 para todos os ¢t > 0.

e Determine as solugoes separaveis do problema.

e Verifique que a substituigao v(z,t) := u(x,t)e”! transforma a equagao acima na equagao

ov 0%v B

ot o2

8. (ondas e calor no intervalo infinito) Determine solugoes separdveis e limitadas das equagoes
de onda e de calor o2 o2 5 52
U U u U
—— — = =0 e — —f=— =0
ot? Ox? ot Ox?
com z € R.
9. (equacao de Schrodinger livre) A “funcdo de onda” t(z,t) de uma particula livre nao-
relativistica satisfaz a equac¢do de Schréidinger

oy R
’Lha = —%ATb,

onde m é a massa da particula e i é a constante de Planck reduzida.

e Determine solugoes separdveis quando x € [0,¢] C R com condigdes de fronteira nulas,
¥(0,t) =¥(¢,t) =0.
e Mostre que as solugoes separaveis e limitadas na recta sao proporcionais a
(e, t) = e e
onde £ >0ep=+v2mkE.
e Verifique que as ondas planas
bla, 1) = Aci(E2) =0
sao solucdes separdveis da equacdo de Schrodinger em R? se a frequéncia w e o nimero

de onda & = (&1, &2, &3) satisfazem a relagdo de dispersdo hw = %HfHQ

10. (equacio de Klein-Gordon) A “funcio de onda” 1 (x,t), com x € R® et € R, de uma particula
livre relativistica de massa prépria m satisfaz a equacao de Dirac, e portanto a equacao de
Klein-Gordon (em unidades de Planck®?)

—thie + AP = m?e).
e Verifique que as ondas planas
Y(x,t) = AelEx)—wt)

sdo solucdes separaveis da equacao de Klein-Gordon em R? se a frequéncia w e o ntimero
de onda & = (&1, &2, &3) satisfazem a relagdo de dispersao w? — ||€||? = m?.
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18

1.

Séries de Fourier

Se ¢g(z) é uma fun¢do holomorfa num dominio
que contém a circunferéncia unitdria S := {z € C s.t. |z| = 1}, ent@o a sua expansio em
série de Laurent pode ser escrita, nos pontos z = e € S (i.e. com 6 € R/27Z), como

oo

g(eie): Z CneinO

onde ) ) .
f(Z) - g(ew)efinﬁ a0 .

Cn = — z =
211 |z|=1 Zn+1 2

—T

Os “coeficientes” ¢, podem ser definidos desde que a funcio f(6) := g(e’) seja integravel no
circulo R/27Z.

Seja f(#) é uma funcdo integravel em S!' = R/27Z, ou seja,
uma funcao f : R — C periédica de perfodo 27 (e portanto determinada pelos seus valores
no intervalo [—7, 7]). A série de Fourier compleza de f() é a série formal

fee fn)e?

“ b

(o simbolo “~” é apenas uma notacao!), onde os coeficientes de Fourier complexos de f(6)
sao

f(n) =5 [T f(0)e=? db

E posto o problema de decidir se as “somas parciais (da série de Fourier)”, os polinémios
trigonométricos

N
Sn(0):= > fn)em,
n=—N

s@o convergentes num certo sentido, e, se sim, se a soma limy_, o, Sy () é igual a fungao f(6)
pelo menos num conjunto “grande” de pontos 6.

O lema de Riemann-Lebesgue afirma que os coeficientes de Fourier de uma fungao integravel

~

convergem f(n) — 0 quando n — oo. Se f(6) é de classe C*, entdo os coeficientes de Fourier

k
da sua k-ésima derivada f*) := Zm—f sa0

FE(n) = (in)* f(n)

e, em particular, |n|kf(n) — 0 quando n — oo.

e Mostre que se f(f) é par, entao f(n) = f(—n) para todos os n > 0.

e Mostre que se f(#) é impar, entao f(n) = —f(—n) para todos os n > 0.

e Determine as séries de Fourier complexas das seguintes fungoes periddicas de periodo
27 definidas no intervalo [—7, 7] por (as solugdes estdao no formuldrio!):

fOy=0, fO) =10,  f0) =0,

1 se0<O<m _ 1 se0<f<m
6(9)'_{0 se —mr<0<0 ’ 2@(0)_1_{—1 se —m1<0<0



18 SERIES DE FOURIER 60

e Mostre que a série de Fourier complexa da fungdo S(6) (chamada sawtooth), periddica
de periodo 27 e definida por

T—0 se0<bO<m
5(9)—{ —m—0 se —m1<60<0

no intervalo —m < 60 <, é

S(H)N%Z ~2Zfsmn9

n#0 n>1

zn@

e Calcule as séries de Fourier de |0| e de 6% em 6§ = 0 e deduza as identidades

byl 1, o byl 1 1, o
179725 19 s % 17179716 25 ' 36 6
3. Seja f(z) é uma funcao integravel no toro R/2¢Z, ou seja, uma fungéo

f : R — C periédica de periodo 2¢ (e portanto determinada pelos seus valores no intervalo
[—4,£]). A série de Fourier (real) de f(z) é a série formal

f@) ~ %+ 307 (an cos (Fa) + by sin (Tx))

onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos pelos integrais

an = f f(x)cos (Tfx) dx e by, = %ffzf(x)sin (%) dx.

Se f(z) é uma fungao de classe C!, entdo as soma parciais da sua série de Fourier convergem
uniformemente para f(z).

e Mostre que, se { = 7, os coeficientes de Fourier reais de f(z) séo
an=Fm)+ f-n) e bo=i(fn) - f-m))

e Mostre que se f(x) é par, entdo b, = 0 para todos os n > 1.

e Mostre que se f(z) é impar, entdo a, = 0 para todos os n > 0.

4. A série de Fourier de senos da fun¢do f(x), definida no intervalo
0 <x < /{, é a série de Fourier da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

f(@) ~ 307 by sin (Zra) onde =2 fo )sin (Z2z) da

e Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, das extensoes impares e 27-periddicas)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < 6 < m (algumas solugoes estao no
formuldrio!):

] _ 0 se 0 <0 <m/2
1 1 — cos(20) f(e)_{ﬂ—ﬁ sem/2<0<m
5. A série de Fourier de cosenos da fungao f(x), definida no

intervalo 0 < x < {, é a série de Fourier da extensao par 2¢-peridédica de f, ou seja,

f(@) ~ %+ 3 aycos (TFa) onde a, = %f(f f()cos (%) d

e Determine as séries de Fourier de co-senos (ou seja, das extensoes pares e 2mw-periddicas)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < 6 < x (algumas solugoes estdao no
formulario!):

1 sin(26) T—0
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6. O produto de convolugao entre as funcoes f e g, integraveis e
peridédicas de periodo 27, é a fungao
1 ™
(fxg)(x) = o— (W)g(z —y)dy.

T o .

e Verifique que o produto de convolugao é simétrico, i.e. f*xg=gx* f.

e Verifique que o produto de convolugio é linear nas duas varidveis, ou seja, que fx*(A\g) =
A(f x g) para todos os A € R, eque fx(g+h)=f*g+ fxh.

e Verifique que

— ~

(f*xg)(n) = f(n)g(n).

7. O produto interno e a norma L? no espaco L?(S') das funcoes
f: S8t :=R/27Z — C com quadrado integravel sao

U=z [ J@a@d e fl= D,

Em particular, os coeficientes de Fourier de f sao os produtos internos de f com as fungoes
harmonicas e, (x) := "%,

-~

f(n) = <f’en>2 .

A série de Fourier de uma funcio f(#) € L?(S!) converge para f() na norma L2, ou seja,

-0 quando N — oo.

N ~ .
Hf(x) - > fn)em

n=—N

2

A norma L? de uma funcdo de quadrado integravel pode ser calculada usando a identidade
de Parseval

1713 = 3202 e L ()2

e Verifique as relagoes de ortogonalidade

1 ™

:ﬂ .

1 sen=m

{en, em)s 0 sen#m

el’ﬂze*'meL‘ dx — {
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Séries de Fourier em [—, 7]

62

—_mT—x se —7<x<0

complexa f(x) ~ Ziooo f(n)em“” f(n) = % jﬂ eiinzf(fﬁ) dx
real f(x) ~ % + 30 (an cos (nx) + by sin (nx)) an =1 [T f(z)cos (nz)dx
bp =2 ["_ f(z)sin (nz) dx
Algumas séries de Fourier em [—7, 7]
x ~ 2 (sin(z) — § sin(2z) + # sin(3z) — § sin(4z) +...)
x? ~ %2 — 4 (cos(z) — § cos(2z) + § cos(3z) — 5 cos(4x) +...)
|| ~ 2 — 4 (cos(x) + § cos(3x) + 5= cos(5x) + 75 cos(Tz) +...)
L 1 se 0 § r<Tm 1 2 s 1 - 1 .- 1 .-
O(z) = { 0 se —m<z<0 ~ 5+ 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + £ sin(5z) + 1 sin(7z) +...)
L 1 se0§:17<7r 4 (o 1. 1. 1
20(z) — 1:= { 1 s —n<z<0 2 (sin(x) + 3 sin(3z) + £ sin(5z) + L sin(7z) +...)
T—x se % <z<m
Z(x) = x se —F<zr<73 ~ 2 (sin(z) — §sin(3z) + 55 sin(5z) — 45 sin(7z) +...)
—m—x se —T<xr<—3
T—x se0<z<T . 1. 1. 1 .
S(z) == ~ 2 (sin(z) + 3 sin(2z) + 3 sin(3z) + 7 sin(4z) +...)
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19 Aplicagoes das séries de Fourier as EDPs

1. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira) A solucdo formal do problema
da conducao de calor

ou 0%u

ot ox?

com condigoes de fronteira nulas

=0, x €10,

u(0,t) =u(l,t)=0 Vt>0,
e com condigao inicial

u(xz,0) ~ Z by, sin(nxm /L)

é dada pela série

u(z, t) ~ > 07, bpe P /0% gin (nar /0) .

Determine a solu¢ao formal do problema da conducao de calor num condutor de com-
primento ¢ = 7, com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0 e condigao inicial

u(z,0) ~ Z

e Determine a solugao formal do problema da conducao de calor num condutor de com-
primento ¢ = 7, com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0 e condigao inicial

5 sin(nz) .

3‘H

u(z,0) =1 sed<z<m.

e Determine a solugao formal do problema da conducéo de calor num condutor de com-
primento ¢ = 7, com condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(m,t) = 0 e condigdo inicial

u(z,0) == sed <z <.

e Determine a solugao formal do problema da conducao de calor num condutor de com-
primento ¢ = m, com condigdes de fronteira u(0,t) = 0 e u(m,t) = 200, e condigdo
inicial

u(z,0) = 100 sed <z <.

e Determine a solugao formal do problema da conducao de calor num condutor de com-
primento ¢ = 7, com condigdes de fronteira nulas «(0,t) = u(w,t) = 0, e condigao inicial
concentrada num ponto S € (0,7), ou seja,

u(x,0) ~p-0(z —B).

e Determine a solugao formal do problema da conducao de calor num condutor de com-
primento ¢ = 7, com condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(m,t) = 0 e condigdo inicial
concentrada numa vizinhanga dum ponto 8 € (0, 7), ou seja,

A selr—pl<Le
u(m,O)_{O selr—p]>e

com ¢ > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando ¢ — 0 mantendo constante
o produto A - & = u, e compare com o exercicio anterior.

2. (condugao de calor num condutor isolado) A solu¢do formal do problema da conducdo de
calor

ou 0%u

E— @ZO, I‘E[O,E],
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num condutor isolado, ou seja, com fluxo nulo na fronteira

ou ou
—_— _ — o >
(0.8) = (L) =0 VE20,

e com condicao inicial
(oo}
ao
u(z,0) ~ 3 + ; ay, cos (nxm/f)

é dada pela série

u(x,t) ~ 2 +>5 2 ane P/ cos (nam /0)

e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor num condutor isolado de
comprimento £ = 7, com condicao inicial

u(z,0) = 22.

e Determine a solucao formal do problema da conducao de calor num condutor isolado de
comprimento ¢ = w, com condigao inicial

u(z,0) = sin(zx) .

e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor num condutor isolado de
comprimento ¢ = 7, com condicao inicial

_J 10 se0<z<m/2
u(:c,())—{ 20 sem/2<zx<m

e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor num condutor isolado de
comprimento ¢ = m, com condicao inicial

1 selr—pl<e
“(I’O)—{o selx—pB|>e 7

onde 0 < 8 < 7 e € > 0 é suficientemente pequeno.

3. (corda vibrante) A solugéo formal do problema da corda vibrante

Pu 0%

ﬁ—C@:O Z‘E[O,E],

com condigoes de fronteira
u(0,t) = u(l,t) =0

e condigoes iniciais (deslocamento/perfil e velocidade)

> ) ou = .
u(z,0) ~ nz_:l ap sin (nam /) e E(x, 0) ~ ; by, sin(nxm/¢)

é dada pela série

u(x,t) ~ > (an cos (netm /0) + b, =% sin (nctw/ﬂ)) sin (nxw/f)

n=1 " wen

e Use as séries de Fourier para determinar solugoes formais do problema da corda vibrante
de comprimento ¢ = 7 com condicoes iniciais

ou

u(z,0) = sin(x) + %sin(?x) + ésin(3x) e E(:c, 0) = sin(4x) — sin(5x) .
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e Use as séries de Fourier para determinar solugoes formais do problema da corda vibrante
de comprimento ¢ = 7 com condigdes iniciais (deslocamento inicial “triangular”)

_ T se0<x<m/2 ou B
u(:c,O)—{W_m sem/2<z<m ¢ E(m,O)—O.

e Use as séries de Fourier para determinar solugoes formais do problema da corda vibrante
de comprimento ¢ = 7w com condigoes iniciais

ou
u(z,0) =0 e —(x,0)=1.
(+,0) o ,0)

e Use as séries de Fourier para determinar solugoes formais do problema da corda vibrante
de comprimento ¢ = 7 com condi¢oes iniciais (impulso inicial concentrado no ponto
médio)

ou
u(z,0) =0 e a(w,O)w(S(x—w/Q).

4. (timbres) Considere uma corda de um instrumento musical, de comprimento ¢, densidade
linear p e afinada com tensao k. As pequenas vibragoes sao modeladas pela equagao da corda
vibrante

0%u 5, 0%u

Z o2

ot? Ox?
onde ¢ = +/k/p .

=0 x €10,4], u(0,t) =u(l,t) =0 Vt,

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

0) o h% se0 <z <«
u(z,0) = A o(l—z) sea<z</

l—a
onde 0 < a < £ é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é 0 maximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximagao,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite & corda
apenas um impulso instantaneo localizado num intervalo de comprimento pequeno 2e < /£ a
volta de um ponto) 0 < § < £ da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

e L

ot 0 selz—p]>¢

e Determine as vibragoes, ou seja, as amplitudes das harménicas excitadas, da corda do
cavaquinho e da corda do piano.

e Calcule o limite das amplitudes da corda do piano quando ¢ — 0 mantendo constante
o impulso transferido p = ve.

e Determine as energias F,, das n-ésimas harmonicas nos dois casos. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

5. (vibragoes amortecidas) Considere a equagéo da corda vibrante “amortecida”

P*u ,0% ou
— — " — +2a—=0.
oz~ Coa T
em 0 <z < /¢, onde o > 0 ¢é um coeficiente de atrito, com condigbes de fronteira u(0,t) =
u(l,t) = 0.
e Mostre que a conjetura u,(x,t) = ¢,(t) sin (%x) implica que ¢, (t) satisfaz a EDO
Gn +wrQLQn +2aq, =0,

com frequéncia w? = (mwen/f)2.

e Deduza as solugoes separaveis do problema.
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