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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures
on “Complementos de Andlise Matematica” and similar courses in the last decade. They are
rather informal and certainly contain mistakes (indeed, they are constantly actualised). I tried
to be as synthetic as I could, without missing the observations that I consider important.

Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all I plan to lecture. So, I
included sketched paragraphs or whole chapters, about material that I think should/could be
lectured within the same course, given enough time.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material can
be found in [Ap69] and [SS03] . My favourite textbooks on ordinary differential equations are
[Ar85] and [Si91], and I suggest to start with the nice video by 3bluelbrown. A nice treatment
of EDPs and Fourier analysis is in the notes for Math 21b by Oliver Knill.

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:
e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”.
means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Black paragraphs form the main text.

Blue paragraphs deal with examples, applications and (often non rigorous) ideas relevant
in physics, engineering or other sciences. They are the real reason why all this maths is worth
studying.

Red sections/paragraphs (possibly written in english) are more advanced or non trivial
facts and results which may be skipped in a first (and also second) reading.

[0 indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher, SketchBook or Paintbrush on my MacBook, or taken
from Wikipedia, or produced with Python and Matlab .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-ShareAlike 3.0 Unported License.
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Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B ¢ a intersecao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reuniao dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Nuameros. N:={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais. 7 := {0,+1,+2,+3,...}
denota o anel dos niimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros
racionais. R e C sao os corpos dos nimeros reais e complexos, respetivamente.

Fungoes. Uma funcdo f:X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X x Y tal que para cada x € X existe um tnico y := f(z) € Y, dito
imagem de z, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio sio claros, uma func¢ao pode
ser denotada apenas por x — f(x), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de z. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) :={f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da fungéo f : X — Y é o conjunto f(X) := {f(x) com x €
X} CY dos valores da fungao. O grdfico da funcdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :=={(z,y) e X XY t.q. y=f(z)} CX xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcao identidade Ix : X — X é
definida por Ix () = z, e o seu gréfico é a diagonal {(r,z) com z € X} C X x X.

A restricao da funcdio f : X — Y ao subconjunto A C X é a funcéo f|, : A — Y definida
por f|, (a) = f(a).

A composicao das fungoes f: X Y eg: f(X)CY — Z éafuncdo go f : X — Z definida
por (g0 f)(x) = g(f(x)), ou seja,

iy =fz) =z =g(y) =g9(f(z))

Uma funcao f : X — Y é injetiva se x # a2’ implica f(x) # f(2'), e portato a imagem f(X)
é uma “cépia” de X. Uma fungdo f: X — Y é sobrejetiva se todo y € Y é imagem y = f(z)
de algum z € X, ou seja, se Y = f(X). Uma funcao f: X — Y é bijetiva/invertivel se é injetiva
e sobrejetiva, e portanto admite uma funcao inversa f~':Y — X, que verifica f~1(f(z)) =z e
f(f~Y(y)) =y paratodososr € X ey €Y.

Espaco euclidiano. R" denota o espago euclidiano de dimensao n. Fixada a base canodnica

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...), ..., e, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
X = (21,Z2,...,%y) = 21€] + To€2 + -+ + Tpey
de coordenadas ' € R, com i = 1,2,...,n.

O produto interno Euclidiano/candnico é definido por

Xy :=T1y1 +Tay2 + -+ TpYn = Z dijTiTy .
ij

(onde (d;;) é a matriz/simbolo de Kronecker igual a d;; = 1 na diagonal e d;; = 0 se i # 1).
O produto interno Euclidiano realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* :=
Homg(R™,R) e o préprio R™: o valor da forma linear (ou co-vetor) & € (R™)* =~ R"™ no vetor
xeR" é&(x) =€ -x.

A norma Euclidiana do vetor x € R" é ||x|| := v/x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
X,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

A y) = Ix =yl = V(@ —y1)? + -+ (20— ya)?.

A bola aberta de centro a € R™ e raio € > 0 é o conjunto B.(a) := { x € R” s.t. ||x—al <e}. Um
subconjunto A C R™ é aberto em R™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com ¢ > (0 suficientemente pequeno.
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Os pontos e as relativas coordenadas no plano Euclidiano R? ou no espaco Euclidiano 3-
dimensional R? (ou seja, as posicoes dos pontos materiais da fisica) sdo também denotados, con-
forme a tradigdo, pelas letras r = (z,y) € R®> our = (z,y,2) € R3. Entdo r := ||r| denota o
comprimento do vetor r, ou seja, a distancia do ponto r da origem do referencial.

Caminhos. Se ¢t — x(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) € R™ é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferencidvel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco Euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

. dx .. d?x L d3x
X = — Xi=— X = —
dt’ dt?’ dt3’
Em particular, a primeira derivada v(t) := x(¢) é dita velocidade, e a sua norma v(t) := ||[v(¢)| é

dita velocidade escalar (speed, em inglés). A segunda derivada a(t) := X(t) é dita aceleragao.

Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R® — R definida num dominio X C R".
Um campo vetorial é uma funcio F : X C R® — R* F(x) = (F1(x), Fa(x),..., Fx(x)), cujas
coordenadas F*(x) sao k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X € R® — R* no ponto x € X é a aplicacio linear
dF(x) : R® — R* tal que
F(x +v) = F(x) + dF(x) v + of|[v]})

para todos os vetores v € R™ de norma ||v| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F'/027(x)) € Matgxn(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X C R™ — R no ponto x € X ¢ a forma linear du(x) : R" — R,

_ Ou

0
du(x) := a—xl(x) dzq + a—;;(x) dog + -+ +

ou
Ooxy,

(x) dzy,

(onde dxg, o diferencial da fungdo coordenada x +— xp, é a forma linear que envia o vetor v =
(v1,v2,...,0,) € R™ na sua k-ésima coordenada dzp(v) := vx). A derivada do campo escalar
diferencidvel u : X C R® — R na diregdo do vetor v € R™ (aplicado) no ponto x € X C R", é
igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x +tv) B =du(x)v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel u : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R” — R"
tal que
du(x) v = Vu(x) - v

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Equacgoes diferenciais ordinarias
ref: [Ap69] Vol. 1, 8.1-7
As equagoes diferenciais ordindrias (ODEs) sao a linguagem da fisica newtoniana. Formalizam

a nossa ideia de “determinsimo”: o presente de um sistema fisico determina, por meio de algumas
“leis da natureza”, o seu futuro. Estas leis tém a forma de equacoes diferenciais.
)

1.1 Equacgoes de Newton

O arquétipo de uma equagao diferencial é a equacao de Newton.

Equacado de Newton. A trajetéria t — r(t) de uma particula de massa prépria m num referen-
cial inercial é modelada pela “equacio /segunda lei de Newton” !

d
2 Hh=F
ai P

onde p é o momento linear, definido por

_ mv
P= 1w/’

sendo v =t a velocidade, v = ||v| a velocidade escalar (em inglés, speed), e ¢ ~ 299792458 m/s
a velocidade da luz, e onde F é o campo de forgas que age sobre a particula. Em geral, a forga
F(r,v,t) depende da posigdo r da particula, da sua velocidade v, e possivelmente (em sistemas
que nao sao isolados) também explicitamente do tempo t.

No regime nao relativistico, quando v < ¢, o momento linear é p ~ mv, e portanto, se a massa
m é constante (isto ndo acontece com um foguetdo que queima combustivel ou um corredor que
transpiral), a equacao de Newton assume a forma mais conhecida

ma=F

onde a = v =t denota a aceleracdo da particula.

Este é o arquétipo de uma “equacao diferencial”, que fisicos e engenheiros querem aprender a
resolver, analiticamente ou numericamente, para calcular trajetérias e fazer previsdes. Uma sua
“solugao” é uma trajetéria ¢ — r(t), também chamada “lei hordria”, que substituida na equagéao
produz uma identidade, ou seja, tal que mi(t) = F(r(¢),(¢),¢) para todo tempo ¢t num certo
intervalo.

Tipicamente, estamos interessados em solucoes com certas “condigoes iniciais”, valores da
posicao r(tg) e do momento linear mi(tg) num instante inicial, por exemplo t; = 0. A arbi-
trariedade das condigbes iniciais reflete a invarancia galileiana. Por outro lado, a unicidade das
solucoes dadas as condigoes iniciais é uma expectativa (realizada se o campo de forgas é razodvel)
que define o “determinismo” das leis da mecanica.

Outra problema natural é um problema con “condigoes de fronteira”. Por exemplo, se queremos
enviar um foguetao da Terra até a Lua, temos que procurar solugoes que satisfazem condi¢es do
género r(0) =aer(T)=b.

Particula livre. A trajetéria ¢t — r(¢) de uma particula livre (no relativistica) de massa m num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

p=20 ou seja, ma=0, (1.1)

1“Lex segunda: Mutationem motis proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri secundum lineam rectam
qua vis illa imprimitur.” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.]
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Em particular, o momento linear p := mv é uma constante do movimento, de acordo com o
“principio de inércia de Galileo” ? ou a “primeira lei de Newton” 3. As solucdes da equacdo de
Newton (1.1) da particula livre, ou seja, as trajetérias com aceleragio nula, sao as retas afins

r(t) =s+vt,

onde s = r(0) € R? é a posicdo inicial e v =1(0) € R? é a velocidade (inicial).

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante tg = 0, pela posicao
r(0) = (3,2,1) com velocidade #(0) = (1,2, 3).

Determine a velocidade inicial da trajetdéria de uma particula livre que passa pela posicao
r(0) = (0,1,2) no instante tg = 0 e pela posic¢ao r(2) = (3,4, 5) no instante ¢, = 2.

Queda livre. A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mG = —mg (1.2)

onde ¢(t) € R denota a altura da particula no instante ¢, m é a massa da particula, e g ~ 980
cm/s? é a aceleracdo da gravidade préximo da superficie terrestre. E um facto experimental que
a “massa inercial” (o factor de ¢ na (1.2)) e a “massa gravitacional” (o factor de g na (1.2)) sao
iguais. Consequentemente, a equacao de Newton reduz-se a § = —g, ou seja, a lei horaria da queda
livre ndo depende da massa da particula! As solugoes da equacao de Newton (1.2) da queda livre,
ou seja, as trajetérias com aceleragao constante, sao as parabolas

q(t) = s+ vot — %gt2 ,

onde s = ¢(0) € R é a altura inicial e v9 = ¢(0) € R é a velocidade inicial. Neste caso a velocidade
v(t) = ¢(t) = vo + gt ndo é constante, mas cresce linearmente no tempo.
A energia da particula é a soma

1
E = §mv2 + mgq
da energia cinética e da energia potencial. O célculo
dE
— =mv(G+g)=0
7 (G+9)
mostra que é uma constante do movimento, ou seja, que é constante ao longo das solugoes da

equacao de Newton (1.2). Esta observagao permite tirar conclusoes tteis sobre o movimento sem
calcular explicitamente a lei horéria.

Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura, com
velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o tempo necessério
para a pedra atingir o chao.

Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a altura
de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de novo
ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

Determine solugoes da equagao de Newton ¢ = 1.

2« .. il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, ciod perpetuo” [Galileo Galilei, Dialogo
sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623.]

3“Lex prima: Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus
a viribus impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica,
1687.]
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Considere a equagao de Newton
mg = Fy cos(wt)
de uma particula de massa m > 0 num campo de forgas periédico. Calcule as trajetérias,

dependendo das condigoes iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vo.

Movimento uniformemente acelerado relativistico. Podem querer saber como aparece o
movimento uniformemente acelerado na relatividade especial.* A equacao de Newton relativistica
(por exemplo ao longo do eixo x de um referencial inercial) com aceleragdo prépria constante a é

4 v
dt \/1 —v?/c? -

A solucao com velocidade inicial nula é

v(t) =

(1.3)

at
1+ a?t?/c?

como podem verificar ao substituir esta expressao na (1.3). Ao integrar,

o(t) = f (W—l)

se também consideramos uma posigao inicial nula. Observem que para tempos pequenos (logo
velocidades pequenas) x(t) ~ at?/2, como esperado, pois estamos no caso newtoniano. Este é
chamado “movimento hiperbdlico”, pois as trajetérias vivem num ramo da hipérbole

2
ax 2 at
(%5 +1) - () —1
c c
no espaco-tempo, cujas assimptotas sio as retas x + ¢?/a = +ct, com velocidades +c (os raios de
luz). Uma parametrizagdo mais natural da hipérbole é

2
c a c . a
z(s) = — (cosh (fs) — 1) t(s) = — sinh (75)

a c a c

onde o parametro s é o “tempo préprio” da particula em movimento, pois (ds)? = (dt)?—(dz?)/c2.
Verifique, a posteriori, as férmulas acima.

Estime, como sugerido por David Mumford no seu post Ruminations on cosmology and time,
o tempo (préprio) necessario a uma astronave, munida de um hipotético propulsor que fornece

uma aceleracao constante igual a 1G, para percorrer a distancia entre a Terra e o buraco negro no
centro da nossa Galaxia ...

1.2 Exponencial

Equagoes diferenciais também definem fungoes.

O exponencial. O ezponencial, de acordo com Rudin [Ru87] “the most important function in
mathematics”, é a funcao definida pela série de poténcias

ootn
exp(t):zzm
n=0 (1.4)
2 43 p
=1l4+t+—=—+—=+—+...
tih et

Como lim,,_, o |1/n!|1/” = 0, o raio de convergéncia é R = oo, portanto a série converge uniforme-
mente em cada intervalo limitado da reta real.

4C.W. Misner, K.S. Thorne and J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973.



https://www.dam.brown.edu/people/mumford/blog/2021/Cosmos.html
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Grafico do exponencial.

E imediato verificar que exp(0) = 1. A derivada do exponencial é o préprio exponencial, como se
pode ver derivando a série de poténcias

L P o1ttty
dt 2 6 24 ) 2 6

(e usando resultados sobre a derivacdo de séries convergentes). Em outras palavras, a fungao
exponencial z(t) = exp(t) satisfaz a equagao diferencial

T=2x (1.5)

com condigao inicial z(0) = 1.
Vice-versa o exponencial pode ser definido como “a inica solugao analitica da equacao diferen-
cial (1.5) com condigdo inicial (0) = 1”. De facto, a série de poténcias

o0
x(t) = Z ant™ = ag + art + aot® + ast® + agt* + ...

n=0
(que assumimos convergente num intervalo em torno da origem) satisfaz (1.5) se
0+ ay + 2ast + 3ast> +... = ag+art + ast® + ast® + ...

Duas séries de poténcias definem a mesma funcao, dentro do disco de convergéncia suposto nao
vazio, sse tém todos os coeficientes iguais (pois os coeficientes sdo proporcionais as derivadas na
origem). Igualando os coeficientes, temos entéao

a1 = ap 2&2 = ax 3&3 = a

e em geral na, = a,—1 se n > 1. A condigdo inicial 2(0) = 1 fixa a9 = 1. A equagdo
diferencial (que agora é uma equagao recursiva para os coeficientes a,,’s) entao implica que a; = 1,
depois que as = 1/2, logo que az = 1/6, ...e finalmente que o coeficiente genérico é a,, = 1/n!.
Consequentemente, a tnica série de poténcias que resolve a equagao diferencial com condicao inicial
unitéria é a (1.4).

Esta ideia, que é do préprio Newton, de procurar uma solucao que seja uma série de poténcias e
depois deduzir os coeficientes, é um dos métodos mais importantes para resolver equagoes diferen-
ciais “nao lineares” (e que portanto definem fungoes desconhecidas, tteis se a equagao diferencial
descreve um fenémeno ou trata um problema interessante!).

Propriedades do exponencial. O exponencial “transforma somas em produtos” (ou seja,
define um homomorfismo do grupo aditivo R no grupo multiplicativo R} dos niimeros reais posi-
tivos). De facto, a derivada da func¢éo f(t) = exp(t) exp(a — t) é nula, e portanto, pelo teorema do
valor médio, a fungao f(t) é constante, logo igual ao seu valor em ¢t = 0, que é exp(a). Chamando
s = a —t, temos portanto a identidade/equagao funcional

exp(t + s) = exp(t) exp(s) (1.6)

para todos os t,s € R. Vice-versa, a equacido diferencial (1.5) é uma consequéncia da equacido
funcional (1.6), assumindo a derivabilidade e o valor unitdrio da derivada quando ¢ = 0. De facto,

L op(t) = tim SPLEE Z RO oy gy SPE) L

= t
dt e—0 € e—0 € exp( )



1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 12

se exp’(0) = 1.
Em particular, como exp(0) = 1,
exp(—t) = exp(t) ™!

e portanto exp(t) # 0 para todos os t € R. Também, exp(nt) = exp(t)™, para todo n inteiro, ou
também racional. Isto justifica a notacao tradicional exp(t) =: ¢!, onde

1 1 1 1
e::exp(l):1+I+§+6+ﬂ+~-22.71828...

é o numero de Fuler.

Exponenciais. Mais em geral, seja D o operador linear

f(t) = (DF)(E) == f'(t)

definido, por exemplo, no espago linear real C*°(R) das fungdes reais f : R — R infinitamente
diferencidveis definidas na reta real. Entdo o exponencial f(t) = e, com A real, é um vetor
préprio do operador D com valor préprio A, pois satisfaz

Df =M\f
de acordo com a regra da cadeia. Para cada A, o espago préprio tem dimensao um. Na linguagem

das equacoes diferenciais, esta afirmacgao é o teorema de existéncia e unicidade seguinte.

At

Teorema 1.1. A func¢do x(t) = xoe™, com xg constante, € a inica solugdo da equagdo diferencial

i=A\r (1.7)

(ou seja, a unica fungdo diferencidvel cuja derivada € igual a N vezes a prdpria fun¢do) com
condigdo inicial x(0) = xo (ou seja, tal que o seu valor quando t =0 € igual a ).

Demonstragio. Se y(t) é uma (outra?) solucao de (1.7) com condigao inicial y(0) = zo, entéo
o quociente ¢(t) = y(t)/e* tem derivada ¢ = (§ — Ay)e ™ = 0. Pelo teorema do valor médio,
q(t) é constante e, em particular, igual ao seu valor em ¢t = 0, que é zy. Consequentemente,
y(t) = zoe. O

Na linguagem da &lgebra linear, este teorema também diz que o ntcleo do operador D — A
é a reta gerada por e*. No caso particular quando A = 0, diz que o nicleo do operador D é a
reta formada pelas fungoes constantes, consequéncia do teorema do valor médio (uma fungao com
derivada nula num intervalo é constante).

Determine as solugoes de
T =3z ou T=—"Tz

com condigao inicial (0) = 1/e ou x(2) = e.

Mostre que a imagem do operador D é o préprio espaco C*°(R) (e portanto o teorema
nulidade-ordem nao faz sentido quando a dimensao nao é finita).
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Decaimento radioativo. A taxa de decaimento de matéria radioativa é proporcional a quanti-
dade de matéria existente, desde que a amostra seja suficientemente grande. Quer isto dizer que a
quantidade N (t) de matéria radioativa existente no instante ¢ satisfaz a lei

N = -jN, (1.8)

onde o pardmetro 1/3 > 0 é a “vida média” dos niicleos”. A solugao de (1.8) com condicao inicial
N(0)=Ny>0¢
N(t) = Nge Pt

e “decai” para o equilibrio N = 0 quando ¢ — 0.

A W Y W VU | W N W U W O O O U N W S N Y

////////////////////////////

Se a radiagdo solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante a > 0,
entdo a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei (decaimento com reposigao)

N =-8N +a. (1.9)

A solucio de equilibrio de (1.9), ou seja, a solugdo que nio dependen do tempo, é N = a/B. A
diferenca x(t) := N(t) — N satisfaz a equacao diferencial # = —Bx (ou seja, a (1.8)), e portanto a
solucdo de (1.9) é

N(t) = (N(0) - N)e P + N .

Observe que N (t) — N quando t — oo, independentemente da condicao inicial N (0) (por exemplo
no instante da criagdo do Universol!).

O tempo de meia-vida de uma matéria radioativa é o tempo 7 necessario até a quantidade

de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial (ou seja, N(7) = $N(0)). Mostre que o
tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0), e determine a relagdo entre o tempo

de meia-vida 7 e o parametro (3.

O radiocarbono *C tem vida média 1/3 ~ 8033 anos. Mostre como datar um féssil, assu-
mindo que a proporcio de radiocarbono num ser vivente é conhecida®.

Crescimento exponencial. Um modelo do crescimento de uma populacao num meio ambiente
ilimitado é ]

N = AN, (1.10)
onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se a é a taxa de

natalidade e 8 é a taxa de mortalidade, entdo A = a«— 3). A solugao estaciondria é a solucao trivial
N(t) = 0 (populagao ausente). A solucao com condigao inicial N(0) = Ny > 0 é

N(t) = NO BM

e diverge quanto t — oo (explosdo demografical).

50 tempo de vida de cada nticleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei Prob(X <
t)=1—e P set>0,e0set <0, emédia EX := Jo o tdProb(X < t) = 1/8. A equagao diferencial, quando a
quantidade N de nucleos é grande, é uma consequéncia da lei dos grandes ntmeros.

6J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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Se a populacdo de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

Se de uma populagao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa constante
v > 0, entao a populagao segue a lei
N =AN —~.
Determine o estado estacionério, e discuta o comportamento assimptético das outras solugdes (veja
a soluc¢do do problema do decaimento com reposicao).

1.3 Equacgoes diferenciais ordinarias

Equacoes diferenciais ordindrias. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) de ordem n para
uma fungao incdgnita y(x) de uma varidvel independente x é uma equagao do género

dy d2y d™y
F - —= ...,— ] =0
(x7 y7 dx ) d{[;2 ) ) dgjn

onde F é uma funcdo de n + 1 varidveis. As suas solugdes sdo fungoes x +— y(x), definidas
explicitamente ou implicitamente, que substituidas na equagao juntamente com as suas primeiras
n derivadas produzem uma identidade.

Campos de diregoes e EDOs de primeira ordem. Uma classe mais compreensivel e su-
ficientemente abrangente de EDOs é construida usando os seguintes ingredientes. Um intervalo
T C R, possivelmente a propria reta real, onde vive o tempo t € T. Um espago de fases, que pode
ser um aberto X C R"™, possivelmente o préprio espaco R™ (ou mais em geral uma “variedade dife-
renciavel”, um espaco que pode ser descrito localmente por coordenadas que vivem em abertos do
espaco euclidiano). Um campo de diregoes (de facto, um “campo vetorial dependente do tempo”),
ou seja, uma funcdo v : T'x X — R™ suficientemente regular, que associa a cada ponto (¢,x) do
espago de fases ampliado T x X um vetor v(t,x) de R". Uma equagdo diferencial ordindria de
primeira ordem definida pelo campo de diregoes v é uma lei

x =v(t,x) (1.11)

para a trajetéria ¢ — x(t) de um sistema com espago de fases X. O ponto x(¢) € X denota o
estado do sistema no instante t € T'.

Uma solugdo (local) da EDO (1.11) é um caminho diferencidvel ¢t — x(t), definido num
intervalo aberto e néo trivial I C T, cuja velocidade satisfaz %(t) = v(¢,x(t)) para cada tempo
tel. O gréaficoT := {(t,x(t)) € I x X com t € I} de uma solugéo é dito curva integral.

Duas solugoes definidas em intervalos I,J C T e que coincidem na intersegao I N J, suposta
nao vazia, definem uma solugdao no intervalo de tempos I U J. Uma solucao x : I — X ¢ dita
mazximal se nao pode ser extendida a um intervalo maior J D I. Quando 7" = R, uma solucao
definida para todos os tempos ¢t € R é dita solugdo global.

De acordo com uma ideia de Euler, quando o espago de fases tem dimensao um, é util
interpretar (e desenhar) o campo de diregdes como (pequenos segmentos de) retas passando pelos
pontos (t,z) € T x X com dire¢ao/velocidade (1, v(t, )), ou seja, com declive v(t, z). Uma solugao
local é entdao uma funcéo cujo grafico é tangente ao campo de diregoes em cada seu ponto.

X

0

(4:’4/(’_
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Um desenho com as dire¢oes em muitos pontos do espaco de fases ampliado pode sugerir o
aspeto e até o comportamento assimptdtico das solugbes de uma equagao diferencial.

N TIIII I
\
| \
| VN
VNN
I
| /////\\\\\\////
!/ s = s
4 NN
////\\\\\\////
/S e (e s

Campo de diregdes e uma solugao de & = sin(z)(1 — t2).

Dados um tempo to € T e um ponto x¢ € X, uma solugdo da EDO (1.11) com condi¢do inicial
x(tg) = xo (ou solugdo do “Problema de Valores Iniciais”, P.V.I., ou solu¢do do “problema de
Cauchy”) ¢é uma solugéo definida numa vizinhanca de ¢y cujo gréfico contém o ponto (o, Xg).

O teorema de Peano " ® afirma que, se o campo v(t,x) é continuo, entdo existem sempre
solugoes locais, definidas em vizinhangas suficientemente pequenas do tempo inicial, do problema
de Cauchy. Por outro lado, a continuidade do campo de diregoes nao é suficiente para garantir a
unicidade das solucdes (um exemplo é o campo v(z) = 2%/3, como podem ver nos exercicios). O
teorema de Picard-Lindeléf ° afirma que, se o campo v(t,x) é continuo e localmente Lipschitziano
10" (por exemplo, diferenciavel e com derivada continua) na varidvel x, entdo para cada ponto
(to,x0) € T x X passa uma unica solu¢ao com condigao inicial x(¢p) = xg. Uma prova do teorema
de Picard-Lindelof estd na préxima sub-secao 1.5.

Também vale a pena mencionar que a forma mais geral de uma EDO de primeira ordem é

F(t,x,x)=0.

onde F' é uma funcao real arbitraria definida em R x X x R™. Entao também existem EDOs que
nao tém solugdo por razdes triviais, como por exemplo a equacio (4)?+1 = 0 no espaco das fungoes
com valores reais. Por outro lado, uma equacao diferencial deste género pode sempre ser escrita
na forma (1.11) em regides onde é possivel aplicar o teorema da funcao implicita e resolver para a
derivada.

Finalmente, existem equacgoes diferenciais interessantes que modelam fenémenos em que a
variavel independente nao é um tempo, mas outro observavel fisico. Exemplos famosos sdo proble-
mas geométricos que tratam de curvas no plano. E entdo tradicao, em particular nos manuais de
matemdtica, usar a letra x para a varidvel independente e o simbolo y(z) para a fungdo incégnita,
assim que uma EDO pode ser escrita y' = v(x,y) ...

Esboce o campo de direcoes das EDOs
z=t T=-x+t & = sin(t)

e conjeture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

Verifique que funcao x(t) = t* e a fungdo constante x(t) = 0 sdo duas solugdes da equagio
diferencial & = 32%/3 com condigio inicial 2(0) = 0. Isto mostra que o campo de vetores v(z) =
223, que néao é derivével na origem (esboce o seu gréfico), ndo satisfaz o teorema de unicidade de
Picard-Lindelof.

7G. Peano, Sull’integrabilita delle equazioni differenziali del primo ordine, Atti Accad. Sci. Torino 21 (1886),
677-685.

8@. Peano, Demonstration de I'intégrabilité des équations différentielles ordinaires, Mathematische Annalen 37
(1890) 182-228.

9M. E. Lindel6f, Sur I'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.

10A funcdo f : U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R™ se existe uma constante L tal que

1f@) = fI<L-llz—yl Va,yeU.
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Verifique que a equacao diferencial ()% + 22 = 0 admite, no universo da funcoes reais, apenas
a solucao trivial z(t) = 0.

Determine umas EDOs de primeira ordem e de segunda ordem que admitam como solugao a
Gaussiana p(t) = et /2,

Campos de vetores e EDOs auténomas. Um campo de vetores v : X — R™ no espago de
fases X C R™ define uma equacao diferencial ordindria autdnoma (que ndo depende explicitamente
do tempo, como todas as leis fundamentais da fisica)

x =v(x). (1.12)

As imagens x(I) = {x(t) com t € I} C X das solugbes/trajetérias x : I — X (com I C R
intervalos) no espago de fases sdo ditas drbitas, ou curvas de fases, do sistema auténomo.

Se X € X é um ponto singular do campo de vetores, ou seja, um ponto onde v(X) = 0, entdo o
caminho constante x(t) = X para todos os tempos ¢ € R é uma solu¢ao da EDO auténoma (1.12).
As solugbes constantes sdo chamadas solugoes de equilibrio, ou estaciondrias.

Solugbes periddicas  sao solugdes globais tais que x(¢t + T') = x(¢) para todo ¢ e algum tempo
T > 0 minimal, dito periddo. As 6rbitas correspondentes sdo curvas fechadas.

72

Se a EDO (1.12) satisfaz um teorema de existéncia e unicidade (pelo teorema de Picard-Lindelof
1.21, é suficiente que o campo seja Lipschitziano, por exemplo diferencidvel com continuidade),
entdo para cada ponto do espago de fases passa uma e uma unica 6rbita (que pode ser o préprio
ponto no caso de uma solugao estaciondria). Em particular, 6rbitas diferentes nao tém intersegdes,
e portanto as érbitas definem uma “particao” do espaco de fases.

Esboce o campo de diregbes e o campo de vetores das EDOs auténomas

T =—x t=x—1 &t =uz(l —x)
t=(—-1)(z-2)(z-3) i=(x—-1)>*z-2)?
{q—p {Q—Qq {d—q—p

p=—q p=-p/2 p=pr—q

determine as solugoes de equilibrio, e conjeture sobre o comportamento qualitativo das (outras)
solugoes (eventualmente, ao longo desta UC, estudaremos métodos para calcular solugoes de quase
todas estas equagoes diferenciais).
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Campos completos e fluxos de fases. Seja v: X C R" — R™ um campo de vetores definido
num dominio X C R™ (ou numa variedade diferencidvel). Se por cada ponto do espago de fases
passa uma e uma Unica solugdo global (i.e. definida para todos os tempos), entdo o campo de
vetores é dito completo. Seja Py(xg) := (t) é o estado no tempo ¢ da solugdo que passa por
X no instante 0. Um campo completo define/gera portanto um fluzo de fases, uma familia de
transformacoes ®; : X — X, com t € R, tais que

(btoq)s:q)t+s e q’():ldX Vt7S7ER.

Vice-versa, um fluxo de fases diferencidavel define um campo de vetores

v(x) = lim w
—

b

dito “gerador infinitesimal” do fluxo. As curvas t — ®;(x() s@o as solugdes de x = v(x) com
condigéo inicial x(0) = xg.

Determine os campos de vetores que geram os seguintes fluxos no plano R?
Oy(x,y) = (M, ey)
D, (x,y) = (cos(t) x — sin(t) y, sin(t) x + cos(t) y)
Po(z,y) = (z+ty, y)

Reparametrizagoes. Consideramos a lei

C(li—); =v(t,x) (1.13)
que determina a dindmica de uma varidvel x(t), que assume valores num espago de fases X C R™.
A unidade de medida do tempo é, naturalmente, arbitrdria. Pode ser por exemplo conveniente
passar do tempo ¢ a um tempo 7 = kt, onde k é um factor de conversao positivo (assim que nao
muda a orientagao do tempo). Mais em geral, pode ser oportuno considerar uma reparametriza¢ao
do tempo definida por

7= f(t) (1.14)

onde f é uma funcao diferenciavel e estritamente crescente, ou seja, com derivada estritamente
positiva dr/dt > 0. Pelo teorema da fungao inversa, esta fungao admite uma inversa diferencidvel
t = f~(7), com derivada dt/dr = 1/(d7/dt). Entdao a dindmica da varidvel x(¢(7)), dependente
do tempo 7 (uma notagao pedante pode usar uma nova variavel definida por y(7) := x(¢(7)), mas
parece-me desnecessdria), é determinada pela EDO

dx  dt (f_l (T>7X)

dar dr "
obtida da (1.13) usando a regra da cadeia.

e.g. Por exemplo, consideramos a EDO

dzx
- = 1.1
r x/t (1.15)

definida para tempos positivos ¢t > 0. A reparametrizacio t = €7 transforma a (1.15) em

d—x—ﬂx/eT =z
dr  dr B

cujas solugbes sdo os exponenciais z(7) = ce”. Consequentemente, as solugdes de (1.15) séo
xz(t) = ct

onde ¢ = z(1).
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Quase todas as EDOs tém ordem um. A forma tradicional de escrever a equagao de Newton
de uma particula nao relativistica é

md =F(q,q,t)

onde q € R? é a posicao. No entanto, é conveniente e 1til ler a definicio do momento linear
P = mq ao contrario, de direita para a esquerda, como uma equagao diferencial para q. Desta
forma, a equacao de Newton resulta equivalente ao par de equagoes de ordem um

q=p/m
p=F(q,p/m1)
ou seja, uma equagao de ordem um para uma varidvel x = (q,p) que vive no espago de fases
R3 x R3.
Mais em geral, uma EDO de ordem n > 2 resolivel para a n-ésima derivada é uma lei do género

Y = F (495,509 )

para o observével y(t) € R, onde F ¢é ua funcdo (suficientemente regular) de n varidveis. E
equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem

x = v (t,x)
para o observdvel x = (x1, xa, ..., x,) € R™ definido por
T1:=y To =7 T3 =74 Ty 1= y(”*l) ,
se o campo de diregoes é definido por v(t,X) := (22, ..., Tp—1, F (t, 21, T2, oy Tp)).
Determine os sistemas de ODEs de ordem 1 que traduzem as seguintes ODEs de ordem > 1
i=-x T+x=0 T+z+x=0
T=t—=x T+ +x=0 T =z
Determine uma EDO de segunda ordem que admita como solugao a Gaussiana ¢(t) = et/

Mostre que solucdes da EDO z(™) = 0 s&o os polinémios de grau < n — 1.

Solugoes de Chandrasekhar da equacao de Lane-Emden. Um modelo do perfil de equilibrio
hidrostatico de uma estrela é a equacao de Lane-Emden

1 d do
e (€)= )

onde £ é uma “distancia adimensional” do centro da estrela, 8(£) é proporcional & densidade, e p
é um parametro que depende da equacéo de estado P = Kp't1/? do gés que forma a estrela. O
problema fisico é determinare a solugdo com condigoes iniciais #(0) = 1 e df/d&(0) = 0, e o menor
zero de 0(€) com £ > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.

Verifique que

1 sin & 1

(&) =1-2¢, 0= e ()= —n

sao solugbes da equacdo de Lane-Emden (1.16) quando p = 0, 1 e 5, respetivamente.

11

118, Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, 1958.
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1.4 Constantes do movimento

Constantes do movimento. Seja v : X C R”™ — R™ um campo de vetores, com coordenadas
v(x) = (v1(x),...,v,(x)), que define a EDO auténoma

x = v(x)

num espago de fases X C R". Os observdveis sao as fungoes ¢ : X — R. Os observéaveis que
assumem valores p(x(t)) constantes ao longo das solugdes x(t) de x = v(x) sao ditos constantes do
movimento, ou integrais primeiros. Pela regra da cadeia, o observével diferencidvel ¢ : X — R
é uma constante do movimento se e s6 se a derivada de Lie de ¢ ao longo do campo v é igual a
Zero, ou seja,

0

Tk

&

(£v) () = 3 22 (x) - (%) = 0.
k=1

Q

para todos os pontos x € X.

As érbitas/curvas de fases estdo contidas nas hiperficies de nivel ¥, := {x € X t.q. ¢(x) =c}
das constantes do movimento. Se o sistema admite k& constantes do movimento independentes
©1, P2, ..., @i (ou seja, tais que os diferenciais dy;(x) sdo linearmente independentes em cada
ponto x), entdo as érbitas do sistema estao contidas nas intersegoes das k hiperficies de nivel, umas
sub-variedades de co-dimensao k. Em particular, a existéncia de n — 1 constantes do movimento
independentes permite determinar as drbitas.

Verifique que o sistema x = Ax, onde A é uma matriz diagonal com DetA # 0 (ou seja, todos
os valores préprios sdo # 0) ndo admite constantes do movimento néo triviais (i.e. constantes).

Determine as curvas ¢ — r(t) no plano euclidiano que satisfazem r - r = 0. Observe que ||r|?
é uma constante do movimento).

One-dimensional Newtonian motion. The one-dimensional motion of a particle of mass m
subject to a force F'(x) that does not depend on time is described by the Newton equation

mi = F(x).

Define the potential (energy) as (the opposite of) some primitive U(z) = — [ F(z) dz of the force,
so that the Newton equation looks
mi = —U'(x),

(above, the prime denotes derivative with respect to z, as in calculus books) The total energy

1
E(z,&) = imi‘Z +U(x)

(which of course is defined up to an arbitrary additive constant) of the system is a constant of the
motion, i.e. is constant along solutions of the Newton equation. Indeed,
d OF OF
=(—F(z)+mi)t=0

In particular, once a value E of the energy is given (depending on the initial conditions), the
motion takes place in the region where U(z) < E, since the kinetic energy %mds2 is non-negative.
Conservation of energy allows to reduce the problem to the first order ODE

2
.2
“=—(F-U(x)),
2 (B~ U)
which has the unpleasant feature to be quadratic in the velocity #. Meanwhile, if we are interested
in a one-way trajectory going from some g to z, say with = > xg, we may solve for & and find the

first order autonomous ODE

i=\| 2 (E-U@).

m
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There follows that the time needed to go from x( to x is

t(x)z/zd—y.
o\ 2 (E—-U(y))

The inverse function of the above t(x) will give the trajectory x(t) with initial position x(0) = g

and initial positive velocity ©(0) = y/ 2 (E — U(w)), at least for sufficiently small times ¢.

Sistemas conservativos. A trajetéria t — r(t) € R® de uma particula de massa m > 0 (suposta
constante!) num campo de forgas conservativo é modelada pela equacao de Newton

mi =F
onde a forga é F(r) = —VU(r), e U(r) é um(a energia) potencial. Um sistema isolado de N pontos
materiais, com posicoes r,(t) € R3 e massas m, > 0, com o = 1,2,..., N, é modelado pelas

equagoes de Newton
Mele = Fg a=1,2,...,N

onde a forga que atua sobre o a-ésimo ponto material é

ou oU oU
F — — Vr = a._ v a2 o )
@ Ve U <8xa 0Ya Bza>

i.e. o oposto do gradiente, com respeito as coordenadas ro = (T4, Yo, 2a), de uma energia potencial
U(ry,ra,...,rN). A energia cinética é

N ,
K = E §ma||va||
a=1

onde v, = 1, é a velocidade do a-ésimo ponto material.

Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)
N1
E=K+U= Z 7m0¢HVOé||2 + U(r17r2a"'arN)
a=1 2

é uma constante do movimento, ou seja, que %E =0 ao longo das trajetdrias.

Mecanica lagrangiana e hamiltoniana. Um sistema mecéanico é descrito por um espaco das
configuragoes M, tipicamente um aberto de R™ ou, em geral, uma variedade diferencidvel, com
coordenadas locais q = (¢1,92,...,qn) € R", e uma lagrangiana L : TM — R, uma funcao
L(q,q) que depende das coordenadas e das velocidades generalizadas q = (q¢1,¢a,...,¢n). Por
exemplo, o espago das configuragoes de um sistema de N pontos materiais é o espago dos vetores
q=(ry,ro,...,r,) € R*N onder, € R} com a =1,2,...,N, representa a posicio do a-ésimo
ponto. A lagrangiana é tipicamente uma funcao do género

. Ma .
L(qa Q) = Z 7”1‘(1”2 - U(I‘l,I‘g, .. .,I‘a) .

«

A agdo de uma trajetéria [to,t1] — q(t) € M entre a posigdo q(tg) = qo e a posi¢do q(t1) = q; é
o integral
t1
St a() = [ Lia(o).aw)de.
to
O principio de minima agdo (de Hamilton) afirma que as trajetdrias fisicas sdo os pontos criticos
da agao, mantendo fixas as posigoes inicial e final. A variagao 0.5, dada uma variagoes infinitésimas
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q(t) + dq(t) da trajetéria com dq(to) = dq(t1) = 0, é dada por
" oL oL >
—0q;(t) + =—0q;(t) ) dt
/| ;(aqi (0) + 5 4s(0)

b L d dL
- /to Z:(%_C“a%)aqi(t)dt

(integrando por partes a segunda soma e usando as condigdes de fronteira).

08

Portanto, os pontos criticos da acao sao as solugoes das equacoes de Euler-Lagrange

d (0L oL
— = ,=1,2,...,n. 1.1
dt (a(h> aqi ? ) &y , 1 ( 7)

A forma linear p = (p1,P2-..,Pn) = p'dg1 + p*dgs + -+ + pdq, € T3M, de coordenadas
p' = 0L/9¢;(q), é dito momento. O espaco X = T*M ~ R" x (R")*, com coordenadas (q,p),
é dito espaco de fases do sistema mecanico. As equagoes de Euler-Lagrange sao equivalentes as
equacoes de Hamilton

__oH . oH
Ql_api bi = 9q;

i=1,2,...,n, (1.18)

onde a hamiltoniana do sistema, H : X — R, é a “transformada de Legendre” da lagrangiana,
definida por

H(q,p) = sup(p-q-L(q,q)
= Yol +U )

O espago das configuracoes de um sistema de N pontos materiais é o espago dos vetores
q= (r,re,...,r,) € R*N onder, € R com a = 1,2,..., N, representa a posi¢io do a-ésimo
ponto. A lagrangiana é

R Me .
L(qv q) = Z 7(1”1‘01”2 - U(rlvrQa BERE) I'a) ;

[}

onde U é a energia potencial da interagao. Verifique que as equacoes de Euler-Lagrange sao
equivalentes as equagoes de Newton m,r, = F,.

Mostre que a hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que

< H(a(t),p(1)) = 0

ao longo das solugoes das equagoes de Hamilton. Deduza que as érbitas do sistema no espago de
fases X estéo contidas nas curvas/superficies de nivel { H(q,p) = ¢} da hamiltoniana.
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Péndulo matematico. As oscilagbes de um péndulo de comprimento ¢ e massa m sao descritas
pela lagrangiana

1 :
L(6,0) = §m€292 —mgl(1 — cosb)

onde 6 é o angulo que o brago do péndulo forma com a vertical (assim que 6§ = 0 representa a
posicao de equilibrio estdvel), e g ~ 9.8 m-s™2 é a aceleragdo gravitacional préximo da superficie
da Terra.

-

A equagdo de Euler-Lagrange é portanto
f = —w?sin(h) (1.19)

onde w = 4/g/f é uma frequéncia, e é chamada péndulo matemdtico. ~ O espaco de fases é o
cilindro (R/27Z) x R de coordenadas 6 e p = 6. No espago de fases, a equagdo assume a forma do

sistema .
0=p
{ p=—w?sin(d) ~ (1.20)

Esta equagao diferencial nao é linear, a as suas solugoes precisam da introdugao de fungoes especiais,
chamados integrais elipticos de Jacobi. No entanto, é possivel compreender o aspeto das solugoes
observando que a energia

1.
E = 502 + w?(1 — cos )

é uma constante do movimento. No recobrimento universal R x R do espago de fases (ou seja,
esquecendo que os angulos estdo definidos a menos de multiplos inteiros de 27), as curvas de nivel
da energia sao curvas fechadas (que descrevem oscilagdes em torno do equilfbrio)) se E < 2w? ...e
curvas que oscilam em torno de uma reta orizontal se E > 2w? (que descrevem rotacgoes).

Phase portrait Trajectory
2 15
- 10
o 1
£ & 05
E forward orbit _5 - {rajectory
0 0 e initial state 2 009 . linitial position
5 & g5
-1
-1.0
i, -1.5

2 -1 0 1 2 3 D 5 10 15 2 3 B
position g time t

[
L

Oscilador harménico/lei de Hooke. As pequenas oscilagoes de um péndulo a volta da posigao
de equilibrio # = 0, ou as oscilagoes de uma particula sujeita a lei de Hooke, sao modeladas pela
equacgao do oscilador harmdnico

q§=-—wq.
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obtida da (1.19) ao approximar sin 6 ~ 6. No espago de fases, de co ordenadas g e p := ¢, a equagao
assume a forma do sistema
{ i=p
p=-w’q

E imediato verificar que a energia

1 1
12 2 2
H(q,p) == 5p° + 5wq
2 2
é uma constante do movimento. As curvas de energia constante sdo elipses centradas na origem.
Fixada uma energia positivaE, o movimento acontece no intervalo (x_, x4 ) com x4 = £v2F/w,
e a velocidade satisfaz a equacao quadratica

2 = wy/(Jzs]? — 22).

Uma integracao permite entao determinar a trajetéria de x_ até x < x. Esta equacao diferencial
é tao importante que serd objeto de um inteira secao 3.4

Calcule o tempo necessario para deslocar o oscilador de z_ até x4, e mostre que nao depende
da energia F.

Gravidade real e velocidade de escape. A distancia r de uma particula de massa m do
centro da Terra satisfaz a equacao de Newton

. R?
mi=-mg—,
r

onde R ~ 6.3710 x 10° m é o raio (médio) da Terra (assim que, naturalmente, r > R) e g =
GM/R ~ 9.80665 m-s~2 a aceleracio gravitacional préxima da superficie da Terra, sendo G ~
6.674x 10~ m3.kg~'-s72 a constante gravitacional e M ~ 5.9736x 10%* kg a massa da Terra. Nesta
aproximagao, consideramos o verdadeiro campo gravitacional gerado pela Terra, cujo potencial é
U(r) = mgR?/r, mas desprezamos a influéncia da Lua assim como dos outros planetas. Se o
movimento da particula é radial, entao a energia total, que é conservada, é dada por

assim que

Escreva o integral que representa o tempo necessario para deslocar a particula da superficie
da Terra, ou seja, rg = R, até uma altura h = r — R > 0 acima da superficie, dada uma energia
inicial E > mgR (ou seja, uma velocidade inicial positiva).

Determine a menor velocidade inicial necessédria para fugir do campo gravitacional da Terra,
ou seja, para atingir uma altura infinita (chamada velocidade de escape).

1.5 Existéncia e unicidade

E natural colocar a questao de decidir se as equagoes diferenciais, que usamos como modelos de
fenémenos fisicos, realizam as nossas espectativas sobre o determinismo. Ou seja, se realmente as
condigoes iniciais determinam, e univocamente, o futuro de um sistema (e eventualmente também
o passado, sendo muitas leis fundamentais indiferentes a diregdo do tempo). Do ponto de vista
matematico, isto significa provar teoremas de existéncia e unicidade para as solugoes.
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Iteracoes de Picard. Uma funcao diferencidvel ¢t — ¢(t), definida num intervalo I C R e com
valores num dominio X C R", é solugao da equagao diferencial & = v(¢,z) com condigdo inicial
o(tg) = o se e s6 se
t
o) =0+ [ v(sp(s)) ds.

to
ou seja, se (t) é um ponto fixo do mapa de Picard P :C(I,X) — C(I,X), que envia uma fungao
@(t) na funcao

(Po) (t) :=xo + / v (s,¢(s))ds. (1.21)

to

Se a sucessdo de fungdes ¢, Pp, P2¢ := P (Po) , ..., P"¢ := P (P""'¢), ..., obtidas iterando
o mapa de Picard a partir de uma funcdo inicial ¢, é convergente (numa topologia apropriada
definida num subespago C C C(I,X) :={ ¢ : I — X continua} tal que P : C — C seja continua),
entdo o limite z(t) = lim,,—, o (P"¢) (t) é um ponto fixo do mapa de Picard, e portanto uma solugao
da equagéo diferencial & = v(¢,z) com a condigao inicial dada z(tg) = zo.

e.g. EDOs simples. Se o campo de velocidades apenas depende do tempo, ou seja o problema
é a EDO simples @ = v(t), entdo o mapa de Picard envia toda funcao inicial ¢(¢) na solugao

(Po) (1) = 20 + / v (s)ds

to

com z(tg) = xo.

e.g. O exponencial. Queremos resolver & = x com condigao inicial (0) = 1. Comegamos pela
conjetura ¢(t) = 1, e depois calculamos
t2 t2 3
(Po) (t) =1+t (P2¢)(t):1+t+5 (P3¢)(t):1+t+5+g
Entao a sucessao converge (uniformemente em intervalos limitados) para a série de Taylor da fungao

exponencial
2 n

ng) () — L t
(P¢)(t)f1+t+2+ t e

que é a solugao que ja conhecemos.

Contragoes e teorema de ponto fixo de Banach. Seja (X, dist) um espago métrico. Uma
transformagao f : X — X é dita contracdo se é Lipschitz e tem constante de Lipschitz inferior a
um, ou seja, se existe 0 < A < 1 tal que para todos z, 2’ € X

dist(f(z), f(z")) < X -dist(z,2").

As trajetdrias da transformagdo f : X — X slo as sucessoes (z,) definidas recursivamente por
Tnt1 = f(xn), se n > 0, a partir de uma condigao inicial g € X. Os pontos fizos de f sao os
pontos p € X tais que f(p) = p.

Um espago métrico é completo se toda sucessdo fundamental é convergente.

Teorema 1.2 (principio das contragoes, teorema de ponto fixo de Banach).  As trajetdrias de
uma contragdo f : X — X sdo sucesssoes de Cauchy, e a distancia entre cada duas trajetorias
decai exponencialmente no tempo. Se X € completo, entdo f admite um dnico ponto fizo p, e a
trajetoria de todo ponto converge exponencialmente para o ponto fixo.
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Demonstragdo. Seja f : X — X uma A-contragdo. Seja zo € X um ponto arbitririo, e seja
(xn,) a sua trajetéria, a sucessdo definida recursivamente por z,+1 = f(z,). Usando k-vezes a
contratividade ve-se que dist (z511,75) < Adist(x1,z0)¥, e portanto que

k—1 k—1

dist(ppr, Tn) < Zdist(xnﬂﬂwnﬂ') < dist(x1, zo) - Z At
j=0 j=0

< dist(xy, ) - A" - Z M < X - dist (21, x0) -

=0

Em particular, (z,) é uma sucessao de Cauchy, pois para todo € > 0 existe o tdo grande que se
n>mentdo A"/(1—A) <e.
Se (yn) é a trajetéria de um outro ponto yp € Y, a contratividade também implica que

diSt(l'n»yn) S A" 'diSt(x07y0)a

ou seja que que a distancia entre duas trajetorias decai exponencialmente.
O limite p = lim,,_, o, x,,, que existe se X é completo, é um ponto fixo de f, porque f é continua,
flp)=f ( lim xn) = lim f(z,)= lim 2,41 =p.
n—oo m n—oo
Se p e p’ sdo pontos fixos, entdo d(p,p’) = d(f(p), f(p’)) < Ad(p,p’) com A < 1 implica que
d(p,p") =0, 0 que mostra que o ponto fixo é dnico. Comparando a trajetéria de xy e do ponto fixo
p (que é a sucessdo constante), ve-se que

dist(z,,p) < A" - dist(xo, p) ,

ou seja, que a convergeéncia x,, — p é exponencial. O

Utilize o teorema do valor médio para mostrar que uma funcdo f : R® — R™ de classe C! é
uma contragao sse existe A < 1 tal que |f'(z)] < A para todo = € R".

Mostre que uma transformacao f: X — X tal que

d(f(x), f()) < d(z,2")

para todos z, 2’ € X distintos pode nao ter pontos fixos, mesmo se o espago métrico X for completo.

Teorema de Picard-Lindelsf. > O teorema de existéncia e unicidade bésico para equacdes
diferenciais ordinarias é o seguinte.

Teorema 1.3 (Picard-Lindelof).  Seja v(t,z) um campo de velocidades continuo definido num
dominio D do espago de fases extendido R x X. Se v € localmente Lipschitziana (por exemplo,
diferencidvel com continuidade) com respeito a sequnda varidvel x € X C R™, entdo existe uma e
uma Unica solugao local da equagao diferencial & = v(t,x) que passa por cada ponto (tg,xzo) € D.

Demonstracdo. Seja I x B = [ty — &,to + €] x Bs (79) uma vizinhanca sufiientemente pequena de
(to, o), onde B = Bs (x0) denota o disco fechado de centro x( e raio d in X. Pela continuidsde
do campo de velocidades v(t.x) existe K > 0 tal que |v(t,z)| < K se (t,z) € I x B. Pela condicao
de Lipschitz, existe M > 0 tal que |v(t,x) —v(t,y)| < M|z —y|set € I e x,y € B. Podemos
reduzir, se necessdrio, o raio ¢ de I de maneira tal que Ke < § e Me < 1. Seja C = C°(I, B)
o espago das fungoes continuas t — ¢(t) que enviam I em B. Munido da norma do supremo,

12M. E. Lindel6f, Sur 'application de la méthode des approximations successives aux équations différentielles
ordinaires du premier ordre, Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’Académie des sciences 114 (1894),
454-457.
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|l — ¢lloo = super |@(t) — p(t)] este é um espago métrico completo (de facto, um espago de
Banach). O mapa de Picard (1.21) envia C em C, pois

| (Po) (t) — 0| < | |v(s,é(s))|ds < Ke <§.

to

Finalmente, dadas duas fungoes ¢, ¢ € C, acontece que

[ (Po) (1) = (Pe) ()] S/t v (s, 0(5)) = v (s, 0(s)) | ds

< Me -sup |p(t) — o(t)],
tel
e portanto
|1Pd— Polloo < Me - || — ©lloo -

Sendo Me < 1, o mapa de Picard é uma contracao. O teorema segue do principio das contragoes
1.2. 0

1.6 Simulacoes

Ainda mais importante, para fisicos e engenheiros, é a possibilidade de simular, ou seja aproxi-
mar, solugoes, na impossibilidade praticamente certa de encontrar as solugoes exatas das equagoes
diferenciais que descrevem os fenémenos interessantes do mundo real.

Solugoes exatas e simulagoes. Exceto poucos casos importantes, resolvidos por matematicos
e fisicos famosos (como a queda livre, a lei de Hooke/oscillador harménico, o problema de Ke-
pler, ...), ndo hd nenhuma esperanca de resolver “analiticamente” as equagdes diferenciais que
descrevem fenémenos interessantes do mundo real (leis da fisica, problemas de engenharia, ... ). E
necessario fazer “simulagoes”, ou seja, calcular valores aproximados das solugbes. Naturalmente,
as simulagGes sao crediveis se conseguimos controlar os erros introduzidos.

Por otro lado, sabemos hoje, depois dos trabalhos de Poincaré, que em muitos casos fisicamente
interessantes (famoso é o problema dos 3 corpos) é ilusério pensar que solucoes exatas sejam de
alguma ajuda para fazer previsdes. A moderna teoria dos sistemas dinamicos consiste entdo em
substitir a procura das solugoes com uma andlise qualitativa ou estatistica das possiveis solugoes.

Método de Euler/diferéngas finitas. Consideramos o problema de simular as solugdes da
EDO
& =v(t,x) (1.22)

O método de Euler consiste em utilizar recursivamente a aproximagao linear
x(t+dt) ~z(t) + v(t,z) - dt,

dado um “passo” dt = 7 suficientemente pequeno. A solugéo z(t,), nos tempos t, = to + nr, com
condigao inicial x(tg) = xo é estimada pela sucessdo (2, )nen, definida recursivamente por

’xnﬂ =y + v(tn, Tpn) -T.‘

Por exemplo, em Python


https://www.python.org
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# scientific libraries
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# parameters and initial conditions

g8 = 1 # initial position

t@ , T=0 , 1 # initial and final times
dt 0.001 # time step for integration

# vector field

def vectorfield(x, t):
dgdt = x
return dqdt

np.arange(t@, T, dt) # times
np.zeros(len(t)) # positions

qle] = q@

for 1 in range(@,len(t)-1):
q[i+1] = q[i] + vectorfield(q[i],t[i]) * dt

Euler integration

# picture

plt.figure()

plt.plot(t, q , label='trajectory')
plt.title("Euler method")
plt.xlabel( ‘time"')

plt.ylabel( ‘position’)

plt.legend()

Se a solugao verdadeira admite segunda derivada, é natural esperar, pela férmula de Taylor
com resto, que o erro
en = x(ty) — Tp

introduzido em cada passo seja da ordem de 72. Num intervalo de tempo fixado [to,to + T7,

dividido em N subintervalos de comprimento 7 (assim que T'= NT), o erro acumulado deve ser
entdo da ordem de N 72 ~ T'T, que converge para zero quando 7 — 0.

Estimacgao dos erros no método de Euler. Este argumento pode ser feito rigoroso, com
algumas hipoteses a priori sobre a solugao.

Usa o seguinte lema, de interesse independente, que descreve um crescimento quase-exponencial
em tempos discretos. Observe que a equagdo recursiva y,+1 = Ay, + 3, com A positivo mas # 1,
descreve um crescimento/decaimento (dependendo se A é superior ou inferior a 1) exponencial com
reposigao/recolha (dependendo se /3 é positivo ou negativo), e a sua solugdo é y, = A" (yo —7) + 7,
sendo 7 = /(1 — \) o equilibrio.

Teorema 1.4. Seja (y,) uma sucessao de nimeros ndo negativos que verifica

Ynt1 < Ayn + B

com N\, >0 e \#1. Entdo
A —1

< A"
Yn S ATYo + Y1

3.

A demostracao é simples, por inducao.

Assumimos entao que exista e seja tinica a solugdo de & = v (¢, z) no intervalo I = [tg, to+7], com
condicao inicial z(tg) = xo. Assumimos também que a sua segunda derivada seja uniformemente
limitada, i.e.

()] < M (1.23)
e que o campo de velocidades seja Lipschitziano na segunda variavel, i.e.
v(t, @) —o(t,y)| < K|z —yl, (1.24)

também uniformemente em ¢ € I.
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Teorema 1.5.  Seja x(t) a unica solu¢io de & = v(t,x) no intervalo [to,to + T'] com condi¢do
inicial x(tg) = xg. Se o campo satisfaz (1.24) e a solugdo satisfaz (1.23), entdo a diferenga entre
08 x(ty), comt, =tg+nt e0<n <N, e os termos da sucessio xg,T1,x2,...,TN, obtida usando

o método de Euler com passo T =T/N, é limitada por

14+ Ko
fo(ta) — 2] < 2 LEED

Demonstracao. Usando a férmula de Taylor com resto de Lagrange e a propria equagao diferencial
Z(ty) = v(tn, z(tn)), podemos escrever

|z(tn ) = Zp, — V(tn, Tn) T
= |x(t )T+ 28t +6) T2 — 2y — 0(tn, T) 7"
| ) — xn + ( (tn,x(tn)) — v(tn,zn)) T+ ix(tn—l—é) 72|

|(ths1) — Tnya] =

onde 0 < § < 7. Pela desigualdade do triangulo e as hipé6teses (1.23) sobre a segunda derivada
da solugéo e (1.24) sobre o campo vetorial,

[2(tnt1) = Tnt| < [2(tn) — 2n| + [0(tn, 2(tn)) — v(tn, z0)| T+ |%x(tn +9) 7—2|
<a(tn) — x| + K7 |2(tn) — 20| + MT2/2.

Portanto, a sucessao dos erros €, = z(t,) — =, satisfaz

M2

lEnt1| < (14 K7) [en] +

Pelo teorema 1.4, com g9 = 0, A = (1 + K7) e 8 = M72/2, temos

I+ Kn)" -1
Kt

e portanto o resultado. O

|5n|§ MT2/2

Convergéncia do método de Euler. Como natural esperar, a cota superior aos erros no
teorema 1.5 é mdxima quando n = N, o ndmero total de passos no intervalo [t,tg + T]. Quando
o passo 7 — 0, o nimero de passos N = T/7 tende para o co. Mas

KT\N
(1+5) KT

1—|—K7’)N_M Y

2K o 2K 2K

quando N — oo. Consequentemente, nas hipdteses do teorema 1.5, os erros sao uniformemente
limitados por

ar

KT
len| < MZ—KT

logo convergem para zero uniformemente quando 7 — 0.

e.g. Exponencial. Consideramos a equagao diferencial
T=x

com condigao inicial (0) = 1, que define a funcdo exponencial. Se o passo é 7 > 0 e o tempo final
ét=n7 comn € N, entdao o método de Euler fornece a aproximacao

r(t) ~x, = (1+7)"

onde n = t/7 é o nmero de passos. No limite quando o passo 7 — 0, as aproximagodes convergem
para a solugao z(t) = e, pois

t n
lim(l—|—7‘)t/T: lim <1—|—) =e.
T7—0 n—oo n
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Simule a solugdo da EDO & = (1 — 2t) x com condigao inicial (0) = 1. Compare o resultado

com o valor exacto x(t) = et_tz, usando passos diferentes, por exemplo 0.01, 0.001, 0.0001 ...

Aproxime, usando o método de Euler, a solugdo do oscilador harménico

{(Jp
p=—q

com condigao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto ¢(1) = cos(1),
usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

Método RK-4. O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solucao de
z=w(t,x) com condigdo inicial  x(tg) = xo

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(ty + n - dt) com a sucessdo (z,) definida
recursivamente por

Tpt1 = Ty + % (k?l + 2ko + 2k3 + k‘4)

onde t,, = tg + n - dt, e os coeficientes k1, ko, k3 e k4 sao definidos recursivamente por

k1 = v(tn, xn) kQZU(tn+%,xn+%'kl)

kgzv(tn—‘y-%,xn—f—%'k‘g) k)4=’l}(tn+dt,l‘n+dt~k3)

Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.

Software. Existem software livres e proprietarios que permitem resolver analiticamente, quando
possivel, ou fazer simulagoes numéricas de equacgoes diferenciais ordinarias e parciais.
Por exemplo, a livraria SciPy de Python contém a fungad odeint

# scientific libraries

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import odeint

# parameters and initial conditions
ql = 0.3 # initial position
pd = 0.3 # initial momentum
beta = 0.1 # friction coefficient
omega = 1 # proper frequency
i
0.

=0 , 10 # initial and final times
001 # time step
# vector field
def oscillator(y, t, beta, omega):
q, p=Y
dgdt = p
dpdt = — (omega **x 2) % q — beta x p
return dgdt, dpdt

# integration

t = np.arange(t®, T, dt) # times

yd = q@, p@ # set initial conditions

trajectory = odeint(oscillator, y@, t, args=(beta, omega))
q, p = trajectory.T

plt.figure()

plt.plot(q, p , label='orbit"')
plt.title("0ODE integration")
plt.xlabel( ‘position’)
plt.ylabel( ‘momentum')
plt.legend()



https://scipy.org
https://www.python.org
https://scipy.github.io/devdocs/tutorial/integrate.html
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2 Meétodos elementares de integracao

2.1 EDOs simples

Integragao de EDOs simples. A equagdo diferencial mais simples é do género
z=w(t) (2.1)

onde o campo de diregdes v(t) depende apenas do tempo ¢, e ndo da prépria fun¢do incégnita
x. Se z(t) é solugao de (2.1) entdo também xz(t) + ¢ é solucdo, para todas as constantes ¢ € R.
Consequentemente, as solugoes diferem por uma constante aditiva, determinada pela condigao
inicial.

j
j
j
j
j

R RS R

Trés solugdes da EDO simples & = ¢3 sin(t) que diferem por uma constante aditiva.

O teorema (fundamental do cdlculo) de Newton e Leibniz'® afirma que a derivada do integral
indefinido F(t) := fat f(s) ds de uma fungéo continua f(t) existe e é igual a F’(t) = f(¢). Portanto,

Teorema 2.1. Se v(t) é um campo de diregoes continuo definido num intervalo de tempos I, entdo
a solugao x(t) da EDO simples (2.1) com condi¢do inicial x(tg) = xo, com to,t € I, é determinada
por meio de uma integracdo, ou seja, € dada por

z(t) = o —I—/ v(s)ds (2.2)

to

Demonstragao. Pelo teorema fundamental do célculo, a derivada da (2.2) é &(t) = v(t), e o seu
valor no instante to é z(ty) = xo, pois o integral j::’ v(s)ds é nulo. A unicidade é um exercicio. O

Por causa deste teorema, as equagoes diferencias simples sdo ditas integrdveis, e “integrar”
(uma equacao diferencial) é usado como sinénimo de “resolver”.

Integre (ou seja, determine a solugdo geral) as seguintes EDOs, definidas em oportunos
intervalos de tempo

P=2—-t+3t2+5t° d=et di=cos(3t) d=1/t

Determine z(t) sabendo que

13A solugéo do anagrama,
6accdael3eff7i319ndo4dqrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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Mostre que a solugao do teorema 2.1 ¢ tinica (considere duas solugoes, calcule a derivada da
diferenga, e utilize o teorema do valor médio . ..)

Foguetao. Se um foguetdao de massa m(t) no espago vazio (ou seja, sem forgas gravitacionais!)
expulsa combustivel a uma velocidade relativa constante —V e a uma taxa constante m = —a,
(com a > 0) entdo a sua trajetéria num referencial inercial é modelada pela equacdo de Newton

d
at (mv) =m(v—-V), e portanto mio = —aV .

onde v(t) := ¢(t) é a velocidade e ¢(t) a posigao.
Resolva a EDO 1 = —« para a massa do foguetao, com massa inicial m(0) = my, e substitua
o resultado na equacao de Newton, obtendo

aV

’L.) = ——
mo — at

(desde que 0 <t < m./a, onde m, < my é a massa inicial do carburante). Calcule a trajetéria do

foguetao com velocidade inicial v(0) = 0 e posigao inicial ¢(0) = 0, vélida para tempos ¢ inferiores
ao tempo necessario para acabar o combustivel.

Se ¢(t) representa a altura e o foguetao estd sujeito a for¢ao gravitacional préximo da su-
perficia da Terra, entao a equacao de movimento fica

mu = —aV —mg

Calcule a trajetéria do foguetdo com velocidade inicial v(0) = 0 e posigao inicial ¢(0) = 0, e
determine a altura atingida no instante ¢ = m./a em que o combustivel acaba.

Elementos R, C' ou L num circuito alimentado com tensao alternada. Consideramos
um circuito alimentado por uma fonte de tensao alternada (AC), com uma forga electromotriz

V(t) = Eg cos(wt)

de frequéncia angular w e amplitude Fy. Se o circuito é composto apenas de uma resisténcia R,
entdo a corrente I(t) satisfaz a equacdo V = RI, e portanto é uma oscilacao

() = % cos(wt)

em fase com a tensao. Se o circuito é composto por apenas um condensador de capacidade C' e
tem resisténcia (praticamente) nula, entdo a carga @ = f I no condensador, suposta inicialmente

nula, satisfaz V' = @/C. Consequentemente, a corrente satisfaz a equagao %I (t) = V. Isto diz
que a corrente é uma oscilagao

I(t) = —wCEgsin(wt) = wC Eqy cos(wt + 7/2)

avancada 7/2 em relagdo & tensdo. Finalmente, se o circuito é composto por apenas uma bobina
de induténcia L e tem resisténcia (praticamente) nula, entao a corrente I(¢) satisfaz a EDO

Li=V
A solucao com condigao inicial nula é uma oscilacao

_ Eo _ B
I(t) = I sin(wt) = L cos(wt — w/2)

atrasada de um angulo 7/2 relativamente & tensao.
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Braquistécrona. A braquistécrona € a curva ao longo da qual uma particula inicialmente em
repouso desliza, sem atrito e sujeita a gravidade, entre dois pontos de um plano vertical em um
tempo menor possivel (Bernoulli, Newton, Leibniz). De acordo com a solucao genial de Johann
Bernoulli (que podem ler em [Si91] ou também ver e ouvir em 3BluelBrown explicada por Steven
Strogatz), a velocidade escalar v da particula e o dngulo ¢ que a curva forma com a vertical
satisfazem

sinp 1
v«
para alguma constante « (a velocidade escalar méxima atingida no ponto de altura minima da
curva, quando ¢ = 7/2), por analogia com o “principio de Fermat” da dptica geométrica, logo a
“lei de Snell” sobre os dngulos de refracao. Por outro lado, pela conservagao da energia a velocidade
escalar é proporcional a
v = /29T

se x denota a queda da particlula e g a aceleragao gravitacional. Consequentemente, a bra-
quistécrona é a curva que satisfaz a identidade

sing = +/z/6

onde § = a?/2g denota a queda maxima, atingida quando a velocidade escalar ¢ maxima. Se
y(z) denota a distancia horizontal percorrida enquanto funcdo da queda z, entdo siny = dy/ds
com ds = \/dx? + dy?. Finalmente, depois de alguma ginastica, a braquistécrona é definida pela
EDO

dy T
- = 2.
dx o—=x (2:3)

Use a substituigao trigonométrica x = p(1 — cosd) com p = §/2 (observe que z varia entre
0 e §) e a identidade 1 — cos@ = 2sin?(#/2) para calcular uma primitiva do segundo membro da
(2.3). Deduza que a braquistécrona é a curva paramétrica

x(0) = p(1 — cos®) y(0) = p(0 — sin H)

ou seja, uma cicloide gerada por uma roda de raio p.

A lei horéria pode ser calculada integrando dt = ds/v. Verifige que a particula, inicialmente
em z = 0, atinge a posi¢do z = §, o minimo da curva, no tempo

5
t= \/%/0 \/%ZW plg

(para calcular o integral, é util usar a substituigao trigonométrica anterior).

Calcule a lei horaria de uma particula que se desloca ao longo de uma braquistocrona, a partir
de um ponto arbitrario com velocidade inicial nula. Verifique que a particula atinge o minimo da
curva no tempo m4/p/g, independentemente da posicao inicial (e portanto a cicloide é uma curva
tautocronica).


https://en.wikipedia.org/wiki/Brachistochrone_curve
https://www.youtube.com/watch?v=Cld0p3a43fU
https://en.wikipedia.org/wiki/Cycloid
https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve
https://en.wikipedia.org/wiki/Tautochrone_curve
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2.2 EDOs autonomas

Campos de vetores e EDOs auténomas na reta. Um campo de vetores v : X — R, definido
num intervalo X C R, define uma EDO auténoma

t=v(z). (2.4)

A palavra “auténoma” indica que o campo v(z) nao depende explicitamente do tempo. Se z(t) é
solugdo de (2.4), entdo também z(t — ¢) é solugdo, para todos os tempos ¢ € R. Consequentemente,
a fisica modelada por uma EDO auténoma é invariante para translagées no tempo. Em particular,
podemos sempre considerar, sem perda de generalidade, as condigoes iniciais dadas no tempo
to = 0.

Duas solugdes da EDO auténoma & = 2 que diferem por uma translagio no tempo.

Se xg é um ponto singular do campo de vetores, ou seja, um ponto onde v(zp) = 0, entdo a
trajetéria constante
x(t) = xo

para todos os tempos t € R é uma solugdo estaciondria, ou de equilibrio, da equagao diferencial
auténoma (2.4).

AR TR VA VAV VR ) \ N N U N N U W U W N U U N A S NI

[P T

Equilibrio e outras duas solu¢ées da EDO auténoma & = —x.

Se xg é um ponto regular do campo continuo v(z), ou seja, se v(zg) # 0 (e portanto, pela
continuidade, v(x) é diferente de zero numa vizinhanga de (), entdo uma solucao local de (2.4)
com condigdo inicial z(tg) = g pode ser determinanda “separando as varidveis”, ou seja, fazendo
formalmente

dx dx
U(.T) m

e _
J =]

entre limites de integracao apropriados. Ou seja,

=dt

e integrando os dois membros,
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Teorema 2.2. Se xy € um ponto regular do campo continuo v(z), entdo a Unica solugdo local da
EDO auténoma (2.4) com condi¢ao inicial x(ty) = x¢ € dada implicitamente por

/ ﬂ:t—to (2.5)

o V(1Y)

num intervalo de tempos suficientemente pequeno em torno de tg.

Demonstrag¢do. Assumimos que o campo de velocidades v é continuo, e seja J = (x_,x4) o in-
tervalo maximal contendo xg onde v é diferente de zero. Definimos a funcao H : R x J — R

Ccomo - d
H(t,x):t—to—/ 2
2o V()

Se t — ¢(t) é uma solugao do problema de Cauchy, entdo um calculo mostra que 4 H (t,(t)) =0
para todo tempo t. Consequentemente H é constante ao longo das solugoes do problema de Cauchy.
Sendo H (tp,x9) = 0, concluimos que o grafico de toda solugdo pertence ao conjunto de nivel
Y ={(t,x) e R x J s.t. H(t,z) =0}. A fungdo H é derivdvel, e o seu diferencial dH = dt—dzx/v(z)
ndo é nulo. De facto, as duas derivadas parciais 0H/0t e OH/Ox sdo sempre diferentes de zero.
Pelo teorema da fungao implicita o conjunto de nivel ¥ é, numa vizinhanga I x J do ponto (o, zo),
o grifico de uma fungao diferencidvel x — ¢(x), assim como o gréfico de uma funcdo diferencidvel
t — x(t), a funcdo inversa de t(x), que é uma solugdo do problema de Cauchy. De facto, a sua
derivada é, pelo teorema da fungao inversa,

i) =1/ (G (el0)) = vlo)

e a condigao inicial é z(ty) = xo. O

Observe que a fungao t(x) — ¢y tem a interpretacdo do “tempo necessério para ir de xg até z”.

E possivel também provar a unicidade das solugoes estacionarias usando a hipétese de deriva-
bilidade do campo. A primeira observacao é o resultado “6bvio”, que diz que “quem anda mais
devagar nao vai mais longe”.

Teorema 2.3 (teorema de comparagao). Sejam v(x) e w(x) dois campos vetoriais continuos tais
que v(z) < w(x) para todo x. Sejam x(t) e y(t) solugdes, definidas num mesmo intervalo de
tempos (a,b) (com a e b possivelmente infinitos), das EDOs auténomas & = v(x) e §y = w(y),
respetivamente, com a mesma condi¢ao inicial x(tg) = y(to) = xo para algum a < ty < b. Entao

x(t) <y(t)

para todo tempo t >ty (e x(t) > y(t) para todo tempo t < ty).

Demonstragdo. Seja T o supremo dos tempos ¢ entre to < ¢ < b tais que z(t) < y(t) para todo
t € (to,c). Se T < b, pela continuidade das solucoes z(7) = y(7) e, neste ponto, Z(7) < y(7) pela
hipétese sobre os campos. Mas isto implica que z(¢) < y(t) para todos tempos t > 7 suficientemente
préximos de 7 (porqué?), o que contraria a defini¢do de 7. O absurdo implica que 7 = b. A outra
afirmacgao é obtida ao inverter o sentido do tempo. O

Finalmente, temos o seguinte resultado de unicidade das solugoes de uma EDO auténoma nos
pontos singulares (a condigdo de diferenciabilidade pode ser enfraquecida, apenas é necessério que
os integrais f;o dy/v(y) sejam divergentes).

Teorema 2.4. Seja xg um ponto singular do campo diferencidvel v(z). Entdo a solugdo esta-
ciondria x(t) = xg € a dnica solugao de & = v(x) com condi¢do inicial x(ty) = xo.
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Demonstracdo. A ideia é simples. Podemos assumir que o ponto critico é a origem, ou seja,
zo = 0, e que tg = 0. Pela diferenciabilidade, o campo é limitado por um campo linear

[v(z)] < Alz|

com A > 0 numa vizinhanga da origem. Assumimos que exista uma solugéo de & = v(x) com
condicao inicial £(0) = 0 que passe por z(7) = ¢ > 0 para algum tempo 7 > 0 (0s outros casos,
com T negativo e/ou ¢ negativo, podem ser tratados da mesma maneira). A solugdo de § = ky
con condigao inicial y(7) = ¢ é y(t) = ce'~7. Como v(x) < kx quando z > 0, pelo teorema de
comparagao z(t) > y(t) quando t < 7. Como y(t) ndo atinge a origem num tempo finito, x(t)
também nao pode passar pela origem quando ¢ = 0, contrariamente & hipotese. O

e.g. Exponencial. Consideramos a equagao diferencial auténoma

T =\
com A # 0 (que ja sabemos resolver). A solugdo de equilibrio é z(t) = 0. A solugdo com condigao
inicial z(tg) = o # 0 é obtida separando as varidveis,

d—zzAdt
x

e integrando, de acordo com

x t
/ dy = )\/ ds = log |z/x0| = Mt — to)
T y to

Se zg # 0, entdo por continuidade o sinal de x(t) é igual ao sinal de xy para tempos suficientemente
pequenos (e também para tempos grande, pois pelo teorema de unicidade (1.3) a tnica solugdo
que assume o valor nulo em algum tempo é a solugao de equilibrio). Podemos entéo tirar o valor
absoluto, calcular o exponencial, e obter finalmente

z(t) = zoe 1)

Por acaso, esta formula também inclui a solucao de equilibrio quando zy = 0.

Considere as seguintes EDOs auténomas

t=-3x d=z—1 di=2> i=z*+4+1 i=+z

T =e" t=(x—-1)(z-2) t=(x—1)(z—-2)(x—3)

definidas em intervalos convenientes. Encontre, caso existam, as solucoes estacionarias. Desenhe
o0s respectivos campos de vetores e conjeture sobre o comportamento das solugoes. Integre, quando
possivel, as equagoes e calcule solugoes. Determine, quando possivel, umas formulas para a solucao
do problema de Cauchy comcondicéo inicial 2(0) = x( e esboce a representacio gréfica de algumas
das solugoes encontradas.

Atrito e tempo de relaxamento. O atrito pode ser modelado, em primeira aproximagao (ou
seja, para velocidades pequenas), como sendo uma forga proporcional e contriria & velocidade.
Portanto, a equacdo de Newton (em dimensdo 1) de uma particula livre de massa m em presenga
de atrito é

mg = —vq
onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”. A velocidade v := ¢ satisfaz
. 1
0 =——v
T

onde 7 = m/y > 0. A solucao é v(t) = e ~/7v(0), assim que 7 é um “tempo de relaxamento”, o
tempo necessério para reduzir a velocidade de um factor 1/e. A energia cinética T := %va da
particula satisfaz

L2
T=-2T,
T

e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2.
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Calcule a solugao de m§ = —yq com posi¢ao inicial ¢(0) = g e velocidade inicial ¢(0) = vg.
A tensdo V(t) sobre o capacitor num filtro/circuito RC é modelada pela lei de Kirchoff

L1
ov+Ltv—o
TR

Verifique que a solugdo com tenséo inicial V(0) = Vj é
V(t) = VO G_RCt
Ou seja, a corrente decai exponencialmente com um tempo carateristico 7 = 1/(RC).

Queda livre com atrito. A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre em
presenga de atrito pode ser entao modelada pela equagao de Newton

mg = —yq —mg

onde ¢(t) é a altura no instante ¢, m > 0 é a massa, g ~ 9.80 m/s? é a aceleracio da gravidade
proximo da superficie terrestre, e v > 0 é um coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢
satisfaz a EDO linear de primeira ordem

mov = —yv —mg.

A solugao de equilibrio é v = —v4,, onde v := mg/y. As outras solugoes com v(0) = vg podem
ser encontradas separando as variaveis,

dv _@

UV + Voo T
e integrando, tendo definido 7 = m/~. O resultado é
v(t) = —Veo + (Vo + Vo) et/

Ou seja, a velocidade inicial é “esquecida” e é atingida exponencialmente a velocidade assimptotica
— s UM tempo tipico da ordem de 7.

Utilize a solugdo encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigao inicial ¢(0) =
qo > 0.

Considere um eletrao de massa m e carga —e num sélido, sujeito a um campo eletrico cons-
tante F. A sua velocidade v(t) é entdo modelada pela equacao de Newton

my = —yv —el

se v é um coeficiente de atrito que depende da estrutura do sélido e das impurezas (no cobre, a
temperaturas baixas T ~ 4K, o tempo de relaxamento é 7 = m/y ~ 1079 s.). Calcule a velocidade
assimptotica v, do eletrao. Mostre que a “condutividade”, a razao entre a “densidade de corrente”

j = (densidade de nimero) x (carga elétrica) x (velocidade) =n - e - v

e o campo elétrico E, é dada pela formula o = nre?/m .

Atrito a grandes velocidades. Quando a velocidade nao é pequena, o atrito que um fluido
exerce sobre um corpo macroscépico é melhor modelado como sendo uma forga contraria a velo-
cidade e proporcional ao seu quadrado (efeito de colisoes eldsticas de uma grande quantidade de
moléculas microscépicas do fluido sobre um objeto macroscépico). A equagao de Newton da queda
livre com atrito (por exemplo a queda de um paraquedista) fica portanto

mo = —aw|v| — mg,
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onde a > 0 é um coeficiente de atrito (que um modelo microscépico simples estima ser da ordem
a ~ Sp, sendo S a superficie do objeto em movimento e p a densidade do fluido). A solugao
estaciondria é v = —vo, onde v, = \/Mmg/a. As outras solugoes com velocidade v(t) < 0 (é claro
que uma velocidade inicial positiva é um fenémeno transiente) podem ser obtidas separando as
variaveis,

% =z
Mas J ) )
v UV — Vo
2 — V2 " 20 (U—’UOO > d1g<v+voo>
Finalmente, a solugdo com condicao inicial v(O) =0 1mphc1tamente dada por

1 10g<v(t§—voo): g,

Qoo U2
ou, com algum trabalho, explicitamente por
v(t) = —vs tanh(gt/vso)

Também neste caso, a velocidade atinge o valor assimptotico —vs, quando t — oo.

Logistica. Um modelo mais realista da dindmica de uma populagdo N(¢) num meio ambiente
limitado é dado pela equacdo logistica*

N =\N(1-N/M)

onde a constante positiva M é a populagao maxima permitida e A > 0. Observe que N ~ AN
se N« M, eque N — 0 quando N — M. A “populacio relativa” z(t) := N(t)/M satisfaz a
equagao logistica “adimensional”

t=Az(1—x). (2.6)
As solugdes de equilibrio sio Z = 0 (populagdo ausente) e Z = 1 (ou seja, N = M, populagdo
méxima). A solugao de (2.6) com condigéo inicial 2(0) = z¢ # 0, 1 pode ser determinada separando
as variaveis e integrando, e é dada em forma implicita por

x t
/L:/Ads
o Y1 =y) o

1 1 1

[— + [
yl-y) v 1-y
e deduza que a solucgao de (2.6) com condigdo inicial 2(0) = zy € (0,1) (fora deste intervalo o
modelo nao faz sentido fisico) é

Use a identidade

x(t) =

1+<%—1>e*/\t.

Discuta o comportamento assimptoético das solugoes da equacgao logistica.

\.\.\\\,\.\.\Y\,\\,\.\.\\,\.\.\.\\,\\.\\,

S~

h

14Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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Epidemias. Num surto epidémico, a taxa de crescimento do ntmero I(t) de individuos infetados,
dentro de uma populagao total constante N, é proporcional ao produto do nimero de individuos
infetados e o nimero S(t) = N — I(t) de individuos sauddveis (e portanto susceptiveis de serem
infetados), ou seja,

I=XI(N-1)

com A > 0.

Determine a lei de crescimento da populagdo infetada relativa z(t) := I(t)/N, e discuta o
comportamento assimptético de x(t).

Crescimento super-exponencial /explosao. Um outro modelo de dindmica de uma populagéo
em meio ilimitado é )

N =)\N2,
ou seja, a taxa de crescimento é proporcional aos pares de individuos contidos na populacao. A
solugdo estaciondria é a solugdo trivial N(¢) = 0.

Mostre que a solugdo com condicao inicial N(0) = Ny > 0 é

1

Nt)=—F—,
Q Nyt =Xt

definida para tempos ¢t < 1/ANy. Este modelo prevé uma catéstrofe (populagao infinita, explosao)
ap6s um intervalo de tempo finito!

Catenaria. A catendria, é a curva descrita, num plano vertical, por uma corrente flexivel fixada
pelas extremidades e sujeita apenas a gravidade (Leonardo da Vinci, Galileo, ... Huygens, Leibniz
e os Bernoulli). A equagéo diferencial para a altura y(x) é

d*y dy
ZJ 1 e
/\dxz +<dw>

onde A = apg/t é uma constante que depende da segdo « e da densidade p da corda, da aceleragao
gravitacional g e da tenséo t. O declive z = dy/dx satisfaz entdo a EDO de primeira ordem

dz _ /iy

a

At |



https://en.wikipedia.org/wiki/Catenary
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Separe as varidveis e mostre que

10g<z+ 1+z2>:§

é a solugdo implicita com condigéo inicial z(0) = 3'(0) = 0, assim que = = 0 é o ponto onde a
altura atinge o minimo. Deduza que z = sinh(z/\) e portanto, ao integrar, que a catendria é um
coseno hiperbdlico

y(x) = Acosh(z/N) + ¢

Tractrix. A tractrix é a curva descrita, num plano horizontal, por um objeto, sujeito ao atrito,
fixado a uma extremidade de um segmento cuja outra extremidade desliza ao longo de uma reta
(Perrault, Newton, Huygens e Leibniz). Num referencial conveniente, é o grafico de uma fungao

y(z) determinada pela EDO
@ 2 B 62 _ y2
de ) 42

com condigao inicial y(¢) = 0, onde ¢ > 0 denota o comprimento do segmento.

Resolva para a derivada de acordo com

dy _ VE-y?

dx Y

separe as varidveis e mostre que a curva é descrita por

/72 — 2
ylx) =+ <£ 10g%— \/62—x2>

LIJ

/\\

. X

Fazer modelos. Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

A taxa de variacao da temperatura de uma chavena de ché é proporcional & diferenga entre
a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

A velocidade vertical de um foguetao é inversamente proporcional & altura atingida.
A taxa de crescimento da massa de um cristal cibico é proporcional & sua superficie.
Uma esfera de gelo derrete a uma taxa proporcional a sua superficie.

A taxa de crescimento de uma populacdo de marcianos é proporcional ao nimero de trios
que é possivel formar com a dada populagao.

2.3 EDOs separaveis


https://en.wikipedia.org/wiki/Tractrix
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Produto direto de EDOs. O produto direto das EDOs auténomas & = v(z) e y = w(y) é o

sistema auténomo )
{ & =v(x) (2.7)
y=w(y)
definido no plano. As solugoes do sistema sdo os caminhos ¢ — (z(t), y(t)), onde z(t) e y(t) sdo
as solugoes das EDOs auténomas & = v(x) e y = w(y), respetivamente.

Se (z0,y0) é um ponto singular para o sistema (2.7), ou seja, um ponto onde v(zg) = 0 e
w(yo) = 0, entdo (x(t),y(t)) = (x0,y0) é uma solugao estaciondria do sistema. Se xg é um ponto
singular para v e yp é um ponto regular para w, entao é claro que as curvas de fases do sistema que
passam por (g, yo) sdo segmentos verticais no plano. Vice-versa, se o é um ponto regular para v
e yo 6 um ponto singular para w, entao é claro que as curvas de fases do sistema que passam por
(20, yo) sao segmentos horizontais no plano.

Consideramos finalmente o caso genérico de um ponto regular (zg, o) para os dois campos,
onde v(zg) # 0 ¢ w(yo) # 0. A solucdo de (2.7) que passa no instante to pelo ponto (xg,yo) é
determinada implicitamente por

cdg Yodn o
/zo o T e / wiy) LT

A curva de fases é obtida eliminando o tempo t —tg, e é portanto definida pela equacdo cartesiana

/ Tdg / Y dn
w0 V(&) Sy w(n)

Pelo teorema da fungdo implicita (valido desde que os campos v e w sejam suficientemente
regulares), esta curva é localmente o grafico de uma fungao x — y(x) ou de uma funcéo y — z(y)
que satisfaz a EDO

dy _ w(y) dz _ v(y)

dr  v(z) o dy w(x)

Determine as solugoes e esboce as curvas de fases do sistema linear
T =\
Y=y
ao variar os “valores préprios” (da matriz diagonal subentendida) A e p.

EDOs separaveis. Uma equacao diferencial do género

dy _ w(y)
de  v(x)

(2.8)

onde o campo de diregoes é um produto de uma funcdo da variavel independente e uma fungao
da varidvel dependente (a fungao incégnita) é dita separdvel. Casos particulares sao EDOs simples
e auténomas.
De acordo com a discussao anterior, estas equagoes diferenciais podem ser consideradas equacoes
diferenciais que definem as curvas de fases de um produto direto de duas EDOs auténomas. A
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solugdo de (2.8) com condigao inicial y(xg) = yo tal que v(xg) # 0 e w(yo) # 0, é dada em forma

implicita por
vodg Y dn
- Sl 2.9
/xo v(E) / w(n) (29)

Assim, a integracdo de uma EDO separavel consiste em calcular primitivas.

e.g. Por exemplo, consideramos a EDO separavel
dr _r
g 62
no primeiro quadrante, ou seja, com r > 0 e > 0. As solugdes sdo obtidas integrando

/%: g = logr=c—1/6

e sdo do género r = Ce~'/? para algumas constantes positiva C' = e°.

Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

dy dy dy dy sinz
_— = — _— = = I{j @ B _— =
dx z/y dx z/y dx vy dxr  siny
i =ta? th+t =t i =132 zi = "3y i=el"
t—1 -1 — a2
i=— it =0 (P +1) & =2t &=t (a® — )

Allometric laws. If two organs/tissues/components of a living body/organism/community grow
with different (but both constant!) relative growth rates « and 3, say

T =ax and U= By
(the independent variable ¢ may be time, or a linear dimension, or something else), then they

satisfy the relation
1 dy 1 dx

By dt — ax dt
Eliminating “dt”, we get the linear/separable/homogeneous ODE
dy y
dr (B/cx) P
Its solution is the allometric law *° '°
y=c-xa’ or, equivalently, logy =~ -logz +logc,
with “scaling exponent” v = §/«, and some constant ¢ = xo/yo related to the initial conditions
z(to) = xo and y(to) = yo. 7
A famous example is Kleiber’s law '7 (mouse-to-elephant curve)

BMR = ¢ M3/4

which relates the basal metabolic rate BMR to the mass M of an animal.

I5W. D’Arcy Thompson, On Growth and Form, 1917, 2nd ed. 1942 [Cambridge University Press, 1992].

16 Julian S. Huxley, Problems of Relative Growth (2nd ed.), Dover, 1972.

17M. Kleiber, Body size and metabolism, Hilgardia 6 (1932), 315-351. M. Kleiber, Body size and metabolic rate,
Physiological Reviews 27 (1947), 511-541.
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Fig. 1. Log. metabol. rate/log body weight

Original graph of body size versus metabolic rate hand-drawn by Max Kleiber
(source Wikipedia)

The heart rate 7" and the mass M of an animal are related by the allometric law

T=c-MY*
Consideramos agora um sistema auténomo

Sistemas auténomos no plano e “EDOs exatas”.
genérico em dimensao dois, nao necessariamente separavel,

= f(x,y)
{ y=—9g(z,y) (2.10)

definido pelo campo vetorial v(z,y) = (f(x,y), —g(z,y)) (o sinal negativo apenas simplifica uma
expressao mais & frente). Encontrar as solucgoes pode ser mesmo dificil, se ndo impossivel. Apenas
sabemos tratar o caso linear, ao calcular o exponencial de uma matriz (mas este assunto nao faz,
lamentavelmente, parte do nosso programa de CAM). As imagens das trajetdrias sdo curvas no
plano z-y, localmente solugées (de pelo menos uma) das equagoes diferenciais

dy  g(z,y) dr _ f(z,y) (2.11)

dr — f(z,y) ot dy — g(z,y)

(dependendo das raizes de f e g) obtidas ao eliminar formalmente os “dt” na (2.10) .
Parece natural, para recuperar a simetria entre as duas variaveis, reformular o problema como

g(@,y)dz + f(z,y)dy =0 (2.12)

A grande parte dos manuais que podem encontrar nas bibliotecas dizem que esta “é uma das
formas canénicas das EDOs (2.11)”. O problema é que a (2.12) néo é uma equagao diferenciall O
lado esquerdo é uma “forma diferencial de grau um”

w = g(z,y)dz + f(z,y) dy (2.13)

uma fungao que associa a cada ponto (x,y) do plano um funcional linear definido sobre o espago
tangente ao plano neste ponto, que é uma cépia de R? (o valor da forma adzx + Bdy sobre o
vetor tangente a 9/0x + b0/dy ~ (a,b) sendo aa + (b). A equagdo w = 0 é uma expressdo que
literalmente define os pontos do plano onde a forma é nula, nada de interessante. O que sim
faz sentido considerar é o campo de dire¢des definido pelo niicleo de w (o conjunto dos vetores
tangentes que anulam a forma) em cada ponto do plano. O nicleo de w no ponto (x,y) é a reta


http://en.wi kipedia.org/wiki/File:Kleiber1947.jpg
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paralela ao vetor ((f(z,y), —g(z,y)), e este campo de direc¢oes coincide naturalmente com as EDOs
(2.11).

E claro que multiplicar por um mesmo factor nao nulo q(z,y) as duas componentes do campo
de vetores v(x,y) muda a lei hordria mas ndo muda as curvas de fases do sistema (2.10) (pois
apenas afeta a velocidade com que estas curvas sao percorridas). Esta operacao transforma w na
forma proporcional qw, que define 0 mesmo campo de direcoes, logo a mesma equacao diferencial,
se a funcao ¢ nao assume o valor zero.

Pode acontecer entdo que uma escolha particularmente feliz da func¢do ¢(x,y) transforme a
forma (2.13) num “diferencial exato”

dH = qw = q(z,y) 9(z,y) dx+q(z,y) f(2,y) dy
de alguma funcdo H(z,y), no sentido em que

82*(%)(1) e 87H
aaij,ygay dy

Consequentemente, a fungao H é uma constante do movimento do sistema, pois
dH OH dx OH dy
At Ox dt oy dt
=q(z,9) 9(z,y) f(x,y) —q(z,y) f(x,y) g(x,y) = 0

ao longo das solugoes de (2.10). As curvas de fases do sistema (2.10) sdo entdo, localmente, as

curvas de nivel da funcao H(z,y). Ou seja, cada curva de nivel H(z,y) = ¢ define localmente uma
solucdo implicita da equacao diferencial (2.11) definida pelo nicleo da forma w. A fungao ¢(z,y)
é chamada fator integrante (da equagao diferencial). '®

A existéncia de um factor integrante numa vizinhanga de um ponto regular do campo v é de
facto garantida pelo teorema de rectificabilidade de um campo vetorial numa vizinhanca de um
ponto regular (o resultado basico sobre equagoes diferenciais ordindrias [Ar85], e um caso particular
do teorema de Frobenius). A existéncia de um fator integrante global depende, por outro lado,
da estrutura das orbitas do sistema. Encontrar um fator integrante pode ser, no entanto, tao
dificil como integrar uma equacao diferencial. De facto, de acordo com o “lema de Poincaré”,
uma forma qw = Adx + Bdy é localmente exata sse é fechada, ou seja, sse 0B/0x = 0A/dy, e
esta ultima condigao é uma equacgao as derivadas parciais para a fungao q. Nao conheco nenhuma
equacgao diferencial interessante da fisica-matematica que apenas pode ser integrada usando um
fator integrante (aconselho ler a discussao deste assunto em [Ar85]). Por esta razao, ndo me parece
tutil propor exercicios sobre o assunto.

O tnico “fator integrante” fundamental que conhego é o inverso § = 1/T da “temperatura
absoluta” de um sistema termodinamico, que transforma a variacao de calor 6@ num diferencial
exato, o da entropia S = [6Q/T. Mas esta é outra histéria.

= q(z,y) f(x,y)

e.g. Oscilador harménico. Por exemplo, o oscilador harménico é o sistema linear

q¢=p
pP=—q
As suas érbitas no plano ¢-p sao solugoes da EDO separédvel
p ¢, da_ _p
dgq p dp q

logo sao tangentes ao nicleo da forma w = gdq + pdp. Esta forma é claramente exata, sendo o
diferencial da funcao
H= 1 (¢® +p%)
2
chamada “energia’. E um exercicio verificar que a energia é uma constante do movimento. Os
seus conjuntos de nivel s@o circunferéncias centradas na origem. Como veremos na préxima se¢iao
3.4 e podem verificar com um calculo, as érbitas sao de facto as circunferéncias parametrizadas
t > (rcos(t — to),rsin(t — tg)), onde r = v2H.

18 Lamentavelmente, muitos manuais chamam qw = 0 “equacao diferencial exata”, como se gw = 0 e w = 0 fossem
duas equagoes diferenciais diferentes! Este é claramente um abuso de linguagem histérico e pedagdgico, heranca de
uma matemadtica oitocentista anterior & moderna visdo geométrica de Poincaré ...



2 METODOS ELEMENTARES DE INTEGRA CAO 44

{ r=x
y=y

cujas curvas de fases sao tangentes ao nucleo da forma w = —ydz+ xdy. Mostre que o sistema nao
admite constantes dos movimento diferentes da fungio constante (uma constante do movimento
deve ser constante ao longo de cada trajetdria, logo de cada semireta que sai da origem, e portanto
deve ser igual, por continuidade, ao seu valor na origem). Consequentemente, a equacao definida
pelo nicleo de w nao admite un fator integrante global (ou seja, definido em todo o plano).

Considere o sistema linear

Lotka-Volterra. O modelo de Lotka-Volterra é o sistema nao linear

T =ax — Bxy
y=—vy+oxy

Foi proposto por Vito Volterra'® para modelar a competicio entre x presas e y predadores, e por
Alfred J. Lotka? para modelar o comportamento ciclico de certas reacdes quimicas como

A+ X —2X X+Y —>2Y Y - B

As presas crescem exponencialmente e morrem a uma taxa proporcional & probabilidade de serem
capturada pelos predadores (logo proporcional ao produto das duas populagoes), enquanto os
predadores decaem exponencialmente e crescem com uma taxa proporcional & probabilidade de
capturar presas. A tnica soluc¢ao de equilibrio é (v/0,a/B) (na regido interessante onde as duas
populagoes sdo positivas, o primeiro quadrante).

E imediato verificar que a forma diferencial w = (vy — dzy)dz + (ax — Bzy)dy, ingenuamente
associada ao sistema, nao é exacta. No entanto, a forma qw = (§ — v/z)dx + (8 — a/y)dy, obtida
usando o fator integrante g(x,y) = 1/zy, é claramente exacta, sendo o diferencial da fungao

H(z,y) = éx + By — ylogz — alogy

Isto significa que H(z,y) é uma constante do movimento, ou seja, 4 H(z(t),y(t)) = 0. Conse-
quentemente, as érbitas do sistema de Lotka-Volterra estdo contidas (e de facto sdo) nas curvas de
nivel de H, as curvas fechadas esbocadas na seguinte figura. A conclusao é que as populagoes de

presas e predadores oscilam em torno da posicao de equilibrio.

[ e
[ fpecm=
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Retrato de fases do sistema de Lotka-Volterra.

2.4 EDOs lineares de primeira ordem

[Ap69] Vol. 1, 8.1-7

19V, Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad. Lincei
2 (1926), 31-113. V. Volterra, Lecons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

20A.J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. A.J. Lotka, Elements of physical biology, Williams & Wilkins
Co. 1925.
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EDOs lineares de primeira ordem. Uma EDO linear de primeira ordem é uma lei
i+ p(t)z = q(t) (2.14)

para o observével z(t), onde os “coeficientes” p(t) e ¢(t) sdo fungbes continuas definidas num
intervalo de tempos (por exemplo, em toda a reta real). E claro que o caso interessante é quando
pelo menos um dos coeficientes p(t) e ¢(t) ndo é constante, pois caso contrario esta é uma EDO
auténoma, facilmente integravel.

Se z1(t) e x2(t) sdo duas solugoes da EDO linear de primeira ordem (2.4), entao a diferenca
y(t) = x1(t) — x2(t) é uma solucdo da equagao homogénea associada

i+ 00y =0 (2.15)

que é uma EDO separdvel. O espago das solugdes da equagdo homogénea (2.15) é um espago
vetorial de dimensdo 1, uma reta H =~ R gerada, por exemplo, pela solu¢ao

y(t) = e Jo P4 (2.16)

que vale y; (tp) = 1 no instante inicial tg. Portanto, o espaco das solugoes da equagao linear (2.4)
é uma reta afim z + H, onde z(t) é uma solugdo particular de (2.4).
A solugao da EDO linear (2.4) com condigao inicial x(ty) = x¢ pode ser determinada usando
o método da “variacdo das constantes/dos parametros”. O primeiro passo consiste em determinar
uma solugao nao-trivial y(t) da equacdo homogénea (2.15) (por exemplo, a solugao (2.16), que tem
valor 1 no instante inicial). O segundo passo consiste em substituir a “conjetura”

(t) = A(t) y()

(o factor A é o parametro que varia!) na equacdo ndo-homogénea (2.4), deduzir a EDO simples

My + N +phy =q = Ay =q
(porque Ay + pAy = 0, sendo y uma solu¢ao da homogénea) para o pardmetro A(t), e integrar

A(t) = Alto) +/tt zgds,

usando a condic@o inicial g = A(to) y(fo). Observe que se y(tp) = 1, como sugerido, entdo
2o = A(tg). O resultado é a seguinte receita (mas é mais facil lembrar o método!).

Teorema 2.5. A solugdo da (2.4) com condi¢do inicial x(tg) = xo €

" t .
() = ¢ Jio P (x0+ iy p(w) duq(s)ds> . (2.17)

to

Inversao de operadores diferenciais de primeira ordem. O caso mais importante é quando
a funcdo p(t) é uma constante, por exemplo —A. A equagéo diferencial é portanto do género

z—Ax = f(t)
Isto significa que o “vetor” x é uma solugao do problema linear
(D=Nz=f (2.18)

Esta é uma versao, em dimensao infinita, de uma equacao linear do género Ax = b, onde A é uma
matriz m xnex € R” e b € R™ sao vetores, que estudamos em Algebra Linear. Agora os vetores
z(t) e f(t) vivem, por exemplo, no espaco C*°(R) das fungoes infinitamente derivdveis definidas
na reta real, e D — A é um operador (diferencial) definido neste espago. O que procuramos, ao
resolver (2.18), é um “operador inverso” (D — A\)~!, de maneira tal que formalmente

z=(D-\"1f
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E natural conjeturar que o inverso de um operador diferencial seja um operador “integral”,
definido por meio de uma integracao. Como no caso das matrizes, sabemos que a solugao de
(2.18), se existe, ndo é tinica, pois é sempre possivel somar vetores do nicleo de D — A. O teorema
1.1 diz que o niicleo de D — X é a reta formada pelas funcées do género zget, com z constante.
A férmula (2.17) diz entao que as solugoes de (2.18) s@o

¢
z(t) = zg e +/ M=) f(s)ds (2.19)
0

soma de uma solugao particular, definida pelo integral, e da solugao geral da homogénea. Esta
férmula define o operador (D — A)~1. Naturalmente, o caso A = 0 é o teorema fundamental
do célculo. A parte interessante da férmula (2.19) é evidentemente o integral, que representa a
“resposta” do sistema, inicialmente em repouso, a uma “forga/input” f(t). Esta resposta é linear
em f, e é obtida integrando o produto de f(s) vezes um niicleo e** deslocado no tempo. O factor
eMt=9) “pesa” a contribuicio da entrada f(s) ao valor da resposta no tempo t.

Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem
2t —6r=e?  i4+20=t d+x/tP=1/2 dt+tr=1

definidas em oportunos intervalos da recta real.

Resolva os seguintes problemas de Cauchy:

2t

2t -3x=e com z(0) =1

3t

t+z=e com z(1) =2

ti —a =t comz(l)=3e t>0
T+tr=t com z(0) =0
dr/df + rtan 6 = cos 0 comr(0)=1ete (—n/2,7/2)

Circuito RL. A corrente I(¢) num circuito RL, de resisténcia R e induténcia L, é determinada
pela EDO )
LI+ RI=V(t)

onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.
As solugoes da equagdo homogénea, ou seja, com V(¢) = 0 (circuito desligado), sdo

I(t) = Ipe V7

se I(0) = Iy denota a corrente inicial e 7 = L/R denota o tempo de relaxamento.

Se o circuito é alimentado com tensdo constante V(¢) = E, entdo a solucao estaciondria é a
I = E/R (lei de Ohm). A diferenca x(t) = I(t) — I é solugdo de # = —z/7, e portanto a solugio
com corrente inicial I(0) = I é

Ity=T+e " (Iy-1),

assimptotica a lei de Ohm.
Quando a tensdo que alimenta o circuito é varidvel, entdo, de acordo com a (2.19), a solucdo
com corrente inicial I(0) = I é

t
It)=e V"I + %/ eO/TV (s)ds.
0
A primeira parte é uma solucao transiente, solugao da equacao homogénea, que depende da corrente
inicial mas decai exponencialmente, logo é desprezavel para tempos grandes ¢t > 7. A segunda
parte é a solugao estacionaria, a solugao observada para tempos grandes, que é independente da
condicao inicial.
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Resolva a equagdo para um circuito alimentado com uma tensao alternada V (t) = E'sin(wt).
Verifique que a solugdo com corrente inicial 1(0) =0 é

EwL E .
10= g ot ot 9)
onde 7 = L/R é o tempo de relaxamento e ¢ = arcsin (wL/v/R? + w2L?) é uma fase que depende
de w, L e R. Observe que a solugao estacionaria é uma oscilagao com a mesma frequéncia da
tensdo que alimenta o circuito, mas desfasada de um tempo ¢, cuja amplitude é pE/R, onde
p = R/vVR?+ w?L? é um fator adimensional inferior a um que multiplica a corrente esperada de
acordo com a lei de Ohm.

Lei do arrefecimento de Newton. Numa primeira aproximagao, a temperatura T'(t) no
instante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢t é M (t) pode ser
modelada pela lei do arrefecimento de Newton

T = k(T — M(t))

onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo). A solucéo com condigao
inicial T'(0) = Tj é, de acordo com a (2.19),

T(t) = e ¥ <To + k/t eFs M (s) ds) .

0

Se a temperatura do meio ambiente é mantida constante M(t) = M, entdo a diferenca
x(t) :==T(t) — M satisfaz a EDO
T =—kx.

Determine T'(¢) e diga o que acontece quando ¢ — oo

Determine a solucao assimptética (ou seja, quando ¢ é grande) quando a temperatura do
meio ambiente é a funcdo periédica M (t) = My sin(wt).

Uma chévena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja tempe-
ratura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10 minutos, determine
a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.

2.5 Substituicoes

Substituigoes. Assim como pode ajudar a calcular primitivas, uma mudanca de varidaveis pode
ajudar a transformar uma equagao diferencial aparentemente complicada numa mais simples. Con-
sideramos a EDO

z =v(x,t)

para uma varidvel escalar z(t). Se definimos uma nova variavel

y=f(z,1)
entao, pela regra da cadeia, a sua derivada em ordem ao tempo é

. of . of
y_(?mx—i_@t

Consequentemente, a varidvel y(t) satisfaz a EDO

y=w(yt)
onde o campo de diregoes é

w(y,t) = v(z,t) %(w, t) + %(m,t)

Esta substituicao ajuda se o novo campo de diregoes corresponde a uma EDO integravel, por
exemplo separdvel ou linear. Acertar a substituicdo que resolve uma equacédo diferencial pode ser
muito diffcil. As vezes a substituicao é sugerida pela prépria equagao diferencial, como ja vimos
no caso do decaimento com reposicao, e como ilustrado no seguinte exemplo.
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e.g. Por exemplo, consideramos o problema
& = (x+1t)?

com condi¢ao inicial x(tg) = 2. A substituigdo ébvia é y(t) = = + ¢, que transforma a equagéo
diferencial para x na equacao diferencial separavel

y=y"+1

para y. Entao

d
/ﬁ = /dt = arctan(y) — arctan(yg) =t — to

Finalmente, obtemos a solucao implicita
arctan(x + t) = arctan(zo + to) +t — to

ou seja,
x(t) =tan(t + ¢o) — t

para alguma constante ¢y = arctan(xzg + to) — to.

Determine solugoes das seguintes ODEs
i=(t—x)? @ = sin(z + t) T=Vz+t
Equacgoes de Bernoulli. Uma EDO da forma
T+ p(t)z = q(t) 2", (2.20)

onde p e ¢ sdo funcdes continuas num intervalo I C R e n # 0, 1 (caso contrério trata-se de uma
normal equagao linear da primeira ordem), é dita equacao (diferencial) de Bernoulli. E claro
que z(t) = 0 é uma solucdo de equilibrio. As outras solugdes (positivas) podem ser determinadas

usando a substituigao
k

y=x
com k =1 — n, que transforma a (2.20) na EDO linear
y+kp(t)y =kq(t)
Equacgoes de Euler-Cauchy.

Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equagoes de Bernoulli:
i+ x = 2 (cost —sint) t € (—o0,00) com z(l) =2

ti+el' s =a? logt t € (0,00) com z(3) =0
t—z/t=tyx te(0,00) comz(l)=1
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3 EDOs lineares homogéneas

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.8-14 ; [MW85] Vol. 2, 12.6-7
3.1 Exponencial complexo e oscilagoes

Os numeros complexos formam um corpo que extende o corpo dos nlumeros reais, e cujas
operagoes refletem a geometria euclidiana, ou melhor, conforme, do plano.

O corpo dos nimeros complexos. Do ponto de vista algébrico/abstrato, o corpo dos nimeros
complexos é C := R(i), onde i? = —1. Ou seja, é a extensao do corpo dos reais obtida acrescentando
um elemento ¢ cujo quadrado ¢é igual ao oposto da unidade.

Mais compreensivel é dizer que é o quociente

C:=R[X]/(X?+1)

do anel R[X] dos polinémios na incégnita X com coeficientes reais mdédulo o ideal gerado pelo
polinémio X2 4+ 1. Um polinémio arbitririo na incégnita X é uma expressao formal do género
p(X) = ap X"+ - -+a1 X +ap, com coeficientes reais a;, € R. Somas e produtos entre polinémios sao
definidos da forma natural. No quociente, dois polinémios p(X) e ¢(X) sdo identificados se diferem
por um polinémio da forma f(X)(X2+1), onde f(X) é um polinémio arbitrario. Isto significa que
podemos simplificar e substituir cada fator X2 + 1 por 0, ou seja, cada segunda poténcia X? por
—1. Mas entdo também podemos substituir X3 = X X2 = —X, depois X* = XX3 = -X? =1,
.... E claro portanto que todo polinémio pode ser identificado, no quociente, com um polinémio
de grau apenas um, do género a 4+ bX, com a,b € R. O ntmero complexo que tradicionalmente
chamamos i, cujo quadrado satisfaz i2 4+ 1 = 0, é precisamente a imagem de X no quociente.

Na prética, para seres humanos, C é o conjunto das expressoes formais

z=x+1y

com z,y € R, que chamamos (e pensamos) “niimeros complexos”, munido das operagoes bindrias
“soma” e “multiplicagao” definidas usando as usuais regras algébrica dos polinémios com coefici-
entes reais na incégnita “/” e no fim usando a substitui¢ao i = —1. O resultado é que a soma é
definida por

(z1 +iy1) + (22 +iy2) = (21 +22) + i (y1 + y2) (3.1)

e a multiplicagao é definida por

(1 +iy1) - (2o + iy2) = 120 + ix1y2 + 19120 + P2Y1Yo

. (3.2)

= (z1m2 — Y1y2) + i (T1y2 + Y122) -

E subentendido que dois ntimeros complexos 21 = 1 + iys € 23 = X2 + iy2 sao (considerados)

iguais sse 1 = x5 € Y1 = y2. B também conveniente denotar simplesmente z+i0 = z e 04 iy = iy.

Em particular,  +— = 410 define uma inclusao R C C, e as operagoes definidas acima sao as usuais
operagoes no corpo dos reais.

Sei:=041i-1€C,entdo i-i = —1, ou seja, +i sdo (as Unicas) “raizes quadradas de —1”. De
facto (e esta é a origem das férmulas acima, que portanto ndo devem ser decoradas), somas e mul-
tiplicagoes entre nimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operagoes
entre nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo ¢ - ¢ por —1.

E natural identificar os nimeros complexos z = x + iy com os pontos/vetores (z,y) do plano
R?, e denotar a correspondéncia com z+iy =~ (z,y). A retareal R C C é naturalmente identificada
com o eixo dos x’s em R?, e a reta “imagindria” R C C é naturalmente identificada com o eixo
dos y’s.
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Z=zxe5¢

Entao a soma 21 + 25 corresponde & soma dos vetores z1 & (1,¥1) € 22 & (22, y2) do plano. O
conjunto C, munido da operacao + definida em (3.1), é um grupo abeliano aditivo, cujo elemento
neutro é 0 := 0 + ¢0. O oposto do nuimero complexo z = x + iy é o nimero complexo —z =
(=z) +i(—y) (denotado simplesmente por —z = —x — iy), que verifica z + (—z) = 0. Somar um
ntmero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde a fazer uma translagao no plano.

Todo z = z + iy # 0 admite um dnico inverso multiplicativo, um ndimero complexo 1/z tal que
z-(1/2)=(1/z) -z =1, dado por

1 T Y
g — 3.3
z .172 +y2 Z$2 +y2 ( )

como ¢ facil verificar (observe que z # 0 sse 22 + y? > 0). Portanto, o conjunto C* := C\{ 0},
munido da operagao - definida em (3.2), é um grupo abeliano, o grupo multiplicativo dos nimeros
complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 + 0.

As poténcias inteiras de um nimero complexo sao definidas por recorréncia: z"t! := 2 - 2", se

n > 1, sendo z° := 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sao definidas por z=" := (1/2)".
Por exemplo, i = —1,ei ! =1/i = —i.
A propriedadde distributiva (21 + 22) - 23 = 2123 + 2223, que implicitamente foi usada na

definicao da multiplicagao e que portanto é valida para todos ternos de nimeros complexos, mostra
finalmente que C é um corpo. Em particular, um produto de dois nimeros é nulo, ou seja, zw = 0,
sse pelo menos um dos fatores é nulo, ou seja, z =0 ou w = 0.

O corpo dos ntmeros complexos contém, como subcorpos, o corpo dos reais R, que por sua
vez contém o corpo Q dos racionais. No entanto, nao é possivel extender a ordem de R a uma
ordem de C que seja compativel com as operagoes: o corpo dos nliimeros complexos nao € um corpo
ordenado.

Calcule

2+i3)+B—i2) (1—i)-(2—1i) (149 +0—14)-(2—1i5)

Na identificacdo C ~ R? definida por = + iy =~ (x,%), o produto (a + ib)(z + iy) é dado por

()0
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Em particular, se a 4 ib # 0, entdo o produto é

JET R <cos€ —sin9> (x)

sinf  cosf Y

onde 6 é um angulo tal que cosf = a/va?+b? e sinf = b/v/a? + b%. Esta férmula revela o
significado geométrico da multiplicagao: a multiplicacao por um niimero complexo a + b diferente
de zero corresponde a uma rotagdo de um angulo # e uma homotetia de razao va? + b2.

Represente na forma x + iy os seguintes ntimeros complexo

3 1 2—i  1—i i

. 1_32 .17 2i3
! Tri 11i 13 24 1B ! (21

Verifique que, dado z = x + iy # 0, a tnica solugdo de (z + iy)(a + ib) = 1 é dada pela
férmula (3.3), ou seja, a = x/(2? + y?) e b = —y/(2? + y?) (por exemplo, resolvendo um sistema
de 2 equagoes lineares nas incégnitas a e b).

Ao acrescentar a raiz quadrada de —1 aos niimeros reais acontece um primeiro milagre: todo
nimero complexo (ndo necessariamente real e positivo) admite umas raizes quadradas. Verifique

que o quadrado de
1 1
\/2(x+ x2+y2) +i\/2(az+ :c2+y2>

e do seu oposto é igual a z = x + 1y.

Conjugagao, norma e valor absoluto. Os corpo nimeros complexos também admitem uma
involugdo (uma transformagio que é a prdépria inversa) que respeita as operagoes algébricas. O

conjugado de z = x + iy é

ou seja, a imagem do ponto z + iy ~ (z,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C. Em
particular, i e o seu conjugado i = —i sao as duas raizes de —1.

17 e

Ry Q Z

A conjugacao é um “automorfismo” de C, ou seja, respeita soma e produtos:
21+ 29 =21 +7%2 e Z1 22 =21 %23 (3.4)

(a segunda identidade néo é 6bvia, mas um “milagre” que relaciona multiplicacdo e geometria
euclidiana do plano). Observe também que a conjugacao é uma involugao, ou seja, z = z.
Os nuimeros reais

x:%(z)::'z;z e y:%(z):zz;z
i

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe
que z = Z sse z é real, i.e. sse §(z) = 0.
A conjugagao permite definir a norma (no sentido da teoria de nimeros) do nimero complexo
Z = & + 1y como
N(z) =2z =22+ (3.5)
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que, sendo uma soma de quadrados de niimeros reais, ¢ um nimero real ndo-negativo. O mddulo,
ou valor absoluto, de z = x + iy é a raiz quadrada de N(z), ou seja,

2| :== V2Z = Va2 + o2 (3.6)

De acordo com o teorema de Pitdgoras, é igual & norma euclidiana do vetor (z,y) € R%. Em
particular, |z| = 0 sse z = 0.

(=
(2]
7
3
E claro que |z| = |Z]. Menos evidente, consequéncia da segunda das (3.4), é que o valor absoluto
é multiplicativo, ou seja,
|zw] = |z] [w] (3.7)

Consequentemente, |1/z| = 1/]z] se z # 0, e, mais em geral, |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso
multiplicativo de um nimero complexo z # 0 é entao

1/z2=7%/|2|.

Os numeros complexos “unitdrios”, ou seja, de médulo igual a um, definem a circunferéncia

unitaria
S:={z€C;|z|=1}cC
Pela (3.7), o produto de dois ntimeros complexos unitdrios é ainda untario. Assim, S é um

subgrupo do grupo multiplicativo C*, isomorfo ao grupo U(1) das transformactes unitrias do
espaco euclidiano complexo C.

Portanto, a inversao z — 1/z de um nimero complexo nao nulo corresponde a uma “reflexao”
na circunferéncia unitaria, a transformacio z — 2* := z/|z|?, seguida por uma conjugacio z* — z*,
uma reflexao na reta real.

o Z

"z

Verifique a (3.7).

Mostre que |Rz| < |z| e |Sz| < |z].
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Inteiros gaussianos, somas de quadrados e ternos pitagoéricos. Os inteiros gaussianos sao
os numeros complexos da forma z = a +ib com a e b inteiros. Formam o subconjunto Z +iZ C C,
identificado ao reticulado Z? C R? dos pontos do plano com coordenadas inteiras. E evidente,
pelas férmulas (3.1) e (3.2), que somas e produtos entre inteiros gaussianos também sao inteiros
gaussianos, ou seja, que os inteiros gassianos formam um anel. E também evidente, pela (3.5), que
a norma, ou seja, o quadrado do médulo de um inteiro gaussiano é um nimero inteiro, soma de
dois quadrados.

Sejam z = a + ib e w = ¢ + id dois inteiros gaussianos. Se calculamos o quadrado em (3.7), e
usamos a prépria definigao (3.6), obtemos

(a® + %) (¢ + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)? (3.8)

Esta féormula é conhecida como identidade de Diofanto, ou de Brahmagupta-Fibonacci. Diz que
“um produto de duas somas de dois quadrados é também uma soma de dois quadrados”.
Em particular, quando z = w = a+ b, temos (lendo a férmula acima de direita para esquerda)

2 2

(a® = b?)" + (2ab)? = (a® + %) (3.9)
Esta férmula é conhecida como férmula de Euclides. 2! Ao variar os inteiros a > b > 1, produz
uma infinidade de “ternos pitagéricos” m? + n? = p? (e, de facto, todos as ternos pitagéricos
“primitivos”, ou seja, os ternos (m,n,p) sem fatores comuns!).

Raizes de polinémios reais de grau dois. Um polinémio de grau dois com coeficiente reais é
uma funcio do género f(z) = ax®+bxr+c, com a,b,c € R e a # 0. Para calcular as suas raizes, ou
seja, os pontos onde f(x) = 0, podemos dividir por a, e considerar o polinémio ménico (ou seja,
tal que o termo de grau maior tem coeficiente unitério)

f(2) =2 +2az+p

com 2a = b/a e = c/a (coloquei o fator 2 para simplificar os célculos seguintes). Ao “completar
o quadrado”, observamos que

22 420z+B=22420z+a®>—a%+p
=(z+0a)* + (8- 0o?)

e portanto as raizes sao solugoes de
(z+a)=a® - 3.

O ntimero 6 := o — 3 é chamado discriminante do polinémio. Se § > 0, temos duas raizes reais
ze = —a + /9, eventualmente coincidentes quando 6 = 0. Em termos dos coeficientes originais
a, b, c, esta é a famosa formula resolvente

_ —b+Vb? —4dac

24
2a

Se § < 0, e portanto § = —w? para algum w > 0, o polinémio nio admite raizes reais. No entanto,
podemos observar que (+iw)? = §. Entao temos duas raizes complexas e conjugadas

’zi:—a:tiw.‘

Nos dois casos, o polinémio ménico fatoriza como produto

f(2) = (z = 21)(z - 2-)

de duas raizes, iguais se § = 0, e simétricas em relacao ao eixo real se § < 0.

21Euclides, Elementos, Livro X, Proposicido XXIX.
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Resolva as seguintes equagoes
22-22+2=0 22+z+1=0

Representacao polar. A férmula de Euler revela a relagao entre o produto entre nimeros
complexo e as homotetias e as rotacées do plano. A representacdo polar do nimero complexo

z=x+iy~(z,y) € R? ¢

onde p = |z] = /22 +y? > 0 é o mddulo de z, § = arg(z) € R/27Z é um argumento de z, ou
seja, um angulo tal que z = pcos(f) e y = psin(d) (logo definido a menos de multiplos inteiros de
27), e o niimero complexo unitério e’ € S é (provisoriamente) definido pela formula de Euler

e’ .= cos(f) +isin(6). (3.10)

a custa, portanto, das fungdes trigonométricas cos e sin, supostas definidas anteriormente (e.g.
num curso de cdlculo). Observe que

i —i6 0 _ ,—if
cos(f) = % e cos(f) = %
i

Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um nimero z o
Unico argumento que satisfaz Arg(z) € (—m, .

by

\@

Se z1 = ,ole“’1 e 29 = p26i02, entao as formulas de adigao para seno e coseno mostram que

’ 2129 = plpgei(‘gﬁ()?) (3.11)

2

Por exemplo, o quadrado de um niimero complexo z = pe  é 22 = p? ¢ 2. Também, se z; # 0,

1 &61@1*92)
22 P2
Estas férmulas mostram que o grupo multiplicativo dos complexos diferentes de zero é um produto

C* =R} x S do grupo multiplicativo dor reais positivos e da circunferéncia unitaria. Também
revelam, mais uma vez, o significado geométrico da multiplicagdo entre niimeros complexos.

Uma primeira consequéncia é que o inverso do nimero complexo z = pew, com p > 0, é
27t = p~le™®. Outra é que a multiplicacio por z = pe’® # 0, no plano C ~ RZ?, ou seja,
a transformacdo w + zw, corresponde a uma homotetia w +— pw de razdo |z| = p > 0 (uma

dilatacdo ou contracdo se p # 1) e uma rotacio w — ¢ w de um angulo 6.

oe cz
7 2N
"z @ Z

]
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Em particular, a multiplicacdo por um nimero complexo de médulo um, ou seja, da forma, e’
com 6 real, corresponde a uma rotagao anti-horaria de um angulo 6. Por exemplo, a multiplicacao
por i = /2 é uma “raiz quadrada” da rotacdo z — e’z = —z de um angulo 7, logo uma rotacio
de um angulo 7/2 (chamada “rotagdo de Wick” pelos fisicos).

Raizes. Se n = 1,2,3,..., entdo cada nimero complexo w # 0 possui exatamente n raizes
n-ésimas, ou seja, n numeros complexos z que resolvem

Z =w.

Para encontrar estas rafzes, é conveniente usar as coordenadas polares. Se w = pe*?, com p # 0,

entao z = re'¥ satisfaz 2" = w se
P etne — peze

Isto quer dizer que r é a raiz n-ésima (positiva) do nimero positivo p, e que np = 6 + 27k, onde
k é um inteiro arbitrario. Os valores de k que diferem por miltiplos de n dao origem as mesmas
solucdes. Consequentemente, as raizes n-ésimas de w = pe’? sdo os n niimeros complexos

2 = Wei(9+27rk)/n

com k=0,1,2,...,n—1.
Particularmente importante é o caso w = 1. Os ntmeros complexos

Ck — eiQﬂ'k/n

com k =0,1,2,...,n — 1, que resolvem ((;)" = 1, sdo chamados raizes n-ésimas da unidade.
Formam os vértices de um poligono regular de n lados, inscrito na circunferéncia unitaria. Observe
que ¢x = ((1)*, onde ¢; = 2™/ é uma raiz “primitiva”. Também, (xCn_r = 1, ou seja, Cpp =
1/¢x. Consequentemente, as raizes n-ésima da unidade formam um subgrupo de ordem n do grupo
multiplicativo S. A identidade elementar

(=1 42" 42+ 1) =2"—1

mostra que as raizes n-ésimas da unidade diferentes de um, ou seja, as (, com k =1,2,...,n—1,
sao raizes também do polinémio ménico

z"_1+z"_2+--~—|—z—|—l

- ren/.
12T /2, 4
e e

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:

—i 1—1 1414 3 —4i
Verifique que o conjugado de z = pe é Z = pe

Calcule

eiﬂ' efiﬂ'/Z \/; /72- /1 ¥ %
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Resolva as equacoes z° = 1, 2° =1 e 23 = 81.

Verifique que (1 + 2z + 22+ -+ 2")(1 — 2) =1 — 2! e portanto, se z # 1,
1— n+1

1+Z+Z2+-~-—|—Zn=#

1—=2

Considere z = e com 6 # 277 e real, calcule a parte real e deduza

1+ cos(0) + cos(20) + - - - + cos(nf) = % + W

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1) entao

14wt +wd+ .+ 1 =0.

Use a representacdo polar e a férmula de Euler (3.13) para provar a fdrmula de de Moivre
(cos(0) + isin(F))" = cos(nd) + isin(nf) . (3.12)

Deduza férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

para valores pequenos de n.

Deduza que existem polinémios algébricos T,,(z) de grau n > 0, (chamados polindmios de
Chebyshev) tais que
cos(nf) = T,,(cos )

(observe que as poténcias pares de sin § podem ser substituidas por poténcias pares de cos 6 usando
a identidade trigonométrica), e calcule os primeiros.

) (52

Exponencial complexo e oscilagoes. A fungao exponencial, definida pela série de poténcias
(1.4), é a (tnica) solugao da equagao diferencial & = x com condigao inicial z(0) = 1. As fungoes
et obtidas com uma reparametrizacio do tempo, descrevem um decaimento ou um crescimentos
exponencial, dependendo do sinal do parametro real a.

As séries de poténcias das fungoes trigonométricas,

Calcule

cost—1— 4 4t e Sint =t — 2434
2 24 6 120

parecem ser formadas pelas partes par e impar do exponencial, respetivamente, mas tém sinais
alternados. Uma maneira, aparentemente artificial, de obter os sinais alternados consiste em
considerar uma reparametrizacao do tempo do género t — it, onde ¢ é um “numero imaginario”
que satisfaz i> = —1 (este truque é chamado “rotagdo de Wick” pelos fisicos teéricos modernos).
Se definimos z(t) := €% e calculamos a sua derivada de acordo com as regras algébricas usuais,
observamos que esta fungio é solugdo da equagao diferencial Z = iz (que nao tem significado fisico,
pois contém o nimero imagindrio ). No entanto, ao derivar uma segunda vez, chegamos a

Z=—z,
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que é a equagao diferencial do oscilador harmonico, cuja solugoes sao as fungoes trigonométricas!
De facto, a substituicao do tempo real ¢ pelo tempo imaginério it na série de poténcias que define
o exponencial, mostra que formalmente

, 1., 1. 1 1
=14t — 2 — ittt —itP ..
¢ A L YL T

1 1 1 1
— (1= =t ) +i (=P =t — .
( S+ 5t >+z<t 58+ T30t :

Esta é a famosa formula de Euler, %*

’ et :cost—I—isint‘ (3.13)

A férmula de Euler (3.13) permite definir o ezponencial de um nimero complexo arbitrario
z = & + 1y como

¢ = o7 e — % (cony + ising) \ (3.14)

Assim, o médulo de e* € igual ao nimero real e®, que é estritamente positivo, e um argumento
de e é igual a y, a parte imaginaria de z. Em particular, e* £ 0. E imediato entao verificar que o
exonencial complexo satisfaz a regra do produto

Em particular, o exponencial de um nimero complexo nao é nulo, e o inverso multiplicativo de
e* é 1
67 =e 7.

Uma curva t ~ (x(t),y(t)) no plano R? ~ C pode ser pensada, usando a notagdo complexa,
como a fungéo complexa de uma varidvel real t +— z(t) = x(t) +iy(¢). A sua velocidade, o campo
vetorial v(t) = ((t),y(t)) (pensado aplicado no ponto z(t)), é entdo 2(t) := @(t) +iy(t), e a sua
aceleracao z(t) = Z(t) + i (t).

Dado w real e positivo, a fungao ‘

2(t) = e*

descreve um ponto que percorre a circunferéncia unitaria do plano complexo no sentido anti-horério
com “frequéncia angular” w, ou seja, uma rotagao cada perfodo T' = 27 /w, e portanto frequéncia
v =w/(27) (medida em Hertz, rotagdes por segundo).

Mais em geral, se a = pe® é um pardmetro complexo, a funcio

2(t) = ae™? (3.15)

descreve um ponto que percorre a circunferéncia de raio |a] = p no sentido anti-hordrio, com
posicao inicial z(0) = pe’?. Um célculo elementar mostra que a velocidade desta curva (3.15) é
2(t) = iwae™?, ou seja, z(t) satisfaz a equacao diferencial linear

Z = 1wz

que contém o nimero imagindrio ¢, e portanto ndo tem sentido fisico (mas diz que a velocidade
2 é ortogonal a z, pois a multiplicagdo por i corresponde a uma rotagdo de um angulo 7/2). Mais
interessante é derivar uma segunda vez, e observar que a curva z(t) também satisfaz

5= —w?z (3.16)

com condigdes iniciais z(0) = a e 2(0) = iwa. Consequentemente, a parte real e a parte imagindria
de z(t),

q(t) :==R[z(t)] = pcos(wt + p) e p(t) = S[z(t)] = psin(wt + ¢)

22Leonhard Euler, Introductio in analysin infinitorum, 1748.
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sao solucdo reais da equagdo diferencial do (3.16), chamada “oscilador harménico”. De facto, as
duas curvas et? sdo solucoes de 3 = —w?z, e as solucdes trigonométricas podem ser obtidas ao
fazer combinacoes lineares complexas

cos(wt) = % (et + et ) e sin(wt) = % (et — emiet)

A NVANVANYA
(VARVERV

Oscilagao q(t) = pcos(wt + ).

Identifique as condigoes iniciais ¢(0) e ¢(0) enquanto fungoes de z(0) = pe®®.

Determine as constantes complexas a e 3 tais que a curva z(t) = ae “* + Be~“! seja solugdo
de # = —w?z com condigdes iniciais z(0) = a e £(0) = b (por exemplo reais).

Considere uma sobreposigao
z(t) = acos(wt) + bsin(wt)

com coeficientes reais a e b. Se a ou b é diferente de zero, entao p = v/a2 + b2 é um ntimero positivo.
Entéo (a/p,b/p) é um ponto da circunferéncia unitéria do plano, portanto do género (cos ¢, sin ¢)
ou (sin @, cos ) para alguns angulos ¢ e ¢ (definidos a menos de multiplos de 27). Deduza que

acos(wt) + bsin(wt) = p cos(wt — @)

ou também
a cos(wt) + bsin(wt) = p sin(wt + )

Sobreposicoes e batimentos. Consideramos uma sobreposicao de duas oscilagoes com frequéncias
angulares diferentes wy; > wy > 0, assim que

W] =w+E¢€ e Wy =W —¢€

com w > 0 ee > 0. A sobreposicao das duas oscilagdes z1(t) = e™1? e zy(t) = e™2! pode ser
representada como
Z(t) — eiwlt + eint
_ eiwt (eiat + e—iat) _ 26iwt COS(Et)
O seu valor absoluto |z(t)| ¢ maximo quando wyt = wat (médulo 27), e minimo quando wyt—wst = 7
(médulo 27).

Em particular, se & < w, entdo a sobreposi¢do consiste numa modulagao lenta (com perfodo
27 /e > 27 /w) da frequéncia fundamental w ~ wy ~ ws.

Sobreposicao ¢(t) = sin(0.95 - ¢) + sin(1.05 - ¢).
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Oscilagoes amortecidas. A curva definida no plano complexo pela funcao
2(t) = e T = e (cos(wt) + i sin(wt))

com « e w reais e w positivo, descreve um ponto no plano complexo que percorre uma espiral
centrada na origem com velocidade angular w. Se « é negativo, entao sua parte real e a sua parte
imaginaria,

q(t) = e cos(wt) e p(t) = e sin(wt)

descrevem umas oscilagoes amortecidas.

\/\/\/\»

Grafico de e~ sin(6t).

Velocidade e aceleragio da curva z(t) sao
5= (a+ iw)el@tiwlt e 5= (a4 iw)2elotiw)t

respetivamente. E possivel obter uma relacao linear “real” entre aceleracao, velocidade e posigao
observando que

i —2az = (o — w’ + 20w — 2a(a + iw)) eloFi)t — _ (2 4 o?) elotiw)t
Consequentemente, esta curva z(t) é uma solu¢ao da EDO se segunda ordem
F—20+ Q%2 =0

onde © = vw? + «?, chamada “oscilador amortecido” (no caso fisico) quando « < 0.
Vice-versa, uma primitiva de z(t) é

/e(a-l—iw)t di = 1 : e(a-l—iw)t
o+ w

Ao separar parte real e parte imaginaria obtemos

/ e cos(wt) dt + i / e sin(wt) dt = % e®" (cos(wt) + isin(wt))
eat eat
= o (acos(wt) + wsin(wt)) + 4 P (asin(wt) — w cos(wt))

Desta forma, conseguimos calcular as primitivas

/eo‘t cos(wt) dt = ﬁawz (acos(wt) + wsin(wt)) (3.17)
/e"‘t sin(wt) dt = P (arsin(wt) — wcos(wt)) (3.18)

sem necessidade de usar duas integracgoes por partes.

Forga de Coriolis. Consideramos um referencial inercial z-y no plano, R? ~ C, e usamos
a notacao complexa z = x + iy para descrever os seus pontos. Consideramos agora um segundo
referéncial X-Y em movimento circular uniforme relativamente ao primeiro com velocidade angular
w, assim que se Z = X +iY é um ponto no segundo referencial, z = ¢“'Z. Seja t — 2(t) a
trajetoria de uma particula de massa unitaria no referencial inercial, sujeita a uma for¢a F = Z.
Entdo a trajetéria no referencial em rotagio é Z(t) = e *“!z(¢). Derivando temos que 2 =

et (iwZ 4 et Z) e 5= et (—w2Z + 2iwZ + Z) , e portanto
7 ="t 4wz — 2wz

Isto significa que, além da forca e™*F, a particula no referencial ndo inercial também sente uma
“forca certrifuga” w?Z e uma “forca de Coriolis” —2iwZ, ortogonal & velocidade.
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3.2 EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes

Equacao de Newton em um potencial quadratico. A equacdo de Newton

4= —Pq (3.19)

determina a trajetéria de uma particula (de massa unitdria) no campo de forgas gerado por um

potencial quadrético U(q) = %ﬂq? Uma solugao de equilibrio é a solugdo trivial ¢(t) = 0 para

todo tempo ¢, e é a Unica se 8 # 0.
Se 8 =0, é evidente que as solugoes da equacao de Newton

que neste caso é a equagao da particula livre, sao
q(t) =a+0t

com a,b € R constantes arbitrarias, que descrevem movimentos retilineos uniformes.
Se = w? > 0, um céalculo elementar mostra que duas solucoes da equacao de Newton

§=—wq

chamada oscilador harmdnico, sdo ¢4 (t) = cos(wt) e p_(t) = sin(wt). Por linearidade, uma
solucao é também uma sobreposicao

q(t) = acos(wt) + bsin(wt)

com a, b € R constantes arbitrarias, que descrevem oscilagoes de frequéncia angular w, logo periodo
T = 27 /w, em torno da posigao de equilibrio.

Se B = —k? < 0, um célculo elementar mostra que duas solucdes da equacio de Newton
j=kq
chamada oscilador invertido, sdo q+(t) = etF ou também, ao fazer uma mudanza de base,

@4 (t) = cosh(kt) = (e + e *)/2 e p_(t) = sinh(kt) = (ek* — e7**)/2. Por linearidade, uma
solugao é também uma sobreposicao

q(t) = ae*" + be™" = ccosh(kt) + dsinh(kt)

com a,b,c,d € R constantes arbitrdrias. As solugdes genéricas (com a # 0) se afastam do
equilibrio, e de facto divergem, quando t — Fo0.

Particula nem um potencial quadratico com atrito. O atrito é modelado como sendo uma
forga proporcional e contraria a velocidade. A equacao de Newton de uma particula num potencial
quadrético com atrito é portanto da forma

4d=-v4—PBq, (3.20)

onde 7 = 2« é um coeficiente de atrito (positivo ou nulo no mundo real, também negativo nos
manuais de matematica). Um cdlculo elementar mostra que a fungao ¢(t) = e~*'y(t) é uma solugao
da equagéo de Newton (3.20) sse y(t) é uma solucao da equagdo de Newton sem atrito

§=-0y
com § = 3 — a2, que j4 sabemos resolver. Consequentemente, solucdes de (3.20) sao

q(t) = e~ (a + bt)



3 EDOS LINEARES HOMOGENEAS 61

se a? = B (um caso muito particular), ou

q(t) = e (aekt + be ™)
se 0 < a? — 8 = k? (atrito grande), ou

q(t) = e~ (acos(wt) + bsin(wt))

se 0 < B —a? = w? (atrito pequeno). Todas as solucdes decaem exponencialmente, ou seja,
satisfazem |q(t)| < Ce™ 7" para algumas constantes C' e v > 0.

Problema com valores iniciais. A intuigao fisica, ou melhor, a nossa ideia de “determinismo”
implicita na fisica newtoniana, diz que uma equagao de Newton m{ = F' determina univocamente o
futuro e o passado se sdo dadas a posigao ¢(0) = ¢p e a velocidade ¢(0) = vy iniciais da particula. No
caso da particula num potencial quadratico com atrito, ou seja, das equacoes lineares homdégeneas
(3.20), encontramos espagos de solugdes dependendo de dois pardmetros, gerados por pares de
solugoes. Duas solugdes, ¢ (t) e g_(t), sdo suficientes se conseguimos representar toda solugdo
como combinagao linear ¢(t) = a g (t) + bq_(t). Mas isto significa que o sistema linear

aq4.(0) +bg-(0) = qo

aq(0) +bg-(0) = vo

admite uma tnica solucdo para todo vetor (qo,vo) de condicoes iniciais, e portanto que o determi-
nante ¢4 (0) ¢_(0) — ¢y (0) g_(0) é diferente de zero. E imediato verificar que este é o caso dos pares
de solugoes encontradas no paragrafo anterior. E claro também que o tempo inicial £y = 0 pode
ser substituido por qualquer outro tempo, sendo a equagao de Newton invariante por translagoes
no tempo.

Independéncia linear e Wronskiano. Fixado um intervalo I C R, consideramos o espago
linear C*(I) das funcgdes reais f : I — R com derivada f’(¢) continua. O (determinante) Wronskiano
entre duas fungdes f(¢) and g(¢) deste espago é a funcao

Wra(o)i=Dee (4040 ) = a0 - ftoate

Se f(t) e g(t) sao linearmente dependentes existem constantes a e 3, com (a, 3) # (0,0), tais que

af(t) + Bg(t) = 0 para todos os tempos t € I. Derivando, também temos que «f(t) + Sg(t) = 0.
Isto implica que o sistema homogéneo

(fo 30) (5)-(3)

[ g() B 0

admite uma solucao nao trivial, e portanto que o determinante Wy 4(t) = 0 para todos os tempos.
Consequentemente,

Teorema 3.1. Se Wy ,(to) # 0 em algum ponto ty € I entao f(t) e g(t) sao linearmente inde-
pendentes.

Num intervalo onde g(t) # 0, o determinante Wronskiano é o “numerador” da derivada do
quociente f(t)/g(t), sendo o “denominador” g(t)? # 0. Consequentemente, ¢ nulo sse o quociente
é constante, logo se f(t) é proporcional a g(t).

No entanto, duas fungdes podem ser independentes e ter determinante Wronskiano nulo em
algum ponto, ou até em todos os pontos!, como mostra o exemplo de Peano?® das fungoes f(t) = t>
e g(t) = t|t|]. O problema é que duas fungdes podem ser independentes num intervalo I mas
linearmente dependentes se pensadas apenas em sub-intervalos J C I (é o caso do exemplo). Isto
pode acontecer quando pelo menos uma das fungoes nao é analitica, assim que a informacao local,

23G. Peano, Sur le déterminant Wronskien, Mathesis 9 (1889), 75-76.
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os valores num subintervalo (arbitrariamente pequeno), ndo determina o comportamento global,
os valores em intervalos grandes.

No caso das solugoes de uma equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem coisas
sdo mais simples. Sejam ¢ e ¢_ sdo duas funcoes de classe C2 no intervalo I, solucdes da mesma
EDO linear

Z+pt)d+qt)z=0

(com coeficientes ndo necessariamente constantes!). Um célculo elementar mostra que o Wrons-
kiano satisfaz a equacao diferencial

d

T Wosoo (t) = —pt) Wy, o (1),

Ao integrar, obtemos a identidade de Abel
— [t p(s)ds
Wop o (8)=e TP, o (1),

onde tg € I é um tempo inicial arbitrario. Em particular, o determinante Wronskiano é ou
identicamente nulo ou sempre diferente de zero.

Calcule os determinantes Wronskianos
We—at7te—at 5 We—atekt’e—ate—kt e We—at sin(wt),e=t cos(wt)

quando k # 0 e w # 0, e verifique que as solucoes encontradas no pardgrafo anterior sdo pares
de solugoes independentes da equagao linear homogénea com coeficientes constantes genérica & +
2ai + Bz = 0.

Verifique que as fungdes f(t) = t? e g(t) = t |t| nao sdo linearmente independentes enquanto
fungoes definidas na reta real (mas sdo idénticas na semi-reta positiva, e proporcionais, logo line-
armente dependentes, na semi-reta negativa). No entanto, o Wronskiano é Wy () = 0 para todos
os tempos ¢ .

Unicidade das solucgoes. Uma equacao diferencial ordindria linear homogénea de segunda
ordem com coeficientes constantes genérica é uma equagao

a+bx+cx=0

onde os coeficientes a, b e ¢ sdo nimeros reais (e, nos casos fisicos, positivos!). Sendo a # 0 (caso
contrario trata-se de uma equagao de ordem um), é claro que a equagao é equivalente a

I4+2az+PBx=0 (3.21)

com 2a = b/a e B = ¢/a, que depende de apenas dois pardmetros. Os exemplos anteriores mostram
que admite sempre um par de solucoes independentes, e portanto uma solugao para cada condigoes
iniciais 2(0) = x¢ e #(0) = vy. Esta solugao ¢ tnica, como segue do teorema de Picard.

No entanto, é interessante provar a unicidade usando uma ideia no mesmo tempo mais elementar
e mais profunda. J& vimos que z(t) = e~ *y(t) é solugao de (3.21) sse y(t) é solugao de § = Ay,
com A\ = o2 — 3. Portanto, é suficiente provar o teorema de unicidade para esta equacio .

O operador laplaciano em dimensdo um é o operador A := D? onde D = d/dt denota o
operador derivagdo, que envia f(t) em (Df)(t) := f'(t). A equagdo f” = Af pode portanto ser
escrita

Af=)\f, (3.22)

e diz que f(t) é um vetor préprio do laplaciano, com valor préprio A. O teorema de unicidade é
uma consequéncia imediata do seguinte resultado, caso particular de um teorema profundo sobre
os operadores diferenciais “elipticos”.

Uma fungao f(t) é dita analitica se a sua série de Taylor Y.~  c¢,(t — t9)", centrada em
um ponto arbitrério ty do seu dominio e definida pelos coeficientes ¢, = f(™(ty)/n!, tem raio de
convergeéncia positivo, e converge para a propria fungao dentro do disco de convergéncia.
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O ingrediente essencial da prova é a seguinte observagao, caso particular de um fenémeno
chamado “bootstrap”. A identidade (3.22) implica que f(t) admite derivadas de todas as ordens,
e que podemos calcular enquanto fungoes apenas das primeiras duas. De facto, a terceira derivada
é f" = (f") = A\f', a quarta derivada é f"" = (f") = (\f') = Mf" = A\2f, .. .e, por inducio, as
derivadas de ordens par ou impar sao

f(2n) A\ f e f(2n+1) = \" f’7 (323)
respetivamente.

Teorema 3.2. As func¢dées préprias do laplaciano na reta real sdo funcdes analiticas.

Demonstrag¢ao. Seja f(t) uma fungao prépria do operador laplaciano com valor préprio A, ou seja,
uma funcdo duas vezes derivdvel, definida na reta real, que satisfaz a equagao diferencial (3.22).
As identidades (3.23) implicam que existem constantes C' e D tais que as derivadas de f na origem

sao limitadas por
™) <c-p"

Por exemplo, é possivel escolher C' = max{|f(0)], |f'(0)|} e D = max {1, V |)\|} Consequente-

mente, os coeficientes da série de Taylor Z:;o cpt™ de f centrada na origem sao limitados por

D™
len| < C—'
n!

Pela férmula de Hadamard, o raio de convergéncia da série é oo, pois limsup,, ., |c.|/™ = 0.
Consequentemente, a série de Taylor converge em toda a reta real.
Falta entdo provar que converge para a prépria funcao f. Fixado um intervalo limitado [— R, R],
seja K o méximo de |f(t)] e | f'(¢)| quando |t| < R (que existe porque f e f’ sdo continuas). Entao,
sempre usando as (3.23), as derivadas de f sdo limitadas por

£ < KD

quando [t| < R. Seja P,_1(t) = Z;é cx t* o polinémio de Taylor de grau n — 1. Pela férmula
de Taylor com resto
() (¢

onde ¢ é um ponto entre 0 e t. Consequentemente, quando [¢{| < R, o erro é limitado por

D’ﬂ R’ﬂ
n!

|f(t) - Pn—l(t)| < K

que tende para 0 quando n — oo. Isto prova que a série de Taylor ZZOZO cpt™ converge para f(t)
para todo t, e uniformemente em cada intervalo compacto. O

Teorema 3.3. O espago das solugdes de uma equagdo linear homogénea de ordem 2 com coefi-
cientes constantes (3.21) é um espago linear de dimensdo 2.

Demonstracdo. Como visto, é suficiente provar o resultado para a equagao & = Az. Usando a
linearidade, é suficiente provar que a tnica solu¢do com condigoes iniciais 2(0) = 0 e ©(0) = 0 é
a solucdo trivial xz(t) = 0. As férmulas (3.23) implicam entdo que todas as derivadas de z(t) em
t = 0 s@o nulas. Isto quer dizer que todos os coeficientes da série de Taylor de z(t) centrada em 0
sao nulos. Pela analiticidade, o teorema 3.2, a fungéo x(t) é identicamente nula. O

3.3 Solugoes exponenciais e polinémio carateristico
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EDOs lineares homogéneas com coeficientes constantes, polinémio carateristico. O
uso dos exponenciais complexos permite uma leitura unificada e conceptualmente mais elegante
dos trés casos tratados acima, que estende de forma natural as equacoes homogéneas de ordem
superior.

Consideramos uma equacao linear homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes

Z42at+ P =0 (3.24)

onde « e [ sdo coeficientes reais (mas também é possivel considerar coeficientes complexos). A
ideia, de Euler 2*, é que

as suas solugoes sdo (sobreposicoes de) exponenciais complexos z(t) = e**

pelo menos no caso genérico. Isto acontece porque as derivadas de um exponencial sao proporcionais
ao proprio exponencial, e consequentemente uma equagao homogénea com coeficientes constantes
para um exponencial e*’ é uma equacio algébrica para a sua “frequéncia” z. De facto, ao substituir
a conjetura z(t) = e*' mna (3.24) temos que

22e* 4 2aze* + Bet = (22 + 202+ B)e* =0.

Observando que os exponenciais sao diferentes de zero, temos que x(t) = e** é uma solugao (com-
plexa) de (3.24) se z é uma raiz do polindmio caratéristico

P(2):=2*+2az+

A equagdo P(z) = 0, que determina as raizes, é também chamada equagdo carateristica. As suas

raizes sdo
A =—ata?-p

e sdo reais ou complexas conjugadas dependendo do sinal do discriminante § = a? — 3. Como
estamos interessados em solugoes reais, temos que analizar separadamente os dois casos, assim
como o caso singular de uma raiz dupla.

Se § > 0, logo o — B = k? para algum k > 0, entdo as duas raizes sio reais: A4 = a % k.
Duas solugdes independentes sao os exponenciais reais z4 (t) = e*+? = e~ (@Kt A solucio geral
é portanto uma combinacao linear

z(t)=e¢(a ekt 4 befkt)
= e~ (c cosh(kt) + d sinh(kt))

sec=a+bed=a—b.

Se 6 < 0, logo a® — 8 = —w? para algum w > 0, entdo as duas raizes ndo sio reais e sao
complexas conjugadas: A+ = —a+iw. Duas solugoes independentes sao os exponenciais complexos
i (t) = Mt = e~ (@)t Neste caso, duas solucoes reais, logo a solucdo geral com significado

fisico, podem ser obtidas usando a férmula de Euler e a paridade das fungoes trigonométricas, pois
SU(t) — e—at (a eiwt 4 be—z’wt)

e~ (a cos(wt) + ia sin(wt) + b cos(wt) — ib sin(wt))

=e ~*(c cos(wt) + d sin(wt))

sec=a+bed=1i(a—0b). Estas solugdes sao reais se c e d sdo coeficientes reais.
Se § = 0, ou seja, a? = f3, entdo o polinémio carateristico tem uma raiz dupla A = —c, que é real.
O método fornece apenas a solugao z(t) = e~**. Para encontrar uma segunda solucao independente
temos que compreender o limite de um plano gerado por z)(t) = e* e zy1. = et quando

241.. Euler, De integratione aequationum differentialium altiorum gradurn, Miscellanea Berolinensia 7 (1743).
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e — 0. Se € # 0, o plano contém a sobreposicao (e )t — M) /e, No limite quando € — 0, esta

sobreposigao converge para a derivada em ordem a A da nossa primeira solucao, pois
) e()\+a)t — et d NV NV
lim —— = —e** =te

e—0 S d\

A posteriori, podemos verificar que te® também é solucao da equacao diferencial, que neste caso
pode ser escrita & + 2a4 + o?x = 0. Assim, o espaco das solucdes é um plano gerado pelas duas
solucoes independentes e~%t e te~, e a solucao geral é uma sobreposicio

z(t) = e " (a+bt) .

Resumindo, temos portanto a seguinte receita: o espaco das solugoes de (3.24) é um espago
linear real H de dimensao 2 gerado por

elmath)t o el-a—k)t se Ay = —a £k, com k>0 (raizes reais e distintas)
e cos(wt) e e *sin(wt) seAr =-—atiw, com w >0 (rajzes complexas conjugadas)
e e te ot se A = —a (raiz dupla)

Se ¢4 (t) e ¢_(t) formam uma base de H, entdo a “solucdo geral” é

z(t) = crd4(t) + c—9o_(t)

onde c4+ € R sfo constantes arbitrarias. Sendo as ¢+ independentes, estas constantes sdo univoca-
mente determinadas pelas condigOes iniciais 2(0) = z¢ e ©(0) = vy, ao resolver um sistema linear
determinado. E claro que o tempo inicial ¢ = 0 pode ser substituido por qualquer outro tempo tg.

Factorizacao de operadores. Do ponto de vista abstrato, a equagdo homogénea (3.24) pode
ser escrita como
(D*+2aD +B)z =0

onde D = d/dt denota o operador derivacdo, que envia f(t) — (Df)(t) = f'(t). As suas
solucdes formam o nicleo do operador diferencial L = D? +2aD + 5. A factorizacio do polinémio
caraterfstico 22 + 2az + 8 = (2 — Ay )(2 — A_) corresponde entdo & factorizagio do operdor

L=(D=A)(D-X)

Os factores comutam, portanto o niicleo do operador L contém os nicleos de D — A4. Pelo teorema
1.1 , o ntcleo do operador D — X\ é uma reta gerada pelo exponencial e*. Se as rafzes Ay sdo
distintas, os nicleos de D — Ay e D — A_ geram um espago de dimensao dois, o espaco das solugoes
da equagao homogénea (quando as raizes sdo complexas conjugadas, é preciso considerar oportunas
combinagoes lineares para obter um plano de solugoes reais). No caso de uma tnica raiz, o operador
factoriza como L = (D — \)2. E um exercicio verificar que o seu nucleo é formado por funcoes do
género f(t)e*, onde f(t) é um polinémio de grau < 1.

e.g. Por exemplo, consideramos o problema de resolver a EDO linear homogénea

Z+4r+52 =0

com codigoes iniciais z(0) = 5 e #(0) = —7. A conjetura z(t) = e**

diferencial se

é uma solugao da equagao

22e* + 4ze®t + 5e*t =0

e portanto se a “frequéncia” z satisfaz a equacio algébrica 2% 4+ 4z +5 = 0. As duas raizes sdo

Ay = —2 =+ 4. Como

o2 — =2 (cost + isint)

a solucao geral é uma combinacgao linear

z(t) = e (acost + bsint)
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com certos coeficientes a e b. As condi¢Oes iniciais dizem que

2(0) =€ (acos0+bsin0) =a=>5

#(0) = —2€° (acos0+ bsin0) 4+ € (—asin0 4 bcos0) = —2a+b = —7

Este é um sistema linear para os coeficientes a e b, cuja solucao tnica é a = 5 e b = 3. Finalmente,
a solugao do problema é
z(t) = e " (5cost + 3sint)

e.g. Por exemplo, consideramos a EDO linear homogénea
T+4r 43z =0

Pode ser escrita como (D% +4D +3) z = 0. O polinémio 22 44z + 3 factoriza como (z+1)(z +3),
e consequentemente
(D?*+4D +3) = (D +1)(D + 3)

t 3t

O nitcleo de D + 1 é a reta gerada por e %, e o nicleo de D + 3 é a reta gerada por e~

Finalmente, as solugoes formam o plano
z(t) = ae™" + be” ¥

com a, b constantes arbitrarias.

Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
T—2x=0 T4+92 =0 34+ =0 T—2=0

T+2c—2=0 T+2c+z2=0 T+4c 452z =0 T—4r4+2=0.

Resolva os seguintes problemas com condigoes iniciais (ou problemas de Cauchy).
Z4+2xr=0 comz(0)=0ex(0)=2
Z+2=0 comz(0)=1ex(0)=0
Z+4¢+5x=0 comz(0)=2ex(0)=-1
F-17Ti+132 =0 com z(3)=0ei(3)=0
¥—2t—2x=0 comx(0)=0ex(0)=9
F—4—x=0 coma(l)=2ex(l)=

Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solucoes os
seguintes pares de fungoes:

e e e, e 'sin(2t) e e fcos(2t), sinh(¢) e cosh(?),

e e te 3, sin(2t +1) e cos(2t+2), 3 e bt.

Verifique que se z(t) = p(t)e* entdao

(D= Na)(t) =p'(t) e
At

Deduza que o nticleo do operador (D — \)™, com n > 1, é o espago dos quase-polinémios p(t) e**,
onde p(t) é um polinémio de grau degp < n — 1.
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EDOs equidimensionais. Uma equacao diferencial da forma

d7y dy
2

il 29 — )
ar 2+bm$—|—cy 0 (3.25)

é dita equidimensional, pois é invariante por homotetias x — Az, com A > 0. A reparametrizacao
x = el transforma a equacio equidimensional para y(x) numa equagio com coeficientes constantes
para z(t) := y(z(t)). De facto,

Cody . dy . dy dy . d*y 5  dy 2Py
z:%x:%x e z:@qutﬁx:@x +%x:xﬁ+z

e portanto a (3.25) é equivalente a

aZ+(a+b)z4+cz=0

Resolva a equagao

na semireta x > 0.



3 EDOS LINEARES HOMOGENEAS 68

3.4 Oscilador harmodnico

Oscilador harménico. As pequenas oscilagoes de um péndulo matenmaético em torno da posicao
de equilibrio estavel sao descritas pela equagao de Newton do oscilador harmdnico

(3.26)

onde w > 0 é a “frequéncia (angular) caracteristica” (pois sinf ~ 6 se o angulo 6 é pequeno). Esta
é uma equacao universal, pois descreve as pequenas oscilagoes de qualquer sistema Newtoniano
unidimensional numa vizinhanca de um equilibrio estdvel genérico.?®

Por exemplo, a corrente I(t) que circula num circuito LC (com resisténcia nula, algo que nao
existe!) satisfaz a equacio LI +1/C = 0, assim que a frequéncia prépria do circuito é w = 1/v/LC.

Outro exemplo s@o as oscilagdes de um objeto de massa m sujeito a uma forca de Hooke de
constante elastica k, cujas oscilacoes sao descritas pela equagao de Newton mi = —kx se x é o
deslocamento da posicao de equilibrio. Neste caso a frequéncia prépria é w = \/k/m.

No espaco de fases R?, de coordenadas ¢ e p := ¢, a equacdo assume a forma do sistema

{ i@=r (3.27)

p=—wq

A solugdo com condigoes iniciais ¢(0) = gg e ¢(0) = vy é
Vo .
q(t) = qo cos(wt) + — sin(wt) .
w
As trajectérias q(t) = acos(wt) 4 bsin(wt) podem ser escritas como
q(t) = Asin (wt + ) ou Acos (wt+ @)

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos coeficientes a e b, ou seja, dos dados iniciais
q(0) = qo e ¢(0) = vg (usando as férmulas cos(a & b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b) e sin(a + b) =
sin(a) cos(b) =+ cos(a)sin(b)). Mais simples é usar exponenciais complexos, e observar que, por
exemplo, A cos(wt + ¢) é a parte real de Ae?(“!+9),
A energia
1 1
E = D24 1202
(@.p) = 5p" + 5w
¢ uma constante do movimento. Ou seja, se (¢(t),p(t)) é uma solugdo do oscilador harmdnico,
entao
d OF OF
YE + ’ N = 285 or L _ . 2 .
o F (a(t), p(t)) ag 4T gy P PP wad
=p(H+w’p) =0

para todo o tempo t. Consequentemente, as érbitas do oscilador harménico estdo contidas (de
facto, sao iguais!) nas curvas de nivel da energia E, que sdo elipses.

25 “The harmonic oscillator, which we are about to study, has close analogs in many other fields; although we start
with a mechanical example of a weight on a spring, or a pendulum with a small swing, or certain other mechanical
devices, we are really studying a certain differential equation. This equation appears again and again in physics and
other sciences, and in fact is a part of so many phenomena that its close study is well worth our while. Some of the
phenomena involving this equation are the oscillations of a mass on a spring; the oscillations of charge flowing back
and forth in an electrical circuit; the vibrations of a tuning fork which is generating sound waves; the analogous
vibrations of the electrons in an atom, which generate light waves; the equations for the operation of a servosystem,
such as a thermostat trying to adjust a temperature; complicated interactions in chemical reactions; the growth of
a colony of bacteria in interaction with the food supply and the poison the bacteria produce; foxes eating rabbits
eating grass, and so on; ...”

Richard P. Feynman [Fe63]
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Determine a energia enquanto funcao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

Oscilagoes amortecidas. Consideramos a equagao das oscilagoes amortecidas

L= —Bi-w*q] (3.28)

onde w é a frequéncia prépria do oscilador (em auséncia de atrito) e 8 > 0 é um coeficiente de
atrito (com as dimensoes do inverso de um tempo).

Por exemplo, a corrente I(t) que circula num circuito RLC satisfaz a equacao LI+RI+1/C = 0.
Assim, a frequéncia prépria do circuito é w = 1/v/LC e o coeficiente de atrito é § = R/L.

Outro exemplo s@o as oscilagdes de um objeto de massa m sujeito a uma forca de Hooke de
constante eldstica k e a uma forca de atrito proporcional e contraria a velocidade por um factor ~.
A equagdo de Newton que determina o deslocamento x da posicao de equilibrio é mi = —v& — kx.
Neste caso, a frequéncia prépria é w = \/k/m e o coeficiente de atrito é 5 = ~/m.

No espago de fases, de coordenadas ¢ e p := ¢, a equagdo (3.28) assume a forma do sistema

{ g=p
p=—w?q—Pp
A energia
1 1
E(gp) = gp* + 0*¢’

nao é uma constante do movimento, mas decresce, ou seja, é “dissipada”’, a uma taxa proporcional
a energia cinética, pois

d oE oE

= L s+ W) = —Bp2 <0.
@l =51t g, PpP e =—fp <
E conveniente definir o = B/2, chamado coeficiente de amortecimento. A equagdo carateristica
da (3.28) ¢é (z 4+ a)? = —(w? — a?), e portanto a natureza das suas raizes dependem do sinal de
2 _ 2
w® — o’

O sistema ¢é dito sub-critico se a? < w?, ou seja, se o atrito é pequeno (quando comparado com
a frequéncia prépria). Neste caso, as solugoes sdo oscilagoes

q(t) = Ae *sin (Ut + @) (3.29)

de frequéncia Q = vw? — o2 cuja amplitude decai com tempo carateristico 7 = 1/a. Sendo Q < w,
o perfodo 27/ das oscilagoes é superior ao periodo préprio 27 /w. Se o atrito é muito pequeno,
ou seja, a < w, entdo em primeira aproximacio a frequéncia é Q ~ w — a?/2w? +.... Por outro
lado, a frequéncia 2 tende para zero (e, consequentemente, o periodo das oscilagoes tende para o
00) quando @ — w™.
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Quando o < w, e portanto 2 ~ w, é util quantificar a perda de energia AF = E(t) — E(t+T)
ao longo de um perfodo T' ~ 27 /w. Um célculo mostra que a energia total é aproximadamente
E(t) ~ %AQwQe_ﬂt (se desprezamos termos com média nula ao longo de um periodo e termos de

ordem a? comparados com termos da ordem w?). Entdo a perda relativa de energia ao longo de
um periodo é
AE 2w
E Q
onde o Q-factor é definido por @ := w/f.
2

O sistema é dito super-critico se a® > w?, ou seja, se o atrito é grande. Neste caso, as solucdes
CET)

q(t) = Ae *sinh (kt + )

onde k = va? —w?. Observe que k < a, e portanto ¢(t) — 0 exponencialmente, e sem oscilar,
quando t — co.
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O caso intermédio é o caso critico, quando o = w? (uma condigdo muito dificil de observar!).
A equacdo carateristica admite uma unica raiz, —«, e as solugoes sao

q(t) = (a + bt)e .

Também neste caso, as trajetérias decaem sem oscilar.

Equacao de Schrodinger estacionaria. Considere a equacdo de Schrodinger estaciondria

R d2
Y _p
2m dx? ¥

para a funcao de onda ¥(x) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, h = h/27 é a
constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 10734 J-s.

Determine para quais valores FE da energia existem solugoes nao triviais da equagao no inter-
valo z € [0,¢] com condigdes de fronteira ¥(0) = 0 e ¥(£) = 0 (particula numa caixa).
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4 EDOs lineares nao homogéneas

ref: [Ap69] Vol. 1, 8.15-19 ; [MW85] Vol. 2, 12.6-7

4.1 EDOs lineares nao homogéneas

EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes constantes. Uma EDO de sequnda
ordem linear com coeficientes constantes é uma lei

’ jé—|—2a5c—|—6x:f(t)‘ (4.1)

para a trajetéria x(t), onde «, 8 € R sdo coeficientes constantes, e f(t) é uma fungdo dada, uma
forca externa dependente do tempo, definida num intervalo de tempos I C R.

Se x1(t) e z2(t) sdo duas solugoes de (4.1), entdo a diferenga y(t) = xo(t) — z1(t) é uma solucao
da EDO homogénea associada

i+ 209 + By = 0] (4.2)

obtida de (4.1) ao fazer f(¢t) = 0 (i.e. forca nula). Portanto, a solugdo geral de (4.1) pode ser
representada como uma soma

z(t) = z(t) + y(t),

onde z(t) é uma (apenas umal) “solucdo particular” de (4.1) e y(t) = ¢4 ¢4 (t)+c—@_(t) é a solugao
geral da EDO homogénea associada (4.2), combinagcao linear de duas solugoes independentes ¢ ()
com coeficientes arbitrdrios ¢+ € R. Em particular,

Teorema 4.1. O espaco das solugdes de uma equagdo diferencial linera de sequnda ordem com
coeficientes constantes é um plano afim z+H, modelado sobre o espaco linear H ~ R? das solucdes
da equacdo homogénea associada.

Portanto, o problema de resolver uma equagao diferencial linear com coeficientes constantes é
reduzido ao problema de determinar apenas uma solucao, por exemplo, a solucao com condigoes
iniciais triviais, dita “resposta do sistema” a forga f(t).

Adivinhar. O método mais simples e mais utilizado é “adivinhar” solugoes, ou melhor, conjetu-
rar solugoes particulares, seguindo o instinto, a experiéncia, ou exemplos importantes e recorrentes
(os ingleses dizem “educated guess”).

Particula num campo de forcas dependente do tempo. Consideramos a equacao de New-
ton

i = (1)

de uma particula de massa unitéria sujeita a uma forga dependendo do tempo f(t). Esta equacao
diz que z(t) é uma primitiva de uma primitiva de f(¢), ou seja,

2(t) = /at (/b f(T)dT> ds

onde a e b sao constantes arbitrarias. Quando a forga é particularmente simples, é possivel
adivinhar logo as solugoes. De facto, é suficiente encontrar apenas uma solugao, e depois somar
uma genérica solugao da equacao homogénea & = 0.

A equagao da particula livre & = 0 tem solugdes z(t) = a + bt, que descrevem um movimento
inercial, ou seja, retilineo uniforme. Como esperado, formam um espaco linear de dimensao dois,
gerado pelas solugoes 1 e t.

Se a forga é constante, por exemplo f(t) = g (a aceleragdo gravitacional préximo da superficie
da terra, ou um campo elétrico constante), as solugoes séo as pardbolas

1
x(t) = igt2 +a+bt,
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obtidas somando ao movimento inercial a solucao particular gt?/2.

Outro caso interessante é uma forca periddica como f(t) = F cos(wt), com amplitude F e
frequéncia w. E claro que uma solucao particular é também periédica, do mesmo perfodo (pois
a segunda derivada de um coseno ou de um seno é proporcional & prépria fungdo), e de facto é
imediato verificar que uma solugao é

F
x(t) = 3 cos(wt) + a + bt .

Também simples, embora pouco interessante na pratica, é resolver o caso de uma forca polino-
mial, ou exponencial, ou produto de polinémios e exponenciais . ..

Carga num campo elétrico alternado. A equacdo de Newton
mi = qF sin(wt)

descreve o movimento de uma particula de massa m e carga g (que pode ser positiva ou negativa)
num campo elétrico alternado Fsin(wt) [KKR62]. A solugdo com posigdo e velocidades inicias
nulas z(0) = #(0) =0 é

qF
= — t 3
mw mw

x(t)

ou seja, a trajetoria da particula é a soma de uma oscilacdo e de um movimento retilineo uniforme!
Em particular, a velocidade ndo muda nunca de sinal e oscila entre 0 e 2¢E/mw.

sin(wt)

Considere a equagao de Newton

i=—yi+ f(t)
onde v := 1/7 > 0 é um coeficiente de atrito. Sabendo que z(0) = x¢ e ©(0) = vy, determine a

trajetéria quando a forga é constante f(t) = g, linear f(¢) = ct, ou periddica f(t) = F cos(wt).

Principio de sobreposigao. A procura de uma solugéo particular de (4.1) pode ser simplificada
usando o principio de sobreposi¢do, consequéncia da linearidade do problema. Se 1 (t), z2(t), ...,
2n(t) sdo solugoes das EDOs lineares

g + 202y + Bag = fi(¢) com k=12 ...,n,
(observe que « e 3 sdo sempre os mesmos!) entao a “sobreposi¢ao”
x(t) = 1 (t) + w2 (t) + - - + 20 (t)
é solugao da EDO linear
&+ 20 + Br = fi(t) + fo(t) + -+ fult).

A ideia ¢ utilizar a estratégia dos romanos (ou dos maceddnios?), DIVIDE ET IMPERA. Ao
dividir a forga f(t) em parcelas simples fj(t), podemos esperar resolver o problema aparentemente
diffcil juntando as solugodes xy(t) dos problemas mais simples.

Determine a solucao geral de
& = sin(t) I+z=t Ft+x=e"
Determine uma solucao particular de
F=14+t+1" d4+i=e -
Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares.

Ft+ax=t e F4di4+3r=t>—-1 F—dr=e %
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4.2 Quase-polinédmios e método dos coeficientes indeterminados

Quase-polinémios e coeficientes indeterminados. Um quase-polindmio é um produto

de um polinémio p(t) = po + pit + - - - + prt* vezes um exponencial e (real ou complexo, ou
seja, um produto de um exponencial real e’ e fungoes trigonométricas, cos(wt) e/ou sin(wt), se
A = p+iw). O grau do quase-polinémio é o grau de p(t), e o seu exponente é A. Os polindmios
sa0 quase-polinémios com expoente nulo.
Ao aplicar o operador diferencial D = d/dt a um quase-polinémio ¢(t) = p(t)e* de grau g o
resultado é
(Dg)(t) = (0/(8) + Ap())e™

que é também um quase-polinémio com o mesmo expoente A e grau < g. Mais em geral, um
operador diferencial linear com coeficientes constantes L = > _ arD* envia um quase-polinémio
o(t) = P(t)eM, com expoente A e grau g, num quase-polinémio

(Lo)(t) = p(t) e

com o mesmo expoente A e grau < g (mas pode produzir senos e cosenos a partir de apenas um
SENO Ou UM Coseno).
Consideramos uma equagao diferencial ordinaria linear com coeficientes constantes, por exemplo
de segunda ordem,
at 4+ bi + cx = f(t) (4.3)

(mas as mesmas consideragoes permitem tratar o caso de ordem n arbitréria), que pode ser escrita
(Lz)(t) = f(t), se definimos o operador diferencial L = aD? +bD + cI. Se o segundo membro, que
representa uma forca externa, é um quase-polinémio

f(t) = et (p(t) cos(wt) + q(t) sin(wt)) ,

com expoente A = p + iw e onde p(t) e ¢(t) sdo polinémios de grau < k (usando o principio de
sobreposicao, ¢ suficiente considerar os casos dos monémios t*, naturalmente), entdo é claro que a
equagdo (4.3) admite uma solugdo particular da forma

2(t) = e (P(t) cos(wt) + Q(t) sin(wt)) ,

onde Q(t) e P(t) sdo polinémios de grau < k + 2.
De facto, é possivel provar que, se A é uma raiz do polinémio caracteristico az?+bz+c da equagao

homogénea com multiplicidade n < 2, é suficiente considerar polinémios da forma Q(t) = t" Q(t)
e P(t) = t" P(t), onde Q(t) e P(t) sdo polinémios de grau < k. Em particular, no caso genérico
(ndo ressonante) em que A nao é uma raiz do polinémio carateristico, basta considerar polinémios
Q(t) e P(t) de grau < k.

Os “coeficientes indeterminados” dos polinémios P(t) e Q(t) sdo obtidos ao igualar os termos
de mesmo grau na (4.3), e portanto ao resolver um sistema linear de 2(k + 1) equagoes em 2(k+1)
incégnitas (no caso geral em que w # 0, ou a metade se w = 0). Por esta razdo, este método é
chamado método dos coeficientes indeterminados. .

Usando o principio de sobreposi¢ao, é possivel determinar solugoes particulares quando o se-
gundo membro f(¢) é uma combinagao linear de quase-polinémios.

e.g. Por exemplo, uma solucao particular da equagao

& — 3+ 22 = Fye™*

pode ser determinada da forma z(t) = ae™!. De facto, ao substituir esta conjetura obtemos

(a+3a+2a)e”" = Fye™', e portanto a = Fyy/6. Uma solugao particular é portanto z(t) = £ Foe™" .
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Por outro lado, se consideramos a equagao diferencial
& — 3%+ 2z = Fye'

e experimentamos a conjetura x(t) = be!, obtemos (b — 3b + 2b)e™! = e7t, 0 que é impossivel.
Isto acontece porque A = 1 é uma raiz do polinémio carateristico 22 — 3z + 2, e portanto e’ é
uma solugdo da equagdo homogénea associada (e, como tal, anula o primeiro membro da equagao
). Uma segunda tentativa pode ser z(t) = cte!. Ao substituir esta conjetura, e com alguma
paciéncia, obtemos (c¢(2+t) — 3¢(1+t) 4 2ct)e’ = Fye', ou seja, —ce' = Fye', e portanto ¢ = — Fy.
Uma solugao particular é portanto z(t) = —Fpe! .

O caso pior é quando o expoente da forga corresponde a uma raiz dupla do polinémio cara-
teristico. Um exemplo é a equacao diferencial

& — 2%+ x = Fye!

A tnica raiz do polinémio carateristico é A = 1, e a solugao geral da equagdo homogénea é
portanto (a + bt)et. Neste caso, as tentativas 2(t) = aet e x(t) = bte! falham (justamente porque
resolvem a equacao homogénea!). No entanto, se substituimos a conjetura x(t) = ct?e! obtemos

finalmente 2ce’ = Fye!, e portanto ¢ = Fy/2. Uma solugdo particular é portanto z(t) = 3 Fot%e’ .

Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coe-
ficientes indeterminados.

P2 +x==t3 4 ¢ &+ x = sin(t) & + 4 = 2t cos(t)

& + 92 = sin(wt) &+ 4x = cos(2t) i —dx =te” &+ 4x = te” ' cos(2t)

#4234+ 5x = 10sint & +2&+ 5z =cos(2t) F—2r+br=e " i—i=e

EDOs lineares de ordem superior. Pode existir um universo paralelo ao nosso, onde a
equacdo de Newton (se calhar um senhor com 3 cabegas) assume a forma

mi =F,

sendo a forca uma funcdo F(z,%,%, ,t) da posigdo z, da velocidade &, da aceleragdo & e da
“arrancada” (em inglés, jerk) @ da particula, e, possivelmente, do tempo ¢. O espagco de fases tem,
neste universo, dimensao 4. Engenheiros, fisicos e matematicos deste universo teriam, justamente,
interesse em resolver equagoes diferenciais lineares de ordem 4, do género

F 4+ F 4 BE 4 yd+ oz = f(t).

A boa noticia é que engenheiros, fisicos e matematicos do nosso planeta ja conhecem as técnicas
para resolver este tipo de equagoes, pois sdo as mesmas que usamos no planeta Terra: conjetura e*!
para resolver a equagdo homogénea (e agora o polinémio carateristico terd grau 4), e método dos
coeficientes indeterminados para determinar uma solugao particular quando a forga é um quase-
polinémio.

Isto vale, naturalmente, para equagoes diferenciais lineares com coeficientes constantes de ordem
arbitrdrio. Apenas para satisfazer a nossa curiosidade matemaética, consideramos uma EDO linear
homogénea de grau n, do género

2™ 4 ap 12D 4o agd + ayd 4 agz = 0
onde os ay, sao coeficientes reais. Pode ser escrita simbolicamente como
P(D)z =0

se P denota o polinémio ménico P(z) = 2™ + a,_ 12" ' +---+ a1z +ag e D = d/dt o operador
derivacdo. Pelo teorema fundamental da dlgebra, o polinémio factoriza num produto

Pz)=(z-A)(z—A2)...(z—=\n)
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sendo os \;’s as n raizes, em geral complexas e ndo necessariamente distintas. Como os coeficientes
de P sao reais, as raizes nao reais ocorrem em pares de niimeros complexos conjugados. Juntando
as raizes repetidas, temos finalmente que o polinémio factoriza num produto de factores

(z— k)"
onde os k’s sao as diferentes raizes reais e os m’s as suas multiplicidades algébricas, e factores
(2= A" (2= A)" = (2% — 202 + (o +w?))"

onde 0s Ay = «a £ iw sao os diferentes pares de raizes nao reais, logo complexas conjugadas, e os
d’s as suas multiplicidades algébricas. A soma Y m+2>_d é igual ao grau n. Consequentemente,
também o operador diferencial P(D) factoriza num produto de operadores do género

(D— k)™ (4.4)

(D? = 2aD + (a® +w?))* (4.5)
Estes factores comutam, e portanto o nicleo do operador P(D), ou seja, o espago das solugdes da
equacao homogénea, contém os nicleos de todos estes factores. E um exercicio verificar que o nicleo
do operador (4.4) ¢é o espago dos quase-polinémios p(t)e¥* de expoente k e grau degp < m — 1,
cuja dimensao é m. Também é um exercicio verificar que o nicleo de (4.5) é o espago dos quase-
polinédmios (p(t) cos(wt) + q(t) sin(w)t) e** de expoente «, frequéncia w e grau degp,degq < d — 1,
cuja dimensao é 2d. Finalmente, é possivel verificar (por exemplo, generalizando a definigdo de
determinante wronskiano) que as solugoes assim encontradas geram um espago vetorial real de
dimensao n, e portanto todo o espago das solugoes da equagao homogénea.
Consideramos agora o problema de determinar uma solugao da EDO linear nao homogénea

™ a2 4 a4 ard + agr = f(t)

logo o problema nao homogéneo
PD)xz=f
Se f(t)é um quase-polinémio, é claro que o método dos coeficientes indeterminados pode funcionar.
Outra possibilidade é considerar a factorizagao

P(D) = (D= M)(D = Xg)...(D = An)

e aplicar repetidamente a férmula (2.19) para calcular o inverso (D — \;)~! de cada factor.
Simbolicamente, uma solucao particular é

r=D-M\)"P(D=X) . (D=X\) S

Existem receitas mais praticas e tteis, como a transformada de Laplace ou teoria as funcoes de
Green. Ainda melhor é transformar a equagao diferencial de ordem n num sistema de ordem um,
logo num fluxo num espago de fases, e usar as técnicas explicadas na tultima segao ?77.

Oscilador harménico tralfamadoriano. Por exemplo, o oscilador harménico no planeta Tral-
famador®® deste universo paralelo pode ser do género (o factor 4 apenas simplifica as férmulas
sucessivas)

F = 4wt

com w > 0. A conjetura z(t) = €*' é uma solugao se z é uma raiz do polinémio carateristico

24 + 4w*. As quatro rafzes sdo + (w 4 iw). A solugdo geral é portanto uma sobreposicio
z(t) = Ay et cos(wt+ ¢y ) + A_e “eos(wt + o),

onde os parametros A4 e ¢4 dependem das condigbes iniciais. A origem é um “equilibrio
hiperbdlico”: as solugdes genéricas (com A, # 0) divergem exponencialmente quando ¢ — oo, e
as solugbes com A, = 0 decaem exponcialmente quando ¢ — co. Nao hd como fazer relégios de
péndulo no planeta Tralfamador.
So it goes.

26Kurt Vonnegut, Slaughterhouse-Five, or The Children’s Crusade, Delacorte, 1969.
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Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares homogéneas:
T =0 T =0 T —xz=0 T +x=0 T +i=0 T4+2i+x=0
Determine umas solugbes particulares das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos

coeficientes indeterminados:

W -2 4342 +ax=t—1 EF+a=sinlt) T H+4i=ec '

4.3 Oscilagoes forgadas

Oscilagoes forgadas, batimentos e ressonancia. Consideramos a equacao das oscilacdes
forcadas

§ + w?q = Fycos(vt) ‘ (4.6)

onde w é a frequéncia propria do oscilador e  é a frequéncia de uma forga periddica.

O sistema homogéneo é um oscilador harménico, e portanto as suas solucoes sao oscilacoes
Acos(wt + ¢), onde A e ¢ sdo constantes arbitrarias. A intuicao sugere que o efeito da forga seja
uma oscilagao adicional de frequéncia .

2 2 s : : _

Quando y* # w*, uma solugdo pode ser determinada usando a conjetura x(t) = a cos(7t), e

um célculo elementar mostra que a solugao geral é

F
q(t) = Acos(wt + ¢) + oﬁi—orﬂ cos(~yt)

Em particular, a solugao com condigoes iniciais triviais pode ser escrita

q(t) = ML—OW/Q (cos(yt) — cos(wt))

Fo :
=5qe Sn (et) sin ()

onde Q = (w++)/2 é a média das frequéncias, e € = (w—-y)/2 a semi-diferenca (usando as férmulas
de adigao trigonométricas). Quando |e| < |w|, e portanto 2 ~ w, podemos estimar

Fo
t) ~ sin(et) sin(wt) .
alt) = 52 sin(zt) sin(wt)
Portanto, a resposta do oscilador a forga externa de frequéncia v préxima (mas diferente) da
frequéncia prépria w é uma “modulagio” lenta (de perfodo 27 /e > 27 /w) de uma oscilagdo com
frequéncia prépria w. Este fendmeno é chamado batimentos (em inglés, beats), e pode ser ouvido ao
tocar contempraneamente duas cordas de um instrumento de cordas afinadas com duas frequéncias

muito préximas mas diferentes.

Para tempos t que satisfazem et < 1, podemos aproximar a modulagao sin(et) com o seu
polinémio de Taylor de ordem 3, e escrever a solugao como

Fi 1
q(t) ~ ﬁ sin(wt) (t ~ 3 2t + .. )
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No limite quando € — 0 temos finalmente

q(t) ~ 2]% t sin(wt) (4.7

Ou seja, quando v — w, a frequéncia dos batimento decresce para zero, o que significa que o
periodo dos batimentos tende para o infinito, e apenas vemos a “parte inicial” do seno sin(et)/e,
que é essencialmente uma reta t. Este fenémeno, uma resposta cuja amplitude cresce linearmente
no tempo, é chamado ressondncia.

Deduza a férmula (4.7) da ressonancia usando a conjetura z(t) = bt sin(wt) e o método dos
coeficientes indeterminados.

Oscilagoes forcadas em notagao complexa. A equagao das oscilagdes forcadas
i+wiqg=[(t).

admite uma solucdo particularmente simples e elegante em notagdo complexa. A varidvel complexa
z := p+iwgq, onde p := ¢ é o momento linear, satisfaz a EDO linear de primeira ordem

Z—iwz = f(t).

Uma solucio nao trivial da EDO homogénea associada ¢ — iwy = 0 é y(t) = e, Por outro lado,
o produto z(t) = A(t) ™! é uma solugio de z — iwz = f(t) se A é solucio de A\ = f(t)e .
Consequentemente, uma solugdo com condigao inicial z(0) = zg é

2(t) = et (zo + /0 t Flr)e dT) .

Em particular, a solu¢do com condigdes iniciais triviais ¢(0) = 0 e p(0) = 0, ou seja, a “resposta
do oscilador” inicialmente em equilibrio a uma forga que comeca a agir no tempo ¢t = 0 pode ser
representada pelo integral

z(t) = /Otf(T) ewt=7) dr

O deslocamento ¢(t) pode ser obtido ao calcular a parte imaginaria deste integral, e resulta (sendo
a forga real)

q(t) = %/0 f(r) sin(w(t — 7)) dr

A fungéo sin(wt)/w, que neste integral multiplica a forga, é chamada “resposta impulsiva”’, ou
também “funcao de Green”, do oscilador, e pode ser obtida de forma mais sistematica usando a
teoria da transformada de Laplace.

A energia do oscilador,

1 1
E=o (0" +w?) = 5|2,
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é conservada se a forga é nula. Uma forca f(¢), atuando do tempo ¢ = a até ao tempo ¢t = b,
fornece ao oscilador (inicialmente em repouso) uma energia

/ f(t)e @tdt

No limite quando @ — —o0 e b — 00, este valor é [LL78]

AE = E(b) — E(a) =

1
2

b

B(o0) - ] [ s af

proporcional ao quadrado do valor absoluto da “transformada de Fourier” de f(t) calculada na
frequéncia w.

Calcule a resposta de um oscilador a uma for¢a constante f; que age apenas no intervalo
[0,7] (ou seja, nula fora deste intervalo). O que acontece no limite quando T — 0 e fy — oo
mantendo constante o produto h = foT 7

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga inicialmente nula, que cresce linearmente de
0 até fp no intervalo [0,7], e é mantida constante e igual a f(t) = foset > T.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forga igual a f(t) = sin(t) no intervalo [0, 27/7)
e nula fora deste intervalo.

Calcule a resposta de um oscilador a uma forca inicialmente nula e igual a f(t) = sin(yt) se
t > 0. Analise o limite da resposta quando v — w.

Oscilagoes forgadas amortecidas. Consideramos a equagao das oscilagoes forcadas amorteci-
das

i+ B+ w?q = Fycos(t) (4.8)

onde w é a frequéncia prépria do oscilador, 8 = 2a > 0 é um coeficiente de atrito, e a forga
também oscila, com frequéncia y. Um exemplo é um circuito RLC sujeito a uma forga eletromotriz
periddica.

A solugao geral da homogénea é chamada solucdo transiente, porque decai exponencialmente
e portanto é desprezdvel para grandes valores do tempo. Por exemplo, se a? < w? (ou seja,
se o sistema nao forgado ¢ sub-critico), entao a solugao transiente é zo(t) = Ae™“'sin (Ut + ).
Representa uma oscilagdo com frequéncia © = vw? — a? que decai exponencialmente com tempo
carateristico 7 = 1/a (logo é desprezavel quando ¢ > 7).

Sendo a for¢a um quase-polinémio, uma solugao particular da (4.8) pode ser determinada
usando o método dos coeficientes indeterminados, e é claro que é da forma acos(yt) + bsin(vt)
(pois iy ndo sdo raizes do polindmio carateristico da equagdo homogénea). Um cédlculo mostra
que os coeficientes a e b sao solugoes do sistema linear determinado

(W’ =7 a+pyb="Fp
—Bya+ (W —9*)b=0

Consequentemente, uma solucao particular é

Fy
V0w =72+ (3y)°

ZToo(t) = cos(yt — ¢)

onde a fase ¢ satisfaz tan¢ = (B7v)/(w? — ~?). E chamada solucio estaciondria, e representa a
resposta sincronizada, mas desfasada, do sistema a forca periddica. A funcao

1

R(y) =
V(@ =422 + (872
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o factor de proporcionalidade entre a amplitude da forga e da resposta, é dita curva de ressondancia
do sistema, e o seu grafico é do género

N

ao variar w e 8. A curva de ressonancia atinge um méximo para o valor v, = y/w? — $2/2 da
frequéncia, chamada frequéncia de ressonancia. Se o atrito é pequeno, ou seja, se @ < w, entao
a frequéncia de ressonancia é 7, ~ w — (a/w)? + ..., muito préxima da frequéncia prépria do
oscilador.

Discuta também o caso critico o? = w? e super-critico o > w?.
[LL78] V.26

Circuito RLC. Os elementos de um circuito elétrico sao definidos pelas leis empiricas Vi = IR,
a lei de Ohm que define a resisténcia de um resistor, Vo = Q/C, que define a capacitincia de um
condensador, e Vi, = LI , que define a indutincia de um indutor/bobina. Nas férmulas, as V's
representam as diferencas de potencial aplicadas aos elementos, @) é a carga elétrica, e I = Q a
corrente. De acordo com a lei de Kirkhoff, a forga eletromotriz, ou voltagem, V (¢) aplicada a um
circuito com os trés elementos em série é igual a soma dos Vi + Vi + Vo, o que produz a equagao
diferencial

LQ + RQ + %Q =V(t)

para a carga elétrica. Derivando, deduzimos a equagao

.. .1 .
Li+RI+ 1=V
+RI+ 5

para a corrente que circula no circuito.
{. 7
. AMM
(7 ' l _C
) -

— 00 i\
[

Verifique que a frequéncia prépria de um circuito ideal com resisténcia nula é w = 1/v/LC.
Estime a frequéncia prépria quando a resisténcia é pequena.

Verifique que o tempo carateristico de decaimento da corrente transiente (a solucao geral da
equacao homogénea, ou seja, a corrente do circuito alimentado com voltagem nula) num circuito

RLC é 7 = 2L/R.
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Determine a corrente estacionaria num circuito RLC alimentado com uma voltagem constante
V(t) = Vo (compare com a equagio das oscilagoes amortecidas).

Determine a corrente estacionara num circuito RLC alimentado com uma voltagem alternada
V(t) = Vpcos(yt) (compare com a equagao das oscilagoes forcadas amortecidas, mas observe que
a intensidade Fy da for¢a também depende da frequéncia 7).

Determine a frequéncia de ressonancia do circuito RLC'.

Impedancia complexa. A anélise dos circuitos elétricos é imensamente simplificada se idea-
lizamos correntes e voltagens usando exponenciais complexos. Consideramos um circuito elétrico
alimentado por uma forga eletromotriz (voltagem) “harménica” com intensidade V; e frequéncia
w, por exemplo Vjcos(wt). A ideia é substituir esta expressdo por um exponencial complexo
V(t) = Vpet, assim que a voltagem fisica é a sua parte real. E claro (por exemplo, de acordo com
o método dos coeficientes indeterminados) que a resposta estaciondria (ou seja, assimptética) do
circuito é uma corrente também harmonica e do mesmo periodo, mas possivelmente desfasada, ou
seja, da forma I(t) = Ine!“*=%). O quociente

_Vi) _ W%

I I

ip

que nao depende do tempo mas pode depender da frequéncia w, é chamado impeddncia (com-
plexa) do circuito. Assim, a resposta estaciondria do circuito, por quanto “complexo” mas linear!,
é descrita por uma “lei de Ohm”

(V) =2-1()|

e ¢ determinada apenas por um nimero complexo Z = |Z|e, ou seja, por um valor absoluto
|Z| = Vb /Iy, chamado reatdncia, e uma fase .
Se o circuito é formado por apenas uma resisténcia R, entao a lei de Ohm V' = RI diz que a
sua impedancia é real e igual a
Zr=R

Se o circuito é formado por apenas uma bobina de indutéancia L, entao a lei V = LI implica que
Vet = jwLlye “*, e portanto a sua impedancia é

ZL =iwlL

um nimero imaginario puro com fase ¢, = m/2. Finalmente, se o circuito é formado por apenas
um condensador de capacitancia C, entao a carga acumulada Q = [ Id¢ satisfaz alei @ = CV. Ao
derivar em ordem ao tempo, temos I = CV, e portanto Ipe™?! = iwCVye'™?. Assim, a impedancia

de um condensador é 1

iwC
um ndmero imagindrio puro com fase pc = —7/2. Pela lei de Kirkhoff, a impedéincia de um
circuito em série RLC' é uma soma

Zo =

Z_ZR+ZL+ZC_R+’i<wL1>
wC

Em particular, a reatancia é minima, logo a resposta é méaxima, quando a parte imaginaria da
impedéncia é nula, ou seja, quando w =1/ VLC, a frequéncia de ressonancia do circuito.
Mais em geral, se uns circuitos de impedancia Zy, Zs, Z3, ... estao em séries, entao a tensao
total é uma soma V =V, + Vo + V3 + .- = Z11 + ZsI + Z3I + ..., pois a corrente I é a mesma.
Assim, o circuito resultante tem impedancia

Zserie = 41+ Zo+ 23+ . ..
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Por outro lado, se uns circuitos de impedancia Z1, Z,, Z3, ... estao em paralelo, entao a
corrente ¢ uma soma I = I; + b +Is+ ... eatensao V = Z11y = Zoly = Z313 = ...¢é a mesma.
Consequentemente, a impedéancia total do circuito Zparalelo = V/I é a média harmdnica entre as
impedancias dos elementos, ou seja,

’ 1/Zparadelo = 1/Zl + 1/Z2 + 1/23 =+ ... ‘

Também interessante é a poténcia P = VI dissipada pelo circuito, ou, melhor, a sua média (P)
calculada ao longo de um perfodo 7' = 27 /w. Neste cédlculo é necessario usar as quantidades fisicas,
ou seja, as partes reais dos exponenciais complexos, os cosenos. Entao a poténcia instantdnea é
P(t) = (VE/]Z]) cos(wt) cos(wt — ), e a sua média ao longo de um perfodo T é

inversamente proporcional a reatancia do circuito e proporcional ao coseno da fase. Em particular,
a poténcia dissipada é mdxima quando ¢ = 0 (por exemplo, apenas uma resisténcia), e é nula
quando ¢ = £7/2 (por exemplo, apenas uma bobina ou una capacidade).

Calcule a impedancia complexa de um circuito RLC e a sua frequéncia de ressonancia.

4.4 Variacao das constantes e fungoes de Green

Disclaimer. E tradigao, em praticamente todos os manuais sobre equagoes diferenciais, contar
aos aluns também a seguint receita que produz férmulas integrais que resolvem EDOs lineares de se-
gunda ordem nao homogéneas. O programa oficial desta UC menciona explicitamente o método, e
por esta razao decidi deixar escrita esta se¢ao. No entanto, como podem observar nos exercicios se-
guintes, é dificil arranjar exemplos de equagoes diferenciais “interessantes/realisticas” cuja solugao
possa ser obtida por este método de forma razoavel. Nas palavras de Gian-Carlo Rota, 27 ‘the
much-trumpeted method of variation of parameters is pathetically useless’. Por ou-
tro lado, é verdade que o contexto natural onde este método pode ser considerado um caso ele-
mentar é a teoria das “funcoes de Green”, bem mais geral e 1util na fisica-matematica quando
aplicada a equagoes diferenciais parciais. No contexto das EDOs, as func¢oes de Green sao cha-
madas “respostas impulsivas”, e tratadas mais propriamente dentro da teoria da transformada de
Laplace.

Variacao das constantes. Um método aparentemente elegante para resolver EDOs lineares ¢
o seguinte. Consideramos uma EDO linear nao homogénea

&+ ad + Br = f(t) (4.9)

com coeficientes constantes. Uma solugao da homogénea i + ay + Sy = 0 é uma combinagao
linear y(t) = Ay ¢4 (t) + A_¢p_(t), onde ¢ (t) sdo duas solugoes independentes e Ay sdo constantes
arbitrdrias. A ideia é procurar uma solugao particular de (4.9) ao fazer “variar as constantes”, ou
seja, ao fazer a conjetura

2(6) = As(8) 64 (6) + A () 6 (1) (4.10)
onde agora AL (t) sdo “coeficientes/parametros/constantes” varigveis. Um cdlculo (e muita paciéncia)
mostra que

34205+ Bz = % (X+¢+ + X_gb_) +a (/\'+¢+ + X_¢_) + (Xm; + X_gb'_)

(o B desaparece porque ¢4 sao solugoes da homogénea). Em particular, (4.10) é solugao de (4.9)
se (mas néo sé se!) as derivadas Ay dos coeficientes satisfazem o sistema linear

{ Sortie =0

Apor+A-o- =  f

27G.-C. Rota, Ten lessons I wish I had learned before I started teaching differential equations, MAA meeting at
Simons College, april 24, 1997. https://web.williams.edu/Mathematics/lg5/Rota.pdf
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O determinante da matriz 2 X 2 que define o sistema é o Wronskiano

Wooo-(t) = o4 (t) (1) — o1 (t) (1),
que é diferente de zero porque as ¢4 e ¢_ sado independentes. A tnica solugao do sistema é

)\'+ - _A P O+ f ,
W, o Ws 6.
e portanto os coeficientes sdo umas primitivas

A+<t):—/0 ¢_(s)wds, /\_(t):/o ()3 _gq

_(s) Woo_(s)

definidas a menos de constantes aditivas arbitrarias (que correspondem, em (4.10), a somar solugoes
da equagao linear homogénea). E interessante observar que a férmula final para uma solugao
particular é um integral

da forca f(s) vezes uma “fungéo de Green”

Gy (s)p—_(t) — p_(s) P4 (t)
Wso_(s)

g(t,s) = : (4.11)

Determine uma solugao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em intervalos de
tempo convenientes, utilizando o método de variacao dos pardmetros.

Z+x=1/sin(t) P42 +r=e" &+ 4d +dx = e logt.

s t 2t
froe S0 tan(t) G- di48z= —C
cos(2t)

Heuristica das funcoes de Green. Consideramos uma equagao diferencial ordinéria linear
nao homogénea do género
(Lx)(t) = f(t) (4.12)
onde L é um operador diferencial, que age num espago de fungoes suficientemente regulares, e
f(t) é uma forca. Um exemplo é L = D? + 2a.D + f3, que corresponde ao problema das oscilagoes
forcadas e amortecidas quando 8 = w? > 0 é o quadrado da frequéncia prépria e o > 0 é um
coeficiente de atrito. Uma resposta formal é

z(t)= (L' f) ()

onde L~! ¢ alguma inversa de L. O niicleo de L nao é nulo, pois é feito das solucdes do problema
homogéneo Lz = 0, assim que L nao é invertivel. No entanto, pode admitir uma inversa direita, tal
que Lo L7 seja a identidade. Também natural é esperar que uma inversa direita de um operador
diferencial seja um operador integral, logo que seja do género

o0

(=) (t)=/ g(t,s) f(s)ds (4.13)

— 00

A funcdo g(t,s) que aparece neste integral é chamada “nticleo” do operador L™!, ou também
“func@o de Green” do operador L. E claro que, se existir, nao é Unica, assim que a sua escolha
dependeré do tipo de problema, de condigoes iniciais ou de contorno, assim como de outras con-
sideragoes fisicas. Se o operador L tem coeficientes constantes, logo é invariante por translagoes
no tempo, entao o nicleo deve depender apenas da diferénca ¢t — s, ou seja, deve ser da forma
g(t,s) = g(t — s). Neste caso o operador inverso é um integral do género

T NO=6n0- [ T ot — ) f(s) ds

—00
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chamado produto de convolug¢do do nicleo g(t) com a forca f(t), e denotado por (g * f)(t).

Também, g(t) ndo deve necessariamente ter valores para todos os tempos ¢, mas apenas inte-
grais. Ou seja, g(t) nao é uma fungio, mas define o que os matemédticos chamam uma “densidade”,
um objeto que associa a cada fungao f(t) suficientemente regular (por exemplo continua) e a cada
tempo ¢, um valor denotado simbolicamente por [ g(t — s) f(s) ds. Como o simbolo de integral
sugere, esta correspondéncia deve ser linear em f. Também é conveniente considerar funcgoes de
prova f(t) com suporte compacto (uma forga aplicada apenas durante um tempo finito) ou pelo
menos que decaem para zero quando ¢ — £oo mais rdpido do inverso de qualquer poténcia. A
condicio L o L' = I diz entdo que, se o operador comuta com o integral,

| @au-s6)ds = 100

— 00

ou seja, que Lg é igual a densidade §(t) definida pela identidade formal

[ee]
/ o(t—s) f(s)ds = f(¥) (4.14)

— 0o
e chamada delta de Dirac Finalmente, a fungao de Green é uma solugao da equacgao diferencial
Lg=9 (4.15)

seja qual for o seu significado.

Naturalmente, ndo existe nenhuma fungao §(¢), no sentido usual, que satisfaz a idendidade
paradoxal (4.14) para toda f(¢). Uma tal funcio deve necessariamente ser nula quando t # 0,
logo ser localizada na origem, e no mesmo tempo deve ter um integral diferente de zero, coisa
claramente impossivel. Seja como for, a identidade (4.14) diz que uma fungao continua f(t) pode
ser representadas como uma sobreposigao de deltas de Dirac §(t — s) pesadas com os valores f(s)
da prépria fungao. A (4.15) diz que a funcdo de Green g(t — s) é a resposta do sistema a uma forga
0(t — s) localizada no ponto s. Consequentemente, a férmula

x(t) = /OO gt —s) f(s)ds (4.16)

— 00

para a resposta do sistema, ou seja, uma solugao da equagao diferencial ordinaria nao homogénea
(4.12), é uma manifestacdo do principio de sobreposicdo: a resposta a uma sobreposigao de forcas
é uma sobreposicao das respostas as singulas forcas.
Pode ser 1til ter uma ideia menos abstrata/algébrica da delta de Dirac ...

Delta de Dirac discreta. Para um engenheiro, um sinal continuo f(¢) pode ser substituido,
sem grande perda de informagao, por um sinal discreto f[n], com n € Z (por exemplo, observando
o sinal original em tempos ¢ = n7 multiplos de um passo 7 suficientemente pequeno). O pulso
unitdrio é o sinal unitario localizado no tempo n = 0, ou seja,

1 sen=0
Ju { 0 sen#0

Entao ¢ tautolégico que todo sinal f[n] pode ser representado como

fln) =" dn — K] f[K]

kEZ

ou seja, como sobreposicao de pulsos unitdrios d[n — k] pesados com os valores f[k]. Esta é
claramente uma versao discreta da (4.14) que faz todo o sentido matematico (pois a soma é de
facto finita, sendo diferente de zero apenas um termo). Moral: num mundo discreto, a delta de
Dirac é um objeto muito simples e compreensivel. Esta ideia é importante na teoria do tratamento
dos sinais digitais ...
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Densidades, identidades aproximadas e delta de Dirac. De volta ao continuo, o contexto
natural para introduzir a delta de Dirac é o das “densidades”. Uma fungéo real integrdvel p(z)
descreve uma “distribui¢ao” de massas ou de cargas na reta real. O que é observavel nao sao os
valores p(x) da densidade em particulares pontos x, mas apenas a massa/carga total contida num
intervalo néo trivial [a, b], definida pelo integral

/ab p(z) dx

b
. 1) = / p() f(z) da

ou, mais em geral, os valores médios

de funcgoes integraveis f(x), por exemplo continuas, pensadas como observiveis. E claro que a
correspondéncia f — (p, f) é linear. Se p(z) > 0 e o integral impréprio ffooo p(z) dz é finito e igual
a 1, entao a densidade descreve uma distribuigao de probabilidade na reta. Os integrais

Prob(¢ € [a, b]) :/ p(x) dz

4

podem ser entao interpretados como probabilidades de uma “varidvel aleatéria” & ser observada
no intervalo [a,b]. O integral impréprio P(z) = ffoo p(y) dy é entdo chamado “funga distribuicao
acumulada” . A sua derivada, se existir, é a densidade F'(z) = p(x).
Uma identidade aprozimada ¢é uma familia de densidades 0. (t), dependendo de um pardmetro
positivo €, que satisfaz as seguintes condigoes (que podem ser enfraquecidas, mas nao é importante):

IA1 sdo nao-negativas, ou seja, d.(t) > 0 para todo t;
TIA2 o suporte de 6. (t) é contido no intervalo [—¢, €], ou seja, d.(t) = 0 se [t]| > «;

IA3 as fungoes d.(t) sdo integraveis, e tém todas integral unitério, ou seja, para todo € > 0

/_O;dg(t)dtzl

Fisicamente, uma identidade aproximada com € muito pequeno pode ser pensada como uma massa
unitaria concentrada num intervalo pequeno em torno da origem.

Uma “massa unitaria concentrada na origem”, a famosa delta de Dirac (), é entdo um limite
da densidade d.(x) quando ¢ — 0T. Isto significa que o valor médio/integral de uma funcao de
prova continua f(x) é, por defini¢ao,

4, f) :/ d(z) f(z)dx := lim / 0c(z) f(x) dx
— 0 e—=0t ) _o
Se € é suficientemente pequeno, entdo os valores de f(s) no suporte de d.(s) nao diferem muito

de f(0), pela continuidade da fungao. Consequentemente,

Teorema 4.2. Seja 0.(x) uma identidade aprozimada. Se f(x) € uma fungdo continua, entdo

o0

lim 0:(s) f(s)ds = f(0)

e—=0t J_

Demonstragio. Seja €” > 0. Pela continuidade de f(x) na origem, existe um ¢’ > 0 tal que se
|z] < ¢’ entdo |f(z) — f(0)] <e&”. Entao se e < &', sendo d.(z) > 0,

‘f(O) - [ s sy = [ 60 1700) - ) d

<’ / Sc(z)dox ="

A arbitrariedade de £’ > 0 implica o resultado. O
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Umas mudancas de varidveis nos integrais que definem os valores médios permitem verificar as
seguintes covariancias por translagoes e homotetias. A primeira observagao é que

/Oo d(s—a) f(s)ds = lim h de(s —a) f(s)ds

— 0 e—=0t J_
= lim de(u) f(u+a)du = f(a)
e=0t J_

assim que a densidade J,(t) := §(t — a) representa uma massa unitdria concentrada no ponto a.
Por outro lado,

/00 0(—s) f(s)ds = lim b d:(—s) f(s)ds

—00 e—=0t J_

— 00

= lim de (u) f(—u) d(—u) = £(0)
e—=0t Joo
assim que 0(t) deve ser considerada uma “fungao” par. Também interessante é observar que, se
A > 0, entao

/OO SO) f(s)ds = Tim [ 6.(8) F(t/N) dt/A = A= (0)

—co e—=0t ) _ o

e portanto que §(t) deve ser considerada uma “funcao” homogénea de grau —1, pois satisfaz
S(As) = A7 §(s).

Distribuigoes. As fungdes de Green satisfazem a equagao diferencial Lg = 4, logo devem poder
ser derivadas em algum sentido. Como é possivel? Se g(t) é uma densidade derivdvel, e f(¢) uma
fungao de prova com suporte compacto e também derivavel, entao uma integracao por partes diz
que
o0 o0
[ dwswi=- [ gorod
—0o0 —0o0
pois f(t) se anula em +o0. Isto sugere “definir” a derivada da densidade g como sendo a densidade
Dy tal que o seu valor sobre uma funcao de prova f(¢) é

<Dg7f> ::_<97Df>

Ao fim de poder definir derivadas de ordem arbitrario, logo operadores diferenciais de ordem
arbitraramente grande, temos que considerar fungdes de prova que sejam infinitamente derivéveis
e com suporte compacto. O espago de tais fungdes é denotado por C°(R) ou também por D(R).
As distribui¢des, ou fungdes generalizadas —sao entdo funcionais lineares T : D(R) — R (e Laurent
Schwartz escolheu este nome para lembrar que representam, pelo menos nas ideias originais de
Green, “distribuigoes de cargas ou dipolos elétricos”). A notagao (T, f) diz entdo que este nimero
é o valor do funcional T sobre a fungao de prova f.

A verdade é que o dual algébrico de D(R) é demasiado grande. Os mateméticos entao definem
uma “topologia” em D(R), ou seja, uma nogao de convergéncia, e finalmente definem o espago das
distribui¢oes como sendo o espago D’'(R) dos funcionais lineares continuos em D(R).

Nesta introducao informal, podemos prescindir de qualquer definicao rigorosa de distribuigao.
A final, o que procuramos séo férmulas integrais do género (4.16) que resolvam algumas EDOs
interessantes. Uma vez descobertas, de uma forma ou de outra, podem sempre ser verificada por
meios elementares.

A ideia de Green comeca a ser nao trivial e importante quando aplicada a equagoes diferenciais
parciais como a equacao de Poisson (o caso tratado pelo préprio Green), das ondas, de Klein-
Gordon, ...Podem também queres saber que sao fungoes de Green os propagadores da teoria dos
campos relativistica ... No entanto, tem piada calcular as fun¢bes de Green dos operadores que
correspondem as EDOs elementares tratadas nestas notas.
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e.g. Funcao salto unitario e fungao de Green da derivada. O operador diferencial mais
simples é o operador derivacao D. Uma funcao de Green de D resolve entao Dg = §. A funcao

salto unitario é definida por
1 set>0

9(”::{ 0 set<0

- /: O(t) f(t)dt = /OOo f(t)dt

Uma integragao por parte mostra que a sua derivada é

(DO, f) =—(0,Df) / ot / f(t f(0)

e define a distribuigao

E portanto, Df = §. Consequentemente, uma solugao da equagao diferencial z(t) = f(t) é, como

esperado, . ,
o) = [ ot=s) fyds= [ fes)s

Verifique que uma fungao de Green do operador D + (3 é
g(t) = e O(1)

Consequentemente, uma solugdo particular da equagao diferencial £ = —fz + f(t) (que descreve,
por exemplo se § > 0, um decaimento radioativo com taxa de reposi¢ao varidvel) é

x(t):/ e P9 f(s)ds

— 00

e.g. Funcao de Green do laplaciano na reta. O laplaciano em dimensao um é o operador
diferencial D?. A fungdo g(t) = t©O(t) define uma distribuicio que satisfaz

(D%, f) ={9.D*f) =/_OO tO(t) £ (t) dt =

:A Uﬂwﬁ:—A f(t)dt = £(0)

ou seja, D?g = 6. A equagdo diferencial #(¢) = f(t) descreve a trajetéria de uma particula num
referencial inercial sujeita a uma forca varidvel f(¢). Uma sua solugado é portanto

x(t)z/oo (t—s)@(t—s)f(s)ds:/ (t— s) f(s)ds (4.17)

— 00 — 00

e.g. Resposta de um oscilador harménico. Consideramos um oscilador forcado & + w?z =
f(t). Uma funcdo de Green do operador L = D? + w? é

g(t) = % sin(wt) O(t)

onde O(t) é a funcao salto unitario. De facto, se f(t) é uma funcdo de prova,

o

(D + g ) = 9. (D +)) = [ sin(wn) (1) (£7(6) + w2 F(0) de

—00

Tl " 2 =— OOcosw ! C>Owsinw
= [ 5 sinten) (70 +w20) dt = = [ eostot) '+ [ wsino) f(0)at

0

— [ = cos(wt) f(£)] — /O " sin(wt) F(t)dt + /0 " sin(wt) £(8) dt
= f(0)



4 EDOS LINEARES NAO HOMOGENEAS 87

Consequentemente, a resposta de um oscilador harménico de frequéncia w a uma forga f(t)
pode ser representada pela férmula integral

() = / L Gt — 5)) f(s) ds (4.18)

o W

uma “convolugdo” da fungéo sin(wt) com a forca f(t). Esta férmula pode ser verificada a posteriori
com um célculo elementar (cuidado, o tempo ¢ aparece nos limite de integracdo mas também na
fungao dentro do integrall).

Considere um oscilador amortecido e forcado # + 2a4 + w?x = f(t) com atrito pequeno, ou
seja, a? < w?. Verifique que uma funcdo de Green do operador L = D? + 2aD + w? é

g(t) = % e " sin(Qt) O(t)

onde 2 = vVw? — a2. Consequentemente, a resposta do sistema é

() = / ée—a(t—s> Sin(Qt — s)) f(s) ds (4.19)

— 00

Calcule o limite da solugdo (4.18) quando w — 0, e deduza a (4.17)
Verifique e que uma solugdo particular da equacao & — k2x = f(t) é
1t
o(t) = 1 / F(s) sinh (k(t — 5)) ds.
0

(pode fazer uma rotacao de Wick na férmula (4.18), ou calcular uma funcéo de Green do operador
D? — k2).

Verifique que todas estas férmulas (4.17), (4.18), (4.19) , ... podem ser obtidas também
usando o método da variagao das constantes, logo a (4.11).
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