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Problemas e modelos elementares
. (progressao e série geométrica) Uma progressao geométrica de “razao” A é uma sequéncia
a a\ aX? aX3 a\" a1
obtida do termo inicial g = a usando a recursao x,4+1 = Az,. A identidade
T+A+X+X+ L+ AN =) =" -1

mostra que, se A # 1, a soma dos primeiros n + 1 termos da progressao geométrica (com a = 1) é

Antlg

LA+ N+ X+ 4N =2

Em particular, quando |A| < 1, a série geométrica Y~ , A" é convergente, e a sua soma é

0 n _ n _ 1
Yoo AT =T HEAE NN 4 N =

e Diga se a seguintes séries sao convergentes, e, se for o caso, calcule a soma.

141/241/4+1/8+1/164...  14+104+10041000+...  141/10+1/100+1/1000+ ...
00
>@/5™  9/10+9/100 +9/1000 + ... 0.3333...
n=0

As experiéncias mostram que a populagdo de uma coldénia de bactérias, num
periodo de tempo em que podemos considerar ilimitado o nutrimento e desprezaveis as toxinas
produzidas, duplica-se em cada hora.

e Se a populacao inicial é de 1000 células, determine a populacao passadas 2, 3, 10 horas.

e Quantas horas devo esperar para ver 1024 bactérias a partir de uma tnica célula inicial?

e Escreva uma férmula para P,, a populacdo no tempo n horas, dada uma populacdo inicial Py.

Dizem que Sissa inventou o jogo do xadrez e o ofreceu ao rei de Pérsia. Ao

rei, que o convidou a escolher uma recompensa, pediu um grao de arroz para o primeiro quadrado
do tabuleiro, o dobro, ou seja, dois graos, para o segundo quadrado, o dobro, ou seja, quatro graos,
pelo terceiro quadrado, e assim a seguir até o ultimo dos quadrados do tabuleiro.

e Quanto graos de arroz o rei teve que pagar?

e Se 1 Kg de arroz contém a volta de 30000 graos, quantas toneladas de arroz foram necessarias

ao rei para pagar o seu jogo?

O decaimento de uma substancia radioactiva pode ser caracterizado pelo
“tempo de meia-vida” 7, passado o qual aproximadamente metade dos nicleos inicialmente pre-
sentes terda decaido. Portanto, se (),, denota a quantidade de substancia radioactiva presente no
instante n7, , com n inteiro, entao

1
Qn+1 - iQn .

Determine @,, em funcao da quantidade inicial Q.

Determine P,,, a quantidade de producto do decaimento no instante nr.

Passado quanto tempo a substancia radioactiva fica reduzida a 3—12—ésimo da quantidade inicial?

O tempo de meia-vida do radiocarbono C é 7 ~ 5730 anos (}*C' — N +e~ +7,.). Mostre
como “datar” um féssil, sabendo que a proporcio de '*C num ser vivente é fixa e conhecida.’

A taxa de inflacao e os juros costumam ser definidos em base anual. Por exemplo,
se a inflacao é de a%, entao o preco p, de um artigo no n-ésimo ano segue a lei

(140
Pn4+1 = Pn 100/

1J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known Ages,
Sciences 110 (1949), 1127-1151.



e Um café custa hoje 50 céntimos de euro. Se a taxa de inflagao se mantiver constante e igual
a 2%, quanto custard um café no ano 20177

e O meu banco paga juros de 0.20% nos depésitos dos seus clientes. Se eu depositar 10000 euros
neste banco, quanto recebo passado um ano, dois anos, ..., n anos?

e O mesmo banco cobra juros de 9.75% nos empréstimos. Se eu pedir 10000 euros emprestados,
e quiser pagar 100 euros cada més, quantos anos demoro?

6. O crescimento exponencial de uma populagao num meio ambiente ilimi-
tado é modelado com a equagao recursiva

Pn+1 = AP,
onde P, representa a populagao no tempo n, dada uma certa populagao inicial FP.

e Interprete o parametro A imaginando que em cada unidade de tempo o incremento P, — P,
da populagdo é a soma de uma parcela aP,, onde a > 0 é um coeficiénte de fertilidade, e uma
parcela —(GP,, onde 8 > 0 é um coeficiénte de mortalidade.

e Discuta o comportamento das solugoes da equagao recursiva ao variar o parametro A.

7. Considere o seguinte problema, posto por Leonardo Pisano (mais conhecido
como Fibonacci, ou seja, “filius Bonacci”)?:

Quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comegando com um SO par, se em
cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do sequndo més?

A resposta de Leonardo Pisano consiste no seguinte modelo. Se F,, o nimero de pares de coelhos
no n-ésimo meés, entao
Fn+l :Fn+Fn—1~

Esta é uma ”lei” que prescreve recursivamente os valores dos F;, dados uns valores iniciais Fjy e F}.

Responda ao problema de Fibonacci, ou seja, determine F}o, sabendo que Fy =1 e F} = 2.

e Escreva um programa para calcular recursivamente os “ntmeros de Fibonacci” F,.

Seja @, = Fp+1/F, o quociente entre sucessivos nimeros de Fibonacci. Mostre que os quoci-
entes satisfazem a equagao recursiva

1
Qn+1 =1+

n

e Assuma que, para grande valores de n, os quocientes sao praticamente constantes, ou seja,
Q. — P se n — oo. Utilize a a equagao recursiva para mostrar que

P

_ % ~ 1.61803398874989...

Mostre que o resultado anterior implica a lei assimptética F, 11 ~ ®F,,. Reconhece-a?

8. A uma populacao que cresce segundo o modelo exponencial, é
adicionada ou retirada uma certa quantidade 8 em cada unidade de tempo. O modelo é portanto

Pn+1:)\Pn+ﬁ

onde ( é um parametro positivo ou negativo.

e Determine solugoes estaciondrias, ou seja, que nao dependem do tempo n.
e Determine a solugao com condigao inicial Py arbitréria.

e Para quais valores dos parametros A e 3 as solugoes P,, convergem para a solugao estacionaria
quando o tempo n — oco?

2Leonardo Pisano, Liber Abaci, 1202.



2 DModelos discretos e iteracao
1. (modelos discretos e anédlise grafica) Um sistema dindmico com tempo discreto é definido por uma
equagcao/lei recursiva
Tp+1 = f(mn) 5
onde x,, denota o estado (posi¢ao, populagdo, concentragdo, temperatura, ...) do sistema no tempo
n (segundos, horas, meses, anos, ...). As trajectdrias do sistema dinamico sdo as sucessoes (zy,),

xo = 21 = f(x0) = 22 = f(x1) = . = Tpg1 = fan) — .0,

definidas a partir de uma condi¢do inicial xo usando a recurso x,4+1 = f(zn).

As solugdes estaciondrias, ou de equilibrio, sdo as trajectérias constantes x, = T, onde o estado
estaciondrio, ou de equilibrio, T é um “ponto fixo” da transformagao f, ou seja, um ponto tal que

/@) =%.

As solugdes periddicas sio as trajectérias (z,,) tais que 2,4, = 2, para todos os n e algum tempo
p > 1, dito periddo.

Se o espaco dos estados é um intervalo da recta real, as trajectérias podem ser observadas no plano
2-y esbogando o caminho poligonal (cobweb plot)

(20, 20) = (20, 71) = (21, 71) = (1, 2) = (22, 72) = (T2, 73) — ...
entre o gréfico da transformacao, y = f(z), e a diagonal, y = x.
e Estude as trajectérias (ou seja, determine os estados de equilibrio, as trajectérias periédicas,

e 0 comportamento assimptdtico de algumas das outras trajectérias) dos sistemas dinamicos
definidos pelas seguintes transformacgoes

fa)=ge  J@)=7r  f@)=-s
f(x)=3z+1 fle)=2x-7 f(x)=%$+5
f@ =Nz  f@)=s-7 @)=

f@)y=a>  fx)=-2>  f(z)=2a'/?
f@)=z-2>  fla)=z+2°

e Mostre que, se uma trajectéria (x,) do sistema dindmico x,+1 = f(x,) é convergente e se
a transformacao f é continua, entao o limite xo, = lim,,_, z, é um estado estaciondario, ou
seja, f(Too) = Too.



2. Um modelo mais realista da dinamica de uma populagao num meio am-
biente limitado é
P,y1=AP,(1-P,/M)

onde a contante M > 0 é a maior populacdo suportada pelo meio ambiente (observe que P41 < 0
quando P, > M, o que pode ser interpretado como “extin¢ao” no tempo n + 1). A substituigao
Zn = P, /M transforma a lei acima na forma adimensional

Tl = A (1l — 2p)
chamada transformacéao logistica®.

e Esboce o gréfico da transformacao logistica para diferentes valores do parametro A.

Graficos da transformagao logistica quando A =0.5, A =2, A=3e A =4.

Mostre que os ponto estacionarios sao o estado trivial 0 e

_Aa-1
T=—0

A

e Implemente um programa para fazer simulagoes do sistema.

e Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 0 < A < 1.

Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 1 < A < 3.

Observe os fenémenos que acontecem ao variar o parametro A entre 3 e 4.

e O que acontece quando A >4 7

3. Considere a transmissao hereditaria de um gene com dois alelos,
A e a. Sejam xg, yo e zo as frequéncias dos gendtipos AA, Aa e aa, respectivamente, numa dada
populacao inicial. Entao as probabilidade de ter o alelo A ou a na formagao de um gameta sao

1 1
P0:$0+§y0 e q0:1—p0:z0+5y0,

respectivamente. Na fecundagao, teremos os gen6tipos AA, Aa e aa com probabilidades p2, 2poqo
e g7, respectivamente. Portanto, na primeira geragao, as frequéncias dos trés genétipos serao

T =pg, Y1 = 2poqo € 21 =q3.

e Calcule as probabilidades

1 1
p1:x1+§y1 e Q1221+§y1

de ter os alelos A ou a na formagdo de um gameta na primeira geragdo, e mostre que as
frequéncias dos trés gendtipos na segunda geracao serao

To = pg, Y2 = 2poqo € Z = qp.

Ou seja, a distribuicao dos trés gendtipos atinge um valor estacionario a partir da primeira
geracao (Hardy- Weinberg equilibrium,/principle/law*)

3Robert M. May, Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261 (1976), 459-467.
4@G.H. Hardy, Mendelian proportions in a mixed population, Science 28 (1908), 49-50. W. Weinberg, Uber den Nachweis
der Vererbung beim Menschen, Jahreshefte des Vereins fiir vaterlandische Neturkunde in Wirttemberg 64 (1908), 368-382.



4. (seleccao natural, modelo de Fisher, Wright e Haldane) Um modelo simples de seleccao natural,
proposto por Ronald Fisher, Sewall Wright e J.B.S. Haldane em 1930°, considera apenas um gene
com dois alelos, A e a. A vantagem ou desvantagem competitiva dos diferentes genétipos, AA, Aa
e aa, é modelada por coeficientes de “sucesso biolégico” (fitness), paa, Paa € Paa, que determinam
as diferentes taxas de sobrevivéncia, e portanto de reprodugao. Sejam 0 <p, <legq, =1—p, as
frequéncias dos alelos A e a, respectivamente, na n-ésima geracdo. Entao a frequéncia do alelo A
na (n + 1)-ésima geragao é dada por

(1+a)py + pndn
(14 a)p} + 2pngn + (1 + B)a3
onde (14 ) = ¢paa/paa € (14 B) = paa/daq (e portanto —1 < ae —1 < 3).

e Esboce a transformagao para diferentes valores de v e 3. Observe que solugoes estacionarias
sao as solugoes triviais 0 e 1, e, quando « e § tém o mesmo sinal,

8
ol + 18]

pn+l

ﬁ:

e Discuta o comportamento assimptético da frequéncia p,, quando a e (3 tém sinais opostos.
Mostre que na populagao assimptética apenas sobrevive o alelo favorecido.

a<0<p <0<«

e Mostre que, quando « > 0 e 8 > 0 (ou seja, os genétipos AA e aa tém uma vantagem compe-
titiva em relacdo ao gendtipo Aa), o estado estaciondrio D é instdvel, e pequenas perturbagoes
xo = p + € do equilibrio produzem comportamentos assimptéticos diferentes, a extingao de A
ou a extingdo de a, dependendo do sinal (disruptive selection).

e Mostre que, quando o < 0 e § < 0 (ou seja, o genétipo Aa é o favorecido), o estado estaciondrio
D é estavel, e portanto os dois alelos convivem na populagio assimptética (heterosis).

Disruptive selection: 0 < a < 3. Heterosis: a < 8 < 0.

5R.A. Fisher, Genetical Theory of Natural Selection, Clarendon 1930. S. Wright, Evolution in Mendelian populations,
Genetics 16 (1931), 97-159. J.B.S. Haldane, A Mathematical Theory of Natural and Artificial Selection (1924-1934).



5.

6.

(solugao analitica do problema de Fibonacci) Considere a equagao as diferengas finitas
Tp42 = Tpt1 + Tp -
e Faga a conjectura x,, = A", substitua a conjectura na equacao, e determine os dois possiveis

valores de A, baptizando-os Ay e A_.

e Sendo a equacao linear, também uma combinacao linear
Tp =y N} + e\
com cy+ constantes, é solugao. Determine os valores dos parametros c+ de maneira tal que
ro=1lexy =1.
(modelos discreto presas-predadores) Um modelo discreto de um sistema presas-predadores é

Tp+1 = ATy — ﬁxnyn
Yn+1 = —VYn + 0TnYn

e outro modelo é
LTnit1 = )\mn(]- - mn) - ﬂxnyn
Yn+1 = 6mnyn

Nos dois casos, &, € y, sao as populagoes relativas das presas e dos predadores, respectivamente,
no tempo n, e as letras gregas sao parametros.

e Discuta o significado dos parametros dos modelos, e as diferencas entre os dois modelos.

e Determine os pontos estaciondrios.

e Simule as solugoes dos sistemas ao variar os parametros.



Calculo diferencial e aplicagoes
A lei do movimento rectilineo uniforme num referencial inercial é
xz(t) = xg + vot ,
onde z(t) denota a posicdo no tempo t, vy a velocidade e xy a posigao inicial.
e Determine a velocidade média no intervalo de tempos entre ¢t e t+¢, e a velocidade instantanea
no tempo t.
e Determine a lei hordria de uma particula que viaja com velocidade de 3 m/s e que no instante

t = 10 s estd na posi¢do x = 10 m. Quando estava na origem?

Aquiles comega a correr com velocidade de 1 m/s em direccio de uma
tartaruga que a sua vez foge com velocidade de 0.1 m/s. A distancia inicial entre Aquiles e a
tartaruga é de 100 m.

e Determine quanto tempo demora Aquiles a percorrer 1/2, 1/24+1/4, 1/2+1/4+1/8, ..., da
distancia inicial, e passado quanto tempo chega ao ponto onde estava inicialmente a tartaruga.
e Determine a distancia d(t) entre Aquiles e a tartaruga no tempo t.
e Aquiles alcancga a tartaruga? Se sim, em quanto tempo?
A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela lei
horaria

1
r(t) = ro + vot — 59152 ,

onde 7(t) é a altura no tempo t, 79 é a altura inicial,vg é velocidade inicial, e g ~ 980 cm/s? é a
aceleracao da gravidade proximo da superficie terrestre.

e Determine a velocidade média no intervalo de tempos entre t e t+¢, e a velocidade instantanea
no tempo t.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem ~ 56 metros de altura, com
velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apés 1 segundo, o tempo necesséario para a
pedra atingir o chao e a sua velocidade no instante do impacto.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a altura
de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de novo
ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

. (derivada) A derivada da funcdo f(x) no ponto x é o limite

f(x) =lim. g 7f(z+527f(m)

Ou seja, se f tem derivada no ponto z, entao vale a aproximacao linear

f@+e) = f(z)=f(x) e+r(e)

onde o “resto” r(e) é tal que %s) — 0 quando € — 0.
A notagao de Leibniz para a derivada f' é %, ou d%f, ou % se y = f(x).

A derivada segunda de f é a derivada da derivada, ou seja, f” = (f')/, ...

e Calcule as derivadas f'(z) e f”(x) de cada uma das seguintes funcées f(x) nos pontos onde
existem.

J@)=20-3 f@)=a® fa)=]a] f(w)={



. ()l"iV?l( as elementares e regras eriva as elementares Séo
5. (derivadas element gras) Derivadas element

<L constante = 0, b gn — pgn—t gt/ = Ly=1+t/n, sin’ = cos, cos’ = —sin

A derivada ¢ linear, ou seja

() =M VAER,  (f+g)=f+¢

e satisfaz as regras (regra de Leibniz e deriva¢do de um quociente)

(f9) =fg+1fg.  (fl9) =L%LL nos pontos onde g # 0

e Calcule a derivada f’(x) de cada uma das seguintes fungées f(x) nos pontos onde podem ser
definidas.

f(z) =3z f(x) = zsin(x) f(z) =17
f@)y=a*=3z+1  fla)=ve fl@)=a"=2""

(W=7 f@=2ry @)=
an(z) = sin(z) sec(z) = ! cosec(z) = !
tan(z) cos(x) (@) cos(z) () sin(x)

e Calcule as derivadas P'(0), P”(0), P"(0), ..., P("(0), P(+1)(0), de um polinémio
P(z) = ao + a1z + asx® + ...+ apz".

6. Estime os seguintes valores, usando a aproximacao linear

[ f(z+e) = f(z) + f'(z) €]

1
Sln(OOl) V 1.1 COS(ﬂ' — 003) m

7. (derivacao de funcao composta: regra da cadeia) A derivada da funcao composta (fog)(xz) = f(g(z))

e

[(fog) (@) =f(9() d'(x).|

e Calcule a derivada f’(z) de cada uma das seguintes fungoes f(z) nos pontos onde podem ser
definidas.

f(z) = cos(z?) flx) =v2r—1 f(z) = sin (V)
cos(2z) — x
Vv
8. (Derivacao de fungao inversa) Se h(y) é a fungao inversa de f(x), ou seja, h(f(z)) =z e f(h(y)) =y,
entao
W(y) =1/f(h(y))]

Calcue as derivadas das seguintes fungoes nos pontos onde podem ser definidas.

f(z) = (sin(2))®  f(z) =sin(cos(a?®))  f(z) =

f(z) = arcsin(x) f(z) = arccos(x) f(z) = arctan(x)
e Calcule a derivada da funcao inversa de f(z) = = + 23 no ponto y = 0.

9. Determine a taxa de variagao

° %, onde A é a drea de uma circunferéncia e r o seu raio,

° %, onde V é o volume de uma bola e r o seu raio,

. %, onde V' é o volume de um cubo e ¢ o seu lado.



10. Um cacto tem forma esférica. Cresce absorvendo material através da
sua superficie, a uma taxa v = 0.1 gr/s-cm?.

e Determine a taxa de crescimento do raio r do cacto, na hipotese em que a sua densidade p = 4
gr/cm? é constante. Deduza a lei horéria r(¢) sabendo que r(0) = 2 cm.

e Passado quanto tempo o cacto duplica o seu volume?
Em condicdes éptimas, um cacto adulto contém 0.9 gr/cm® de agua, e morre quando a dgua dis-
ponivel é menor de 0.09 gr/cm3. Num perfodo seco, o cacto adulto perde dgua através da superficie,
a uma taxa p = 0.001 gr/s.

e Determine quanto tempo vive um cacto de raio r = 10 cm durante uma seca.

e Um cacto menor sobrevive mais?

11. (teorema e desigualdade do valor médio) O teorema do valor médio diz que se f é uma fungao

continua no intervalo [a, b, e diferencidvel no seu interior (a, ), entéo existe um ponto ¢ € (a,b) tal
que

LF(b) = f(a) = f'(0)- (b—a) |

Em particular, se |f/(c)| < A para todo o ¢ € (a,b), entdo vale a desigualdade

[1£() = f(@)| < A-Jb—al.|

e Mostre que, se f(z) é um polinémio de segundo grau, entao a recta que une os pontos (a, f(a))

e (b, f(b)) é paralela a recta tangente ao grafico de f no ponto médio ‘%"b.

e Mostre que para todos os x e y
|sin(z) — sin(y)| < |z —y|

e Mostre que para todos 0 < y < x

ny e —y) <@y < e )

12. (estudo de fungoes, méximos e minimos) Uma fungao diferencidvel f(x) é crescente nos intervalos
onde f’(x) > 0, decrescente nos intervalos onde f'(z) < 0, constante nos intervalos onde f'(x) =
0. Se a é um ponto de méximo o minimo local da funcao diferencidvel f(z) definida numa sua

vizinhanga, entdo a é um ponto critico de f(z), ou seja, f'(a) = 0.

e Esboce os graficos das seguintes fungoes, definidas em oportunos dominios.

2

f(x):l—% f(x)::z:+i f(z):1+:c+%
1
f(x)zm f(@)=(z—1)(z—-2)(z-3)
f@) =z —sin(z)  f(z) =sin(z) +sin(2r)  f(z) = Smf)

e Mostre que, entre todos os rectangulos de perimetro P fixado, o quadrado é o que tem area
maior.

e Mostre que, dados n numeros ay,as,...,a,, o valor de x que minimiza a soma dos “erros
quadréticos”
2 2 2
(z—a1))"+(x—a2)"+...+ (x —an)

é a média aritmética

ai +ag + ... +ay
0 .

T =

Referéncias

[Apostol] Tom M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, New York 1969.
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Area, integral e métodos de integracao

1. O método de exaustdo, utilizado por
Eudoxo e Arquimedes, para calcular a drea de uma figura geométrica consiste em aproximar a regiao
com reunioes de figuras simples, como rectangulos e triangulos. Por exemplo, a drea do “segmento
parabdlico”

A={(z,y) €ER? t.q. 0<r<1e 0<y<a?},

pode ser aproximada dividindo o intervalo [0, 1] em n subintervalos de comprimento 1/n, e obser-
vando que drea(A) é superior & soma s,(A) das dreas dos rectangulos de bases [£, £t1] e alturas
(k/n)?, e inferior & soma S,(A) das dreas dos rectangulos de bases [£, ®H] e alturas ((k + 1)/n)?,
onde £k =0,1,2,....,n — 1. Ou seja,

n—1 kQ - k2
I;O —~ = sn(A) < drea(A) < S,(A) = ’; n3

e Mostre que a diferenca S,,(A) — s,(A4) — 0 quando n — oo.

e Use a identidade

n3 n2 n

124224324+ .. 4n2=— 4 — +—
+224+3%24+ ... +n Tt +5

para mostrar que, quando n — oo, as aproximagoes s, (A) e S,(A) convergem para 1/3.

2. (4rea e integral) Se f(x) é uma funcdo continua e ndo-negativa, definida no intervalo [a, b], o “integral
de f(x) entre os pontos a e b” representa a drea da regido

A={(z,y) €R? t.q. a<2<be 0<y< f(n)}

limitada pelo eixo dos x, as rectas verticais x = a e x = b, e o gréfico da funcao f. A notacdo é

f: f(z)dz = drea(A)

Algumas propriedades elementares do integral sao

f; f(z)dz = —fba flx)dx, ff f(z)dz = f; f(z)dx + fcb f(x)dx

[2(f(2) + g(x) de = [ f(@)dz + [P g(x)de,  ['A-f@)de=A- [) f(z)de  VAER
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0y = [[Ffz—c)dz VeeR, (&) de =k 7 f(x)dz Yk >0

f(z) < g(z) Yz € [a,b] = [P f@)dr < [0 g(x)dx

m<fl@)<M Veelab) = m-(b—a)< [ f(z)de < M-(b—a)

e Calcule os integrais®

3

/01 3dx /_22 Tdx /110 xdx /_2(—2$)dx
/22 |z|dz /03(5x—2)dx /2(11 — z)dx /On[x]dx

3. (primitivas e célculo de integrais) A fun(;éo F(z) é uma primitiva da fungdo continua f(x) se
F'(z) = f(z). A notagao de Leibniz é F(z) = [ f(z)dz. Duas primitivas F(z) e G(z) de f(z)
diferem por uma constante, pois a derlvada da diferenga é F'(z) — G'(z) = 0.

O teorema fundamental do cdlculo (Leibniz e Newton) diz que [ f(u)du é uma primitiva de f(z),

ou seja,

L [T fwydu = f(z) |

Se F(z) é uma primitiva de f(z), entao f: f(x)dx = [F(J:)]Z, ou seja,

J2 f(x)dz = F(b) — F(a).

a

e Calcule as seguintes primitivas

1
/d:lc /xQdas /—Sdas /\/235— ldx
T
dxr

/(m2 — 22+ 5)dx /sin(G)d@ / (cos(mz) — 22°) dz NG

/ do / dz dz
cos2(0) 1+ 22 V1—2a2

e Calcue os seguintes integrais

/03(93 —1)dz /11(1 — |z|)dz 010 Jadz /7; cos(z)da

2 71'/2 5
/ Va2de / sin(2x)dx / —dx / (:cl/3 _ xl/s) dr

-7
1

5 27
/ (1+ 399z — 2?) dx / | sin(x)|dx / (33 — 112)% dz
0

-5 —1

e Calcule a derivada de
3

F(x):/ozlitt? F(x):/: sin(t)dt F(J:):/Q: (t — 2)dt

e Calcule a area da regiao do plano limitada entre as curvas

y=x2 e y:x3, com0<z<1
y=sin(z) e y=—sin(x), com0<z<m
y:ml/g e y=x1/2, com0<z<1

6[x] denota a “parte inteira de z”, ou seja, o tnico inteiro n € Z tal que n < x < n + 1.

12



4. (logaritmo e exponencial) O logaritmo é a fungao log : Ry — R definida pelo integral

log(z) = ff %

para z € Ry =]0, oo
e Observe que a derivada do logaritmo é
1
log' () = =
og () = —

e deduza que o logaritmo é estritamente crescente.

e Mostre que log(1) =0, e que
log(zy) = log(z) + log(y) e log(1/z) = —log(z)  Vaz,y € Ry
e Deduza que log(R.) =R, e esboce o gréfico do logaritmo.

O exponencial é a funcdo inversa do logaritmo, ou seja, a fungdo exp : R — R tal que

’exp(log x)==x Ve eR,, log(exp(y)) =y Yy € R‘

O valor exp(z) é também denotado por e*, onde e = exp(1) (ou seja, log(e) = 1).

e Mostre que a derivada do exponencial é o exponencial, ou seja,
exp’(z) = exp(x) .
e Mostre que exp(0) =1, e que
exp(z + y) = exp(x) exp(y) e exp(—z) = 1/ exp(x) Vo,y € R

e Esboce o gréfico do exponencial.

Gréficos do logaritmo (vermelho) e do exponencial (verde).

5. (integrais com exponenciais e logaritmos) Calcule

3 log 2 2
d & d
/ @ / e“dx / a: / e*ldx
2 T log 1 z—1 1
T 1
/263xdl‘ / e *dx /7dx
0 (1 —x)
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6. (integracao por substituicao) A substituicao y = g(z), donde dy = ¢'(z)dx, transforma f(g(z))g’ (z)dx
em f(y)dy, portanto

f; f( ( d.’E - fgg((ab))

e Calcule

1
2 1
/ xe® dx /Mdm cos(6) —df tan(0)do
0

2 /5 + 25im(0)

27 ¢ 1/2
32 cos(z?)dx / sin(y/z) dx / Ldm
/ () ™ Vv 172 V1 —2?

- g in(y/%)
cos(z)e’ @) dg / a; dx —dx Sl
/ ( ) .132—1 log 1 \/1+€z \/.E

7. (integracao por partes) Pela regra de Leibniz, a derivada de fg é (fg)' = f'g + f¢’, portanto

12 f@)g (@)da = [f(2)g(x)]} — [2 f/(2)g(x)dz

/01 xe dx /sin(log(x))dx /163 log(z)dz
/QCCOS(JE)CZJj /952 sin(x) /e“C sin(z)dz

8. Uma particula é deslocada ao longo de uma recta com
velocidade v(t) =t — t? no tempo t.

e Calcule

e Determine a posicao ¢(2) da particula no tempo ¢t = 2 sabendo que a sua posi¢ao inicial é

q(0) = 1.
9. O trabalho efectuado por um gas perfeito numa expansao do volume Vj ao
volume V; é dado pelo integral
Vi
L= / pdV
Vo
onde p é a pressao.
e Calcule o trabalho efectuado por um gas que expande de 3 1 até 4 1 a uma pressao constante

de 2 atm.

e Calcule o trabalho efectuado por 1 mole de oxigénio que expande isotermicamente, a tempe-
ratura de 20 °C, de 11 até 2 1 (a equacao de estado de gds perfeito é pV = nRT, onde n é o
nimero de moles, R ~ 8.314 x 107 J/K mol, e T é a temperatura absoluta).

Referéncias

[Apostol] Tom M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, New York 1969.
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Formulario primitivas

(“uma” primitiva)

(por substituigao)

(por partes)

[ @)y (z)dz = [ f(y)dy

[ f(@)g (@)de = f(z)g(x) — [ ['(2)g(x)dx

(constantes)
(poténcias, o # —1)
(logaritmo)
(exponencial)
(seno)
(coseno)
(tangente)
(cotangente)
(arco cujo seno)
(arco cuja tangente)
(exponencial x seno)

(exponencial X coseno)

[ Adz = Xz

1 a+1
a+1x

J & =log|z|

[etdr = e”

[ x¥dx =

[ sin(x)dz = — cos(x)
J cos(z)dz = sin(z)
Ik CO;@% = tan(z)

dz

) = —cotan(z)

S/ \/1‘1—1”7 = arcsin(x)

[ 25 = arctan(z)

J e* sin(Bx)dr = ™ (asin(Ba)_f cos(fz))

aZ+32

[ €% cos(Ba)de = £ (@soslGapsin(5o))

aZ+p3?
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Equacoes diferenciais ordinarias

1. (equagoes diferenciais ordindrias) Uma equagao diferencial ordindria (EDO) de primeira ordem é
uma “lei”
z=wv(t,x)

para a trajectéria ¢ — z(t) € R de um sistema dinamico, onde & = % z(¢) denota a derivada do
observdvel  em ordem ao tempo ¢, e v(¢,2) é um “campo de direcgbes” (uma recta com declive
v(t, ) para cada ponto (¢,z)). Uma solugdo da EDO é uma funcao ¢t — xz(t) tal que ©(t) = v(¢, z(t))
para cada tempo ¢ num certo intervalo, ou seja, uma funcao cujo gréafico é tangente ao campo de
direcgbes em cada ponto (t,z(t)) do grafico. Se o campo v(t,x) é suficientemente regular (por
exemplo, diferencidvel), para cada ponto (tg,xo) passa uma Unica solu¢do com condic¢ao inicial
I(to) = Xp.

PR E R Ty

SRR SRR R R R

AR RN RN DR R

Campos de direcgoes e algumas solugbes de & =sin(t) —z e de @ = z(1 — ).
e Esboce os campos de direcgoes das EDOs
T=t T=—x T=z—1 T=z+t
t=uz(l —x) z=(x—1)(z—2)(x—3)
e conjecture sobre o comportamento das solucoes.
e A fungao z(t) = t3 é solugao da equacao diferencial ti — 3z =0 ? E a funcio x(t) =0 ?

2. (Integracao de EDOs simples) O teorema fundamental do cédlculo implica que a solugdo de uma
EDO simples

& =w(t)

com condigao inicial z(tyg) = g é determinada por meio de uma integragéo, ou seja,

x=v(t), z(to) = zo = x(t) = xo + ftz v(s)ds

e Integre (ou seja, determine solugoes com xz(tg) = xg) as seguintes EDOs.
& = 2sin(¢) b=et & = cos(3t) p=t—1t
3. (EDOs auténomas) A solucao de uma EDO autdnoma
& =v(x)

depende da condicdo inicial z(ty) = zg. Se z¢ é um ponto singular de v(z), i.e. se v(zg) = 0, entdo
x(t) = zp é uma solugao estaciondria (ou de equilibrio) da equagéo. Se 2y nao é um ponto singular,

ie. se v(xg) # 0, entdo a receita para resolver fif = wv(z) consiste em “separar as varidveis”,
de  __ : . z dy _ ot .
@) = dt, integrar os dois membros, fmo o) = fto ds, e resolver para z. Ou seja,
. x(t) = xo se v(zg) =0
z=v(z), x(to) = xo = { T dy _
) fwo s =t—to se v(zg) # 0
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e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem

& =—-3x T =2x t=x-1 z=e" z=(x—1)(z—-2)

Determine as solugoes estacionarias. Esboce os campos de direcgoes e conjecture sobre o
comportamento das solucoes. Determine, se possivel, férmulas para a solugao com condigao
inicial z(0) = x¢, e esboce o grafico de algumas das solugdes encontradas.

4. (EDOs separdveis) A solucdo de uma EDO separdvel
_ f@)

()

com condigao inicial z(ty) = xo, se f(xo) # 0 e g(ty) # 0, é dada em forma implicita por

B=f@)fal), o) =z = [ A= [l

e Resolva as seguintes EDOs separaveis

& =tz ti 4+t =t2 i = 13/22 i 3ty
t—1 z—1 r — z? dy z
L= 7 I e _ L
T 2 ; T+ 2 Ir "
(t*+1)i =2t i =t(2* - ) b= et

definidas em oportunos dominios.
5. (EDOs lineares) A solucao de uma EDO linear
z+p(t)r =q(t),

com condicdo inicial x(tg) = zo, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar
(apenas) uma solucdo néo trivial y(¢) da “equagdo homogénea associada”, y + p(t)y = 0, substituir
a conjectura z(t) = A(t)y(t) na equagdo nao-homogénea e resolver para A(t). O resultado é

Ppte=qlt), alte) =0 = w(t) = e S0P (g4 [ el g(s)ds)

e Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem
2t —6r=e*  a+2x=t dta/P=1/2 dttr=1t>
definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas nos intervalos indicados:

2% — 3z = e* t € (—oo0,00) com z(0) =1

itx=e t € (—o0,00) com z(l) =2
ti —a =t t € (0,00) com z(1) =3
tr =13 t € (—o00,00) com z(0) =0

dr/df + rtané = cos 6 te(—n/2,7/2) comr(0)=1

Referéncias
[Apostol]  Tom M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, New York 1969.

[Robinson] J.C. Robinson, An introduction to ordinary differential equations, Cambridge University
Press, Cambridge 2004.
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Modelos continuos

1. A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
equagao de Newton
mi = —mg

onde 7 é a altura, m é a massa da particula, g ~ 980 cm/s? é a aceleragdo da gravidade préximo
da superficie terrestre, e 7 denota a segunda derivada de r em ordem ao tempo t.

e Resolva a equacdo mv = —myg para a velocidade v = 7, com condi¢ao inicial v(0) = vy, e
deduza a solugao r(t) com condicao inicial 7(0) = rg.

2. A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional & quantidade
de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N(¢) de matéria radioactiva existente no
instante t satisfaz a EDO de primeira ordem

N = —gN
onde 8 > 0 é uma constante de decaimento.

e Determine a solucao da equacgao diferencial com condicdo inicial N(0) = Np.

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necesséario até a quantidade de
matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, isto é, é o tempo T tal que N(T)/N(0) =
1/2. Encontre a relagdo entre o tempo de meia-vida T e a constante de decaimento (3, e mostre
que o tempo de meia-vida nao depende da quantidade inicial N(0).

e O tempo 1/ é dito vida média, sendo a esperanga do tempo de vida de cada nicleo. Determine
o tempo de meia-vida do *C sabendo que a vida média é 1/3 ~ 8033 anos. .

e A radiacdo césmica produz 4C na atmosfera terrestre a uma certa taxa «. Portanto, o niimero
de niicleos de *C na atmosfera segue a EDO

N=-8N+a

Mostre que N(t) converge para o valor estaciondrio N = /3 quando t — oo, independente-
mente da condicdo inicial N(0).

Y YV VU V0 TV VO N O T O O O O O O N

//

[T

Campo de direcgoes e solugoes da equagao £ = —2x + 1.

3. O crescimento de uma populagao num meio ambiente ilimitado é mode-
lado pela EDO de primeira ordem )
N = AN

onde N(t) é a populagdo no tempo ¢, e A > 0.

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0.
e O que acontece a solugao para grandes intervalos de tempo?

e Se a populagdo de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?
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e Se de uma populagao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa constante

a > 0, entao )
N =AN —«

Determine o estado estaciondrio, e discuta o comportamento assimptético das outras solugoes.

Campo de direcgoes e solugdes da equagao & = 2x — 1.

4. (equacao logistica) Um modelo mais realista da dindmica de uma populagdo num meio ambiente
limitado é a equacdo logistica” _
N =AN(1—-N/M)

onde A > 0 e a constante M > 0 ¢ a populagao maxima suportada pelo meio ambiente. Observe
que N ~ AN se N << M, e que N — 0 quando N — M.

e Seja x(t) = N(t)/M a populagdo relativa. Mostre que a funcao x(t) satisfaz a equacio logistica
“adimensional”
z=xx(l—2z).
e Determine as solugoes de equilibrio da equagao logistica.

e Verifique que
1

71+(%0—1)€_)‘t

é a solugao da equagao logistica com condigéo inicial z(0) = z¢ € (0,1).

a(t) ;

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

L T T R T T O O T O O O T T T T TR T TR T

Campo de direcgoes e solugbes da equagao logistica.

"Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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5. (crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dindmica populacional em meio ilimitado é
A2
N =aN~.
e Determine a solugdo com condicao inicial N(0) = Ny > 0.

e Observe que as solugoes que determinou nao estao definidas para todos os tempos: este modelo
prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apds um intervalo de tempo finito!

A S S S S S

P e g P i A e g

Campo de direccoes e solucdes da equacio & = 2.
6. (reaccao simples) Considere a reagao
AS B

entre duas espécies quimicas A e B. Assuma que as velocidades® sejam dadas por v_, = k_[A]
e v = k_[B], onde [A] e [B] sdo as concentragdes de A e B, respectivamente, e k_. e k_ sdo
constantes.

e As concentragoes ao equilibrio verificam
[Ble/[Ale = k- [k

Deduza as concentracoes de A e B no equilibrio, sabendo que as concentragoes iniciais sao
[A]O =Ne [B]O = 0.

e Mostre que z = [A] — [A]. satisfaz a equagdo diferencial
t=—(k_ +k_)x

e calcule z(t) dado um valor inicial z(0).

e Mostre como estimar as velocidades de reacgdo, k_, e k., utilizando as observagoes de [A]; e
(Bl

8Segundo a lei de a¢do das massas, “numa dada temperatura, a velocidade de uma reacio quimica é proporcional
ao produto das concentracoes molares dos reagentes, elevadas a expoentes iguais aos respectivos coeficientes da equacao
quimica balanceada”. Por exemplo, a velocidade da reagao

aA+bB+ .. —>zxX +yY + ...

é dada por

v, = K7 [A]*[B]°...
onde [A], [B], ... s@o as concentragGes molares de A, B, ... , e K77 é uma constante (que pode depender da temperatura T,
por exemplo, segundo a lei de Arrhenius K = Ae E/BT com A e E constantes). A velocidade da reagdo inversa

AGA+bB+ ... —zX +yY + ...

ve = Kp [XPP[Y]V..

Entao no equilibrio as concentragoes satisfazem a lei

[A]*[B]...

X|eppe.. T

onde Kt = K /K.
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7. Escreva equacoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes. O
que pode dizer sobre as solucoes?

e A taxa de variagao da temperatura de uma chavena de cha no instante ¢ é proporcional a
diferenca entre a temperatura do ar e a temperatura do cha no instante ¢.

e A taxa de variacao de uma populagao de cogumelos no instante ¢ é proporcional a raiz quadrada
da populagao no instante .

e A velocidade de um foguetdo no instante ¢ é inversamente proporcional & altura atingida no
instante t.

e A taxa de crescimento da massa de um cristal ciibico é proporcional & sua superficie.

8. Um modelo mais realista da queda livre de uma particula préxima da
superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia é modelada como sendo uma
forga —kr proporcional e contraria a velocidade, assim a equacao de Newton escreve-se

mi = —kr —mg

onde k > 0 é um coeficiente de atrito. Chamando v = 7 a velocidade da particula, somos levados a

mv = —kv —mg

e Determine a solugao v(t) com condigao inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v(t) tende para um valor assimptético v, quando ¢ — oo, indepen-
dentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugao encontrada para determinar a trajectéria r(¢) com condigao inicial 7(0) = rq.

9. A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada pela
EDO '
LI+ RI=V

onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

e Escreva a solugao geral como fungao da corrente inicial I(0) = Iy.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com tensdo constante V(t) = E. Esboce a
representacao grafica de algumas das solucoes e diga o que acontece para grandes intervalos
de tempo.

e Resolva a equagdo para um circuito alimentado com uma tensao alternada V (t) = E sin(wt).
Se nao conseguir, mostre que a solugdo com I(0) = 0 tem a forma

() — E ) y FwL _Ry
O=Vrror ™ mort
onde o é uma constante que depende de w, L e R.
10. Numa primeira aproximacao, a temperatura 7'(¢) no instante ¢ de

um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢t é M (t) segue a lei do arrefecimento
de Newton _
T=—-k(T—-M())

onde k é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

e Escreva a solucao T'(t) como fun¢io da temperatura inicial 7'(0) = Tp e de M(s) com 0 < s < ¢.

e Resolva a equacdo quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) = M.
Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.

e Uma chévena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja tempera-
tura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10 minutos, determine
a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.
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7 Curvas e campos escalares
1. (caminhos e curvas) Um caminho, no plano R? ou no espaco R3, é uma fungao
te(t) = (2(t),y(t) e R*  ou (1) = (a(t),y(1), 2(¢)) € R?

definida num intervalo (de tempos) t € I C R. A imagem v = 7(I) C R?°%3 de um caminho
continuo é dita curva. A velocidade e a acelera¢do do caminho 7(¢) s@o os caminhos

respectivamente. A norma® da velocidade, v(t) = ||7(t)||, é dita velocidade escalar.

As curvas (e cos(3t), ¢! sin(3t)), (t,sin(1/t)), e (2cos(t),sin(—t).

e Esboce as seguintes curvas no plano, e calcule velocidade e aceleracao, nos pontos onde podem
ser definidas.

7(t) = (t,t?) comt€eR, (t) = (¢%,17) comteR,
(t) = (t,]t]) comte[-1,1], 7(t) = (cosf,sinf) com 6 € [0, 27] ,
7(t) = (t,[t]) comt e [-2,2], 7(t) = (t,sin(1/t)) com t € ]0,00] .

e Verifique que a trajectéria t — (acost,bsint), com t € R e a,b > 0, descreve a elipse 22 /a? +
y? /b = 1.

e Esboce a trajectéria 7(t) = (Rcost,Rsint,bt), com ¢ € R e R,b > 0, descrita por uma
particula em movimento numa hélice circular.

e Determine umas equacoes paramétricas para a pardbola x = y?+1 e para a hipérbole 22 —y? =
1 com z > 0 (lembre a identidade cosh? § — sinh? # = 1 entre as fungdes “hiperbélicas”).

2. Considere a trajectéria
t— 7(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt)) com R >0,
descrita por uma particula em movimento circular uniforme no plano.

e Mostre que a particula descreve uma circunferéncia de raio R, e determine o periodo do
movimento.

e Calcule a velocidade @(t) = £7(t) e a aceleracdo a(t) = %f’(t), mostre que a aceleracdo é

ortogonal a velocidade e que a aceleragao é centripeta (ou seja, é um vector que aponta para
o centro da circunferéncia).

e Calcule a velocidade angular, o quociente entre a velocidade escalar v(t) = ||(t)|| e o raio da
circunferéncia.
9A norma (Euclidiana) de um vector & = (x1,z2,...,xs) € R™ é
lz|l = v {z,z) = :v%-l—w%—&-...—i—a:%, onde (Z,9) = z1y1 + x2y2 + ... + Tnyn

é o produto interno (Euclidiano) em R™. Dois vectores T e § € R™ sdo ortogonais quando (Z,§) = 0.
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3. (comprimento de uma curva) O comprimento de uma curva 7, imagem do caminho 7: [a,b] — R"
com velocidade continua 7(t) = ¥(t), é dado pelo integral da velocidade escalar,

() = [7 () dt

Por exemplo, se a curva é dada por 7(t) = (x(t), y(t)) ou 7(t) = (z(¢),y(t), 2(t)), o seu comprimento

é b b
/\/a's(t)2+g(t)2dt ou /\/g'c(t)Q—I—g)(t)?—i—z'(t)?dt.

das seguintes curvas no plano:

e Calcule o comprimento
do arco de circunferéncia (cosé,sin®) com 0 € [7/2,2x] ,
da espiral logaritmica (e~ cost,e !sint) com t € [0, 00 ,
do arco de parabola (t,¢2/2) com t € [0,1] (considere a susbtitui¢ao ¢ = sinh s).

e Seja f(x) uma fungao real com derivada continua definida no intervalo [a,b]. Observe que
o grafico de f, I'y = {(¢, f(t)) onde t € [a,b]}, é a imagem do caminho ¢ — (¢, f(t)) com
t € [a,b], e deduza que o seu comprimento é

b
(ry) :/ NGESTIOE

4. (trajectoria de um projéctil) Determine e esboce a trajectéria 7(t) = (z(t), y(t), 2(t)) de um projéctil
no espago R? sabendo que a posi¢ao inicial é #(0) = (0,0, 0), a velociade inicial é #/(0) = (100, 0, 100)
cm/s, e que a aceleragdo verifica a lei de Newton

md(t) = (0,0,—g).
onde m = 10 g é a massa e g ~ 980 cm/s? a aceleragdo gravitacional.

5. (campos escalares, curvas e superficies de nivel) Sejan f(x,y) uma funcio real definida num dominio
D do plano R?, e A € R. A curva de nivel ) da funcdo f é o conjunto

3= {(x,y) €DCR? tq f(z,y) = )\}

O grdfico da funcao f é
Gr={(z,9,2) e DxRCR®xR t.q. f(z,y) =z}

Curvas de nivel e grafico.

e Esboce as curvas de nivel e os graficos das seguintes fungoes, nos dominios onde podem ser

definidas:
f@y)=z+y  flxy)=zy  flz,y)=2"+2 flzy) = V1—a? —y?
fz,y) =log (2 +y) fla,y) =2 -y f(x,y) = sin (zy)
Referéncias

[Apostol] Tom M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, New York 1969.

23



Derivadas de campos escalares

. (derivadas parciais, gradientes e derivadas direccionais) As derivadas parciais da fungao f(7) =
f(z,y) no ponto 7= (x,y) sdo os limites

%(f‘) = lim._ f(:x:+5,yg*f(:r,y) e %5(7—,‘) = lim._, f(r,y+sgff(z,y)

O diferencial e o gradiente de f(x,y) no ponto 7= (x,y) sdo a “forma linear” e o vector

df(7) = $L(F)dx + §L(Mdy e V() = (%(F)’ 37’)“’7)

A derivada direccional de f(z,y) na direcgao do vector ¥ no ponto 7 é

BL(7) = lime o LCED=LD — (G 5(7, )

€

Se t — 7(t) = (x(t),y(t)) é um caminho com velocidade ¥(t) = (&(t),y(¢)), e f(x,y) um campo
escalar, entao a regra da cadeia diz que

4 (@), 5(0) = (FHFED),80)) = Z4) - 3(0) + 3L - 5(0)

e Considere o campo escalar f(7) = (,7), onde 1 € R3.

Vim=u e L@=wn

e que portanto o gradiente de f é constante e igual a ﬁf(r_’) = .

e Considere o campo escalar f(7) = ||7]|2. Mostre que

Vim=2 o @m=2m).

Calcule a derivada direccional de f no ponto 7 = (2,4, 6) na direcgdo do vector 7 = (1,2, 3).
Dado o caminho #(t) = (¢, 2t, 3t), calcule a derivada de f (7(t)) em ordem a ¢ no tempo ¢ = 2.

e Calcule as derivadas parciais de primeira e segunda ordem das seguintes funcoes, nos dominios
onde podem ser definidas:

f(xay): Vx2+y2 f($7yaz):x3+y2+zxy f(x7y)=1og (1}2+y2>
sin(z?)
Yy

e A temperatura do mar num ponto 7 = (z,y, 2) é dada por T(z,y,2) = 23 — 2y + yz2. Uma
sardinha encontra-se no ponto @ = (3,2,1). Em que direccao e sentido a sardinha tem de
nadar para arrefecer mais rapidamente?

f(aj?y):ex—i_y f(l‘vy):

f(x,y) ="

e Seja f(t) uma fungéo real diferencidvel. Mostre que a funcgao u(x,y) = f (xy) satisfaz a equagéo

x@ — @ =0
ox y@y N
e que a fungao v(z,y) = f (x/y) satisfaz a equacao
x@ + v _ 0
ox y@y N

Estime os seguintes valores, usando a aproximacao linear

fla+de,y +dy) = f(z,y) + G (,y) - do + GL(z,y) - dy

log(1.01
001,/37999 % 3/7.09v/36.01
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3. Sejam ¢(t) a trajectéria de uma particula de massa m,
U(t) = ¢(t) a sua velocidade e d(t) = 0(t) = ¢(t) a sua aceleragao.

e Calcule a derivada de ||(t)||?> em ordem ao tempo ¢.

e Deduza que, se ||g(t)| é constante, entdo a velocidade é ortogonal & posigao, ou seja
(0(t),7(t)) =0

e Mostre que a variacdo da energia cinética é igual ao produto interno (mda(t), ¥(t)), ou seja,

& (5l = o) o0}

Deduza que se a forca F' = mda é ortogonal a velocidade, entao a energia cinética é constante.

e As equacgoes de Newton de um sistema conservativo dizem que

mad = F,

onde F = —ﬁV((j’), e V(§) é uma energia potencial. Verifique que a energia
R S
E(q,0) = §m||v||2 + V()

é uma constante do movimento, ou seja, que 2 E(g(t), 7(t)) = 0 ao longo das trajectérias.

4. (recta normal e espaco tangente) Sejam ¥, uma curva/superficie de nivel do campo escalar f(7), e
7o € 3y um ponto onde Vf(7y) # 0. A recta normal & superficie £ no ponto 7 é a recta

t 7+t V()

O espago (recta, plano, ...) tangente & superficie de nivel 3 no ponto 7 é o hiperplano ortogonal
ao gradiente, definido por

<6f(770),7?— r"0> —0

e Considere as seguintes funcoes:
fay) =2®+y*  fley) =2—y>  flay) =2

2 2
flay)=zy  fley) =" flay)=1-y—a°
f(:c,y,z,):x2+y2+22 f($,y,2):$2+y2—22 f(x,y,z):x2—|—y2—z
Calcule o gradiente num ponto genérico onde estao definidas.

Determine a recta normal e a recta tangente & curva (ou superficie) de nivel no ponto 7= (1,1)
(ou7™=(1,1,1)).

5. A equagio de estado de um gas perfeito é
PV =nRT

onde p é a pressdo, V o volume, n o niimero de moles, R ~ 8.314x 107 J/K-mol, e T' é a temperatura
absoluta.

e Esboce as curvas “isotermas” (i.e. de temperatura constante) no plano P-V. Descreva o
comportamento do volume de um géas perfeito ao variar a pressao, mantendo constante a

temperatura.
oPN (VN (0T _
ov or orP)

e Mostre que

Referéncias

[Apostol] Tom M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, New York 1969.
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Integrais duplos

1. (integrais duplos e integrais iterados) O teorema de Fubini afirma que, se f(x,y) é uma fungio
continua no rectangulo R = [a,b] X [¢,d], entdo o integral duplo ffR f(z,y)dzdy é igual a um dos

integrais iterados
/cd </abf(:c,y)dx> dy
/ab (/Cdf(x,y)dy

Se o dominio de integragdo é uma regido V ={a <z <b, g(z) <y < h(x)}, entdo

/Rf(x,y)dfcdy

ffv z,y)dzdy = f fq(w (x,y)dydz = fb (f:(f)) f(m,y)dy) dz

Se o dominio de integragio é uma regido H = {c <y < d, g(y) <z < h(y)}, entdo

[Jy [, y)dedy = f fféy)) f(x,y)dedy = fcd (fgh(%) f(x,y)dx) dy

e (Calcule os seguintes integrais iterados.

1 .1 2 ;3 3 42
/ / ydady / / zy?dady / / zy?dydx
0o J-1 1 Jo 0o J1
e rlog(2) 1 2 1,37
/ / e“dxdy / / ysin(z)dzdy / / sinz(x)dxdy
0 1 0 T 0 T

e Esboce a regiao de integracgao e calcule os seguintes integrais duplos recorrendo, se necessario,
a uma inversao da ordem de integracao.

1 Yy 1 y? 3 2x2
/ / w3ydady / / dxdy / / zydydx
0 Jo 0 Jy3 0 Jaz?
1,1 ) 1,1
//e_y dydzx // sm dmdy // sin(x?’)dacdy
0 x 0 VY

e (Calcule os seguintes integrais duplos.
//Dxdxdy onde D = {(z,9) ER?* t.q. 2<z<3el<y<10}.
//De“'yda:dy ondeD:{(a:,y)E]RQt.q.O§x§1e0§y§1}.
//D (z + y)dzdy onde D é o triangulo de vértices (0,0), (0,1),(1,0).
//D x3 cos(xy)dxdy onde D é a regido limitada pelos graficos de y = 2%, 5y =0, ez =2.

2. (coordenadas polares) As coordenadas polares (p,6), com p € Ry e 6 € [0,2n[, no plano estdo
definidas por

’x = pcos(6) y = psin(6) ‘

onde z e y sao as coordenadas cartesianas. O elemento de area em coordenadas polares é dxdy ~
pdpdf, ou seja,

[ (@, y)dedy = [, f(pcos(), psin(6))pdpd
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e Calcule os seguintes integrais utilizando as coordenadas polares.

1
// mdmdy onde D = {(z,y) € R® t.q. 2 < 2? +y*> < T}.
D

// ydzdy onde D = {(z,9) € R® t.q. z? +y* <3}
D

// e_(’”2+y2)d:cdy
R2

e . . 0 )
utilizando coordenadas polares, e deduza o valor do integral gaussiano fioo e v dx.

e Calcule o integral duplo

3. Esboce as seguintes regices do plano e calcule as suas areas recorrendo a um integral duplo.

e Circulo de raio 7.

e Elipse 22 + y2/9 = 1.

e Regido do plano definida por —y2 <z <y?e0<y < 1.

e Regido do plano definida por y < 4z — 22, y >0 ey > 6 — 3z.

e Regido do plano limitada pelas curvas y =4 — 22 e y = = + 2.

e Tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (2,1).

e Regiao do plano limitada pela curva p = sin(6/2) com 0 < 6 < 2.

4. Esboce os seguintes sélidos e calcule os seus volumes recorrendo a um integral duplo.

e Sélido limitado pelos planos coordenados e pelo plano x +y + z = 1.

e Sélido do primeiro octante limitado pelo cilindro 2% + 22 = 9 e pelos planos z = 0, y = 0,
z=0ex+2y=2.

e Sélido limitado pelos planos t =0, z=1,y=0,y=1,2=0, z = 1.

e Sélido limitado pelo plano z = 0, o cilindro 2% + y? = 1 e o paraboléide z = x? + y2.

5. Se p(x,y) denota a densidade de um corpo que ocupa a regido planar
R C R?, entdo a massa total do corpo é o integral duplo

M=//Rp(ff,y)dxdy

O centro de massa é o ponto p = (Z,7), onde

1 1
x—M//R:Ep(x,y)dwdy 7= M//Ryp(ﬂf,y)dwdy

e Determine o centro de massa do disco (x — 1)2 +y? < 1 de densidade constante p.
e Determine a massa de um disco 22 + y* < 1 com densidade p(x,y) = 1 — 22 — y2.

e Determine o centro de massa de um tridngulo de vértices (0,0), (2,1) e (0.3), cuja densidade
¢ plz,y) =z +y,

Referéncias

[Apostol] Tom M. Apostol, Calculus, John Wiley & Sons, New York 1969.
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10 Aproximacao e analise qualitativa de modelos discretos

1. (aproximacao polinomial) Se f(z) é uma fungéo n+ 1 vezes diferencidvel numa vizinhanga do ponto
a, entdo vale a aproximagao polinomial (de Taylor)

f@) = f@) + f(@@—a) + L@ =) + o+ L @ —0)" 41 (a)

onde o “resto” é
ro(2) = o7 [, (x = )" fOTD (t)dt
E ticul = L@ nt1 ] to 7 tanto 2L 0
m particular, r,(z) = W(m —a) para algum ponto ¢ € [a,z], e portanto el
quando z — a.
e Prove as seguintes aproximacoes, validas para x suficientemente pequeno,
2 2
e ~1+x+—+ log(1+x)2x—?+
3
T 1
sin(z) >z — — + cos(z) ~ 1 — —a? +
6 2
e e determine estas outras
1 1
17f_v1—&—x—|—... \/1+x:1+§x+...
-z
log(1 + %) ~ ... sin(re™") ~ ...
e Aproxime e, e estime o erro na sua aproximagao, usando os polinémios de Taylor
2 n
T _ r r
e =1+z+ 51 +...+ | + ()
(observe que 1 < e* < 3 no intervalo z € [0, 1]).
2. Considere o problema de determinar o lado ¢ de um quadrado dada a sua

drea A, ou seja, o nimero ¢ = /A.

Um método, utilizado provavelmente pelos babilénios e descrito por Heron'?, consiste em construir
recursivamente rectangulos de drea A com lados cada vez mais préximos. Se z;1 e y; s@o a base
e a altura do primeiro rectangulo, e portanto z1y; = A, entdo o segundo rectangulo tem como
base a média aritmética de base e altura do primeiro, o terceiro rectangulo tem como base a
média aritmética da base e a altura do segundo, e assim sucessivamente. A equacao recursiva que

determina as bases dos rectangulos é portanto

1 A
Tntl = 5 xn‘f';

e Mostre que bases e alturas dos rectangulos verificam as equagoes recursivas

_ Tn Tt Yn _1/$n+1/yn
Tn+1 = T Yn+1 = f

e Calcule a diferenca x,,+1 — Y41 € mostre que
Yo < Y3 < oo < Yp < Ynt1 < oo < Tpy1 < Tp < ... <3 < T2

e que
Tn — Yn
Tn+1 — Ynt1 < 5

e Estime v/2 com um erro < 0.01 e 0.001.

10Carl B. Boyer, A history of mathematics, John Wiley & Sons, 1968. O. Neugebauer, The ezact sciences in antiquity,
Dover, 1969.
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e Estime quantas iteracoes é preciso fazer para obter os primeiros n digitos decimais de v/2
usando o método dos babilénios.

3. (Estabilidade dos estados estaciondrios) Seja T um estado estacionario da equagao recursiva
Tnt1 = f(zn)

ou seja, um ponto tal que f(T) = T. Se a transformagdo f(x) é diferencidvel, o principio das
contraccoes'! permite decidir sobre a estabilidade do estado estacionério.

Se | f'(Z)| < 1, ent@o o ponto fixo é atractivo: as trajectérias de todo o ponto ¢ suficien-
temente préximo de T convergem para T, ou seja £, — T.

Se |f'(T)] > 1, entdo o ponto fixo é repulsivo: as trajectérias de todo o ponto xg # T
numa vizinhanca suficientemente pequena de T saem da vizinhanca em tempo finito.

Se f'(Z) = 0, o ponto fixo T é dito super-atractivol?.
e Estude a natureza dos pontos fixos das seguintes transformacoes
fl@)=azx f(z) = ax? f(z) = ax + B
ao variar os parametros.

e Digite 0.1 na sua maquina de calcular, e pressione repetidamente a tecla “cos”. O que acontece?

e Estude a natureza do ponto fixo ndo trivial do modelo logistico (exercicio 2 da folha 2)
Tpa1 = An(l — xp)

ao variar o parametro .

4. O método de Newton para aproximar as raizes de um polinémio P(z), ou seja,
resolver a equagao
P(z)=0,
consiste em escolher uma primeira aproximacao zy, e iterar
oo = 2y — Lln)
P'(z)

Ou seja, se zg € uma primeira conjectura, uma conjectura melhor é o zero da aproximagao linear

P(z) = P(z0) + P'(20) - (z — 20).

e Mostre que se a sucessdo (z,) converge, i.e. z, — 2o, € 8¢ P'(25) # 0, entdo o limite 2o, é
um zero do polinémio. Mostre que, se a conjectura inicial zy esta suficientemente préoxima de
uma raiz z e P'(Z) # 0, entéo a sucessdo dos z,, converge para esta raiz.

o Verifique que o método de Newton aplicado ao polinémio quadratico z2

corresponde ao algoritmo de Heron!

—a, com a > 0,

e Escreva a receita do método de Newton para resolver 2" —a =0, com a > 0en > 2.

e Utilize o método de Newton para estimar raizes de

24142 | 224+ 241 22 —92,-5

118e f: I — I éuma fungdo difrencidvel definida num intervalo fechado I C R, e se |f/(z)] < A < 1 para todo o x € I,
entao f é dita contrac¢do, pois, pelo teorema do valor médio,
[f(@) = fWI <Az —yl
e A < 1. O principio das contracgdes afirma que entdo f tem um e um dnico ponto fizo, i.e. um ponto p tal que f(p) = p,
e que a sucessdo definida por
Tnt1 = f(zn)

a partir de uma condigdo inicial arbitraria xg € I, converge para este ponto fixo, ou seja, rn, — p quando n — co. A
convergéncia é “exponencial”’, pois

[ —p| <A™ - |zo —p|.

12Usando o polinémio de Taylor de grau 1 com resto, vé-se que, se o estd numa vizinhanga suficientemente pequena de
T, entdo a trajectéria de xp converge para o ponto fixo T e a velocidade de convergéncia é “quadritica”, ou seja,
= =2
[Tnt1 —Z] < B |zn — 7]

onde (8 é uma constante.
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11 Simulagoes e sistemas de EDOs

1. (método de Euler) O método de Euler para simular as solugoes da EDO

z=wv(t,x).

consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear

z(t+dt) —x(t) ~v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. A solugdo x(tg+n-dt), com condigdo inicial x(ty) = o,
é estimada pela sucessao z,, definida recursivamente por

’xnﬂ =, + v(tn, Tn) - dt ‘

onde t,, =ty + n - dt. Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximagao de
z(t), dado z(tg) = x, é

while (time < t)

{

x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

Considere a equagao diferencial
T=2x
com condigao inicial 2(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ¢, entdo o método de Euler

fornece a aproximagao
r(t) ~ (1+¢)"

onde n ~ t/e é o nimero de passos. Deduza que, no limite quando o passo ¢ — 0, as
aproximagoes convergem para a solucao verdadeira, pois

lim (14 )¢ = lim (1 + t>
e—0 n

n—oo

Compare a resposta do método de Euler com a solucao exacta (1) = e, usando passos dife-
rentes, por exemplo € = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

2. (pendulo matematico) Considere a equagao de Newton que modela as oscilagoes de um péndulo,

0 = —w?sin(0) —af .

onde w = /g/¢, g é a aceleragdo gravitacional, £ o comprimento do péndulo, e &« > 0 um coeficiente
de atrito. No espaco de fase, de coordenadas g e p = ¢, a equagao assume a forma do sistema

0=p
p=—w?sin(f) — ap

e Simule o sistema, e esboge as trajectérias e as curvas de fase.

N~ SNSSSNS S

Retrato de fase do péndulo (sem e com atrito).
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3. (oscilador harmonico) As pequenas oscilagoes de um péndulo em torno da posicdo de equilibrio
estavel 8 = 0 sao descrita pela equagao do oscilador harmdnico
j=—wq.

onde w € a frequéncia caracteristica. No espago de fase, de coordenadas g e p = ¢, a equacao assume
a forma do sistema
q=p
S 2
p=—-wyq
e Simule o sistema, e esboge as trajectérias e as curvas de fase.

e Mostre que as trajectorias sao
q(t) = Asin (wt + @) ou Acos (wt + ¢)
onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vp.

e Mostre que a energia

1 1
Elq.p) = ~p* + ~w?¢?
(0,p) = 5p” + 5w'q
é uma constante do movimento, ou seja que se (¢(t), p(t)) é uma solugao do oscilador harménico

entao %E (g(t),p(t)) = 0 para todo o tempo t.

NN

NN

Retrato de fase do oscilador harmonico.

4. (oscilacoes amortecidas) Considere a equagao das oscilacdes amortecidas
. . 2
= —20q—-uwq,

onde v > 0 é um coeficiente de atrito.

e Simule o sistema quando a? < w? (amortecimento sub-critico), a? = w? (amortecimento

critico), e a? > w? (amortecimento super-critico).

xxxxxxxxxxxxxx

Retrato de fase e trajectérias do oscilador amortecido (sub-critico e super-critico).
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5. (oscilacoes forcadas) Considere a equacao das oscilagoes forcadas amortecidas
i =204 —w?q+ F(t),
onde a > 0 é um coeficiente de atrito e F(t) uma forga.

e Simule o sistema quando a forga é F(t) = Fy cos(vt), ao variar os pardmetros.

6. (circuito LRC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutancia L e capacidade C,
é determinada pela EDO

. . 1 .
LI+RI+=I=V
+RI+ 5 ,

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao constante V' (t) = V.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao alternada V (t) = Vj sin(vt) (com-
pare com a equacao das oscilagoes forcadas amortecidas).

7. (oscilador de van der Pol) Considere o oscilador de van der Pol*3

—u(1—¢*)j+q=0
que modela a corrente num circuito com um elemento nao-linear.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar o pardmetro .
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Retrato de fase e trajectérias do oscilador de van der Pol.

e Simule o oscilador for¢ado
— (1 = ¢*)g + q = Fysin(wt)

ao variar o parametro p e a frequéncia w.

8. (sistema de Lotka-Volterra) Considere o sistema de Lotka-Volterra

T = ar — bry
Yy = —cy+dzy

Foi proposto por Vito Volterra'# para modelar a competicio entre x presas e y predadores, e
por Alfred J. Lotka!® para modelar o comportamento ciclico de certas reaccoes quimicas, como o

esquema abstracto
A+ X —2X X+Y —-2Y Y - B

e Determine as solucoes estacionarias.

13B. van der Pol, A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations, Radio Review 1 (1920), 701-710 and
754-762. B. van der Pol and J. van der Mark, Frequency demultiplication, Nature 120 (1927), 363-364.

14Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad. Lincei 2
(1926), 31-113. Vito Volterra, Lecons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

15Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams &
Wilkins Co. 1925.
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e Mostre que a funcao
H(z,y) =dx+ by — clogx — alogy

6 uma constante do movimento, ou seja, % H(z(t), y(t)) = 0. Deduza que as érbitas do sistema
est@o contidas nas curvas de nivel de H(z,y).

e Simule o sistema.
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Retrato de fase do sistema de Lotka-Volterra.

9. (Brusselator) O Brusselator é um modelo autocatalitico proposto por Ilya Prigogine e colaborado-
es'® que consiste na reaccdo abstracta

A— X B+ X —-Y+C 2X +Y —3X X — D

e Simule o sistema
T=a—(8+1)z+ 2%
j = —a%y
para as concentragoes das espécies cataliticas X e Y, obtido quando as concentragoes [A] ~ «
e [B] ~ [ sdo mantidas constantes.

e Simule o sistema
i=a—(b+1)z+az?y
U =br — 2%y
b= —br+6
para as concentragoes de X, Y e B, obtido quando a concentragéo [A] ~ « é mantida constante
e B é injectado a uma velocidade constante v ~ §.
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Rerato de fase do Brusselator.

10. (bifurcacao de Hopf) Considere o sistema!”

&= —y+a\— (2 +y%)
y=x+y\—(2*+y?))

161, Prigogine and R. Lefever, Symmetry breaking instabilities in dissipative systems, J. Chem. Phys. 48 (1968), 1655-
1700. P. Glansdorff and I. Prigogine, Thermodynamic theory of structure, stability and fluctuations, Wiley, New York 1971.
G. Nicolis and I. Prigogine, Self-organization in non-equilibrium chemical systems, Wiley, New York 1977.

I7E. Hopf, Abzweigung einer periodischen 16sung von einer stationiren losung eines differentialsystem, Ber. Verh. Sdichs.
Acad. Wiss. Leipzig Math. Phys. 95 (1943), 3-22.
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Simule o sistema ao variar o parametro A.

Mostre que a origem é um equilibrio assimptoticamente estavel quando A < 0.

Mostre que a origem é um equilibrio instavel quando A > 0. Observe que a circunferéncia
22 4+ y? =1 é um “ciclo limite” do sistema quando X\ = 1.

Simule o sistema

i=x+y—z\— (22 +¢?))
y=—-z+y—y\—(z°+9)

11. (reaccao de Schnakenberg) Considere a reaccdo de Schnakenberg!'®

2X +Y —3X A—>Y X — B

modelada pelo sistema
t=x%y—x+p
j=-2+a

para as concentragoes x ~ [X] e y ~ [Y].

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.
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Retrato de fase do sistema de Schnakenberg.

12. (oscilador bioquimico de Goodwin) Um modelo de interagdes proteinas-mRNA proposto por Go-
odwin® é ) )
M=qp—a
P=M-p

onde M e P denotam as concentracoes relativas de mRNA e proteina, respectivamente.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.

Retrato de fase do sistema de Goodwin.

183, Schnakenberg, Simple chemical reaction with limit cycle behavior, J. Theor. Biol. 81 (1979), 389-400.
19B.C. Goodwin, Temporal organization in cells, Academic Press, London/New York 1963. B.C. Goodwin, Oscillatory
behaviour in enzymatic control processes, Adv. Enzyme Regul. 3 (1965), 425-438.
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e Simule o sistema?° .
M = 1 — CKM

. i+Pm
P=M™-p3P
13. (atractor de Lorenz) Considere o sistema de Lorenz?!
i=o(y—x)
y=z(p—2) -y
Z=xy— Pz

e Analize o comportamento assimptdtico das trajectérias ao variar os parametros o, p e 5.

e Observe o comportamento das trajectérias quando o ~ 10, p ~ 28 e 5 ~ 8/3.

Atractor de Lorenz.

20T, Scheper, D. Klinkenberg, C. Pennartz and J. van Pelt, A Mathematical Model for the Intracellular Cicardian Rhythm

Generator, J. Neuroscience 19 (1999), 40-47.
21E.N. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, J. Atmspheric Science 20 (1963), 130-141.
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