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1. (2 valores) Calcule a soma da série

9 9 9

10 ~ 100 * 1000

1 1
l+ —+—+—-+... | =1.
- 10 100 1000 - )

9 9 9 9
10 " 100 T 1000 10 (

2. (2 valores) Considere uma populacao que decai segundo a lei

1
Tyl = §xn + 200.

Determine a solucio estacionéria e o valor de x1¢ sabendo que a condicdo inicial é 2o = 106.

A solugao estacionaria é T = 400, pois

T + 200 = T =400.

3. (2 valores) Considere a equagao recursiva no modelo de Fisher, Wright e Haldane

ap? + pn(1—pp)
ap? +2p, (1 —pp) + B(1 —pp)?’

Pn+1 =

que determina a frequéncia 0 < p, 41 < 1 do alelo A na (n + 1)-ésima geracao, dadas as freqéncias
pn do alelo A e 1 — p, do alelo a na n-ésima geracao. Faga uma simulacao e determine o limite
lim,, .o pn, quando a = 0.5 e § = 1.5, dada uma frequéncia inicial po = 0.7.

O limite é limy— o0 pn, = 0. De fato, o grafico da transformacao pp4+1 = f(pn) é

portanto as trajetérias com condigoes iniciais 0 < pp < 1 sdo decrescentes, e o tnico ponto fixo no intervalo [0, 1] é

0.

4. (2 valores) Calcule a primeira e a segunda derivada da fungao
f(.T) — esin(x) ]

As derivadas de f(x) sao

f(x) = (t(:)b(;z')r;;“i“("') e ' (x) = (C(ﬁ)bz((l?> - sin(;z')) esin(z)



5.

10.

(2 valores) Esboce o gréfico da funcao definida, se x # 0, por

f(;v)zm—i—%.

(2 valores) Determine a taxa de variacao dV/dt do volume V = %m“3 de uma bola cujo raio cresce
segundo a lei r(t) = 2.

A taxa de variacao é

dv._dv  dr

= —  — =drr(t)? -2t =8rt°.
dt — dr dt

(2 valores) Calcule uma primitiva da fungao tan(z), ou seja,

e

Uma primitiva de tan(z) é — log | cos(z)|.

(2 wvalores) Calcule o integral

(2 valores) Calcule a derivada de

A derivada de F(z) é
F'(x) = cos(x)e™ (@)

(2 valores) Uma particula é deslocada ao longo de uma reta com velocidade v(t) := %(t) dada por
v(t) = 3cos(t) .

Determine a posigao ¢(t) da particula no tempo ¢t = 7/2 sabendo que a sua posicao inicial é g(0) = 1.
A trajectéria da particula é

-t
q(t) = q(0) + / v(t) dt =14 3sin(t),

Jo
portanto a posigao da particula no tempo t = w/2 é

q(m/2) =4.
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1. (2 valores) Calcule a soma
1+24448+---42%.

142444844263 =964 1~ 184x10'9.

2. (2 valores) Considere uma populagao que cresce segundo a lei
Tn+1 = 22, — 100.

Determine a solugao estacionaria e o valor de z19 sabendo que a condicao inicial é xy = 1000.
A solugao estacionaria é T = 100, pois
T = 2x — 100 = x =100, .
A solugao com condigao inicial g = 1000 é
xn = 2" (1000 — 100) + 100 = 921700 .

3. (2 valores) Cousidere a equagao recursiva no modelo de Fisher, Wright e Haldane

apy + pn(1 = pn)
O‘p% + 2pn(1 7pn) + 6(1 *pn)2 ’
que determina a frequéncia 0 < p,+1 < 1 do alelo A na (n + 1)-ésima geracao, dadas as freqéncias
pn do alelo A e 1 — p, do alelo a na n-ésima geracao. Faga uma simulacao e determine o limite
lim,, .o pn, quando a = 2 e 8 = 0.5, dada uma frequéncia inicial py = 0.3.

Pn+1 =

O limite é limy— o0 pn, = 1. De fato, o grafico da transformacao pp4+1 = f(pn) é

portanto as trajetérias com condigdes iniciais 0 < pg < 1 sdo crescentes, e o tnico ponto fixo no intervalo |0, 1] é 1.

4. (2 valores) Calcule a primeira e a segunda derivada da funcao
f(z) = cos (e") .

As derivadas de f(z) sao

f'(z) = —e® sin (&%) e f(x) = —e%sin (%) — €2 cos (%)

5. (2 wvalores) Esboce o gréfico da funcao definida, se x # 0, por

sin(z) .

flx) =

T




10.

(2 valores) Determine a taxa de variacao dS/dt da superficie S = 47r? de uma bola cujo raio cresce
segundo a lei 7(t) = et.

A taxa de variagao é
das ds dr .
— = S =87r(t)- et = 8me?t .
dt dr dt

(2 valores) Calcule uma primitiva da fungao ﬁ, ou seja,

1
/ dx
z—1

T . . . 1 2 .
Uma primitiva de — é log |z — 1].

(2 wvalores) Calcule o integral

A derivada de F(z) é

(2 valores) Uma particula é deslocada ao longo de uma reta com velocidade v(t) := %(t) dada por
v(t) =e 2.

Determine a posicao ¢(t) da particula no tempo ¢ = 3 sabendo que a sua posicao inicial é g(0) = 7.

A trajectéria da particula é
't 1 .
q(t) = q(0) + / v(t)dt =T+ = (1 —e %),

P
Jo 2
portanto a posigao da particula no tempo t = 3 é
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1. (2 valores) Considere uma populagdo que decai segundo a lei

AN
N N 4200,
dl +

Determine a solucao estacionéria. .

A solugao estacionaria é N(t) = 200.

2. (2 wvalores) Considere uma populacao que decai segundo a lei

dN
— = —-N+200.
dt +

Calcule N(t) e o limite lim;_,o, N(t) sabendo que a condigao inicial é N(0) = 100.
A variavel z(t) := N(t) — 200 satisfaz a equagao diferencial ((]Tf = —z, cuja solugdo é z(t) = z(0)e~t. Portanto

N(t) = 200 — 100e~*

e o limite é a solugao estaciondria lim;_—.oc N(t) = 200.

3. (2 valores) Esboce a curva definida por

t— (e *cos(2t),e "sin(2t)) comt € [0,27] .

C N\

4. (2 valores) Considere o caminho
r(t) = (£*,t%) comteR.
Calcule a velocidade v(t) = 4r(t) e a aceleragdo a(t) = v (t).

A velocidade é v(t) = (2t,3t?) e a aceleragio é a(t) = (2, 6t).

5. (2 valores) Calcule o comprimento do arco de circunferéncia

(cosB,sin6) com 0 € [rn/2,2m] .

A velocidade escalar da curva r(0) = (cosf,sin6) é é v(0) = /[[F(0)[|2 = /sin?(0) 4 cos2(d) = 1. Portanto o

comprimento da curva é
27T

/W 9 = 3m/2.
J/2



10.

(2 valores) Considere o campo escalar f(x,y) = 22 + y?. Calcule a derivada direccional de f no
ponto r = (2, 1) na diregao do vetor v = (3,5).
O gradiente de f é V f(z,y) = (2z,2y), portanto

%(r) = (Vf(r),v)=((2-2,2-1),(3,5)) = 22.

(2 valores) Considere o campo escalar f(z,y) = 22 + y? e o caminho t — r(t) = (t3,t). Calcule a
derivada %f(r(t)) da funcdo composta t — f(r(t)) no instante ¢t = 1.

A fungido composta é t +— g(t) =t +t2 ¢ a sua derivadaem t =16 ¢/(1) =6-1° +2-1 = 8.

(2 valores) Considere o campo escalar f(x,y) = xy. Esboce as curvas de nivel 0 e 1, e determine
a reta tangente & curva de nivel 1 no ponto (1,1).

o
e

O gradiente de f em (1,1) é Vf(1,1) = (1, 1), portanto a reta tangente a curva de nivel 1 no ponto (1,1) é a reta

r4+y=2.

(2 valores) Considere o campo escalar f(z,y) = (x — 1)(y — 2). Determine os pontos criticos, e diga
se sao maximos, minimos ou pontos de sela.

O gradiente de f é Vf(z,y) = ((y—2), (x — 1)), portanto o tnico ponto critico é (1,2). A matriz Hessiana de f neste

ponto é
0 1
y 2) =
Hf(1,2) ( 1 0 ) .

Os valores préprios de Hf(1,2) sao 1, portanto (1,2) é um ponto de sela.

(2 valores) Considere o sistema
de __
? =Y
Y =-x-03-y

Simule o sistema e esboce a dérbita com condigao inicial (0) =1 e y(0) = 1 no plano z-y.
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As solugdes de equilibrio sao z(t) = 0 e z(t) = 1.

2. (2 valores) Considere uma populagdo que cresce segundo a lei

dN
— =2N+3.
dt +

Calcule N (t) e o limite lim;_.., N(¢) sabendo que a condi¢do inicial é N(0) = 100.
A varidvel z(t) := N(t) + 3/2 satisfaz a equagao diferencial "% = 2z, cuja solucdo é x(t) = x(0)e?t. Portanto
N(t) = —3/2 + (203/2)e*

e o limite é lim;— o N(t) = cc.

3. (2 valores) Esboce a curva definida por

t — (| sin(5t)| cos(2t), | sin(5¢)| sin(2t)) com ¢ € [0, 27] .

4. (2 valores) Considere o caminho
r(t) = (t%,sin(3t)) comteR.

Calcule a velocidade v(t) = 4r(t) e a aceleracdo a(t) = Lv(t).

A velocidade é v(t) = (3t2,3cos(3t)) e a aceleragdo é a(t) = (6t, —9sin(3t)).

5. (2 valores) Calcule o comprimento do arco de circunferéncia

(cosB,sin6) com 0 el0,n] .

A velocidade escalar da curva r(0) = (cos@,sinf) é é v(0) = \/HI((?)W = \/51112(9) + cos2(f) = 1. Portanto o
comprimento da curva é

/ df = .

JO



10.

(2 valores) Considere o campo escalar f(z,y) = xy — y3. Calcule a derivada direccional de f no
ponto r = (3,2) na diregao do vetor v = (1,5).

O gradiente de f é Vf(x,y) = (y,z — 3y?), portanto

Z—f(r) = (Vf(r),v) ={(2,3-3-2%),(1,5)) = —43.

(2 valores) Considere o campo escalar f(x,y) = zy e o caminho ¢t — r(t) = (sin(t), cos(t)). Calcule
a derivada %f(r(t)) da fungao composta t — f(r(t)) no instante t = .

A fungdo composta é t — g(t) = sin(t) cos(t), e a sua derivada em t = 7 é g’ (7) = cos?(n) — sin?(7) = 1.

(2 walores) Considere o campo escalar f(x,y) = 2% — y>.

determine a recta tangente & curva de nivel no ponto (1, 2).

o
v

O gradiente de f em (1,2) é Vf(1,2) = (2, —4), portanto a reta tangente & curva de nivel —3 no ponto (1,2) é a reta
T —2y = —3.

Esboce as curvas de nivel 0 e +1, e

(2 valores) Considere o campo escalar f(z,y) = (x —3)(y —1). Determine os pontos criticos, e diga
se sa0 maximos, minimos ou pontos de sela.

O gradiente de f é Vf(z,y) = ((y—1), (x — 3)), portanto o tinico ponto critico é (3,1). A matriz Hessiana de f neste

ponto é
ooy [0 1
Hf(d,l)f<l 0).

Os valores préprios de Hf(3,1) sao +1, portanto (3,1) é um ponto de sela.

(2 valores) Considere o sistema
=1y
y=-x

Simule o sistema e esboce a dérbita com condigao inicial z(0) = 2 e y(0) = 2 no plano z-y.




