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1 Problemas e modelos elementares

1.

(progressao e série geométrica) Uma progressdo geométrica de “razao” A\ é uma sequéncia
a aX a\? a\? a\" a "+t
obtida do termo inicial g = a usando a recursao z,4+1 = Az,. A identidade
(T+A XN+ X+ AN =1) ="t -1

mostra que, se A # 1, a soma dos primeiros n + 1 termos da progressdo geométrica (com
a=1)¢é

Ant+l_q

LHEAFN + N 4 N = A

Em particular, quando |A| < 1, a série geométrica Y-, A" é convergente, e a sua soma é

S AT =1+ AN+ AT+ L=

n=0

e Diga se a seguintes séries sao convergentes, e, se for o caso, calcule a soma.

1+1/241/44+1/84+1/16+... 1+10+10041000+... 14+1/1041/1004+1/1000+...
S"(4/5)"  9/10+9/100 +9/1000 + ... 0.3333...
n=0

(duplicacao de células) As experiéncias mostram que a populagao de uma colénia de bactérias,
num periodo de tempo em que podemos considerar ilimitado o nutrimento e desprezaveis as
toxinas produzidas, duplica-se em cada hora.

e Se a populacao inicial é de 1000 células, determine a populagdo passadas 2, 3, 10 horas.
e Quantas horas devo esperar para ver 1024 bactérias a partir de uma tinica célula inicial?

e Escreva uma férmula para P,, a populagdo no tempo n horas, dada uma populacao
inicial Py.

(invencao do xadrez). Dizem que Sissa inventou o jogo do xadrez e o ofreceu ao rei de Pérsia.
Ao rei, que o convidou a escolher uma recompensa, pediu um grao de arroz para o primeiro
quadrado do tabuleiro, o dobro, ou seja, dois graos, para o segundo quadrado, o dobro, ou
seja, quatro graos, pelo terceiro quadrado, e assim a seguir até o ultimo dos quadrados do
tabuleiro.

e Quanto graos de arroz o rei teve que pagar?

e Se 1 Kg de arroz contém a volta de 30000 graos, quantas toneladas de arroz foram
necessarias ao rei para pagar o seu jogo?

(tempo de meia-vida) O decaimento de uma substéncia radioactiva pode ser caracterizado
pelo “tempo de meia-vida” 7, passado o qual aproximadamente metade dos niticleos inicial-
mente presentes tera decaido. Portanto, se @),, denota a quantidade de substancia radioactiva
presente no instante nr, , com n inteiro, entao

1
Qn+1 = §Qn .

e Determine (),, em fungao da quantidade inicial Q.

e Determine P,, a quantidade de producto do decaimento no instante nr.

e Passado quanto tempo a substancia radioactiva fica reduzida a é—ésimo da quantidade

inicial?
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e O tempo de meia-vida do radiocarbono *C é T ~ 5730 anos. Mostre como “datar” um
féssil, sabendo que a proporcdo de '*C num ser vivente é fixa e conhecida.'

5. (crescimento exponencial) O crescimento exponencial de uma populagdo num meio ambiente
ilimitado é modelado com a equacao recursiva

Pn+1 = AP,
onde P, representa a populagao no tempo n, dada uma certa populagao inicial FP.

e Interprete o parametro A imaginando que em cada unidade de tempo o incremento
P,+1 — P, da populagao é a soma de uma parcela aP,, onde o > 0 é um coeficiénte de
fertilidade, e uma parcela —3P,, onde 3 > 0 é um coeficiénte de mortalidade.

e Discuta o comportamento das solugoes da equagao recursiva ao variar o parametro A.

6. (sequéncia de Fibonacci) Considere o seguinte problema, posto por Leonardo Pisano (mais
conhecido como Fibonacci, ou seja, “filius Bonacci” )?:

Quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, comecando com um S6 par, se
em cada més cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir do sequndo
mes?

A resposta de Leonardo Pisano consiste no seguinte modelo. Se F;,, o nimero de pares de
coelhos no n-ésimo més, entao
Fn+1 =F,+F, 1.

Esta é uma ”lei” que prescreve recursivamente os valores dos F),, dados uns valores iniciais
FO e Fl.

e Responda ao problema de Fibonacci, ou seja, determine Fj,, sabendo que Fy = 1 e
=2
e Escreva um programa para calcular recursivamente os “nimeros de Fibonacci” F,.

e Seja @, = F,4+1/F, o quociente entre sucessivos niimeros de Fibonacci. Mostre que os
quocientes satisfazem a equagao recursiva
1

Qn+1:1+@

e Assuma que, para grande valores de n, os quocientes sdo praticamente constantes, ou
seja, Q, — ® se n — oo. Utilize a a equagao recursiva para mostrar que

_1+6
- =

P ~ 1.61803398874989...

e Mostre que o resultado anterior implica a lei assimptotica Fj, 1 ~ ®F},. Reconhece-a?

7. (crescimento com recolha ou adigao) A uma populagdo que cresce segundo o modelo expo-
nencial, é adicionada ou retirada uma certa quantidade 5 em cada unidade de tempo. O
modelo é portanto

P11 =AP,+ 0
onde (§ é um parametro positivo ou negativo.

e Determine solugoes estaciondrias, ou seja, que nao dependem do tempo n.
e Determine a solugao com condicao inicial Py arbitréria.

e Para quais valores dos parametros A\ e § as solugbes P, convergem para a solucao
estaciondria quando o tempo n — co?

1JR. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
2Leonardo Pisano, Liber Abaci, 1202.
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2

Modelos discretos e iteracao

. (modelos discretos e andlise grafica) Um sistema dinamico com tempo discreto é definido por

uma equacao/lei recursiva
Tn1 = f(wn) y

onde x,, denota o estado (posi¢do, populagdo, concentracdo, temperatura, ...) do sistema
no tempo n € Ny := {0,1,2,3,...} (segundos, horas, meses, anos, ...). As trajetdrias do
sistema dindmico sdo as sucessoes (),

xg +—  x1:=f(xg) +— xe:=f(r1)) — .. = Xppri=flx,) — L

definidas a partir de uma condi¢do/estado inicial xop € X usando a recursao xp+1 = f(zn).
O imagem de uma trajetéria, o conjunto O(xg) := {xo,x1,z2,...} C X, é dita drbita do
estado inicial xg.

As solugdes estaciondrias, ou de equilibrio, sdo as trajetérias constantes xz,, = ¢ para todos
os tempos n € Ny, onde o estado estaciondrio, ou de equilibrio, ¢ € X é um “ponto fixo” da
transformagao f : X — X, ou seja, um ponto tal que

fle)=c.

As solugdes periddicas sao as trajetérias (x,) tais que zpyp, = x, para todos os tempos n
e algum tempo minimal p > 1, dito periodo. Portanto, uma érbita periédica é um conjunto
finito {zg,z1,...,zp—1} C X de pontos que sdo permutados pela transformacao f.

Se o espaco dos estados é um intervalo da recta real, as trajetérias podem ser observadas no
plano z-y esbogando o caminho poligonal (cobweb plot)

(IQ,IL'()) = (x07z1) — (xlwrl) — (I17:E2) — (I27:L'2) = (I27:L'3) = ...
entre o gréifico da transformacao, y = f(z), e a diagonal, y = z.
e Estude as trajetdrias (ou seja, determine os estados de equilibrio, as trajectérias periddicas,

e o comportamento assimptético de algumas das outras trajetérias) dos sistemas dindmicos
definidos pelas seguintes transformacoes

@) =50 f@=Tr  f@)=-z
flx)=3x+1 flx)=2x-7 f(x)—%a:—i—S
fa)=N-al  f@=a- f@)=a>-2
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e Mostre que, se uma trajectéria (z,,) do sistema dindmico x,4+1 = f(z,) é convergente
e se a transformacao f é continua, entdo o limite xo, = lim,, .~ , é um estado esta-
ciondrio, ou seja, f(Zoo) = Too-

2. (equilibrio de Hardy-Weinberg) Considere a transmissao hereditdria de um gene com dois
alelos, A e a. Sejam xg, yg € 2o as frequéncias dos gendtipos AA, Aa e aa, respectivamente,
numa dada populagao inicial. Entao as probabilidade de ter o alelo A ou a na formagao de
um gameta sao

1 1
p0=$0+§y0 e (Jo=1—p0220+§y0,

respectivamente. Na fecundagao, teremos os gendtipos AA, Aa e aa com probabilidades p3,
2poqo € g2, respectivamente. Portanto, na primeira geragao, as frequéncias dos trés gendtipos
serao

T =g, Y1 =2poqo e n=q.

e Calcule as probabilidades

1 1
=x1+ e =21+ =
b1 1 23/1 0 1 23/1
de ter os alelos A ou a na formacdo de um gameta na primeira geracdo, e mostre que
as frequéncias dos trés genotipos na segunda geragao serao

To =g, Y2 = 2poqo € z=q5.

Ou seja, a distribuicao dos trés gendtipos atinge um valor estacionario a partir da
primeira geracdo (Hardy®-Weinberg® equilibrium,/principle/law)

3. (selecgao natural, modelo de Fisher, Wright e Haldane) Um modelo simples de sele¢ao natural,
proposto por R. Fisher®, S. Wright® e J.B.S. Haldane”, considera apenas um gene com dois
alelos, A e a. A vantagem ou desvantagem competitiva dos diferentes gendtipos, AA, Aa
e aa, é modelada por coeficientes de “sucesso biolégico” (fitness), ¢paa, daq € Gaa, que
determinam as diferentes taxas de sobrevivéncia, e portanto de reproducgao. Sejam 0 < p,, <1
e g, = 1 — p, as frequéncias dos alelos A e a, respectivamente, na n-ésima geracao. Entao a
frequéncia do alelo A na (n + 1)-ésima geracao é dada por

ap? + Pnln
ap? + 2pnqn + B2

onde o = ¢AA/¢Aa >0e ﬂ = ¢aa/¢Aa > 0.

Pn+1 =

e Esboce a transformagao para diferentes valores de a e 3. Observe que solugoes esta-
ciondrias sao as solugoes triviais 0 e 1, e, quando « e 3 sao os dois superiores ou os dois
inferiores a 1,

5= |8 — 1]
a—1[+]8-1]

e Discuta o comportamento assimptético da frequéncia p,, quando a < 1 < 8 e quando
B < 1 < a. Mostre que na populagao assimptética apenas sobrevive o alelo favorecido.

3G.H. Hardy, Mendelian proportions in a mixed population, Science 28 (1908), 49-50.

4 W. Weinberg, Uber den Nachweis der Vererbung beim Menschen, Jahreshefte des Vereins fir vaterldndische
Neturkunde in Wiirttemberg 64 (1908), 368-382.

5R.A. Fisher, Genetical Theory of Natural Selection, Clarendon Press, 1930.

6S. Wright, Evolution in Mendelian populations, Genetics 16 (1931), 97-159.

7J.B.S. Haldane, A Mathematical Theory of Natural and Artificial Selection (1924-1934). J.B.S. Haldane, The
effect of variation on fitness, Am. Nat. 71 (1937), 337-349.
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a<l<p f<l<a

e Mostre que, quando a > 1 e 3 > 1 (ou seja, os gendtipos AA e aa tém uma vantagem
competitiva em relagdo ao genétipo Aa), o estado estaciondrio p é instével, e pequenas
perturbacoes xy = p £ ¢ do equilibrio produzem comportamentos assimptoticos diferen-
tes, a extin¢ao de A ou a extingdo de a, dependendo do sinal (disruptive selection).

e Mostre que, quando o < 1 ¢ 8 < 1 (ou seja, o gendtipo Aa é o favorecido), o estado
estaciondrio p é estavel, e portanto os dois alelos convivem na populagao assimptotica
(heterosis).

Disruptive selection: 0 < o < 3. Heterosis: a < 8 < 0.

4. (transformacao logistica) Um modelo mais realista da dinamica de uma popula¢do num meio
ambiente limitado é
P,i1 =AP, (1 - P,/M)

onde P,, > 0 é a populacao no tempo n, e a contante M > 0 é a maior populagao suportada
pelo meio ambiente (observe que P,+1 < 0 quando P, > M, o que pode ser interpretado
como “extin¢ao” no tempo n + 1). A substitui¢ao x,, = P,/M transforma a lei acima na
forma adimensional

Tn+1 = )\xn(l - xn) 5

chamada transformacao logistica®.

e Esboce o gréfico da transformagao logistica para diferentes valores do parametro A.

Gréficos da transformacao logistica quando A =0.5, A =2, A =3 e A =4.

8Robert M. May, Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261 (1976), 459-467.



2 MODELOS DISCRETOS E ITERACAO 7

Mostre que os ponto estacionarios sao o estado trivial 0 e

_oa—1
T=—"o

A

Implemente um programa para fazer simulacoes do sistema.
e Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do pardametro 0 < A < 1.

e Discuta e interprete o comportamento das solugoes para valores do parametro 1 < A < 3.

Observe os fenémenos que acontecem ao variar o parametro A entre 3 e 4.

e O que acontece quando A >4 7

5. (Hénon map) A mapa de Hénon’ é a transformacao

Tn+1 =1+ yn — ozx%
Yn+1 = /Gxn

Simule as 6rbitas (no plano) ao variar os parametros o e . Em particular, veja o que
acontece quando o ~ 1.4 e § ~ 0.3.

9M. Hénon, A two-dimensional mapping with a strange attractor, Comm. Math. Phys. 50 (1976), 69-77.
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3

Derivadas e aplicagoes

. (movimento rectilineo uniforme) A lei do movimento rectilineo uniforme num referencial

inercial é
z(t) = xo + vot,

onde z(t) € R denota a posi¢ao no tempo ¢t € R, vy a velocidade e ¢ a posi¢ao inicial.
e Determine a velocidade média no intervalo de tempos entre t e t + ¢, e a velocidade
instantanea v(t) := & no tempo t.

e Determine a lei hordria de uma particula que viaja com velocidade v = 3 m/s e que no
instante t = 3 s estd na posigdo x(3) = 7 m. Quando estava na origem?

. (Aquiles e a tartaruga) Aquiles comega a correr com velocidade constante V' = 10 m/s em

direcdo de uma tartaruga que a sua vez foge com velocidade constante v = 0.1 m/s.
distancia inicial entre Aquiles e a tartaruga é de 100 m.

e Determine quanto tempo demora Aquiles a percorrer 1/2,1/24+1/4,1/2+1/4+1/8, ...,
da distancia inicial, e passado quanto tempo chega ao ponto onde estava inicialmente a
tartaruga.

e Determine a distancia d(t) entre Aquiles e a tartaruga no tempo t.

e Aquiles alcancga a tartaruga? Se sim, em quanto tempo?

. (queda livre) A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela

lei horaria
L s
z(t) = zo + vot — §gt ,

onde z(t) é a altura no tempo t, zp é a altura inicial,vy é velocidade inicial, e g ~ 9.8 m/s? é
a aceleracao da gravidade proximo da superficie terrestre.

e Determine a velocidade média no intervalo de tempos entre t e t + €, e a velocidade
instantanea no tempo t.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem ~ 56 metros de altura, com
velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apés 1 segundo, o tempo necessario
para a pedra atingir o chao e a sua velocidade no instante do impacto.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

. (derivada) A derivada da func¢do f(x) no ponto x é o limite

F(z) = lim._o f(zte)—f(z)

ou seja, o nimero A = f/(z) tal que f(x +¢) — f(z) = A - e+ r(e), onde o “resto” r(e) é tal
que lim._,o T(E) = 0. Em particular,

flate)= f(a)+ f(z)-€
é a melhor aproximacao linear de f numa Vizinhan(;a de x.

A notacao de Leibniz para a derivada f/ é d$ ou dmf, ou d'm se y = f(x).

A derivada segunda de f é a derivada da derivada, ou seja, f” = (f')/, ...

e Calcule as derivadas f/(z) e f”(z) de cada uma das seguintes fungdes f(x) nos pontos
onde existem.

I% sex #0

0 sex=0

f@)=20-3 f@)=a® fa)=]a] f(x)={
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5. (derivadas elementares e regras) Derivadas elementares sao
4 constante = 0 Y A pl/n — Lp—1+1/n sin’ = cos cos’ = —sin
dx ) dx ) dx n ) )

A derivada € linear, ou seja

() =M VAER, (f+g) =/ +¢

e satisfaz as regras (regra de Leibniz e derivacdo de um quociente)

(f9) =f'g+fg.  (f/9) =L2LL nos pontos onde g # 0

e Calcule a derivada f’(x) de cada uma das seguintes fungoes f(x) nos pontos onde podem
ser definidas.

f(x) =3 f(x) = zsin(x) f(z) =17
fz)=2% 3241 f(x) =V flo) =zt — 5/3

f@=3 f0=%r 0=
an(x) = sin(z) sec(z) = ! cosec(z) = !
tan(z) cos(x) (z) cos(x) (@) sin(x)

e Calcule as derivadas P'(0), P"(0), P"(0), ..., P (0), P®*)(0), de um polinémio
P(x) = ap + a1z + asx® + ... + apa™.

6. (aproximacao linear) Estime os seguintes valores, usando a aproximacao linear

[fla+e) = @)+ f'(@) <]

de uma fungao apropriada:

1
in(0.01 1.1 —0.03 _—
sin(0.01) v cos(m ) T3 0,001
7. (derivacao de funcao composta: regra da cadeia) A derivada da fungéo composta (fog)(x) =

flg(x)) é

[(Fo9) (@) = f'(9(x)) - ¢ ()]

e Calcule a derivada f'(x) de cada uma das seguintes fungoes f(x) nos pontos onde podem
ser definidas.

f(z) = cos(x?) flx) =v2r—1 f(x) = sin (V)
cos(2x) — x
\/E

8. (derivacao de funcao inversa) Se h(y) é a fungdo inversa de f(z), ou seja, h(f(z)) = z e
f(h(y)) =y, entdo

f(z) = (sin(@)*  f(z) =sin(cos(z®))  f(x) =

[W'(y) = 1/f(h(y))]
nos pontos y = f(x) onde f'(z) # 0.

e (Calcule as derivadas das seguintes fungoes nos pontos onde podem ser definidas.
f(x) = arcsin(x) f(x) = arccos(x) f(x) = arctan(x)

e Calcule a derivada da funcio inversa de f(z) = z + 2 no ponto y = 0.
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9. (taxas de variagao) Determine a taxa de variagdo

° %, onde A é a drea de uma circunferéncia e r o seu raio,
. %{, onde V' é o volume de uma bola e r o seu raio,
° %, onde V' é o volume de um cubo e £ o seu lado.

10. (crescimento de uma célula) Uma célula esférica cresce absorvendo material através da sua
superficie, a uma taxa aS gr/s, onde a é uma constante e S denota a drea da superficie da
célula

e Determine a taxa de crescimento do raio r da célula, na hipétese em que a sua densidade
p~1gr/cm3 é constante. Deduza a lei hordria t +— r(t), dado r(0).

e Se o metabolismo da célula precisa de material absorvido a uma taxa nao inferior a gV
gr/s, onde § é uma constante e V' denota o volume da célula, determine o raio maximo
que a célula pode atingir.

11. (estudo de func¢oes, méaximos e minimos) Uma fungao diferencidvel f(x) é crescente nos
intervalos onde f’(x) > 0, decrescente nos intervalos onde f’(x) < 0, constante nos intervalos
onde f’(x) = 0. Se a é um ponto de méximo o minimo local da funcdo diferencidvel f(z)
definida numa sua vizinhanca, entdo a é um ponto critico de f(x), ou seja, f'(a) = 0.

e Esboce os graficos das seguintes fungoes, definidas em oportunos dominios.

f(x)zl—a%2 f(x):x—&-% f(x)zl—i—x-i-m;
1
f@)zaijﬁgjg f(@) = (@ —1)(z—2)(z - 3)
f(z) =z —sin(z) f(z) = sin(z) + sin(2z) f(z) = smagac)

e Mostre que, entre todos os rectangulos de perimetro P fixado, o quadrado é o que tem
Area maior.

e Mostre que, dados n nimeros ay, as, ..., a,, 0 valor de x que minimiza a soma dos “erros
quadréticos”
(x—a1)’+ (z—a2)’ + ... + (x — an)?
é a média aritmética
a1 +ag+ ... +ay
p .

a =

12. (teorema e desigualdade do valor médio) O teorema do wvalor médio diz que se f é uma
fungdo continua no intervalo [a,b], e diferencidvel no seu interior (a,b), entdo existe um
ponto ¢ € (a,b) tal que

[f(0) = f) = f'(c)- (b—a).]

Em particular, se |f/(c)| < A para todo o ¢ € (a,b), entao vale a desigualdade

[1£(b) = f(@)[ < A-Jb—al ]

e Mostre que, se f(x) é um polinémio de segundo grau, entdo a recta entre os pontos

. N . 1 a+b
(a, f(a)) e (b, f(b)) ¢ paralela & recta tangente ao grafico de f no ponto médio 2.

e Mostre que para todos os = e y

|sin(z) — sin(y)| < |z —y|
e Mostre que para todos 0 < y < =z
nfl(

ny" Nz —y) <a" —y" <na" "z —y).
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4 Aproximacao

1. (aproximacao polinomial) O polindmio de Taylor de grau n da fungao f(z) numa vizinhanga
do ponto a é

P, (z—a):= f(a)+ f'(a)(x —a) + @(m— a)’+ ..+ w(m —a)”

Se f(x) possui (n + 1) derivddas numa vizinhanca do ponto a, entdo o “resto” r,(c) :=
f(a+¢e) — P,(e) pode ser estimado como

()
rale) = S et

onde ¢ € [a,z] (ou ¢ € [z,a]), se € = © — a é suficientemente pequeno. Em particular,
rn(g)/e™ — 0 quando € — 0.

e Prove as seguintes aproximacoes, validas para x suficientemente pequeno,

2 2

e“:l—&-x—i—%—i—... log(l—i—x):m—%—&—...
3
1
sin(x)zx—m—+... cos(z) ~1— —a%+...
6 2
e ¢ determine estas outras
1 1
—~1l4x+... Vitor~1+—-x+...
1—=x 2
log(1+2?) ~ ... sin(me™%) ~ ...

e Aproxime e, e estime o erro 7, () na sua aproximagao, usando os polinémios de Taylor

2 n

X X
St
n.

T~
e _1+x—|—2!

(observe que 1 < e* < 3 no intervalo z € [0, 1]). Deduza um valor aproximado de e com
um erro < 0.001.

2. (algoritmo de Heron) Considere o problema de determinar o lado ¢ de um quadrado dada a

sua drea A, ou seja, o nimero £ = /A.

Um método, utilizado provavelmente pelos babilénios'” ! e descrito por Heron'?, consiste em
construir recursivamente rectangulos de area A com lados cada vez mais proximos. Se x1 e y;
sao a base e a altura do primeiro rectangulo, e portanto z1y; = A, entao o segundo rectangulo
tem como base a média aritmética de base e altura do primeiro, o terceiro rectangulo tem
como base a média aritmética da base e a altura do segundo, e assim sucessivamente. A

equagao recursiva que determina as bases dos rectangulos é portanto

1 A
Tn+1 = 5 Ty + —
Tn

e Mostre que bases e alturas dos rectangulos verificam as equacoes recursivas

Tn + Yn 2
me =T e =

10Carl B. Boyer, A history of mathematics, John Wiley & Sons, 1968.
110. Neugebauer, The ezact sciences in antiquity, Dover, 1969.
12Heron of Alexandria, Metrica, Book 1.
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e Calcule a diferenca x,, 11 — Y41 € mostre que
Yo < Y3 < oo < Yp < Ynt1 < oo < Tpy1 < Tp < ... <3 < T2

e que

Tn — Yn
Tn+1 — Ynt1 < 5

e Estime \@ com um erro < 0.01 e 0.001.

e Estime quantas iteragoes é preciso fazer para obter os primeiros n digitos decimais de
v/2 usando o método dos babilénios.

3. (estabilidade dos estados estacionarios) Seja T um estado estacionario da equacao recursiva nao leccionado
Tp+1 = f(mn) 5
ou seja, um ponto tal que f(Z) =Z. Se a transformagao f(x) é diferencidvel, o principio das

contragoes permite decidir sobre a estabilidade do estado estacionario.

Se |f(Z)] < 1, entdo o ponto fixo é atrativo: as trajetérias de todo o ponto xg
suficientemente préximo de T convergem para T, ou seja x,, — T quando n — oo.
Se |f'(z)] > 1, entdo o ponto fixo é repulsivo: as trajetérias de todo o ponto
o # T numa vizinhanga suficientemente pequena de T saem da vizinhanca em
tempo finito.

Se f/(z) = 0, o ponto fixo T é dito super-atrativo'?.
e Estude a natureza dos pontos fixos das seguintes transformagoes
f@)=azr  fle)=az®  f(z)=az+ fa?

ao variar os parametros.

e Digite 0.1 na sua maquina de calcular, e pressione repetidamente a tecla “cos”. O que
acontece?

e Estude a natureza do ponto fixo néo trivial do modelo logistico (exercicio 4 da folha 2)
Tpt1 = An(l — xp)
ao variar o parametro A.

4. (método de Newton) O método de Newton para aproximar as raizes de um polinémio P(z) =

aop+ a1z +asz® + - +a, 2", ou seja, resolver a equaciao P(z) = 0, consiste em escolher uma
primeira aproximacao zy, € iterar

P(zn)

Pl(zn) .

Ou seja, se zg é uma primeira conjetura, uma conjetura melhor é a raiz da aproximacao linear
~ /
P(z) ~ P(z) + P'(20) - (z — 20).

Zn+4+1 = Zn —

e Mostre que se a sucessio (z,) converge, i.e. z, — Zeo, € s¢ P'(25) # 0, entéo o limite
Zso € uma raiz do polinémio. Mostre que, se a conjetura inicial zy esta suficientemente
préxima de uma raiz zZ e P'(Z) # 0, entao a sucessao dos z, converge para esta raiz.

e Verifique que o método de Newton aplicado ao polinémio quadratico 22

corresponde ao algoritmo de Heron.

—a, com a > 0,

e Escreva a receita do método de Newton para resolver z"* —a =0, com a > 0en > 2.

e Utilize o método de Newton para estimar raizes de

24142 | 224+ 241 22 —-92:-5

13Usando o polinémio de Taylor de grau 1 com resto, vé-se que, se xg estd numa vizinhanca suficientemente
pequena de T, entao a trajetéria de xp converge para o ponto fixo T e a velocidade de convergéncia é “quadratica”,
ou seja,
(ons1 —3] < B o — 32
onde (3 é uma constante.
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5 Area, integral e métodos de integracgao

1. (drea e integral) Se f(x) é uma fungao (seccionalmente) continua, o “integral de f(x) no
intervalo [a, b]”, denotado por f; f(z) dz, representa, quando f(x) > 0, a drea da regiao

A={(z,y) €R? t.q. a<z<be 0<y< f(x)}

Algumas propriedades elementares do integral sao

fj f(x)dx :=0, f; fl@)dx = — fba fla)dx, fab f(z)dx = fac f(x)dx + fcb f(x)dx

[P (f@) + g(a)) de = [0 f@)da + [P g(@)de,  [PA-fx)de=A- [’ f(x)dz  VAER

2 fx)de = [ f(a —c)dz  VeeR, M/ de=x- [0 fx)de  YA>0

a

f(z) < glz) Va € [a,b] = [P f(@)de < [P g(a)da

m<fl@)<M Veelab) = m-(b-—a)< [ f(zx)dz < M-(b—a)

Em particular, o teorema do valor médio afirma que

f(z) continua = dc € [a,b] tal que f; f@)de = f(c)- (b—a)

e Calcule os seguintes integrais.
3

1 2 10
/ 3dx / 7dx / rdx / (—2z) dx
0 -2 1 -2

33

/2 || da /03(5x—2)dx /_33(11—m)dx

-2
22

nH[z] de ’ Tt dt (1—1t)dt
6 /z

0
(primitivas e calculo de integrais) A fungao F(x) é uma primitiva da fungdo continua f(x)
se F'(x) = f(z). A notagao de Leibniz é F(z) = [ f(x)dxz. Duas primitivas F(z) e G(z) de
f(z) diferem por uma constante, pois a derivada da diferenca é F'(z) — G'(z) = 0.
O teorema fundamental do cdlculo (Leibniz e Newton) diz que se f(z) é continua entdo

[ f(t)dt 6 uma primitiva de f(z), ou seja,

4 ([T f(t)dt) = f(x).

Se F(z) é uma primitiva de f(z), entao f: f(x)dx = [F(x)]z, ou seja,

[P f(@)dx = F(b) — F(a).

14[:1:] denota a “parte inteira de z”, ou seja, o Unico inteiron € Z tal que n < x < n + 1.
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e Calcule as seguintes primitivas.

/dm /x2dx /igdx /\/szldx
T
dx

/ (a2 — 20 + 5) da / sin(6) do / (cos(rz) — 22%) do =

/ df / dx / dx
cos2(6) 1+ 22 V1— 22

e Calcule os seguintes integrais.

/Os(x—l)d:c /_11(1— |z|) da /Oloﬁdx /_:Cos(x) dz

2 /2 2 1 5
/ Va?dx / sin(2x) dz / — dx / (xl/?’ - m1/5) dx
-3 1z 3

5 27 1
/ (14 399z — 2?) da / | sin(z)| dx / (33 — 112)% dz
-5 0 -1
e Calcule a derivada das seguintes fungoes

1,’3

F(x):/ox lftz F(x):/om sin(t) dt F(x):/h (t— ) dt

e Calcule a area da regidao do plano limitada entre as curvas

y=x2 e yza:S, com0<z<l1
y=sin(z) e y=—sin(x), com0<z<m
C‘J:l"l/g e y:xl/Q, com0<z<1
3. (logaritmo e exponencial) O logaritmo é a fungdo log :]0, co[— R definida pelo integral

log(z) := [;" 4.

O valor do logaritmo em 1 é log(1) =0, e

log(zy) = log(z) + log(y) e log(1/z) = —log(z)  Vaz,y € Ry

A derivada do logaritmo é log’ () = % Em particular, o logaritmo é uma fungao estritamente
crescente de Ry := [0, oo[ sobre R.

O exponencial é a funcao inversa do logaritmo, ou seja, a fungdo exp : R — R tal que

’exp(logx) =z VeeR,, log(exp(y)) =y Yy € R‘

O valor exp(x) é também denotado por e”, onde e := exp(1) (ou seja, log(e) = 1). O valor
do exponencial em 0 é exp(0) =1, e

exp(z +y) = exp(z)exp(y) e exp(—z) = 1/exp(z) Vz,yeR

A derivada do exponencial é exp’(x) = exp(x). Em particular, o exponencial é uma fungao
estritamente crescente de R sobre R .
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Gréficos do logaritmo (vermelho) e do exponencial (verde).

e Calcule os seguintes integrais

3 log 2 2
d—x / edx / du / e ldz
2 T log 1 z—1 1
7 1
/Qesxdaﬁ / e dx /7da:
0 (1 —x)

4. (integracao por substituicao) A substituicdo y = g¢(z), donde dy = ¢'(z)dz, transforma
flg(@))g' (x)dx em f(y)dy, e portanto

f: fly(@))g' (x) do = fgg((:))

e Calcule

e, cos(log ) cos(6
ze® dx ——=dx / dt9 tan(6)do
/0 / x /542 sm ( )

21 1/2
322 cos(z?)dx / sin(v/'r) dx / Ldm
/ @) ™ Ve 12 V1 —a?

log 2 .
sin(:v)d r d Sln(ﬁ)d
Jes@ena [ o1 Wien=t i

5. (integracao por partes) Pela regra de Leibniz, a derivada de fg é (fg)' = f'g+ fg’, portanto

2 f(@)g (z) dz = [f()g(@)]2 — [7 f/(2)g(x) da

e Calcule .

/01 re *dx /sin(log(m))dw /le log(z)dz
/ @ cos(z)dz / 2* sin(x) / e” sin(z)dzx

6. (velocidade + condigao inicial = lei hordria) Uma particula é deslocada numa reta com
velocidade v(t) =t — t2.

e Determine a posigao ¢(t) sabendo que a posigdo inicial é ¢(0) = 1.
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7. (aceleragao + condigoes iniciais = lei horaria) Uma particula é deslocada numa reta com
aceleragao a(t) = sin(2t).
e Determine a velocidade v(t) sabendo que a velocidade inicial é v(0) = 3.
e Determine a posigao ¢(t) sabendo que a posigao inicial é ¢(0) = 4.

8. (trabalho de expansao) O trabalho efectuado por um gés perfeito numa expansao do volume
Vo até o volume V; é dado pelo integral

L:/%mvmv

Vo
onde p é a pressao.

e Calcule o trabalho efectuado por um gés que expande de 3 1 até 4 1 a uma pressao
constante de 2 atm.

e Calcule o trabalho efectuado por 1 mole de oxigénio que expande isotermicamente, a
temperatura de T = 20 °C, de 1 1 até 2 1 (a equacdo de estado de gds perfeito é
pV = nRT, onde n é o niimero de moles, R ~ 8.314 x 10" J/K mol, e T é a temperatura
absoluta).
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Formulario primitivas

17

f(z) = F'(z) [ f(x)dz = F(x)
fly(@))y' () [ @)y (z)dz = [ f(y)dy
f(@)g'(z) [ @)y (@)dz = f(z)g(x) - [ f'(2)g(x)dx
(constantes) A [ Adz = Xz
(poténcias, o # —1) e [avde = ot
(logaritmo) 1/x [ 4 =log|z|
(exponencial) e’ Jetdx =e”
(seno) sin(z) [ sin(z)dz = — cos(x)
(coseno) cos(z) J cos(z)dz = sin(x)
(tangente) @ Ik mi‘% = tan(z)
(cotangente) smTl(x) Ik Sindz% = —cotan(z)
(arco cujo seno) 1£12 S/ \/1‘1107 = arcsin(z)
(arco cuja tangente) ﬁ 11“;2 = arctan(z)

(exponencial x seno)
(exponencial X coseno)
(coseno X coseno, n? # m?)
(seno x seno, n? # m?)
(seno x coseno, n? # m?)
(z x coseno, n # 0)

(z x seno, n # 0)

(¥ x coseno, n # 0)

k

(z¥ x seno, n # 0)

€% sin(fx)
€27 cos(Bz)
cos(n) cos(ma)
sin(na) sin(ma)
sin(na) cos(ma)
z cos(na)
2 sin(na)

z* cos(nz)

2" sin(nx)

J e sin(Bx)de = < @sinBr)p eos(Ba))

[ e cos(fa)dz = <-(ecoxlfn g sin(ga)

| cos(nz) cos(ma)
[ sin(nz) sin(ma)dz =

[ sin(nz) cos(max)dz =

[ @ cos(nz)dx =

[ xsin(nz)dx =

[ z¥ cos(nz)dz = 2l

[ 2% sin(nz)dy = — o)

a?+p3?

do — sin((n+m)x) + sin((n—m)x)

2(n+m) 2(n—m)

__sin((n+m)z)
2(n+m)

sin((n—m)x)
2(n—m)

__cos((n+m)z)  cos((n—m)x)
2(n+m) 2(n—m)

cos(nz) x sin(nx)
n? + n

sin(nz)  xcos(nz)
n? n

shsintng) & k=1 gin(ng)de

n

+ £ [ 2kt cos(na)dx

n
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6 Equacoes diferenciais ordinarias

1. (particula livre) A trajetéria ¢ — ¢(t) € R de uma particula livre de massa m > 0 num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

T (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=0,
onde v(t) := ¢(t) denota a velocidade e a(t) := §(t) denota a aceleragdo da particula. Em
particular, o momento linear p := mv, é uma constante do movimento (ou seja, %p =0), de
acordo com o principio de inércia de Galileo ou a primeira lei de Newton'®.

e Verifique que solugdes da equacao de Newton da particula livre sdo as retas afins
q(t) = s+ vt

onde s,v € R sao constantes arbitrarias, e interprete s e v.

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ¢ty = 0, pela posicao
q(0) = 3 com velocidade ¢(0) = 2.

e Determine a trajetdria de uma particula livre que passa pela posi¢ao ¢(0) = 0 no instante
to = 0 e pela posigao ¢(2) = 3 no instante t; = 2. Calcule a sua velocidade.

2. (equacoes diferenciais ordinarias) Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem é uma lei
z=v(t,x)

para a trajectéria t — z(t) € R de um sistema dindmico, onde & = ‘fl—f denota a derivada
do observavel z em ordem ao tempo ¢, e v(t,z) é um “campo de direcgdbes” (uma recta com
declive v(t, z) para cada ponto (¢,z)). Uma solu¢do da EDO é uma funcédo t — z(t) tal que
z(t) = v(t,x(t)) para cada tempo t num certo intervalo, ou seja, uma fungdo cujo gréfico
é tangente ao campo de direcgoes em cada ponto (t,z(t)) do grafico. Se o campo v(¢,x)
é suficientemente regular (por exemplo, diferencidvel), para cada ponto (tg,xo) passa uma
unica solucdo com condigdo inicial x(tg) = zp.

AR R AR R AR R RN

Campos de diregoes e algumas solugoes de & = sin(t) —x e de & = (1 — x).
e A fungdo z(t) = 3 é solugao da equacdo diferencial t& — 3z =0 ? E a fungao z(t) =0 ?

3. (0 exponencial) O ezponencial (real) é a fungdo exp : R — R (notagao exp(t) ou e?) definida
pela série de poténcias
o0
tn 2 3 !
t
e gn! MRy

que converge uniformemente em cada intervalo limitado da recta real.

15 «“Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus
impressis cogitur statum illum mutare” [Isaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.]
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Verifique que z(t) = e! satisfaz a equagao diferencial
T=ux.

Verifique que x(t) = zoe! é uma solugao de # = z com condicao inicial x(0) = z.

e Mostre que, se y(t) é uma solugdo de § = y com condigdo inicial y(0) = zg, entdo o
quociente y(t)/e’ é constante e igual a zg. Deduza que zge! é a tnica solugdo de & = x
com condigao inicial z(0) = zo.

e Verifique que a funcdo x(t) = e

A

, com X\ € R, satisfaz a equacao diferencial & = Ax.
e Mostre que z(t) = zge? é a tnica solucao da equacao diferencial @ = Az com condi¢iao
inicial z(0) = xo.

16

4. (integracao de EDOs simples) O teorema fundamental do cdlculo™® afirma que a derivada

do integral indefinido F(t) := f; f(s)ds de uma funcdo continua f(t) existe e é igual a
F'(t) = f(t). Portanto, se v(t) é um campo de dire¢des continuo, a solugdo da EDO

z=w(t)

com condigdo inicial z(tg) = xo é determinada por meio de uma integragio, ou seja,

z=v(t), z(to) = o = x(t) = xo + f:o v(s)ds

e Mostre que, se x(t) é solugao de & = v(t), entdao também x(t) + ¢ é solugdo, Ve € R.

e Integre (ou seja, determine solugdes com z(tg) = z) as seguintes EDOs.
i =2sin(t) d=e ' d=cos(3t) d=t—1

5. (campos de vetores ¢ EDOs autonomas) Um campo de vetores v : X — R, definido num
intervalo X C R, define uma EDO auténoma

z=wv(z).

Se v(zg) = 0, entdo z(t) = zp V& € R é uma solucdo estaciondria (ou de equilibrio) da

equacdo diferencial. Se wv(zp) # 0, entdo uma solucdo com condigdo inicial z(tg) = zo
pode ser determinanda separando as variaveis, % = dt, e integrando os dois membros,
doe_ _
ooy = Jdt

T =wv(x), z(to) = xo =

{ x(t) = xo se v(xg) =0

I sz) =t—ty sev(rg)#0

Se o campo v(x) é diferencidvel, estas solugoes sao tnicas.

e Mostre que, se z(t) é solugdo de & = v(x), entdo também z(t — ¢) é solugdo, Ve € R.
e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem

&= -3z T =2x t=xz-1 i =a? t=(x—1)(zx—-2)

Determine as solugoes estacionarias. Esboce os campos de diregoes e conjeture sobre
o comportamento das solugbes. Determine, se possivel, formulas para a solugdo com
condigéo inicial 2(0) = xg, e esboce o grifico de algumas das solugdes encontradas.

16 A solugdo do anagrama,
6accdael3eff7i319ndodqrrds8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluriones invenire et vice versa”.
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6. (decaimento radioactivo) A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional a quan-
tidade de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N (t) de matéria radioactiva
existente no instante t satisfaz a

N =-f0N,

“vida média” dos nucleos.

onde o pardmetro 1/3 >0 ¢ a

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0. O que acontece quando
t — oco?

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necessario até a quantidade
de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, ou seja, o tempo T tal que N(T') =
%N (0). Mostre que o tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0), e
determine a relagao entre o tempo de meia-vida T" e o parametro (3.

e O radiocarbono *C tem vida média 1/3 ~ 8033 anos. Mostre como datar um féssil,
assumindo que a proporcio de radiocarbono num ser vivente é fixa e conhecida'”.

e Se a radiagao solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
«, entao a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

N =—-0N +a.

Verifique que a solucdo de equilibrio é N = a/B. Mostre que N(t) — N quando
{ — oo, independentemente da condigao inicial N (0) (considere a mudanga de varidvel
z(t) = N(t) — N).

T S T e S T T N N T T N O O O T N T T N U T A

[T A

Campo de direcgoes e solugoes da equagao & = —2x + 1.

7. (atrito e tempo de relaxamento) O atrito pode ser modelado como sendo uma forga propor-
cional e contriria a velocidade. Portanto, a equagdo de Newton (em dimensdo 1) de uma
particula livre de massa m em presenca de atrito é

mg = —vq
onde v > 0 é o “coeficiente de atrito”.

e Mostre que a velocidade v := ¢ satisfaz

. 1
v=—=v
T

onde 7 = m/v > 0 é um “tempo de relaxamento”. Resolva a equagdo com velocidade
inicial v(0) = vg > 0. Deduza a trajectdria ¢(t) com posigao inicial ¢(0) = 0.

%mfv2 da particula satisfaz
. 2
T=-—-T,
T

e Mostre que a energia cinética T :=

e portanto decresce exponencialmente com tempo de relaxamento 7/2.

17J R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.
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8. (crescimento exponencial) Um modelo do crescimento (Malthusiano) de uma populagdo num

meio ambiente ilimitado é )
N =)AN,

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se « ¢é a taxa de
natalidade e 3 é a taxa de mortalidade, entdo A = a — 3).

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0.
e O que acontece a solucao para grandes intervalos de tempo?
e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentard em duas horas?

e Se de uma populacao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa

constante a > 0, entao )
N =AN —«

Determine o estado estacionario, e discuta o comportamento assimptético das outras
solugoes.

Campo de direcoes e solugoes da equagao & = 2z — 1.

9. (equacao logistica) Um modelo mais realista da dindmica de uma popula¢do num meio am-
biente limitado é a equacdo logistica'®

N = AN(1 — N/M)

onde A > 0 e a constante M > 0 é a populagio maxima suportada pelo meio ambiente.
Observe que N ~ AN se N < M, e que N — 0 quando N — M.

e Seja x(t) = N(t)/M a populacao relativa. Mostre que a fungao z(t) satisfaz a equagao
logistica “adimensional”
z=Xx(l —x).
e Determine as solugoes de equilibrio da equacao logistica.

e Verifique que
1

14 (L - 1) e

x(t)

)

é a solugao da equagéo logistica com condigao inicial z(0) = z¢ € (0,1).

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

18Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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Campo de diregoes e solugoes da equagao logistica.

10. (crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dinamica populacional em meio ilimi-
tado é )

N = aN2.

e Determine a solugdo com condicao inicial N(0) = Ny > 0.

e Observe que as solucoes que determinou nao estao definidas para todos os tempos: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apés um intervalo de tempo finito!

Campo de direcdes e solucdes da equacio & = x2.

nao leccionado

11. (EDOs separaveis) A solugdo de uma EDO separdvel

f(x)

()

com condigdo inicial z(tg) = xo, se f(xo) # 0 e g(to) # 0, é dada em forma implicita por

x

P=f@)/gt), alto)=w = [0 = s

e Resolva as seguintes EDOs separaveis

& = ta® t$+t:t2 L'C:t3/x2 f-=6$+3t2t
t—1 zx—1 T — 2? dy z
T = i+ =———=0 Y__z
1:2 t t2 dl‘ y
(t* +1) & = 2tx &=t (2* —x) i=et 7

definidas em oportunos dominios.



6 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS 23

12. (EDOs lineares de primeira ordem) A solugdo de uma EDO linear de primeira ordem
&+ p(t)r =q(t),
com condigao inicial z:(¢y) = x, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar
(apenas) uma solucdo nao trivial y(t) da “equagao homogénea associada”, y + p(t)y = 0, por
exemplo y(t) = exp (f:o p(s)ds), substituir a conjetura xz(t) = A(t)y(t) na equagido nao-
homogénea & + p(t)z = q(t) , e resolver para A(t). O resultado é

p+plr=qlt), alt) =0 = a(t)=e TP (a4 [ elo PO g(s)ds)

e Determine a solugao geral das EDOs lineares de primeira ordem
28 —6r =€  i4+2r=t d+az/tP=1/t i+tr=1

definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas nos intervalos indicados:

2t

28 -3z =e t € (—o00,00) com z(0) =1

3t t € (—o0,00) com z(l) =2

T+zxr=e
th—x =13 t€(0,00) com z(1) =3
it =13 t € (—o00,00) com z(0) =0
dr/df + rtan6 = cos6 te(—m/2,7/2) comr(0)=1
13. (queda livre com atrito) Um modelo mais realista da queda livre de uma particula (ou
um paraquedista) préxima da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A

resisténcia é modelada como sendo uma forca proporcional e contraria a velocidade, assim
que a equacao de Newton escreve-se

mg = —yq —mg

onde v > 0 é m coeficiente de atrito. Portanto, a velocidade v := ¢ satisfaz a EDO linear de
primeira ordem

mv = —kv —mg.

e Resolva o problema com condicao inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v(t) converge para um valor assimptdtico T quando ¢ — oo,
independentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugdo encontrada para determinar a trajectéria ¢(t) com condigao inicial

q(0) = s.
14. (circuito RL) A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO

LI+RI=V

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito.

e Escreva a solucdo geral como fungao da corrente inicial I(0) = Ip.

e Resolva a equagao para um circuito alimentado com tenséo constante V() = E. Esboce
a representagao grafica de algumas das solugbes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.
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e Resolva a equagdio para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
Esin(wt). Se ndo conseguir, mostre que a solugdo com I(0) = 0 tem a forma

F . FEwL Ry
T on nwt-a)

I(t) = + ————-—¢ 1L

®) R? + w22
onde « é uma constante que depende de w, L e R.

15. (lei do arrefecimento de Newton) Numa primeira aproximacao, a temperatura T'(¢t) no ins-
tante ¢ de um corpo num meio ambiente cuja temperatura no instante ¢ é M (t) segue a lei
do arrefecimento de Newton '

T=—k(T—-M())

onde k > 0 é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

e Escreva a solugdo T'(¢) como fungdo da temperatura inicial T'(0) = Ty e de M (s) com
0<s<t.

e Resolva a equacao quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) =
M. Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para
grandes intervalos de tempo.

7

e Uma chavena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.

16. (fazer modelos) Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solugoes?

e A taxa de variacdo da temperatura de uma chavena de cha é proporcional & diferenga
entre a temperatura do quarto, suposta constante, e a temperatura do cha.

e A velocidade vertical de um foguetao é inversamente proporcional a altura atingida.

e A taxa de crescimento da massa de um cristal cibico é proporcional & sua superficie.

e A taxa de crescimento de uma populacdo de marcianos é proporcional ao nimero de
trios que é possivel formar com a dada populagao.
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7 Modelos continuos e simulacoes

1. (método de Euler) Considere o problema de simular as solugdes da EDO
z=wv(t,x).
O método de Euler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear
z(t+dt) — z(t) =~ v(t,z) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, os valores z(t,) da solugdo nos
tempos ¢, := to + n - dt, dada uma condicao inicial x(ty) = xg, s@o estimados pela sucessao
(z,) definida recursivamente por

Tpi1 = Ty + U(tnvxn) ’ dt‘

Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximacao de z(t), dado
l’(to) =X, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

}

e Considere a equagao diferencial
=2z
com condicdo inicial z(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ¢, entdao o método de Euler

fornece a aproximagao
r(t) ~ (1+¢)"

onde n ~ t/e é o numero de passos. Deduza que, no limite quando o passo € — 0, as
aproximacoes convergem para a solucdo e’, pois

t n
lim (14 )¢ = lim (1 + )
e—0 n— oo n
2. (péndulo matematico) Considere a equacio de Newton

0 = —w?sin(0) — ab,

que modela as oscilagdes de um péndulo, onde w = /g/¢, g é a aceleracdo gravitacional, £ o
comprimento do péndulo, e a > 0 um coeficiente de atrito. No espaco de fase, de coordenadas
0 e p =0, a equacao assume a forma do sistema

f=p

p=—w?sin(f) — ap

e Simule o sistema, e esboce as trajetérias e as curvas de fases.

N~ SNNNNNNN

Retrato de fases do péndulo (sem e com atrito).


http://www.cplusplus.com/
http://www.java.com/en/

7 MODELOS CONTINUOS E SIMULACOES 26

3. (oscilador harmonico) As pequenas oscilagoes de um péndulo em torno da posicao de equilibrio
estavel § = 0 sao descrita pela equagao do oscilador harmdnico

§=-wq.

onde w ¢ a frequéncia caracteristica. No espaco de fase, de coordenadas ¢q e p = ¢, a equacao
assume a forma do sistema
q=7p
S 2
p=—-wyq
e Simule o sistema, e esboge as trajetdrias e as curvas de fase.

e Mostre que as trajectérias sao
q(t) = Asin (wt + ¢) ou Acos (wt + ¢) ,

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais ¢(0) = go e ¢(0) = vg.

e Mostre que a energia
1 1
Elg.p) = —p? + ~w’¢?
(@.p) = 5P + 5wq
é uma constante do movimento, ou seja que se (g(t),p(t)) é uma solugdo do oscilador

harménico entdao % E (q(t),p(t)) = 0 para todo o tempo t.

Retrato de fase do oscilador harmdnico.
e Considere a equagao das oscilagoes amortecidas
§=—2ai—wq,

onde a > 0 é um coeficiente de atrito. Simule o sistema quando a? < w? (amortecimento

sub-critico), a? = w? (amortecimento critico), e a? > w? (amortecimento super-critico).

Retrato de fases e trajetérias do oscilador amortecido (sub-critico e super-critico).
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4. (circuito LRC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, indutancia L e capacidade
C, é determinada pela EDO

LI+RI+ 1=V,
C
onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao constante V (t) = Vj.

e Simule a corrente num circuito alimentado com uma tensao alternada V () = Vp sin(vt).
5. (oscilador de van der Pol) Considere o oscilador de van der Pol*?
—n(l=¢*)q+q=0
que modela a corrente num circuito com um elemento nao-linear.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar o parametro u.
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Retrato de fases e trajetérias do oscilador de van der Pol.

e Simule o oscilador forcado
i — (1 —¢*)g + q = Fysin(wt)
ao variar o parametro u e a frequéncia w.

6. (sistema de Lotka-Volterra) Considere o sistema de Lotka-Volterra

T = ax — bxy
y = —cy+dzy

Foi proposto por Vito Volterra? para modelar a competicao entre = presas e y predadores,
e por Alfred J. Lotka?! para modelar o comportamento ciclico de certas reaccdes quimicas,
como o esquema abstracto

A+ X —2X X+4+Y —-2Y Y - B

e Determine as solucdes estacionarias.

e Mostre que a funcao
H(z,y) =dz+ by — clogz — alogy

é uma constante do movimento, ou seja, 4% H(xz(t), y(t)) = 0. Deduza que as érbitas do
sistema estdo contidas nas curvas de nivel de H(z,y).

198, van der Pol, A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations, Radio Review 1 (1920), 701-710
and 754-762. B. van der Pol and J. van der Mark, Frequency demultiplication, Nature 120 (1927), 363-364.

20Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad.
Lincei 2 (1926), 31-113. Vito Volterra, Lecons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

21 Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams
& Wilkins Co. 1925.
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e Simule o sistema.

T
| ) s
/ /

e
114

[Jffrecemmr

Retrato de fases do sistema de Lotka-Volterra.
7. (rock-paper-scissor game) Considere a reagao

X+Y2Lox v+z%2%v z+xLoz

modelada pelo sistema

& = a(vy - fz)
y=ylaz —yz)
z=2(fz — ay)

e Simule o sistema ao variar os parametros «, 3 e 7.

8. (Brusselator) O Brusselator é um modelo autocatalitico proposto por Ilya Prigogine e cola-
boradores?? que consiste na reacdo abstracta

A—X B+X-Y+C 2X+Y —3X X —-D
e Simule o sistema
t=a—(B+ 1)z + a3y
j =z —ay
para as concentragoes das espécies cataliticas X e Y, obtido quando as concentragoes
[A] ~ « e [B] ~ (8 s@o mantidas constantes.

e Simule o sistema
T=a—(b+ 1)z + 22y
U =br — 2%y
b=—bz+6
para as concentracoes de X, Y e B, obtido quando a concentragdo [A] ~ « é mantida
constante e B é injetado a uma velocidade constante v ~ §.
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221. Prigogine and R. Lefever, Symmetry breaking instabilities in dissipative systems, J. Chem. Phys. 48 (1968),
1655-1700. P. Glansdorff and I. Prigogine, Thermodynamic theory of structure, stability and fluctuations, Wiley,
New York 1971. G. Nicolis and I. Prigogine, Self-organization in non-equilibrium chemical systems, Wiley, New
York 1977.
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Retrato de fases do Brusselator.

9. (reaccao de Schnakenberg) Considere a reagdo de Schnakenberg®?
2X+Y — 3X A—=Y X —B

modelada pelo sistema
t=ay—z+0
j=—a%y+a

para as concentracoes x ~ [X] e y ~ [Y].

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.

\\\\\\/\\\\\\\\\\\\\ N\
WA NS
VT VVE VAN ANV AN
AN
SN ERRY RN RN

sseer o Ml
A T S P e S s

I

{
I e e
\

I
I

Retrato de fases do sistema de Schnakenberg.

10. (oscilador bioquimico de Goodwin) Um modelo de interagoes proteinas-mRNA proposto por

Goodwin?* é ) )
M=ip—a
P=M-p

onde M e P denotam as concentracoes relativas de mRNA e proteina, respectivamente.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar os parametros.

Retrato de fases do sistema de Goodwin.

e Simule o sistema?’

J—_1
M= —aM

P=M™_p3P

23], Schnakenberg, Simple chemical reaction with limit cycle behavior, J. Theor. Biol. 81 (1979), 389-400.

24B.C. Goodwin, Temporal organization in cells, Academic Press, London/New York 1963. B.C. Goodwin,
Oscillatory behaviour in enzymatic control processes, Adv. Enzyme Regul. 3 (1965), 425-438.

25T, Scheper, D. Klinkenberg, C. Pennartz and J. van Pelt, A Mathematical Model for the Intracellular Cicardian
Rhythm Generator, J. Neuroscience 19 (1999), 40-47.
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11. (atrator de Lorenz) Considere o sistema de Lorenz®®
i=o(y—x)
y=z(p—2) -y
z=uxy— Pz

e Analize o comportamento assimptético das trajectérias ao variar os pardmetros o, p e

e Observe o comportamento das trajetérias quando o ~ 10, p ~ 28 e 3 ~ 8/3.

Atrator de Lorenz.

26F.N. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, J. Atmspheric Science 20 (1963), 130-141.
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8 Curvas
1. (caminhos e curvas) Um caminho, no plano R? ou no espaco R?, é uma funcio
F(t) = (x(t),y(t), 2(1)) € R?

definida num intervalo (de tempos) ¢t € I C R. A imagem ~y := 7(I) C R? °" 3 de um caminho
continuo é dita curva. A velocidade e a aceleragdo do caminho 7(t) s@o os caminhos

=

t 7(t) = (2(t),y(t)) €R*  ou

respectivamente. A norma’’ da velocidade, v(t) := ||7(t)]|, é dita velocidade escalar.

As curvas (e cos(3t), ¢! sin(3t)), (t,sin(1/t)), e (2cos(t),sin(—t).

e Esboce as seguintes curvas no plano, e calcule velocidade e aceleragao, nos pontos onde
podem ser definidas.

7(t) = (t,t?) comt€eR, 7(t) = (¢%,17) comteR,
7(t) = (¢, ]t]) comte[-1,1], 7(6) = (cosd,sinf) com 0 € [0,27] ,
7(t) = (¢, [t]) comt e [-2,2], 7(t) = (¢,sin(1/t)) com t € ]0,00] .

7(t) = (] sin(5t)| cos(2t), | sin(5t)| sin(2t)) com t € [0, 27] ,
7(t) = (cos(t) + 0.1 cos(17¢),sin(t) + 0.1sin(17¢)) com ¢ € [0, 27].

e Verifique que a trajectéria ¢ — (acost,bsint), com t € R e a,b > 0, descreve a elipse
2?/a® +y? /b = 1.

e Esboce a trajectéria 7(t) = (Rcost, Rsint,bt), com ¢t € R e R,b > 0, descrita por uma
particula em movimento numa hélice circular.

o Determine umas equacoes paramétricas para a pardbola z = y2 4+ 1 e para a hipérbole
2_y? =1 com x > 0 (lembre a identidade cosh?f — sinh®@ = 1 entre as funcdes
“hiperbdlicas”).

2. (particula livre) A trajetéria t — q(t) € R® de uma particula livre de massa m > 0 num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

pn (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=0,
onde v(t) := ¢(t) denota a velocidade e a(t) := §(t) denota a aceleragdo da particula. Em
particular, o momento linear p := mv, é uma constante do movimento (ou seja, %p =0), de
acordo com o principio de inércia de Galileo ou a primeira lei de Newton.

27 A norma (Buclidiana) de um vetor & = (1,2, ..., Tn) € R é
2] :== V{Z, Z) = \/2? + 23+ ... + 22, onde (Z,79) := x1y1 + T2y2 + ... + Tnyn

é o produto interno (Euclidiano) em R™. Dois vctores & e § € R™ séo ortogonais quando (Z, %) = 0.
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3.

4.

e Verifique que solugdes da equacao de Newton da particula livre sdo as retas afins
q(t) = s+ vt

onde s,v € R? sdo vetores constantes arbitrarios, e interprete s e v.

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ¢ty = 0, pela posicao
q(0) = (3,2,1) com velocidade ¢(0) = (1,2, 3).

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicao ¢(0) = (0,0,0)
no instante tg = 0 e pela posigdo ¢(2) = (1,1,1) no instante ¢; = 2. Calcule a sua
“velocidade escalar”, ou seja, a norma ||v||.

(movimento circular uniforme) Considere a trajectéria
t — 7(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt)) com R >0,
descrita por uma particula em movimento circular uniforme no plano.

e Mostre que a particula descreve uma circunferéncia de raio R, e determine o periodo do
movimento.

~ — 2 ~
e Calcule a velocidade #(t) = 47(t) e a aceleragdo d(t) = 45 7(t), mostre que a aceleragio
é ortogonal & velocidade e que a aceleragao é centripeta (ou seja, é um vector que aponta
para o centro da circunferéncia).

e Calcule a velocidade angular, o quociente entre a velocidade escalar v(t) = [|U(¢t)]| e o
raio da circunferéncia.

(comprimento de uma curva) O comprimento de uma curva -y, imagem do caminho dife-
rencidvel 7 : [a,b] — R™ com velocidade continua 7(t) = (t), é dado pelo integral da
velocidade escalar em ordem ao tempo:

) = [2 ()] dt

Por exemplo, se a curva é dada por 7#(t) = (z(t), y(t)) ou7(t) = (z(t), y(t), 2(t)), com ¢ € [a,b],
o0 seu comprimento é

b b
/\/:'c(t)2+g)(t)2dt ou /\/j:(t)2+g)(t)2+z‘:(t)2dt.

e Calcule o comprimento ...

...do arco de circunferéncia (cos 8,sin ) com 0 € [r/2,27] ,
...da espiral logaritmica (e~ cost,e *sint) com ¢ € [0, 00| ,
...do arco de pardbola (t,t2/2) com ¢ € [0,1] (considere a susbtitui¢ao ¢ = sinh s).

(comprimento de um grafico) Seja f : [a,b] — R uma fungéo real com derivada continua
definida no intervalo [a,b]. O grifico de f, o conjunto I'y = {(t, f(t)) com t € [a,b]} C R?,
é a imagem do caminho ¢ — (¢, f(¢)) com t € [a,b]. Em particular, o seu comprimento é

0Ty = [0 /1 Ft)%dt.

e (Calcule ou estime o comprimento ...
2 com x € [0,1],

...do gréfico da funcdo y = sin(x) com « € [0, 7.

...do arco de pardbola y = x

...do gréfico da funcdo y = e™® com x € [0, 1].
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9 Campos escalares

1. (campos escalares, curvas e superficies de nivel) A curva de nivel A do campo escalar [ :

X C R? = R é o conjunto

Sxi={(z,9) € X CR? t.q. f(z,y)=A}

O grdfico da fungao f é

gf = {((E,y’z) EXXxRCR2xR t.q. f(:c,y):z}

Curvas de nivel e grafico.

e Esboce algumas curvas de nivel e os graficos das seguintes fungoes, nos dominios onde
podem ser definidas:

flay) =a+y  fley)=zy  flo,y)=2"+2y° fla,y) = V1—a2 —y?
f(z,y) =log (¢? +y) fla,y) =a® -y f(x,y) = sin (zy)
2. (derivadas parciais, gradiente e derivadas direccionais) As derivadas parciais da funcao f(z,y)

no ponto (x,y) sdo os limites

0 f(a:+t,y1*f(:v,y) e %({E, y) = limy_o f(z,y+t)):f(m,y)

F) .
a%(xa y) = hmtﬂ

O diferencial e o gradiente de f(x,y) no ponto (z,y) sdo a “forma linear” e o vetor

(@) = F@yde+ E@pdy e Vi@y) = (L), 5wy

A derivada direccional de f(x,y) na diregao do vetor v = (v,,v,) € R? no ponto (z,y) é

Fea) 1) =1@0) — (7 (e, y), v)

%(l’, y) = hthO

Se t — (x(t),y(t)) é um caminho com velocidade v(t) = (&(t),y(t)), e f(x,y) um campo
escalar, entao a regra da cadeia diz que

e @(0),y(8) = (VF (), y(0), v(D) = FE(2(8), y(t)) - & (t) + G (2(0), y(2)) - 5(2)

dt

e Considere o campo escalar f(z,y) = ((wz,wy), (z,y)), onde w = (w, w,) € R%. Mostre

que 5
Viey =w o Sy =(wv)

e que portanto o gradiente de f é constante e igual a Vf(x,y) = w.
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|2 = 2% + y2. Mostre que

Vi) =0n2) e Sly)=(en2)y).

Considere o campo escalar f(z,y) = ||(z,y)

Calcule a derivada direccional de f no ponto (2,4) na diregdo do vetor v = (3,5). Dado
o caminho t — (z(t),y(t)) = (t2,t3), calcule a derivada de f (z(t),y(t)) em ordem a t
no tempo t = 2.

Calcule as derivadas parciais de primeira e segunda ordem das seguintes fungoes, nos
dominios onde podem ser definidas:

flzy) = Va2 +y? fz,y,2) =2 + % + 22y f(z,y) =log (z° + y?)
sin(z?)
Yy

Calcule o gradiente das seguintes fungoes, nos pontos onde pode ser definido:

flay) =va2+y2+22 floy)=2"—y*  fz,y) =sin (2 +y°)

fay) == @y =ayr fla,y) = eroE

Calcule a derivada % f(r(t)) dos seguintes campos f(r) ao longo dos respetivos caminhos
t — r(t) nos tempos indicados.

f(x,y):em—i-y f(x,y)z f(xvy):xy

fla,y) =2y —ay*  te (8% t=0,
f(z,y) = zy t > (2¢' cos(t), 2¢" sin(t)) t=1,
flxy,2) =a® +y° 4 2° t — (cos(t),sin(t),t) t=m,

A temperatura do mar num ponto (x,y, z) é dada por T'(z,y, z) = 2> — xy + y22. Uma
sardinha encontra-se no ponto (3,2,1). Em que dire¢do e sentido a sardinha tem de
nadar para arrefecer mais rapidamente?

Mostre que o potencial Newtoniano ¢(z,y,2) = 1/y/22 +y2 + 22 em R3\{(0,0,0)}
satisfaz a equacgdo de Laplace

Sejam f(s) e g(s) duas fungoes reais duas vezes diferencidveis. Mostre que a fungao
w(w,t) = f(z - ct) + gla+ ct)
que descreve duas ondas viajantes com velocidades +c, satisfaz a equacdo de onda

Pu 0%
= =Cc=—.
ot? O0x?

3. (diferencial e aproximacao linear) Use a aproximacao linear

fla+dw,y+dy) = f(z,y) + G (x,y) - do + GL(x,y) - dy

para estimar os seguintes valores:

log(1.01
001,/3.999 % 3/7.99v/36.01

4. (energia cinética e sistemas conservativos) Sejam t — r(t) = (z(t),y(t)) € R? (ou t  r(t) =
(x(t),y(t), 2(t)) € R?) a trajetéria de uma particula de massa m, v(t) = r(t) a sua velocidade
e a(t) = v(t) = £(t) a sua aceleragao.
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e Calcule a derivada de t — [|r(¢)||> em ordem ao tempo t.

e Deduza que, se ||r(t)|| é constante, entdo a velocidade é ortogonal & posigao, ou seja
(v(t),x(t)) =0

e Mostre que a variagao da energia cinética é igual ao produto interno (ma(t),v(t)), ou

seja,

@ (GmIvOIP) = mag). v(o)

— | =m]|v =(m v .

dt \ 2 ’
Deduza que se a forca F = ma é ortogonal a velocidade, entao a energia cinética é
constante.

e As equacoes de Newton de um sistema conservativo dizem que
ma=F,

onde a forga F(r) = —VV(r) é o gradiente de uma uma energia potencial V(r). Verifique
que a energia

1
E(r,v) = gmllv|* + V(r)

é uma constante do movimento, ou seja, que % E(r(t),v(t)) = 0 ao longo das tra-
jectorias.
5. (gds ideal) A equagdo de estado de um gds ideal é

PV =nRT

onde p é a pressdo, V o volume, n o niimero de moles, R ~ 8.314 x 107 J/K-mol, e T é a
temperatura absoluta.

e Esboce as curvas “isotermas” (i.e. de temperatura constante) no plano P-V. Descreva
o comportamento do volume de um gas ideal ao variar a pressao, mantendo constante

a temperatura.
OPN (OV) (9T _
) or op)

6. (reta/superficie tangente) Seja By = {(z,y) € R? t.q. f(x,y) = A} uma curva de nivel do
campo escalar f(z,y), e seja (a,b) € X\ um ponto onde Vf(a,b) # 0. A reta tangente
a curva de nivel ¥y no ponto (a,b) é a reta ortogonal ao gradiente, definida pela equacao
cartesiana

e Mostre que

[(Vf(a,b), (x —a,z— b)) = 0]

e Considere as seguintes funcoes:
fay)=2*+y*  fly) =2—y>  flay) =2

fey)=ay  flay)=""  flay)=1-y-a®
fla,y.z)=a*+y* +2°  flzy,2)=2"+y*—2*  flay2)=2"+y*—2
Calcule o gradiente.
Determine a reta/superficie tangente & curva/superficie de nivel no ponto r = (1,1) (ou

r=(1,1,1)).

7. (maximos, minimos e pontos de sela) Um ponto critico do campo escalar f(x,y) é um ponto
(a,b) onde Vf(a,b) = (0,0). A matriz Hessiana do campo (de classe C?) f no ponto critico
(a,b) é a matriz simétrica

Hf(a b) — % (a7 b) aawafy (a‘7 b)
U 2Ly Ph(ab)
Oydx \"" Oy2 \7
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O ponto critico isolado (a,b) é um méximo/minimo relativo se os valores préprios da matriz
Hessiana sao os dois negativos/positivos, é um ponto de sela se a matriz Hessiana possui um
valor proprio positivo e outro negativo.

e Considere os seguintes campos
fle,y) =322 +y>  flz,y)=(z+y)®  fz,y) = sin(z) + cos(y)
fley)=(-1)y-2) [fley=E+1)"+y-3)° flay)=2>-y*+7
flay)=a+y* =3uy®  flay) =t flay)=e "
Determine os pontos criticos. Determine os maximos, minimos e os pontos de sela.

Esboce os gréficos.

e Dados os N pontos do plano Xj, Xa, ..., xy € R? (ou do espaco R"), mostre que o
ponto a € R? que minimiza a soma dos quadrados

N
Sa) = lxx —al?
k=1

é o “centro geométrico”

N
_ 1
X = —= E Xk
N
k=1
8. (minimos quadrados) Sejam y1, Y2, . . ., Yn 0s valores do observével y obtidos em n experiéncias
em correspondéncia dos valores x1,xs,...,x, do observavel z, respetivamente. Os valores

de a e B que minimizam a soma dos erros quadréticos

n

Qa,B) =D (yk — (o + Bar))? |

k=1
na hipotese de uma lei linear y = a 4 Bz, sao dados por
2

0,
f=—=" e a=7-fT,
U$$
onde
_ 1 _ 1
I:E($1+I2+"'+9§n) e y:ﬁ(yl+y2+"'+yn)
sao os valores médios de = e y, e
n n
T =) (=77 e Th,=) (=D~ )
k=1 k=1

as covariancias.

e Na seguinte amostra, obtida por Galileo, foram registadas as coordenadas (altura x e
distancia y) da trajectéria de um objecto langado com uma forca horizontal,

z 100 200 300 450 600 800 1000
y 235 337 395 451 495 534 574

Ajuste uma recta.

e Na seguinte tabela, colecionada por Jaques Cassini, foram registadas as obliquidades da
ecliptica (o angulo entre o plano equatorial da Terra e o seu plano orbital) (y + 23)° em
diferentes datas t,

t —140 —140 390 880 1070 1300 1460
y 0.853 0.856 0.500 0.583 0.567 0.533 0.500

t 1500 1500 1570 1570 1600 1656 1672 1738
y 0.473 0488 0499 0.525 0.517 0.484 0.482 0.472

Ajuste uma recta. Retire os dados anteriores ao ano 1500, e ajuste outra recta. Discuta
o resultado.
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