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1° teste

(4 wvalores) Considere a equacao diferencial
i =a2.

Determine as solugoes estaciondrias e a solugdo com condicao inicial z(0) = 1.

A tnica solugdo estaciondria de & = 22 é x(t) = 0. A solugdo de & = 22 com condigdo inicial z(0) =1 é
1
z(l) = ——
=1
definida para tempos t < 1.
(4 wvalores) Determine a solugao de
T =—t/z
com condi¢do inicial z(1) = 3.
A solugao de & = —t/x com condigao inicial z(1) = 3 pode ser determinada separando as varidveis
x "t . . .
rdr = —tdt /ydyzf/sds 22 —-32=1—-12.
3 1

O resultado é z(t) = v/10 — t2, definida para tempos [t| < v/10.

(4 wvalores) Determine a solugao de

Ii7+.'17:63t

com condigao inicial z(1) = 2.
Uma solugio ndo trivial da homogénea ¢ +vy = 0 é y(t) = e ~*. O produto =(t) = A(t)y(t) é solugdo de & + = = €3
t ]
‘ : . . 1, .
Ael=t = ¢3¢ ou seja, se A=t donde  A(t) = A\(1) + / ets~1ds = \(0) + 1 ((3/“'71 — (3‘3) .
J1
Portanto, a solugdo con condicdo inicial z(1) =

A1) =2¢é
x(t) = (2 + i (6475*1 _ 63)) ot

e

(4 wvalores) Determine a solugao de
T+2c+2x=0

com condigdes iniciais £(0) = 1 e ©(0) = —1.
A fungao z(t) = e*! é solugao de & + 22 + 2z = 0 se
(2242242t =0 ou seja, se z=—1+1.
Portanto, a solugao geral de & 4+ 2& + 22 =0 é
x(t) = ae” ! cos(t) + be !sin(t).

As condigoes iniciais z(0) = 1 e ©(0) = —1 implicam que

a = 1 londe a = 1
Cadb = -1 donde b — 0

Portanto, a solugao é z(t) = et (:()s(t).

(4 wvalores) Determine uma solucao da equacao diferencial

&+ 4z = 3sin(t) .

Uma solugao é z(t) = sin(t).
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2° teste

1. (4 valores) Resolva, usando a transformada de Laplace, o seguinte problema:
Z4+x=f(t) com z(0)=0 e x(0)=0,

onde

flt) =

0 set<1
1 set>1

A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva sao H(s) = S%H e h(t) = sin(t), respetivamente. Portanto a soluc¢ao
¢ t

' 0 se t<1 0 se t <1
z(t) = h(t —7)f(r)dr = t . =9 ;
®) /O (t =) f(r)dr { jlf sin(t —7)dr  se t>1 { 1—cos(t—1) se t>1

2. (4 wvalores) Determine a solucdo da equagao de onda
Pu Pu
o2 0z
na reta real, ou seja, com x € R, com condigoes iniciais

u(z,0) = sin(2x) e %(m,O) e,

A solug ao pode ser obtida usando a férmula de d’Alembert:

u(z,t) = % (sin(2(x —t)) +sin(2(z + t))) + %

3. (4 wvalores) Determine solugdes separaveis da EDP

2o
or ot

comzeRetelR.

Se u(z,t) = X(x)T(t), entdo tX'T + XT' = 0. Isto acontece se existe uma constante X tal que
X'=AX e T =-MT,

donde )
X(z) = ce™® e T(t) = de= /2

Portanto, solugoes separaveis da equacao sao
2 .
Ue,pu(x,t) = ke E—t7/2)

com k, A € R.



4. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da condugao de
calor

ou 0%
— —3-—= =0 em 0<z<m
ot Ox? T
com condigao inicial

u(z,0) = x,
e temperatura nula na fronteira, ou seja, com condigoes de fronteira u(0,t) = u(w,t) = 0 para cada
tempo ¢t > 0.

A série de Fourier de senos da temperatura inicial é a série de Fourier da sua extensao impar, ou seja, da funcao
definida por x em [—m, 7]. Portanto

1 1 1
u(z,0) ~ 2 <sin(;r,) b sin(2x) + 5 sin(3x) — 1 sin(4x) + .. )
e a solucao formal é

. 1 . 1 5 1 _,
u(z,t) ~ 2 ((;‘,7‘” sin(z) — 5(;71‘” sin(2z) + g(—’fz’l’ sin(3z) — 1«748/’ sin(4z) + .. )

5. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da corda vibrante

0%u P*u 0

ot? 0x?
no intervalo 0 < = < 7, com condigoes de fronteira u(0,t) = u(w,t) = 0 para cada tempo ¢ e com
condigoes iniciais

u(z,0) =0 € a7 0 caso contrario

0 —e<x<
(,;Z(sc,o):{l sea—c<z<a+e

onde 0 < a < 7w e € > 0 é suficientemente pequeno.

by, sin(nz) onde

A série de Fourier de senos da velocidade inicial é %(:1:, 0) ~> 02,

2 a+e ) 4 ) )
bp = — sin (nz) de = — sin(na) sin(ne) .
T .

a—e ™

Portanto, a solugao formal é

oo c
u(x,0) ~ — sin(na) sin(ne) sin(v/7nt) sin(nz) .

=
n=1T rn



