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1. (4 wvalores) Considere a equagio logistica
z=uz(x—1).

Determine as solugbes estaciondrias. Determine a solugado z(t) com condigao inicial z(0) = 0.3 e
calcule o limite lim;_, o, x(¢).

As solugoes estaciondrias sao z(t) = 0 e z(t) = 1. A solugao com condigao inicial z(0) = 0.3 é
e lim¢—oo z(t) = 1.

2. (4 valores) Considere a lei do arrefecimento de Newton
T=—k(T-M(@),

onde k > 0 é uma constante positiva. Determine a solu¢do T'(t) quando a temperatura do meio
ambiente é M (t) = M sin(wt), dada uma temperatura inicial 7'(0) = 0.

Uma solugao nao trivial da equagao homogénea y + ky = 0 é y(t) = ekt O produto T(t) = A(t)y(t) é solugao de
T+ kT =kM(t) se

. . t
Ae Rt = M(t) ou seja, se A = Me*! sin(wt) , donde  A(t) = A(0) + M / e sin(ws) ds .
J0O
Portanto, a solug@o con condigdo inicial T(0) = A(0) =0 é

¢
T(t) = Me™ / P sin(ws) ds .
J0

3. (4 valores) Considere a equacao do oscilador amortecido

i+c+x=0
Determine a solugao geral. Determine a solugdo com condigdes iniciais (0) =1 e ©(0) = —1.
A funcdo x(t) = e*! é solucdo de & + & + = = 0 se
(24241t =0 ou seja, se z= % + \fi

Portanto, a solugao geral de £ +& +x =0 ¢é

z(t) = ae~t/? cos ((ﬁ/Z)f) + be~t/?sin ((\@/2)1‘) .

As condigoes iniciais £(0) = 1 e (0) = —1 implicam que
a = 1 a = 1
{ f%a+§b _ 1 donde { P 7%
Portanto, a solu¢do com condicdes iniciais z(0) =1 e ©(0) = —1 é

z(t) = e t/? cos ((\/E/Q)l) - %eft/z sin ((ﬁ/Q)L) .



4. (4 valores) Considere a equagao do oscilador forgado

Z+4x=f(t).

Determine a funcao de transferéncia e a resposta impulsiva do sistema. Use a transformada de
Laplace para determinar a solugdo com condigoes iniciais triviais, ou seja, z(0) = 0 e ©(0) = 0,
quando a forca é

flt) =

0 set <3
2 set>3

A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva sao
1

H(s) = 211

1
e h(t) = 5 sin(2t),

respetivamente. Portanto a solugdo com condigoes iniciais triviais é

it ) 0 se t<3 0 se t<3
o(t) = /0 h(t =) f(7) dr = { éf: sin(2(t —7))dr se t>3 - { % (1 —cos(2(t—3))) se t>3

5. (4 wvalores) Considere o problema da corda vibrante

0%u 0%u

oz 3oz "

no intervalo 0 < z < 7, com condigoes de fronteira u(0,t) = u(m,t) = 0 para cada tempo ¢. Use as
séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema com condigoes iniciais

x se 0 <z <m/2 ou

u(x,O)z{ e Zz0)=1.

T—x sem/2<x<T ot

A série de Fourier de senos do deslocamento inicial é a série de Fourier da fungao Z(z) (formuldrio, pdgina 39 das
folhas préticas), ou seja,

4 1 1 1
u(z,0) ~ - <sin(.T,) a sin(3x) + o5 sin(5x) — T sin(7x) + >
n+1
4 —1)"T
~ = Z % sin(nx)
™ n

n impar

A série de Fourier de senos da velocidade inicial é a série de Fourier da funcdo 20(z) — 1 (formuldrio, pagina 39 das
folhas préticas), ou seja,

1|

1 1 1
u(z,0) ~ (sin(a:) + B sin(3z) + _ sin(5z) + ~ sin(7z) + )
: 5 7

1
Z — sin(nz)
n

n impar

1|~

T

Portanto, a solugao formal é

4 (—1)" : 1, .
u(x,t) ~ - Z <n2 cos(V3nt) + a2 sin(v/3 m‘)) sin(nx) .

n impar



