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1 Equações diferenciais ordinárias

1. (equações diferenciais ordinárias) Uma equação diferencial ordinária (EDO) de primeira or-
dem é uma “lei”

ẋ = v(t, x)

para a trajectória t 7→ x(t) no espaço de fase X ⊂ R (ou Rn) de um sistema dinâmico, onde
ẋ = dx

dt denota a derivada do observável/is x em ordem ao tempo t, e v(t, x) é um campo de
direcções (uma recta com declive v(t, x) para cada ponto (t, x) ∈ R×X). Se v : X → R (ou
Rn) é um campo de vectores no espaço de fase X, então a equação ẋ = v(x) é dita autónoma.

Uma solução da EDO é um caminho diferenciável t 7→ x(t) cuja velocidade é ẋ(t) = v(t, x(t))
para cada tempo t num certo intervalo, ou seja, uma função cujo gráfico Γ é tangente ao
campo de direcções em cada ponto (t, x(t)) ∈ Γ. Uma solução local da EDO com condição
inicial x(t0) = x0 (ou solução do “problema de Cauchy”) é uma solução definida numa
vizinhança de t0, cujo gráfico passa pelo ponto (t0, x0).

O teorema de Peano afirma que, se o campo v(t, x) é cont́ınuo, então existem sempre soluções
locais do problema de Cauchy. O teorema de Picard afirma que, se o campo v(t, x) é suficien-
temente regular (cont́ınuo, e localmente Lipschitziano1 (por exemplo, diferenciável de classe
C1) na variável x), então para cada ponto (t0, x0) passa uma única solução com condição
inicial x(t0) = x0.

As soluções constantes, x(t) = x ∀t ∈ R, são ditas soluções de equiĺıbrio, ou estacionárias.

A EDO de ordem k
dky

dtk
= F

(
t, y, ẏ, ÿ, ...,

dk−1y

dtk−1

)
,

para o observável y(t) ∈ R é equivalente à EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem

ẋ = v (t, x)

para o observável x = (x0, x1, x2, ..., xk−1) ∈ Rk definido por

x0 = y x1 = ẏ x2 = ÿ ... xk−1 =
dk−1y

dtk−1
,

onde o campo de direcções é v(t, x) = (x1, x2, ..., xk−1, F (t, x0, x1, x2, ..., xk−2, xk−1)).

• Esboce o campo de direcções e (quando autónoma) o campo de vectores das EDOs

ẋ = t ẋ = −x ẋ = x− 1 ẋ = x+ t

ẋ = x(1− x) ẋ = (x− 1)(x− 2)(x− 3) ẋ = (x− 1)2(x− 2)2

e conjecture sobre o comportamento qualitativo das soluções.

• A função x(t) = t3 é solução da equação diferencial ẋ = 3x2/3 com condição inicial
x(0) = 0 ? E a função x(t) = 0 ?

2. (o exponencial) Considere a EDO
ẋ = x

• Verifique que x(t) = x0e
t é uma solução com condição inicial x(0) = x0.

• Mostre que, se y(t) é uma solução com condição inicial y(0) = x0, então o quociente
y(t)/et é constante e igual a x0. Deduza a unicidade das soluções do problema de
Cauchy.

1A função f : U → Rm é Lipschitziana no domı́nio U ⊂ Rn se

∃L > 0 t.q. ‖f(x)− f(y)‖ ≤ L · ‖x− y‖ ∀x, y ∈ U .
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3. (sistemas conservativos: Newton, Lagrange, Hamilton) Considere a equação de Newton

mq̈ = F

para a trajectória t 7→ q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t)) ∈ R3 de uma part́ıcula de massa m num
campo de forças conservativo F (q) = −∇V (q), onde V (q) é um(a energia) potencial.

• Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)2

E(q, q̇) =
1
2
m‖q̇‖2 + V (q)

é uma constante do movimento, ou seja, que d
dtE(q(t), q̇(t)) = 0 ao longo das trajectórias.

• Verifique que a equação de Newton é equivalente às equações de Euler-Lagrange3

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi
i = 1, 2, 3

onde a Lagrangiana do sistema é

L (q, q̇) =
1
2
m‖q̇‖2 − V (q) .

• O vector p = mq̇, de coordenadas pi = ∂L/∂q̇i, é dito momento (linear). O espaço
R3 ×R3, com coordenadas (q, p), é dito espaço de fase do sistema mecânico. Verifique
que a equação de Newton é equivalente às equações de Hamilton

q̇i =
∂H

∂pi
ṗi = −∂H

∂qi
i = 1, 2, 3

onde a Hamiltoniana do sistema é a “transformada de Legendre” da Lagrangiana, defi-
nida por

H (q, p) = sup
v

(p · v − L(q, v))

=
1

2m
‖p‖2 + V (q) .

• Mostre que a Hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que d
dtH(q(t), p(t)) =

0 ao longo das trajectórias. Deduza que as órbitas do sistema no espaço de fase estão
contidas nas curvas/superf́ıcies de ńıvel H(q, p) = c da Hamiltoniana.

4. (lei de Hooke) Esboce o retrato de fase (ou seja, algumas órbitas no espaço de fase) de uma
part́ıcula sujeita à lei de Hooke

mq̈ = −k2q .

5. (pêndulo matemático) Esboce o retrato de fase de um pêndulo matemático

θ̈ = −ω2 sin(θ) .

2A norma (Euclidiana) de um vector x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn é

‖x‖ =
p
〈x, x〉 =

q
x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n , onde x · y = 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn

é o produto interno (Euclidiano) em Rn.
3As trajectórias são extremos locais da acção, o funcional

S =

Z t1

t0

L(q(t), q̇(t))dt

definido no espaço dos caminhos com condições de fronteira q(t0) = q0 e q(t1) = q1.
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6. (simulações: método de Euler) Considere o problema de simular as soluções da EDO

ẋ = v(t, x) .

O método de Euler consiste em utilizar recursivamente a aproximação linear

x(t+ dt)− x(t) ' v(t, x) · dt ,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solução x(t0 +n ·dt) com condição
inicial x(t0) = x0, é estimada pela sucessão (xn) definida recursivamente por

xn+1 = xn + v(tn, xn) · dt

onde tn = t0+n·dt. Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximação
de x(t), dado x(t0) = x, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

}

• Considere a equação diferencial
ẋ = x

com condição inicial x(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ε, então o método de Euler
fornece a aproximação

x(t) ' (1 + ε)n

onde n ' t/ε é o número de passos. Deduza que, no limite quando o passo ε → 0, as
aproximações convergem para a solução et, pois

lim
ε→0

(1 + ε)t/ε = lim
n→∞

(
1 +

t

n

)n
• Simule a solução da EDO ẋ = (1− 2t)x com condição inicial x(0) = 1. Compare o

resultado com o valor exacto x(t) = et−t
2
, usando passos diferentes, por exemplo 0.01,

0.001, 0.0001 ...

• Aproxime, usando o método de Euler, a solução do oscilador harmónico

q̇ = p
ṗ = −q

com condição inicial q(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de q(1) com o valor exacto
q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

7. (simulações: método RK-4) O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solução
de

ẋ = v(t, x) com condição inicial x(t0) = x0

consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(t0 + n · dt) com a sucessão xn definida
recursivamente por

xn+1 = xn + dt
6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

onde os coeficientes ki são definidos recursivamente por

k1 = v(tn, xn) k2 = v
(
tn + dt

2 , xn + dt
2 · k1

)
k3 = v

(
tn + dt

2 , xn + dt
2 · k2

)
k4 = v(tn + dt, xn + dt · k3)

e tn = t0 + n · dt.

• Implemente um código para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.
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2 EDOs autónomas e separáveis

1. (integração de EDOs simples) O teorema fundamental do cálculo4 implica que a solução de
uma EDO simples

ẋ = v(t)

com condição inicial x(t0) = x0 é determinada por meio de uma integração, ou seja,

ẋ = v(t) , x(t0) = x0 ⇒ x(t) = x0 +
∫ t
t0
v(s)ds

• Mostre que, se x(t) é solução de ẋ = v(t), então também x(t) + c é solução, ∀c ∈ R.
• Integre as seguintes EDOs, definidas em oportunos domı́nios.

ẋ = 2 sin(t) ẋ = e−t ẋ = cos(3t) ẋ = 1/t

2. (queda livre) A queda livre de uma part́ıcula próxima da superf́ıcie terrestre é modelada pela
equação de Newton

mr̈ = −mg
onde r é a altura, m é a massa da part́ıcula, g ' 9.8 m/s2 é a aceleração da gravidade
próximo da superf́ıcie terrestre, e r̈ denota a segunda derivada de r em ordem ao tempo t.

• Escreva a solução geral desta equação.
• Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,

com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra após 1 segundo e determine o
tempo necessário para a pedra atingir o chão.

• Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

• Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. (EDOs autónomas) Considere o problema de determinar a solução da EDO autónoma

ẋ = v(x)

com condição inicial x(t0) = x0. Se x0 é um ponto singular de v(x), i.e. se v(x0) = 0, então
x(t) = x0 é uma solução estacionária (ou de equiĺıbrio) da equação. Se x0 não é um ponto
singular, i.e. se v(x0) 6= 0, então uma solução local é determinanda separando as variáveis,
dx
v(x) = dt, e integrando os dois membros,

∫
dx
v(x) =

∫
dt. Ou seja,

ẋ = v(x) , x(t0) = x0 ⇒
{

x(t) = x0 se v(x0) = 0∫ x
x0

dy
v(y) = t− t0 se v(x0) 6= 0

• Mostre que, se x(t) é solução de ẋ = v(x), então também x(t− c) é solução, ∀c ∈ R.
• Considere as seguintes EDOs de primeira ordem

ẋ = −3x ẋ = x− 1 ẋ = ex ẋ =
√
x

ẋ = (x− 1)(x− 2) ẋ = ex ẋ = (x− 1)(x− 2)(x− 3)

Encontre, caso existam, as soluções estacionárias.
Desenhe os respectivos campos de direcções e conjecture sobre o comportamento das
soluções.
Integre, quando posśıvel, as equações e calcule soluções. Determine umas fórmulas
para a solução do problema de Cauchy com condição inicial x(t0) = x0 e esboce a
representação gráfica de algumas das soluções encontradas.

4A solução do anagrama

6accdae13eff7i3l9n4o4qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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4. (decaimento radioactivo) A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional à quan-
tidade de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N(t) de matéria radioactiva
existente no instante t satisfaz a EDO de primeira ordem

Ṅ = −βN ,

onde o parâmetro 1/β > 0 é a “vida média” dos núcleos5.

• Determine a solução do problema de Cauchy com condição inicial N(0) = N0.

• O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necessário até a quantidade
de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, ou seja, o tempo T tal que N(T ) =
1
2N(0). Determine a relação entre o tempo de meia-vida T e o parâmetro β, e mostre
que o tempo de meia-vida não depende da quantidade inicial N(0).

• O radiocarbono 14C (que decai segundo 14
6 C → 14

7 N + e− + νe) tem vida média 1/β '
8033 anos. Mostre como datar um fóssil, sabendo que a proporção de radiocarbono num
ser vivente é fixa e conhecida6.

• Se a radiação solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
α, então a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

Ṅ = −βN + α .

Verifique que a solução de equiĺıbrio é N = α/β. Mostre que N(t) → N quando
t→∞, independentemente da condição inicial N(0) (use a mudança de variável x(t) =
N(t)−N).

5. (crescimento exponencial) O crescimento de uma população num meio ambiente ilimitado
segue a EDO de primeira ordem

Ṅ = λN

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante t, e λ > 0 (se α é a taxa de
natalidade e β é a taxa de mortalidade, então λ = α− β).

• Determine a solução com condição inicial N(0) = N0 > 0. O que acontece quando
t→∞?

• Se a população de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentará em duas horas?

• Se de uma população que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa
constante γ, então

Ṅ = λN − γ

Determine o estado estacionário, e discuta o comportamento assimptótico das outras
soluções.

6. (loǵıstica) Um modelo mais realista da dinâmica populacional é dado pela equação loǵıstica7

Ṅ = λN(1−N/Nmax)

onde a constante positiva Nmax é a população máxima permitida num dado meio limitado.
Note que, tal como antes, Ṅ ' λN se N � Nmax, e que Ṅ → 0 quando N → Nmax.

• Seja x(t) = N(t)/Nmax a população relativa. Mostre que a função x(t) satisfaz a equação
loǵıstica “adimensional”

ẋ = λx(1− x)
5O tempo de vida de cada núcleo é modelado por uma variável aleatória exponencial X, com lei P(X ≤ t) =

1− e−βt, se t ≥ 0, e média EX = 1/β. A equação diferencial, quando a quantidade N de núcleos é grande, é uma
consequência da lei dos grandes números.

6J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.

7Pierre François Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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• Determine as soluções de equiĺıbrio da equação loǵıstica.

• Verifique que a solução com condição inicial x(0) = x0 ∈ (0, 1) é

x(t) =
1

1 +
(

1
x0
− 1
)
e−λt

,

• Discuta o comportamento assimptótico das soluções da equação loǵıstica.

7. (crescimento super-exponencial) Um outro modelo de dinâmica populacional em meio ilimi-
tado é

Ṅ = αN2.

• Determine soluções da equação.

• Note que as soluções que determinou não estão definidas para toda a recta real: este
modelo prevê uma catástrofe (população infinita) após um intervalo de tempo finito!

8. (EDOs separáveis) A solução de uma EDO separável

ẋ =
f(x)
g(t)

com condição inicial x(t0) = x0, se f(x0) 6= 0 e g(t0) 6= 0, é dada em forma impĺıcita por

ẋ = f(x)/g(t) , x(t0) = x0 ⇒
∫ x
x0

dy
f(y) =

∫ t
t0

ds
g(s)

• Resolva as seguintes EDOs separáveis definidas em oportunos domı́nios.

ẋ = tx3 tẋ+ t = t2 ẋ = t3/x2 xẋ = ex+3t2t

ẋ =
t− 1
x2

x− 1
t

ẋ+
x− x2

t2
= 0

dy

dx
= −x

y(
t2 + 1

)
ẋ = 2tx ẋ = t

(
x2 − x

)
ẋ = et−x ,

9. (EDOs homogéneas) Uma EDO homogénea

ẋ = v(t, x) com v(λt, λx) = v(x, t) ∀λ > 0 ,

é transformada numa EDO separável com a mudança de variável y(t) = x(t)/t, i.e.

ẋ = v(1, x/t) ⇒ y + tẏ = v(1, y)

• Seja
ẋ = v(t, x)

uma EDO homogénea, ou seja tal que v(t, x) = v(λt, λx) para todo o λ > 0. Mostre
que se ϕ(t) é uma solução então também φ(t) = λϕ (t/λ) é uma solução.
Seja ϕ(t) uma solução tal que ϕ(1) = 5 e ϕ(2) = 7. Se φ(t) é uma outra solução tal que
φ(3) = 15, quanto vale φ(6)?

• Resolva as seguintes EDOs homogéneas

ẋ = −t/x ẋ =
x− t
x+ t

ẋ = 1 + x/t

ẋ = x/t ẋ = 2
t

x
ex/t +

x

t

dy

dx
= y/x+ sin(y/x) ,

definidas em oportunos domı́nios, e esboce a representação gráfica de algumas das
soluções.
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10. (fazer modelos) Escreva equações diferenciais que modelem cada uma das seguintes situações.
O que pode dizer sobre as soluções?

• A taxa de variação da temperatura de uma chávena de chá no instante t é proporcional
à diferença entre a temperatura do ar e a temperatura do chá no instante t.

• A taxa de variação do número de elementos de uma população de cogumelos no instante
t é proporcional à raiz quadrada do número de elementos da população no instante t.

• A velocidade de um foguetão no instante t é inversamente proporcional à altura atingida
no instante t.

• A taxa de crescimento da massa de um cristal cúbico é proporcional à sua superf́ıcie.

11. (reacções qúımicas simples) Considere a reacção

A
←→ B

entre duas espécies qúımicas A e B. Assuma que as velocidades8 sejam dadas por v→ = k→[A]
e v← = k←[B], onde [A] e [B] são as concentrações de A e B, respectivamente, e k→ e k←
são constantes. No equiĺıbrio, as concentrações verificam

[B]e/[A]e = k→/k← .

• Mostre que x = [A]− [A]e satisfaz a equação diferencial

ẋ = −(k→ + k←)x

e calcule x(t) dado um valor inicial x(0).

• Mostre como estimar as velocidades de reacção, k→ e k←, utilizando as observações de
[A]t e [B]t.

8Segundo a lei de acção das massas, “numa dada temperatura, a velocidade de uma reacção qúımica é propor-
cional ao produto das concentrações molares dos reagentes, elevadas a expoentes iguais aos respectivos coeficientes
da equação qúımica balanceada”. Por exemplo, a velocidade da reação

aA+ bB + ...→ xX + yY + ...

é dada por
v→ = K→T [A]a[B]b...

onde [A], [B], ... são as concentrações molares de A, B, ... , e K→T é uma constante (que pode depender da

temperatura T , por exemplo, segundo a lei de Arrhenius KT = Ae−E/RT , com A e E constantes). A velocidade
da reação inversa

aA+ bB + ...← xX + yY + ...

é
v← = K←T [X]x[Y ]y ...

Então no equiĺıbrio as concentrações satisfazem a lei

[A]a[B]b...

[X]x[Y ]y ...
= KT

onde KT = K←T /K→T .
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3 EDOs lineares de primeira ordem

1. (EDOs lineares de primeira ordem) A solução de uma EDO linear de primeira ordem

ẋ+ p(t)x = q(t) ,

com condição inicial x(t0) = x0, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar
uma solução não-trivial y(t) da equação homogénea associada ẏ + p(t)y = 0, substituir a
conjectura x(t) = λ(t)y(t) na equação não-homogénea e resolver para λ(t). O resultado é

ẋ+ p(t)x = q(t) , x(t0) = x0 ⇒ x(t) = e
−

R t
t0
p(u)du

(
x0 +

∫ t
t0
e

R s
t0
p(u)du

q(s)ds
)
.

• Mostre que se x1(t) e x2(t) são duas soluções da EDO linear de primeira ordem ẋ +
p(t)x = q(t), então a diferença y(t) = x1(t)−x2(t) é uma solução da equação homogénea
associada, ẏ + p(t)y = 0.

• Determine a solução geral das EDOs lineares de primeira ordem

2ẋ− 6x = e2t ẋ+ 2x = t ẋ+ x/t2 = 1/t2 ẋ+ tx = t2

definidas em oportunos intervalos da recta real.

• Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2ẋ− 3x = e2t t ∈ (−∞,∞) com x(0) = 1

ẋ+ x = e3t t ∈ (−∞,∞) com x(1) = 2

tẋ− x = t3 t ∈ (0,∞) com x(1) = 3

ẋ+ tx = t3 t ∈ (−∞,∞) com x(0) = 0

dr/dθ + r tan θ = cos θ t ∈ (−π/2, π/2) com r(0) = 1

2. (queda livre com atrito) Um modelo mais realista da queda livre de uma part́ıcula próxima
da superf́ıcie terrestre deve ter em conta a resistência do ar. A resistência é modelada como
sendo uma força −kṙ proporcional e contrária à velocidade, assim a equação de Newton
escreve-se mr̈ = −kṙ −mg, onde k é uma constante positiva. Chamando v = ṙ a velocidade
da part́ıcula, somos levados a EDO

mv̇ = −kv −mg

• Resolva o problema de Cauchy com condição inicial v(0) = 0.

• Mostre que a velocidade v tende para um valor assimptótico quando t → ∞, indepen-
dentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

• Utilize a solução encontrada para determinar a trajectória r(t) com condição inicial
r(0) = s.

3. (circuito RL) A corrente I(t) num circuito RL, de resistência R e indutância L, é determinada
pela EDO

Lİ +RI = V (t)

onde V (t) é a tensão que alimenta o circuito.

• Escreva a solução geral como função da corrente inicial I(0) = I0.

• Resolva a equação para um circuito alimentado com tensão constante V (t) = E. Esboce
a representação gráfica de algumas das soluções e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.
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• Resolva a equação para um circuito alimentado com uma tensão alternada V (t) =
E sin(ωt). Verifique que a solução com I(0) = 0 é

I(t) =
E√

R2 + ω2L2
sin (ωt− φ) +

EωL

R2 + ω2L2
e−

R
L t

onde φ é uma fase que depende de ω, L e R.

4. (lei do arrefecimento de Newton) A temperatura T (t) no instante t de um corpo num meio
ambiente cuja temperatura no instante t é M(t) segue a lei do arrefecimento de Newton

Ṫ = −k (T −M(t))

onde k é uma constante positiva (que depende do material do corpo).

• Escreva a solução geral como função da temperatura inicial T (0) = T0 e de M(τ) com
0 ≤ τ ≤ t.

• Determine a solução assimptótica (ou seja, quando t é grande) T (t) quando M(t) =
M sin(ωt).

• Resolva a equação quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M(t) =
M . Esboce a representação gráfica de algumas das soluções e diga o que acontece para
grandes intervalos de tempo.

• Uma chávena de café, com temperatura inicial de 100oC, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20oC. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60oC em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessário para o café atingir a
temperatura de 40oC.

5. (equações de Bernoulli) Uma EDO da forma

ẋ+ P (t)x = Q(t)xn,

onde P e Q são funções cont́ınuas num intervalo I e com n 6= 0 ou 1 (caso contrário trata-se
de uma normal equação linear da primeira ordem), é dita equação de Bernoulli.

• Verifique que x(t) = 0 é uma solução de equiĺıbrio da equação de Bernoulli.

• Seja k = 1 − n. Mostre que x(t) é uma solução positiva da equação de Bernoulli com
condição inicial x(t0) = x0 > 0 sse a função y(t) = x(t)k é uma solução da EDO linear

ẏ + kP (t)y = kQ(t)

com condição inicial y(t0) = (x0)1/k.

• Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equações de Bernoulli:

ẋ+ x = x2 (cos t− sin t) t ∈ (−∞,∞) com x(1) = 2

tẋ+ et
2
x = x2 log t t ∈ (0,∞) com x(3) = 0

ẋ− x/t = t
√
x t ∈ (0,∞) com x(1) = 1
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4 EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes cons-
tantes

1. (EDOs de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes) Soluções da EDO ho-
mogénea

ẍ+ 2αẋ+ βx = 0

podem ser determinadas usando a conjectura x(t) = ezt. Se z± = −α ±
√
α2 − β são as

raizes do polinómio caractéristico z2 + 2αz + β, então duas soluções independentes são

e−αtekt , e−αte−kt raizes reais e distintas z± = −α± k
e−αt cos(ωt) , e−αt sin(ωt) raizes complexas conjugadas z± = −α± iω

e−αt , te−αt raiz dupla z± = −α

• Determine a solução geral das seguintes EDOs homogéneas:

ẍ− 2x = 0 ẍ+ π2x = 0 3ẍ+ ẋ = 0 ẍ− ẋ = 0

ẍ+ 2ẋ− x = 0 ẍ+ 2ẋ+ x = 0 ẍ+ 4ẋ+ 5x = 0 ẍ− 4ẋ+ x = 0 .

• Resolva os seguintes problemas de Cauchy:

ẍ+ 2x = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 2

ẍ+ ẋ = 0 com x(0) = 1 e ẋ(0) = 0

ẍ+ 4ẋ+ 5x = 0 com x(0) = 2 e ẋ(0) = −1

ẍ− 17ẋ+ 13x = 0 com x(3) = 0 e ẋ(3) = 0

ẍ− 2ẋ− 2x = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 9

ẍ− 4ẋ− x = 0 com x(1) = 2 e ẋ(1) = 1 .

• Determine umas equações diferenciais de segunda ordem que admitem como soluções os
seguintes pares de funções:

e2t e e−2t , e−t sin(2πt) e e−t cos(2πt) , sinh(t) e cosh(t) ,

e−3t e te−3t , sin(2t+ 1) e cos(2t+ 2) , 3 e 5t .

2. (oscilador harmónico) Considere a equação do oscilador harmónico

q̈ = −ω2q .

• Determine a solução com condição inicial q(0) = q0 e q̇(0) = v0, mostre que é periódica
e determine o peŕıodo das oscilações.

• Mostre que a solução pode ser escrita nas formas

q(t) = A sin (ωt+ ϕ) ou A cos (ωt+ φ) ,

onde a amplitude A e as fases ϕ e φ dependem dos dados iniciais q0 e v0.

• Mostre que a energia

E(q, q̇) =
1
2
q̇2 +

1
2
ω2q2

é uma constante do movimento, ou seja que se q(t) é uma solução do oscilador harmónico
então d

dtE (q(t), q̇(t)) = 0 para todo o tempo t.

• Determine a energia em quanto função da amplitude e da frequência das oscilações.

• Esboce as curvas de fase no plano q-q̇.
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3. (part́ıcula numa montanha) Considere a equação de Newton

mq̈ = k2q ,

que descreve uma part́ıcula de massa m num potencial U(q) = − 1
2k

2q2.

• Determine a solução geral.

• Existem soluções de equiĺıbrio? Existem outras órbitas periódicas ou limitadas?

4. (oscilações amortecidas) Considere a equação das oscilações amortecidas

q̈ = −2αq̇ − ω2q ,

onde α > 0 é um coeficiente de atrito.

• Resolva a equação, esboce algumas soluções e discuta os casos
α2 < ω2 (amortecimento sub-cŕıtico),
α2 = ω2 (amortecimento cŕıtico),
e α2 > ω2 (amortecimento super-cŕıtico).

• Mostre que a energia

E(q, q̇) =
1
2
q̇2 +

1
2
ω2q2

não é uma constante do movimento.

• O que acontece quando α é negativo?

5. (equação de Schrödinger estacionária) Considere a equação de Schrödinger estacionária

− ~2

2m
d2Ψ
dx2

= EΨ

para a função de onda Ψ(x) de uma part́ıcula livre, onde m é a massa da part́ıcula, ~ = h/2π
é a constante de Planck reduzida, h ' 6.262...× 10−34 J·s. Determine para quais valores E
da energia existem soluções não triviais da equação no intervalo x ∈ [0, `] com condições de
fronteira Ψ(0) = 0 e Ψ(`) = 0 (part́ıcula numa caixa).

6. (equações equidimensionais) Uma equação diferencial da forma

ax2 d
2y

dx2
+ bx

dy

dx
+ cy = 0

é dita equidimensional (é invariante pela transformação x 7→ λx com λ > 0).

• Mostre que a substituição x = et transforma a equação equidimensional para y(x) numa
equação com coeficientes constantes para z(t) = y(x(t)).

• Resolva a equação

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
− 4y = 0 ,

na semirecta x > 0.

7. (variação dos parâmetros) Uma solução particular da EDO

ẍ+ 2αẋ+ βx = r(t)

é dada por
z(t) = λ+(t)φ+(t) + λ−(t)φ−(t)

onde
λ+(t) = −

∫
φ−(t) r(t)

Wφ+,φ− (t)dt , λ−(t) =
∫
φ+(t) r(t)

Wφ+,φ− (t)dt ,

φ+(t) e φ−(t) são duas soluções independentes da equação homogénea ÿ + 2αẏ + βy = 0, e
Wφ+,φ−(t) = φ+(t)φ̇−(t)− φ̇+(t)φ−(t) é o Wronskiano.
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• Determine uma solução particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos
domı́nios, utilizando o método de variação dos parâmetros:

ẍ+ x = 1/ sin(t) ẍ+ 2ẋ+ x = e−t ẍ+ 4ẋ+ 4x = e−2t log t .

ẍ+ x =
sin(t)

cos2(t)
ẍ+ x = tan(t) ẍ− 4ẋ+ 8x =

e2t

cos(2t)
.

8. (coeficientes indeterminados) O método dos coeficientes indeterminados permite determinar
soluções particulares de uma EDO linear

ẍ+ αẋ+ βx = r(t)

quando o segundo membro pertence a álgebra gerada por polinómios, exponenciais, senos e
cosenos, ou seja, quando r(t) é uma combinação linear de termos

tk · eρt · (cos(ωt) ou sin(ωt))

A conjectura para uma solução particular é

z(t) = p(t) · eρt · (c1 cos(ωt) + c2 sin(ωt))

onde p(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ ant

n é um polinómio de grau n ≤ k + 2.

• Determine a solução geral das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coefici-
entes indeterminados.

ẍ+ x = t ẍ− ẋ = t2 ẍ+ 4ẋ+ 3x = t2 − 1 ẍ− 4x = e−2t

ẍ+ 2ẋ+ x = t3e−t + et ẍ+ x = sin(t) ẍ+ 4x = 2t cos(t)

ẍ+ 9x = sin(πt) ẍ+ 4x = cos(2t) ẍ− 4x = te−2t ẍ+ 4x = te−t cos(2t) .

9. (representação integral da resposta de um oscilador) Mostre que uma solução particular da
equação

ẍ+ ω2x = r(t) é x(t) =
1
ω

∫ t

0

r(τ) sin (ω(t− τ)) dτ ,

e que uma solução particular da equação

ẍ− k2x = r(t) é x(t) =
1
k

∫ t

0

r(τ) sinh (k(t− τ)) dτ .

10. (part́ıcula num campo de forçãs dependente do tempo) Considere a equação de Newton

mq̈ = −2αq̇ + F (t)

de uma part́ıcula de massa m sujeita a uma força F (t), onde α ≥ 0 é um coeficiente de atrito.
Sabendo que q(0) = q0 e q̇(0) = v0, determine a trajectória quando a força é

• F (t) = g, ou seja, constante,

• F (t) = 3− t2,

• F (t) = F0 cos(γt),

• F (t) =
∑n
i=1 Fi cos(γit).

11. (oscilações forçadas) Considere a equação das oscilações forçadas

q̈ = −ω2q + F (t) .

onde a força é F (t) = F0 cos(γt).

• Determine a solução geral da equação quando γ2 6= ω2.
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• Mostre que a solução quando γ2 = ω2 (frequência ressonante) é

q(t) = A sin (ωt+ ϕ) +
F0

2ω
t sin (ωt) .

onde a amplitude A e a fase ϕ dependem dos dados iniciais.

12. (oscilações forçadas amortecidas) Considere a equação das oscilações forçadas amortecidas

q̈ = −2αq̇ − ω2q + F (t) ,

onde α > 0 e a força é F (t) = F0 cos(γt).

• Mostre que, se α2 < ω2 (ou seja, se o sistema não forçado é sub-cŕıtico), a solução geral
é

q(t) = Ae−αt sin
(√

ω2 − α2t+ ϕ
)

+
F0√

(ω2 − γ2)2 + 4α2γ2

sin (γt+ φ) ,

onde a amplitude A e as fases ϕ e φ dependem dos dados iniciais. A primeira parcela da
solução representa um regime transitório (transiente), desprezável para grandes valores
do tempo. A segunda é dita solução estacionária, e representa a resposta sincronizada,
mas desfasada, do sistema à força periódica. A função

R(γ) =
1√

(ω2 − γ2)2 + 4α2γ2

é dita curva de ressonância do sistema, pois representa o factor de proporcionalidade
entre a amplitude da força e a amplitude da resposta.

• Esboce o gráfico da curva de ressonância. Mostre que a curva de ressonância R(γ) atinge
um máximo para o valor

γr =
√
ω2 − 2α2

da frequência, chamada frequência de ressonância.

• Determine a solução estacionária quando a força é uma sobreposição

F (t) =
n∑
i=1

Fi cos(γit) .

• Discuta também os casos α2 = ω2 e α2 > ω2.

13. (circuito RLC) A corrente I(t) num circuito RLC, de resistência R, indutância L e capacidade
C, é determinada pela EDO

LÏ +Rİ +
1
C
I = V̇ ,

onde V (t) é a tensão que alimenta o circuito.

• Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensão constante V (t) = V0,
e esboce as soluções.

• Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensão alternada V (t) =
V0 sin(γt) (compare com a equação das oscilações forçadas amortecidas).

• Determine a frequência de ressonância do circuito.
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Formulário primitivas

(função) (“uma” primitiva)

f(x) = F ′(x)
∫
f(x)dx = F (x)

(por substituição) f(y(x))y′(x)
∫
f(y(x))y′(x)dx =

∫
f(y)dy

(por partes) f(x)g′(x)
∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx

(constantes) λ
∫
λdx = λx

(potências, α 6= −1) xα
∫
xαdx = 1

α+1x
α+1

(logaritmo) 1/x
∫
dx
x = log |x|

(exponencial) ex
∫
exdx = ex

(seno) sin(x)
∫

sin(x)dx = − cos(x)

(coseno) cos(x)
∫

cos(x)dx = sin(x)

(tangente) 1
cos2(x)

∫
dx

cos2(x) = tan(x)

(cotangente) 1
sin2(x)

∫
dx

sin2(x)
= −cotan(x)

(arco cujo seno) 1√
1−x2

∫
dx√
1−x2 = arcsin(x)

(arco cuja tangente) 1
1+x2

∫
dx

1+x2 = arctan(x)

(exponencial × seno) eαx sin(βx)
∫
eαx sin(βx)dx = eαx(α sin(βx)−β cos(βx))

α2+β2

(exponencial × coseno) eαx cos(βx)
∫
eαx cos(βx)dx = eαx(α cos(βx)+β sin(βx))

α2+β2

(coseno × coseno, n2 6= m2) cos(nx) cos(mx)
∫

cos(nx) cos(mx)dx = sin((n+m)x)
2(n+m) + sin((n−m)x)

2(n−m)

(seno × seno, n2 6= m2) sin(nx) sin(mx)
∫

sin(nx) sin(mx)dx = − sin((n+m)x)
2(n+m) − sin((n−m)x)

2(n−m)

(seno × coseno, n2 6= m2) sin(nx) cos(mx)
∫

sin(nx) cos(mx)dx = − cos((n+m)x)
2(n+m) − cos((n−m)x)

2(n−m)

(x × coseno, n 6= 0) x cos(nx)
∫
x cos(nx)dx = cos(nx)

n2 + x sin(nx)
n

(x × seno, n 6= 0) x sin(nx)
∫
x sin(nx)dx = sin(nx)

n2 − x cos(nx)
n

(xk × coseno, n 6= 0) xk cos(nx)
∫
xk cos(nx)dx = xk sin(nx)

n − k
n

∫
xk−1 sin(nx)dx

(xk × seno, n 6= 0) xk sin(nx)
∫
xk sin(nx)dx = −x

k cos(nx)
n + k

n

∫
xk−1 cos(nx)dx
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5 Transformada de Laplace

1. (transformada de Laplace) Seja f : [0,∞) → R uma função seccionalmente cont́ınua e de
ordem exponencial9 m. A transformada de Laplace de f(t) é a função L{f(t)} (z) = F (z),
definida pelo integral impróprio

F (z) =
∫∞

0
e−ztf(t)dt

F (z) é holomorfa no domı́nio <(z) > m onde o integral é absolutamente convergente. A
restrição de F (z) à recta real, ou seja em s = <(z) > m, é denotada por F (s).

• Verifique as seguintes propriedades elementares da transformada de Laplace

L{λf(t) + µg(t)} (s) = λL{f(t)} (s) + µL{g(t)} (s) ∀λ, µ ∈ R , com s > m ,

L{f(λt)} (s) =
1
λ
L{f} (s/λ) ∀λ > 0 , com s > λm .

L
{
ektf(t)

}
(s) = L{f} (s− k) ∀ k ∈ R , com s > m+ k .

• Verifique as seguintes fórmulas para as transformadas de Laplace das funções elementa-
res: 10

L{1} (s) =
1
s

L{t} (s) =
1
s2

... L{tn} (s) =
n!
sn+1

com s > 0 .

L
{
ekt
}

(s) =
1

s− k
com s > k

L{sin(ωt)} (s) =
ω

s2 + ω2
e L{cos(ωt)} (s) =

s

s2 + ω2
com s > 0 .

L{ua(t)} (s) =
e−as

s
com s > 0

• Verifique que a transformada de Laplace da potência f(t) = tq, com q ≥ 0, é

L{tq} (s) =
Γ(q + 1)
sq+1

com s > 0 ,

onde a função Gama é definida pelo integral impróprio

Γ(z) =
∫ ∞

0

e−ttz−1dt em <(z) > 0

Mostre que Γ(z + 1) = z · Γ(z), e que Γ(1) = 1. Deduza que Γ extende o factorial, ou
seja, Γ(n+ 1) = n! se n = 0, 1, 2, 3, ....

2. (transformada de Laplace de funções periódicas) Se f : [0,∞[ → R é uma função seccional-
mente cont́ınua e periódica de peŕıodo T então a sua transformada de Laplace é

L{f(t)} (s) = FT (s)
1−e−sT onde FT (s) =

∫ T
0
e−stf(t)dt

• Determine a transformada de Laplace das seguintes funções periódicas: 11

f(t) = t−[t] f(t) =
{

0 se [t] é par
1 se [t] é impar f(t) =

{
t− [t] se [t] é par

1 + [t]− t se [t] é impar

9A função f(t) tem crescimento exponencial se ∃ m ≥ 0 e M > 0 tais que |f(t)| ≤ Memt, ∀t ≥ 0. A ordem
exponencial de f(t) é o inf{m ≥ 0 t.q. ∃M > 0 t.q. |f(t)| ≤Memt , ∀t ≥ 0}

10A função de salto unitário (ou função de Heaviside) em a ≥ 0 é definida por

ua(t) =


0 se t < a
1 se t ≥ a .

11[t] denota a parte inteira de t, ou seja, o maior inteiro n ∈ Z tal que n ≤ t.



5 TRANSFORMADA DE LAPLACE 17

3. (transformada de Laplace e translações/retardos) Seja f : [0,∞[→ R uma função seccional-
mente cont́ınua e de ordem exponencial m. Mostre que, se a > 0,

L{ua(t)f(t− a)} (s) = e−asL{f(t)} (s) com s > m ,

e portanto
L{f(t+ a)} (s) = easL{ua(t)f(t)} com s > m .

4. (produto de convolução) Sejam f e g : [0,∞[ → R duas funções seccionalmente cont́ınuas
e de ordem exponencial m. O produto de convolução (para sistemas causais) de f e g é a
função f ∗ g : [0,∞)→ R definida por

(f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

• Mostre que
L{f ∗ g} (s) = L{f} (s) · L {g} (s) com s > m .

• Deduza que

L
{∫ t

0

f(x)dx
}

(s) =
1
s
L{f(t)} (s) com s > m .

5. (derivadas e transformada de Laplace) Seja f : [0,∞[ → R uma função seccionalmente
cont́ınua e de ordem exponencial m, e seja F (s) = L{f} (s), com s > m, a sua transformada
de Laplace.

• Mostre que F (s) é de classe C∞ e

dnF

dsn
(s) = L{(−1)ntnf(t)} (s) .

• Mostre que, se f e as suas derivadas f ′, f ′′, ..., f (n) são seccionalmente cont́ınuas e de
ordem exponencial m, então

L
{
f (n)(t)

}
(s) = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− ...− sf (n−2)(0)− f (n−1)(0) .

6. (transformadas de Laplace de funçẽs elementares) Determine a transformada de Laplace das
seguintes funções f(t):

t2 − 2t+ 1 2 + e3t − 5 sin(πt) (t− 1)e2t sin(5t) cos(4t)

tnekt cosh(βt) sinh(βt)

e−αt cos(ωt) e−αt sin(ωt) t cos(ωt) t sin(ωt)

ua(t)e−αt ua(t) sin(ωt) (1− ua(t)) t .

A sin (ωt+ ϕ) Ae−αt sin (ωt+ ϕ) Ae−αt sinh (βt+ ϕ)

A sin (ωt+ ϕ) +
F0

ω2 − γ2
cos (γt) A sin (ωt+ ϕ) +

F0

2ω
t sin (ωt)

Ae−αt sin
(√

ω2 − α2t+ ϕ
)

+
F0√

(ω2 − γ2)2 + 4α2γ2

sin (γt+ φ)

7. (transformada de Laplace inversa) Se F (z) é a transformada de Laplace da função f(t), então
f(t) é dita transformada de Laplace inversa de F (z), e denotada por f(t) = L−1 {F (s)} (t).
Nos pontos de continuidade de f(t), vale a fórmula (de inversão) de Mellin (ou de Bromwich)

f(t) = 1
2πi

∫ β+i∞
β−i∞ eztF (z)dz

onde β > m e m é a ordem exponencial de f(t).
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• Mostre as seguintes propriedades da transformada de Laplace inversa:

L−1 {λF (s) + µG(s)} (t) = λL−1 {F (s)} (t) + µL−1 {G(s)} (t) ∀λ, µ ∈ R ,

L−1 {F (s− a)} (t) = eatL−1 {F (s)} (t) ∀ a ∈ R ,

L−1
{
e−asF (s)

}
(t) = ua(t)L−1 {F (s)} (t− a) ∀ a > 0 ,

L−1

{
1
λ
F (s/λ)

}
(t) = L−1 {F (s)} (λt) ∀λ > 0 ,

• Determine uma transformada de Laplace inversa das seguintes funções F (s):

2
s

+
1
s4

2
s2 + 9

1
s (s2 + 1)

s− 1
s2 − 2s+ 5

e−3s

s

e−s

(s− 2)2

e−4s − e−7s

s2

1
s3 + 4s2 + 3s
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Transformadas de Laplace (para sistemas causais)

(espaço dos tempos t ≥ 0) (espaço das frequências s > m)

f(t) = 1
2πi

∫m+ε+i∞
m+ε−i∞ eztF (z)dz F (s) =

∫∞
0
e−stf(t)dt

(linearidade) λf(t) + µg(t) λF (s) + µG(s)

(homotetias no espaço dos tempos) f(λt) 1
λF (s/λ)

(translações no espaço dos tempos, retardo) f(t− τ)u(t− τ) e−τsF (s)

(translações no espaço das frequências) e−αtf(t) F (s+ α)

(funções periódicas) f(t+ T ) = f(t)
R T
0 e−stf(t)dt

1−e−Ts

(convolução)
∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ F (s)G(s)

(integração no espaço dos tempos)
∫ t

0
f(u)du 1

sF (s)

(integração no espaço das frequências) f(t)
t

∫∞
m
F (s)ds

(derivação no espaço dos tempos) f ′(t) sF (s)− f(0)

f ′′(t) s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

...
...

f (k)(t) skF (s)− sk−1f(0)− ...− f (k−1)(0)

(derivação no espaço das frequências) (−1)ntnf(t) F (n)(s)

(constante) 1 = u(t− 0) 1
s

(impulso unitário em τ ≥ 0) δτ (t) = δ(t− τ) e−τs

(salto unitário em τ ≥ 0) uτ (t) = u(t− τ) e−τs

s

(potências inteiras) tn n!
sn+1

(outras potências, q ≥ 0) tq Γ(q+1)
sq+1

(crescimento/decaimento exponencial) eαt 1
s−α

(potências com decaimento) e−αttn n!
(s+α)n+1

(potências com decaimento retardadas) e−α(t−τ)(t− τ)nu(t− τ) e−τs

(s+α)n+1

(coseno e seno) eiωt = cos(ωt) + i sin(ωt) 1
s−iω = s

s2+ω2 + i ω
s2+ω2

(coseno e seno hiperbólicos) cosh(βt) e sinh(βt) s
s2−β2 e β

s2−β2

(oscilações amortecidas) e−αteiωt = e−αt (cos(ωt) + i sin(ωt)) s+α+iω
(s+α)2+ω2 = s+α

(s+α)2+ω2 + i ω
(s+α)2+ω2
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6 Aplicações da transformada de Laplace

1. (função de transferência e resposta impulsiva) Sejam L = m d2

dt2 + α d
dt + β um operador

diferencial linear com coeficientes constantes e f(t) uma função seccionalmente cont́ınua com
crescimento exponencial, e considere a equação diferencial Lx = f(t), ou seja,

mẍ+ αẋ+ βx = f(t) .

.

• Mostre que a solução do problema de Cauchy

Lx = f(t) com x(0) = x0 e ẋ(0) = v0

pode ser escrita como
x(t) = y(t) + z(t) ,

onde y(t) é a única solução da equação homogénea Ly = 0 com condição inicial y(0) = x0

e ẏ(0) = v0, e z(t) é a solução particular da equação não-homogénea Lz = f(t) com
condição inicial trivial z(0) = 0 e ż(0) = 0.

• Mostre que, se Z(s) denota a transformada de Laplace de z(t) e F (s) denota a trans-
formada de Laplace do segundo membro f(t), então

Z(s) =
F (s)
P (s)

,

onde P (s) = ms2 + αs+ β é o polinómio caracteŕıstico do operador diferencial L.
A função H(s) = 1/P (s), que representa o quociente entre a resposta Z(s) e a força
externa F (s) (no espaço das frequências), é chamada função de transferência do sistema.

• Seja h(t) a transformada de Laplace inversa cont́ınua da função de transferência, ou
seja, uma função cont́ınua tal que

H(s) =
∫ ∞

0

e−sth(t)dt ,

chamada resposta impulsiva do sistema. Mostre que h(t) é a solução da equação ho-
mogénea Lh = 0 com condição inicial h(0) = 0 e mḣ(0) = 1, assim como a solução da
equação diferencial formal12 Lh = δ(t) com condição inicial trivial.

• Deduza que a solução particular z(t) da equação não-homogénea Lz = r(t) com condição
inicial trivial z(0) = 0 e z′(0) = 0 pode ser escrita como

z(t) =
∫ t

0

h(t− τ)f(τ)dτ ,

e que portanto a solução do problema de Cauchy é

x(t) = y(t) +
∫ t

0

h(t− τ)f(τ)dτ .

• Prove a fórmula acima sem utilizar a transformada de Laplace.

• Enuncie e mostre um resultato análogo para equações diferenciais ordinarias lineares
com coeficientes constantes de ordem arbitrário.

12A função delta de Dirac δ(t) é definida pela identidade formalZ ∞
−∞

f(t)δ(t)dt = f(0) ,

onde f(t) é uma função cont́ınua arbitrária. A sua transformada de Laplace é
R∞
0 e−stδ(t)dt = 1, e a transformada

de Laplace de δ(t − τ) é
R∞
0 e−stδ(t − τ)dt = e−τs. De facto, δ não é uma função, mas um funcional linear 〈δ|

definido no espaço das funções cont́ınuas |f〉, que associa à função f(t) o valor 〈δ|f〉 =“
R∞
−∞ f(t)δ(t)dt”= f(0) .
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2. (treino) Resolva, usando a transformada de Laplace (por exemplo, os resultados do exerćıcio
um!), os seguintes problemas de Cauchy:

ẋ+ x = 0 com x(0) = 1

ẋ+ x = −et com x(0) =
√

2

ẍ+ 4x = 3t com x(0) = 0 e ẋ(0) = 2

ẍ− 2ẋ+ 5x = 0 com x(0) = −1 e ẋ(0) = 2

ẍ− 4ẋ+ 4x = 0 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 1

ẋ+ x = 1 com x(0) = 0

ẍ+ 4x = 1 com x(0) = 0 e ẋ(0) = 0

ẍ+ 2ẋ = t− [t] com x(0) = 0 e ẋ(0) = 0

ẍ+ 2ẋ+ 5x = δ(t− t0) com x(0) = 0 e ẋ(0) = 1

ẍ+ π2x = 3 (1− ut0(t)) com x(0) = 1 e ẋ(0) = 0

3. (oscilações) Considere as equações das oscilações forçadas e das oscilações forçadas amorte-
cidas

q̈ + ω2q = f(t) e q̈ + 2αq̇ + ω2q = f(t) .

• Determine a função de transferência e a resposta impulsiva dos dois sistemas.

• Determine a solução do problema de Cauchy com condição inicial q(0) = q0 e q̇(0) = v0,
quando a força é

f(t) = f0δ(t− t0) f(t) = f0ut0(t) f(t) = f0 (1− ut0(t)) f(t) = f0 cos(γt) .

4. (circuito RL) Considere a equação

Lİ +RI = V ,

que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensão V (t).

• Determine a função de transferência do circuito.

• Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensão constante
e igual a V0, é desligado no instante t0 > 0, dada uma corrente inicial (lei de Ohm)
I(0) = V0/R.

• Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante t0 > 0 e fornece uma tensão
constante V (t) = V0ut0(t) ou alternada V (t) = V0ut0(t) sin(ωt), dada uma corrente
inicial nula.

5. (circuito RCL) Considere a equação

LÏ +Rİ +
1
C
I = V̇ ,

que descreve a corrente I(t) num circuito RLC alimentado com tensão V (t).

• Determine a função de transferência do circuito e uma fórmula integral para a corrente
I(t), dada uma corrente inicial I(0) = 0 e İ(0) = 0.

• Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensão constante
e igual a V0, é desligado no instante t0 > 0, dada uma corrente inicial estacionária
I(0) = V0/R e İ(0) = 0. .

• Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante t0 > 0 e fornece uma tensão
constante V (t) = V0ut0(t) ou alternada V (t) = V0ut0(t) sin(ωt), dada uma corrente
inicial I(0) = 0 e İ(0) = 0.
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6. (injecções) A quantidade de medicamento que circula no sangue de um paciente decresce
segundo o modelo exponencial ẋ = −βx, com β > 0. Uma injecção com dose a > 0 no
instante τ é idealizada como sendo um impulso instantâneo aδτ (t), e portanto

ẋ = −βx+ aδτ (t) .

• Determine a quantidade de medicamento x(t) que circula no sangue de um paciente
que recebe uma série de injecções nos instantes 0 < t1 < t2 < ... < tn, com doses
x1, x2, ..., xn, respectivamente, dada uma quantidade inicial x(0) = 0.
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7 Ondas e difusão, método de separação de variáveis

1. (separação de variáveis) Determine soluções separáveis das seguintes EDP

∂f

∂x
=
∂f

∂y

∂f

∂t
= 2

∂f

∂x

∂2f

∂t∂x
=
∂f

∂x

∂2f

∂t∂x
= 0

∂2f

∂x2
− f =

∂2f

∂x∂t

2. (equação de onda e solução de d’Alembert) Considere a equação de onda

∂2u
∂t2 − c

2 ∂2u
∂x2 = 0 com x ∈ R

• Mostre que a mudança de variáveis independentes (x, t) 7→ (ξ, η), onde ξ = x + ct e
η = x− ct, transforma a equação acima na forma canónica

∂2u

∂ξ∂η
= 0 , ou seja,

(
∂

∂t
− c ∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)
u = 0 ,

cuja solução geral é uma sobreposição de duas ondas

u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct) ,

onde f e g são funções diferenciáveis arbitrárias.
• Verifique que a fórmula de d’Alembert

u(x, t) = 1
2 (φ(x+ ct) + φ(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

x−ct ϕ(y)dy

é uma solução da equação de ondas com condições iniciais

u(x, 0) = φ(x) e
∂u

∂t
(x, 0) = ϕ(x) .

• Mostre que, se as condições iniciais φ(x) e ϕ(x) são nulas fora dum intervalo [−L,L],
então a solução u(x, t) é nula fora do intervalo [−L− ct, L+ ct], e interprete este facto.

• Determine uma solução quando as condições iniciais são

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) = cos(2πx) ,

ou
u(x, 0) = e−x

2
e

∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

• Mostre que, se as condições iniciais u(x, 0) = φ(x) e ∂u
∂t (x, 0) = ϕ(x) são funções ı́mpares,

então a solução u(x, t) é uma função ı́mpar de x para cada tempo t. Use esta observação
para resolver o problema das ondas na semi-recta x ≥ 0 com condição de fronteira nula
u(0, t) = 0.

3. (corda vibrante e harmónicas) Considere as pequenas vibrações transversais de uma corda de
comprimento `, tensão k e densidade linear ρ. O deslocamento transversal u(x, t) da corda
verifica a equação de onda

∂2u
∂t2 − c

2 ∂2u
∂x2 = 0

onde c =
√
k/ρ, com condições de fronteira u(0, t) = u(`, t) = 0.

• Mostre que a energia

E =
1
2

∫ `

0

(
ρ

(
∂u

∂t

)2

+ k

(
∂u

∂x

)2
)
dx

é uma constante do movimento, ou seja, que d
dtE = 0.
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• Verifique que umas soluções da equação com as extremidades fixas são as ondas esta-
cionárias

un(x, t) =
(
an cos (2πνnt) + bn sin (2πνnt)

)
sin (2πx/λn)

= An sin (2πνnt+ τn) sin (2πx/λn) , com n = 1, 2, 3, ...

onde an e bn, ou An =
√
a2
n + b2n e τn, são constantes arbitrárias, e as frequências

próprias e os comprimentos de onda são

νn =
c

2`
n e λn =

2`
n
, com n = 1, 2, 3, ... .

respectivamente. A primeira frequência, ν1 = c
2` , é dita som (ou tom, ou modo)

fundamental, e as outras, νn = cn
2` , são ditas n-ésimas harmónicas da corda.

• Determine a energia da uma sobreposição de ondas estacionárias

u(x, t) =
∑
n≥1

An sin (2πνnt+ τn) sin (2πx/λn) ,

suposta convergente, em função das amplitudes das harmónicas.
• A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada

com uma tensão de 70 N (ou seja, ' 7.1 Kg), vibra com frequências 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o Lá5 de 880 Hz com esta corda?

• Determine umas soluções da equação das ondas

∂2u

∂t2
− 4

∂2u

∂x2
= 0 , com 0 ≤ x ≤ π ,

com condições de fronteira nulas, u(0, t) = 0 e u(π, t) = 0, e condições iniciais

u(x, 0) = sin(3x) e
∂u

∂t
(x, 0) = 2 sin(4x) ,

ou
u(x, 0) = 3 sin(x)− sin(2x) e

∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

4. (condução de calor com temperatura constante na fronteira e modos) Considere a condução
de calor num fio condutor de comprimento ` e difusividade térmica β. A temperatura u(x, t)
na posição x e no tempo t verifica a equação de calor

∂u
∂t − β

∂2u
∂x2 = 0

• Verifique que a função

a+
b− a
`

x

é uma solução estacionária da equação de calor com condições de fronteira constantes
u(0, t) = a e u(`, t) = b. Deduza que a solução da equação com condições de fronteira
constantes u(0, t) = a e u(`, t) = b é igual a

u(x, t) = a+
b− a
`

x+ v(x, t) ,

onde v(x, t) é a solução da equação com condições de fronteira nulas v(0, t) = 0 e
v(`, t) = 0.

• Verifique que umas soluções da equação de calor com condições de fronteira nulas
u(0, t) = 0 e u(`, t) = 0 são os modos

un(x, t) = sne
−β(πn/`)2t sin

(πn
`
x
)

com n = 1, 2, 3, ... ,

onde sn são constantes arbitrárias.
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• Mostre que uma sobreposição finita de modos

u(x, t) =
N∑
n=1

sne
−β(πn/`)2t sin

(πn
`
x
)

também é solução da equação com condições de fronteira nulas u(0, t) = 0 e u(`, t) = 0,
e determine o limite de u(x, t) quando t→∞.

• Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10−2cm2/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatórios mantidos a temperatura
constante de 0oC. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(x, 0) = sin
( π

1m
x
)
× 60oC ,

quanto tempo é necessário esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4oC? O que acontece para grandes valores do tempo?
E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0oC e
100oC, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

• Determine as soluções da equação de calor

∂u

∂t
− 4

∂2u

∂x2
= 0 , com 0 ≤ x ≤ π ,

com condições de fronteira nulas, u(0, t) = 0 e u(π, t) = 0, e condição inicial

u(x, 0) = sin(x) + 3 sin(2x) ,

ou
u(x, 0) = π sin(7x)− sin(5x).

5. (condução de calor com fluxo nulo na fronteira) Considere a equação de calor

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0 ,

em 0 ≤ x ≤ `, com condições de fronteira ∂u
∂x (0, t) = 0 e ∂u

∂x (`, t) = 0, que descreve o perfil de
temperatura de um fio condutor termicamente isolado.

• Verifique que umas soluções são os modos

un(x, t) = cne
−β(πn/`)2t cos

(πn
`
x
)

com n = 0, 1, 2, 3, ... ,

onde cn são constantes arbitrárias.

• Mostre que uma sobreposição finita de modos

u(x, t) =
N∑
n=0

cne
−β(πn/`)2t cos

(πn
`
x
)

também é uma solução, e determine o limite de u(x, t) quando t→∞.

6. (ondas e calor na recta) Determine soluções separáveis e limitadas das equações de onda e
de calor

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0 e

∂u

∂t
− β ∂

2u

∂x2
= 0

com x ∈ R.
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7. (equação de Schrödinger) Considere a equação de Schrödinger unidimensional

i~
∂Ψ
∂t

= − ~2

2m
∂2Ψ
∂x2

para a função de onda Ψ(x, t) ∈ C de uma part́ıcula livre, onde m é a massa da part́ıcula e
~ é a constante de Planck reduzida.

• Determine soluções separáveis quando x ∈ [0, `] com condições de fronteira nulas,
Ψ(0, t) = Ψ(`, t) = 0.

• Mostre que as soluções separáveis e limitadas na recta, ou seja, quando x ∈ R, são
proporcionais a

ΨE(x, t) = e−i
Et
~ ei

px
~ ,

onde E ≥ 0 e p =
√

2mE.
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8 Séries de Fourier

1. (séries de Fourier complexas) Se f(z) é uma função holomorfa num domı́nio que contém a
circunferência unitária, então a sua expansão em série de Laurent pode ser escrita, nos pontos
z = eiθ, como

f(eiθ) =
∞∑

n=−∞
cne

inθ onde cn =
1

2πi

∮
|z|=1

f(z)
zn+1

dz =
1

2π

∫ π

−π
f(eiθ)e−inθdθ

Em geral, se f(θ) é uma função integrável em S1 = R/2πZ (ou seja, f : R → C é uma
função periódica com peŕıodo 2π), a sua série de Fourier complexa é

f(θ) ∼
∑∞
n=−∞ f̂(n)einθ

(o śımbolo “∼” é apenas uma notação!), onde os coeficientes de Fourier complexos de f(θ)
são

f̂(n) = 1
2π

∫ π
−π f(θ)e−inθdθ

Se f(θ) é uma função seccionalmente de classe C1, então a sua série de Fourier no ponto θ
converge uniformemente para o valor médio (f(θ+) + f(θ−))/2. Em particular, a série de
Fourier de uma função f(θ) ∈ C1(S1) converge para f(θ) na norma uniforme, ou seja,

sup
θ∈S1

∣∣∣∣∣f(θ)−
N∑

n=−N
f̂(n)einθ

∣∣∣∣∣→ 0 quando N →∞ .

O produto interno e a norma L2 no espaço L2(S1) das funções complexas em S1 = R/2πZ
com quadrado integrável são definidos por

(f, g) =
1

2π

∫ π

−π
f(θ)g(θ)dθ ‖f‖ =

√
(f, f)

A aplicação f(θ) 7→ f̂(n) define um isomorfismo de L2(S1) em `2, o espaço das sucessões
(xn)n∈Z tais que

∑∞
n=−∞ |xn|2 <∞, munido do produto interno (x, y) =

∑∞
n=−∞ xnyn. De

facto, vale

(f, g) =
∑∞
n=−∞ f̂(n)ĝ(n)

e a identidade de Parseval
‖f‖2 =

∑∞
n=−∞ |f̂(n)|2

A série de Fourier de uma função f(θ) ∈ L2(S1) converge para f(θ) na norma L2, ou seja,∥∥∥∥∥f(θ)−
N∑

n=−N
f̂(n)einθ

∥∥∥∥∥→ 0 quando N →∞ .

• Verifique as relações de ortogonalidade

(einθ, eimθ) =
1

2π

∫ π

−π
einθe−imθdθ =

{
1 se n = m
0 se n 6= m

• Mostre que, se f(θ) é diferenciável e a derivada f ′(θ) é integrável, então

f̂ ′(n) = inf̂(n)
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2. (séries de Fourier) A série de Fourier da função integrável f(x), periódica de peŕıodo 2`, é

f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1

(
an cos

(
πn
` x
)

+ bn sin
(
πn
` x
))

onde os coeficientes de Fourier de f são

an = 1
`

∫ `
−` f(x) cos

(
πn
` x
)
dx e bn = 1

`

∫ `
−` f(x) sin

(
πn
` x
)
dx

Se f(x) é uma função de classe C1, então a sua série de Fourier converge uniformemente para
f(x).

• Determine as séries de Fourier das seguintes funções periódicas de peŕıodo 2π (as soluções
estão no formulário!):
f(x) = cos(πx)− 2 sin(3πx) ,
f(x) = x se −π ≤ x < π , e periódica de peŕıodo 2π ,
f(x) = |x| se −π ≤ x < π , e periódica de peŕıodo 2π .

• Mostre que a série de Fourier da função Θ(x), periódica de peŕıodo 2π e definida por

Θ(x) =
{

1 se 0 ≤ x < π
0 se − π ≤ x < 0

no intervalo −π ≤ x < π, é

Θ(x) ∼ 1
2

+
2
π

(
sin(x) +

1
3

sin(3x) +
1
5

sin(5x) +
1
7

sin(7x) + ...

)
Deduza que a série de Fourier da função 2Θ(x)− 1, periódica de peŕıodo 2π e definida
por

2Θ(x)− 1 =
{

1 se 0 ≤ x < π
−1 se − π ≤ x < 0

no intervalo −π ≤ x < π, é

2Θ(x)− 1 ∼ 4
π

(
sin(x) +

1
3

sin(3x) +
1
5

sin(5x) +
1
7

sin(7x) + ...

)
.

• Mostre que a série de Fourier da função f(x), periódica de peŕıodo 2π e definida por
f(x) = x2 no intervalo −π ≤ x < π, é

x2 ∼ π2

3
− 4

(
cos(x)− 1

4
cos(2x) +

1
9

cos(3x)− 1
16

cos(4x) + ...

)
.

Deduza que o valor da função zeta de Riemann ζ(s) =
∑∞
n=1 1/ns no ponto s = 2 é

1
1

+
1
4

+
1
9

+
1
16

+
1
25

+
1
36

+ ... =
π2

6
.

3. (séries de Fourier de senos) A série de Fourier de senos da função f(x), definida no intervalo
0 ≤ x ≤ `, é a série de Fourier da extensão ı́mpar 2`-periódica de f , ou seja,

f(x) ∼
∑∞
n=1 bn sin

(
πn
` x
)

onde bn = 2
`

∫ `
0
f(x) sin

(
πn
` x
)
dx

• Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, das extensões ı́mpares e 2π-periódicas)
das seguintes funções definidas no intervalo 0 ≤ x < π (algumas soluções estão no
formulário!):

1 1− cos(2x) δ(x− π/2) f(x) =
{

x se 0 ≤ x < π/2
π − x se π/2 ≤ x < π
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4. (séries de Fourier de cosenos) A série de Fourier de cosenos da função f(x), definida no
intervalo 0 ≤ x ≤ `, é a série de Fourier da extensão par 2`-periódica de f , ou seja,

f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 an cos

(
πn
` x
)
, onde an = 2

`

∫ `
0
f(x) cos

(
πn
` x
)
dx

• Determine as séries de Fourier de co-senos (ou seja, das extensões pares e 2π-periódicas)
das seguintes funções definidas no intervalo 0 ≤ x < π (algumas soluções estão no
formulário!):

1 sin(2x) δ(x− π/2) π − x
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Algumas séries de Fourier das extensões periódicas de peŕıodo
2π de funções definidas no intervalo −π ≤ x < π

(função em [−π, π]) (série de Fourier)

x ∼ 2
(
sin(x)− 1

2 sin(2x) + 1
3 sin(3x)− 1

4 sin(4x) + ...
)

x2 ∼ π2

3 − 4
(
cos(x)− 1

4 cos(2x) + 1
9 cos(3x)− 1

16 cos(4x) + ...
)

|x| ∼ π
2 −

4
π

(
cos(x) + 1

9 cos(3x) + 1
25 cos(5x) + 1

49 cos(7x) + ...
)

1 se 0 ≤ x < π
0 se − π ≤ x < 0

}
= Θ(x) ∼ 1

2 + 2
π

(
sin(x) + 1

3 sin(3x) + 1
5 sin(5x) + 1

7 sin(7x) + ...
)

1 se 0 ≤ x < π
−1 se − π ≤ x < 0

}
= 2Θ(x)− 1 ∼ 4

π

(
sin(x) + 1

3 sin(3x) + 1
5 sin(5x) + 1

7 sin(7x) + ...
)

π − x se π/2 ≤ x < π
x se − π/2 ≤ x < π/2

−π − x se − π ≤ x < −π/2

 = Z(x) ∼ 4
π

(
sin(x)− 1

9 sin(3x) + 1
25 sin(5x)− 1

49 sin(7x) + ...
)

δ(x− α)− δ(x+ α) ∼ 2
π

∑∞
n=1 sin(nα) sin(nx)

δ(x− α) + δ(x+ α) ∼ 1
π + 2

π

∑∞
n=1 cos(nα) cos(nx)

x x2 |x| Θ(x) 2Θ(x)− 1 Z(x)

Integrais úteis∫ π

−π
(cos(nx))2

dx =
∫ π

−π
(sin(nx))2

dx = π se n = 1, 2, 3, ...∫
cos(nx) cos(mx)dx =

sin ((n+m)x)
2(n+m)

+
sin ((n−m)x)

2(n−m)
se n2 6= m2

∫
sin(nx) sin(mx)dx = − sin ((n+m)x)

2(n+m)
− sin ((n−m)x)

2(n−m)
se n2 6= m2

∫
sin(nx) cos(mx)dx = −cos ((n+m)x)

2(n+m)
− cos ((n−m)x)

2(n−m)
se n2 6= m2

∫
xk cos(nx)dx =

xk sin(nx)
n

− k

n

∫
xk−1 sin(nx)dx se n 6= 0 e k = 1, 2, 3, 4, ...∫

xk sin(nx)dx = −x
k cos(nx)

n
+
k

n

∫
xk−1 cos(nx)dx se n 6= 0 e k = 1, 2, 3, 4, ...
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9 Aplicações das séries de Fourier

1. (corda vibrante) A solução formal do problema da corda vibrante

∂2u
∂t2 − c

2 ∂2u
∂x2 = 0 x ∈ [0, `] , com u(0, t) = u(`, t) = 0

com condições iniciais

u(x, 0) ∼
∑∞
n=1 an sin

(
πn
` x
)

e ∂u
∂t (x, 0) ∼

∑∞
n=1 bn sin

(
πn
` x
)

é

u(x, t) ∼
∑∞
n=1

(
an cos

(
πcn
` t
)

+ bn
`
πcn sin

(
πcn
` t
))

sin
(
πn
` x
)

• Use as séries de Fourier para determinar soluções formais do problema da corda vibrante

∂2u

∂t2
− 4

∂2u

∂x2
= 0 em 0 ≤ x ≤ π , com u(0, t) = u(π, t) = 0

com condições iniciais

u(x, 0) = sin(x) +
1
2

sin(2x) +
1
3

sin(3x) e
∂u

∂t
(x, 0) = 0 ,

e com condições iniciais (deslocamento inicial “triangular”)

u(x, 0) =
{

x se 0 ≤ x < π/2
π − x se π/2 ≤ x < π

e
∂u

∂t
(x, 0) = 0 .

• com condições iniciais (impulso inicial concentrado num ponto)

u(x, 0) = 0 e
∂u

∂t
(x, 0) ∼ δ(x− π/2) .

2. (condução de calor) A solução formal do problema da condução de calor com condições de
fronteira nulas

∂u
∂t − β

∂2u
∂x2 = 0 x ∈ [0, `] , com u(0, t) = u(`, t) = 0

e com condição inicial

u(x, 0) ∼
∑∞
n=1 bn sin

(
πn
` x
)

é u(x, t) ∼
∑∞
n=1 bne

−β(πn/`)2t sin
(
πn
` x
)

A solução formal do problema da condução de calor com fluxo nulo nas extremidades

∂u
∂t − β

∂2u
∂x2 = 0 x ∈ [0, `] , com ∂u

∂x (0, t) = ∂u
∂x (`, t) = 0

com condição inicial

u(x, 0) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 an cos

(
πn
` x
)

é u(x, t) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1 ane

−β(πn/`)2t cos
(
πn
` x
)

• Determine a solução formal do problema da condução de calor

∂u

∂t
− 2

∂2u

∂x2
= 0 em 0 ≤ x ≤ π ,

com condição inicial

u(x, 0) ∼
∞∑
n=1

1
n2

sin(nx) ,

e condições de fronteira nulas u(0, t) = u(π, t) = 0.
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• Determine a solução formal do problema da condução de calor

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 em 0 ≤ x ≤ π ,

com condição inicial
u(x, 0) = 100 se 0 < x < π ,

e condições de fronteira constantes u(0, t) = 0 e u(π, t) = 200.

• Determine a solução formal do problema da condução de calor

∂u

∂t
− 3

∂2u

∂x2
= 0 em 0 ≤ x ≤ π ,

com condição inicial

u(x, 0) =
{

10 se 0 ≤ x < π/2
20 se π/2 ≤ x ≤ π ,

e fluxo de calor nulo nas extremidades, ∂u
∂x (0, t) = ∂u

∂x (π, t) = 0.

• com condição inicial
u(x, 0) ∼ δ(x− π/2) ,

e condições de fronteira nulas u(0, t) = 0 e u(π, t) = 0.

3. (timbres) Considere uma corda de um instrumento musical, de comprimento `, densidade
linear ρ e afinada com tensão k.

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezável e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

u(x, 0) '
{

h xα se 0 ≤ x < α
h
`−α (`− x) se α ≤ x < `

onde 0 < α < ` é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é o máximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximação
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezável e que o martelo tansmite à corda
apenas um impulso instantâneo localizado num ponto (ou num intervalo de comprimento
pequeno 2ε à volta de um ponto) 0 < β < ` da corda, e portando a velocidade inicial da
corda é

∂u

∂t
(x, 0) '

{
v se |x− β| ≤ ε
0 se |x− β| > ε

• Determine as vibrações, ou seja, as amplitudes das harmónicas excitadas, da corda do
cavaquinho e da corda do piano.

• Determine as energias En das n-ésimas harmónicas nos dois casos. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

4. (vibrações amortecidas) Considere a equação da corda vibrante “amortecida”

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
+ 2α

∂u

∂t
= 0 .

em 0 ≤ x ≤ `, onde α > 0 é um coeficiente de atrito, com condições de fronteira u(0, t) =
u(`, t) = 0.

• Mostre que a conjectura un(x, t) = qn(t) sin
(
πn
` x
)

implica que qn(t) satisfaz a EDO

q̈n + ω2
nqn + 2αq̇n = 0 ,

com frequência ω2
n = (πcn/`)2.

• Deduza as soluções separáveis do problema.
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