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1° teste

Anélise matematica 3A MIEB

(4 wvalores) Considere uma populagao N (t) que cresce segundo a equagao diferencial
N =2N?%.

Determine o tempo # tal que lim, -z N(t) = oo sabendo que a populacao inicial ¢ N(0) = 100.

A solugio de N = 2N2 com condigao inicial N(0) = 100 é

dN N odzx ¢ 1 1 1
— =2dt — =2/ ds — - — =2t Nit)=———.
N2 100 22 0 100 N 1o

Logo N(t) — oo quando o tempo t — t = 1/200.

(4 valores) Uma chévena de café, com temperatura inicial 7'(0) = 100°C, é colocada numa sala man-
tida & temperatura constante de M = 20°C. A temperatura T'(t) do café segue a lei do arrefecimento

de Newton _
T=-k(T-M),

onde k > 0. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10 minutos, determine o valor
da constante k e o tempo necessario para o café atingir a temperatura de 40°C.

A solucio de T' = —k (T — M) é

T(t) — M = e *(T(0) — M) .
Portanto, se T(0) — M = 80°C e T(10) — M = 40°C, a constante é k = lolioz min~—!, e o café atinge a temperatura
de 40°C em 20 minutos.

(4 wvalores) Determine a solugao de

3t

T+r=e tal que z(1) =2

Uma solugio ndo trivial da equagdo homogénea ¢y +y = 0 é y(t) = e'~t. O produto z(t) = A(t)y(t) é solugio de

i+ x=e3se

. o 1

Ael=t = ¢3¢ ou seja, se A(t) = A(1) +/ ets—1lds ou seja, se At) = A1) + 1 (64”_1 —é?).
1

Mas z(1) = A(1) (pois y(1) = 1), logo a solucdo de & + = = e3¢

x(t):elft’ 2+}<€4t71—€3) = Z—ﬂ 67t+}63t
4 4 4

com condigao inicial z(1) =2 é

(4 wvalores) Determine a solugao de

Z+3t+2x=0 tal que z(0)=2 e z(0)=1

A funcgao x(t) = e*! é solugao de & + 3@ + 2z = 0 se
(z2+32+2)e** =0 ou seja, se (z+2)(z+1)=0 ou seja, se z=—-1ou —2.
Portanto, a solugdo geral de & + 3@ + 2z = 0 é x(t) = ae~* + be~2!. As condigdes iniciais 2(0) = 2 e #(0) = 1
implicam que
a+b = 2 tant a= 5
Ca—2b — e portanto que b— _3

Logo, a resposta é x(t) = 5e~t — 3e~2¢.

—

(4 wvalores) Determine uma solugao da equagao diferencial

& + 9z = cos(t)

Uma solugao é

xz(t) = é cos(t)
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2° teste

1. (4 valores) Resolva, usando a transformada de Laplace, o seguinte problema de Cauchy:

Z+4x=3t com x(0)=0 e z(0)=2

= P . . : i d? = 1 1.
A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva do operador diferencial 7> +4 sao H(s) = Pl h(t) = 5 sin(2t),
respectivamente. A solugdo da equagao homogénea § + 4y = 0 com condigdes iniciais y(0) = 0 e y(0) = 2 é

y(t) = sin(2t). Portanto a solucdo é

+

z(t) = y(t) + /0 37h(t — 7)dT = sin(2t) + g /0 Tsin(2(t — 7))dr .

2. (4 wvalores) Counsidere a equagao diferencial
LI+RI=V,

que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensao V (t). Determine a fungao de
transferéncia e a resposta impulsiva do circuito. Determine a corrente I(t) quando I(0) =0 e

0 set<2
V(t)_{ 3 set>2

~ . . . . . ~ —R .
A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva do circuito sao H(s) = %ﬁ—R e h(t) = %F L' respectivamente.

Portanto a solugao é

t 0 se t <2
R A B (1o Bo-2) s

3. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da corda vibrante

oot
ot? or2

no intervalo 0 < z < 7, com condi¢des de fronteira u(0,t) = u(w,t) = 0 para cada tempo ¢ e com
condigoes iniciais

_ 5x se0 <z <m/2 ou B
u(x,O)—{ Sm—bxr sew/2<x<m a(m,O)—O

A série de Fourier de senos do deslocamento inicial é

20 1 1
z,0) ~ ai . in(3z
u(z,0) (bln(l) 9 sin(3z) + %

T

1
sin(5z) — 9 sin(7z) + )

<

Portanto, a solugdo formal é

u(z, t) ~ 271_—0 (Cos(\/§ - t) sin(x) — % cos(3v/2 - t) sin(3z) + % cos(5vV/2 - t) sin(5x) — 4—19 cos(7V/2 - t) sin(7x) + )



4. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da condugao de
calor

ou 0%
a— @:0 emOSxSw,

com condigao inicial
] 10 seO0<z<m/2
u(x,O)—{ 10 sew/2<z<m ’
e fluxo de calor nulo nas extremidades, ou seja, com condigoes de fronteira %(0, t) = %(W, t)=20

para cada tempo t.

A série de Fourier de co-senos da temperatura inicial é

u(z,0) ~ %) + Z an cos(nx)

n>1
onde
2 T 20 /2 T
anp = - / u(z,0) cos(nz)dr = — 7/‘ cos(nz)dz + / cos(nz)dz
™ Jo ™ 0 Jr/2
- 0 sen =0
- —%sin(nﬂ/% sen=1,2,3,...
ou seja,

4 1 1 1
u(z,0) ~ _40 (COS(.Z’) — —cos(3x) + = cos(bx) — = cos(7x) + .. )
T 3 5 7

Portanto, a solugao formal é

40 1 1 1
u(x,t) ~ - (eigt cos(z) — §€7271’ cos(3z) + 567751& cos(bxz) — 56714715 cos(7x) + .. ) .

5. (4 wvalores) Determine solugdes separiaveis da EDP

Ou 0%u

a— ﬁ:O em0§x§7r,

com condigbes de fronteira u(0,t) = u(m,t) = 0.

~ ’ . ~ 2 .~ . ~
As solugbes separaveis da equagao ‘3—;‘ — 5% = 0 com condigdes de fronteira u(0,t) = u(m,t) = 0 sdo os modos

2
wn(x,t) = spe " tsin (nx) comn=1,2,3,...,

onde s, sao constantes arbitrarias.



