06/02/2010  Anglise matematica 3A MIEB

1. (4 wvalores) Considere uma populacao N (t) que cresce segundo a equagdo diferencial
N =-2N+3.

Determine o estado estacionario e discuta o comportamento assimptético das outras solugoes.

O estado estacionario é N = 3/2. A solugdao de N = —2N + 3 com condigio inicial arbitraria N(0) = Ng é
N(t) = (No— N)e 2 + N

(a equagdo diferencial para a diferenca z(t) = N(t) — N é & = —2x, e portanto z(t) = x(0)e~2!). Logo N(t) — N

quando t — oo.

2. (4 wvalores) Determine a solugdo de

44z +52=0 tal que z(0)=0 e %(0)=1.

A funcdo z(t) = e*! é solugdo da equagdo homogénea i + 4% + 5z = 0 se
(22 +42+5)e** =0, ou seja, se z=-2+1.
Portanto, a solucao geral de & + 4¢ + 5z =0 ¢
z(t) = ae” 2 cos(t) + be ™2t sin(t),

onde a e b sdo constantes arbitrarias. As condigdes iniciais 2(0) = 0 e £(0) = 1 implicam que

a = 0
—2a+b = 1 7

e portanto que a = 0 e b = 1. Logo, a solugao é x(t) = e~ 2t sin(t).

3. (4 valores) Determine, usando a transformada de Laplace, a solucao de
&+ mlr = uy(t) tal que z(0)=0 e @(0)=0,

onde ug(t) é a funcdo salto unitdrio em 2, definida por

u9 (t) =

0 set<?2
1 set>2

—2s

Sejam X (s) = [ e St (t)dt e Ua(s) = [;° e tuz(t)dt = S—— as transformadas de Laplace da solugdo e do segundo
membro, respectivamente. Entao

(s +72) X (s) = Ua(s) e portanto X(s) = H(s)-Ua(s)

onde
1
52 + 72
é a fungao de transferéncia. A resposta impulsiva, ou seja, a transformada de Laplace inversa de H(s), é

H(s) =

1
h(t) = —sin(wt) .
™
Portanto a solugao é o produto de convolugao = = ug * h, ou seja,
t 0 se t <2
t) = h(t — 1)dT = — —
{L'( ) A UZ(T) ( T) T { %fg Sin(ﬂ(tf‘l‘))d‘l' _ 1 COS(TE’(t 2)) se t>2

2



4. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da condugao de
calor

ou _0%u
E*E}@:O emOSxSw,

com condigbes de fronteira u(0,¢) = u(w,t) = 0 para cada tempo t > 0, e com condigao inicial

u(z,0) =5 se0<zx <.

A série de Fourier de senos da temperatura inicial é a série de Fourier da funcgao 5- (20(z) — 1), periédica de periodo
2m, ou seja (formuldrio, pdgina 39 das folhas préticas),

u(z,0) ~ % (sin(a:) + % sin(3x) + % sin(5x) + .. > .

Portanto, a solucao formal é
20

1 1 .
u(z,t) ~ — (efﬁ% sin(x) + 5672773 sin(3z) + ;577"’5 sin(5x) + .. > .
™ 5

5. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da corda vibrante

Pu  ,0%u

o2~ oa?

no intervalo 0 < z < 7, com condigoes de fronteira u(0,t) = u(m,0) = 0 para cada tempo t > 0, e
com condigoes iniciais

u(z,0) =0

@

ou _Jv sef-e<z<fB+e
875(56’0)_{ 0 selz—p0]>¢

onde 0 < 3 < 7 e e > 0 é suficientemente pequeno (ou seja, e < min{|3|, |7 — G|}).

A série de Fourier de senos da velocidade inicial é

) = v [Pte 4
—U(L 0) ~ Z by, sin(nx) onde bn = - sin(nx)dx = v sin(nf3) sin(ne)
ot n=1 T JB—e ™

Portanto, a solucao formal é

sin(ent) sin(na) .

wat) ~ 223 sin(md) sin(ne)

e n?2
n=1



