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1° teste

1. (4 valores) Determine a solugao de

i = ta® tal que z(0)=1.

A solugdo de @ = tz® com condigdo inicial 2(0) =1 é

dx * dy /" 5 .7> 1
— = tdt — = sds 1—=z =t~ r(t) = ——,
('17'; /1 v Jo ® V1-—t2

definida no intervalo de tempos —1 < ¢ < 1.

2. (4 valores) A corrente I(t) num circuito RL, alimentado com tensdo constante E, ¢ determinada
pela EDO )
Li+RI=E,

onde L e R sao constantes positivas. Determine a solucao estacionédria. Determine a solugao con
condicao inicial I(0) = 2E/R, esboce a sua representacao grafica, e calcule o limite lim;_, oo I(¢).

A solugéo estaciondria é dada pela lei de Ohm, T = E/R. A diferenga x(t) = I(t) — I satisfaz a EDO
. R
T=——u,
7T
e, Portanto, a solugao con condigao inicial 1(0) = 2E/R é

E 2 E E 2
[(L) = ([(0)* E) 67%t+ E - E (1 +€7%f’> .

cuja solugao é z(t) = x(0)e

Em particular, lim¢ .o I(t) = E/R.

3. (4 valores) Determine a solugao de

T4tr=t tal que xz(0)=0.

Uma solucao nao trivial da homogénea y+ty =06 y(t) =e /2.0 produto z(t) = \(t)y(t) é solugio de & +tx = 3
2 . 't . 2 /e
Ae /2 = ou seja, se A =tet /2 donde  A(t) = X(0) + / se*”/2ds = A(0) + /2 1.
Jo
Portanto, a solucdo con condicéo inicial z(0) = A(0) =0 é

z(t)y=1-— e t/2,

4. (4 valores) Determine a solucao de

244 +5x=0 tal que z(0) =2 e #(0) = —1.

A funcio x(t) = e*! é solucdo de & + 4 + 5z = 0 se
(32 +4z + 5)€Zt =0 ou seja, se z=—-2=+1.
Portanto, a solugao geral de & 4 32 4+ 2x =0 é
x(t) = ae™ 2! cos(t) 4+ be 2 sin(t) .

As condiges iniciais £(0) = 2 e #(0) = —1 implicam que

a = 2 a = 2
{72a+b - _q donde {b — 3

Portanto, a resposta é x(t) = e~ 2! (2cos(t) + 3sin(t)) .

5. (4 wvalores) Determine uma solugao da equacao diferencial

&+ x=2cos(t).

Uma solucao é
x(t) = tsin(t) .
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2° teste

1. (4 valores) Resolva, usando a transformada de Laplace, o seguinte problema:

t+3x=f(t) com x(0)=2,

onde
) = 0 set <1
11 set>1
A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva sdo H(s) = s#l»(‘i e h(t) = e 3, respectivamente. A solucio da
equacido homogénea 3 + 3y = 0 com condigio inicial y(0) = 2 é y(t) = 2e~3*. Portanto a solugio é
't 9,—3t 2¢—3t e ]
2e se t<1 2e se t<1
z(t) = y(t h(t — ‘ it = . . . = - .
o(t) =y(t) + /0 Y T)f(r)dr { 2e73t 4 jlt’ e 3= dr  se t>1 { % + —(’7;’; .e 3t se t>1

2. (4 valores) Considere a equagao diferencial

1
C
que determina a corrente I(t) num circuito LC (L > 0 e C' > 0) alimentado com tensao V().

Determine a fungao de transferéncia e a resposta impulsiva do circuito. Determine a corrente [ (t)
quando I(0) =0, I(0) =0 e V(t) = sin(¢t).

Li+=-I=V,

A funcao de transferéncia e a resposta impulsiva do circuito sdo H(s) = Ls241/0 © h(t) = \/C/L -sin(wt), respecti-
vamente., onde w = /1/(LC'). Portanto a solucdo é

I(t) = /() h(T)V(t — 7)dr = \/C/L - A ’ sin(wT) cos(t — 7) dr

3. (4 walores) Use as séries de Fourier para determinar a solugéo formal do problema da corda vibrante
Pu  0%u
oz 0z
no intervalo 0 < z < 7, com condigdes de fronteira u(0,t) = u(w,t) = 0 para cada tempo ¢ e com
condigoes iniciais

[ w2 se O<x<T/2 ou B
u(a:,O)—{ 0 se 1/2<xz<m E(LO)—O.

A série de Fourier de senos do deslocamento inicial é u(z,0) ~ > °° | by, sin(nz) onde

. p ; . 1/n se n=1,3,5,7,9,...

2 (™ /2 1 — cos(n/2 b

bp = — / u(x,0)sin (nx) de = / sin (nz) de = 1= cos(nm/2) = 2/n se n=26,10,...
mJo J0 " 0 se n=4,812,...

ou seja,
1 1 1 1
u(z,0) ~ sin(z) + sin(2z) + 5 sin(3z) 4+ — sin(5x) + 5 cos(6x) + - sin(7x) + ...
: 5

Portanto, a solugao formal é

1 1 1 1
u(x,0) ~ cos(t) sin(z)+cos(2t) sin(2x)+ 5 cos(3t) sin(3x)+ — cos(5z) sin(5z) + 5 cos(6t) sin(6x)+ = cos(7t) sin(7z)+...
: 5 :



4. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da condugao de
calor

ou 0%
E— @ZO em OSZL‘ST(,

com condigao inicial

u(z,0) = x,
e fluxo de calor nulo nas extremidades, ou seja, com condigoes de fronteira %(0, t) = %(77, t)=20
para cada tempo t > 0.

A série de Fourier de co-senos da temperatura inicial é a série de Fourier da sua extensao par, ou seja, da funcao
definida por |z| em [, 7]. Portanto
™

4 1 1 1
u(@,0) ~ = — — ((:()S(g:) + 5 cos(3x) + o cos(bx) + pro cos(7x) + )

0

[\

e a solucao formal é
1

5 1 _; 1 5 c
(e*z" cos(z) + 66718'1’ cos(3z) + —e 5% cos(bx) + —e 98t cos(Tz) + >

iy
w(m, ) ~ = —
u(@,t) ~ 5 25 49

5. (4 valores) Determine solugoes separaveis da EDP
Ou Ou
a2
ot * Oox
comzcRetecR.

Se u(z,t) = X (x)T'(t), entdo XT" + X'T = 0. Isto acontece se existe uma constante u tal que X’ = uX e T/ = —uT.
Portanto, solugoes separaveis da equagao sao

Uc,p (T f,) = Ce#(l‘—t)

com ¢, € R.



