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1 Equacgoes diferenciais ordinarias

1. (equagoes diferenciais ordinarias) Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem é uma “lei”
z=v(t,x)

para a trajectéria ¢t — xz(t) no espago de fase X C R (ou R™) de um sistema dindmico, onde
T = % denota a derivada do observédvel/is  em ordem ao tempo ¢, e v(t,x) é um campo de
direcgées (uma recta com declive v(t, z) para cada ponto (f,z) € Rx X). Sev: X — R (ou
R™) é um campo de vectores no espago de fase X, entdo a equagao & = v(x) é dita auténoma.

Uma solu¢do da EDO ¢é um caminho diferencidvel ¢ — z(t) cuja velocidade é &(t) = v(t, z(t))
para cada tempo t num certo intervalo, ou seja, uma funcao cujo grafico I' é tangente ao
campo de direcgoes em cada ponto (¢, z(t)) € I'. Uma solugao local da EDO com condigdo
inicial x(tp) = xzp (ou solu¢do do “problema de Cauchy”) é uma solucdo definida numa
vizinhanca de tg, cujo gréafico passa pelo ponto (to, xo).

O teorema de Peano afirma que, se o campo v(t, ) é continuo, entdo existem sempre solugdes
locais do problema de Cauchy. O teorema de Picard afirma que, se o campo v(t, ) é suficien-
temente regular (continuo, e localmente Lipschitziano® (por exemplo, diferencidvel de classe
C') na varidvel z), entdo para cada ponto (t, 7o) passa uma tnica solugao com condigio
inicial z(tg) = 0.

As solugoes constantes, z(t) = T Vt € R, sao ditas solugdes de equilibrio, ou estaciondrias.

A EDO de ordem k
dky

dkfly
— =Fty97Y, ..., 5
dtk < 7y7y’y7 Y dtk_l) )
para o observével y(f) € R ¢ equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem
T =wv(t,x)
para o observavel z = (zg, 71,2, ..., 7;_1) € R¥ definido por

dk—ly
To=1YyY T =1 To =Y xquwy

onde o campo de direcgoes é v(t,x) = (x1, T2, ..., Tx—1, F (t, o, T1, T2, ..., Th—2, Tp—1))-
e Esboce o campo de direcgdes e (quando auténoma) o campo de vectores das EDOs
T=t T=—-x T=z—1 r=z+1
it=x(l-z) d=@-D-2)(r-3) i=(@x—1)>*(z-2)?

e conjecture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

e A fungdo z(t) = t* é solucio da equacio diferencial & = 3x%/3

2(0) =07 E a funcao z(t) =0 ?

com condigao inicial

2. Considere a EDO
T=x
e Verifique que z(t) = zge’ é uma solugdo com condigao inicial z(0) = .
e Mostre que, se y(t) é uma solucdo com condi¢ao inicial y(0) = zo, entdo o quociente

y(t)/et é constante e igual a xg. Deduza a unicidade das solugdes do problema de
Cauchy.

1A funcéo f : U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R"™ se

IL>0 taq [f(@) = fI <L-llz—yl| Va,yeU.
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3. (sistemas conservativos: Newton, Lagrange, Hamilton) Considere a equagdo de Newton
mg=F

para a trajectéria t — q(t) = (q1(t),q2(t),q3(t)) € R?® de uma particula de massa m num
campo de forgas conservativo F(q) = —VV( ), onde V(g) é um(a energia) potencial.

e Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)?
. 1.0
B(q,q) = 5mlldll” +V ()

é uma constante do movimento, ou seja, que 4 E(q(t), §(t)) = 0 ao longo das trajectérias.
e Verifique que a equacio de Newton é equivalente as equacées de Euler-Lagrange®

d (0L oL
<6qi) 9q; =123

onde a Lagrangiana do sistema é
. 1 e
L(g,4) = 5mldl” =V (q) -

e O vector p = mgq, de coordenadas p; = 9L/Jq;, é dito momento (linear). O espago
R3 x R3, com coordenadas (q,p), é dito espaco de fase do sistema mecanico. Verifique
que a equacao de Newton é equivalente as equacgoes de Hamilton

OH OH

i = ); = — 1=1,2,3
qi £ Pi a4,

onde a Hamiltoniana do sistema é a “transformada de Legendre” da Lagrangiana, defi-
nida por

H(q,p) = sup (p-v— L(g,v))

L2
= .
5 IPII”+V (a)

e Mostre que a Hamiltoniana é uma constante do movimento, ou seja, que %H (q(t),p(t)) =
0 ao longo das trajectérias. Deduza que as dérbitas do sistema no espaco de fase estao
contidas nas curvas/superficies de nivel H(q,p) = ¢ da Hamiltoniana.

4. Esboce o retrato de fase (ou seja, algumas dérbitas no espago de fase) de uma
particula sujeita a lei de Hooke
mi = —k*q.
5. Esboce o retrato de fase de um péndulo matemdtico
6 = —w?sin(h).
2A norma (Buclidiana) de um vector z = (1,2, ..., Tn) € R™ é
lzll = V{z,z) = /23 + 23 + ... + 22, onde z-y=(z,y) =z1y1 + 22Y2 + ... + TnYn

é o produto interno (Euclidiano) em R"™.
3 As trajectérias sdo extremos locais da acg¢do, o funcional

t1
S = L(q(t),q(t))dt

to

definido no espago dos caminhos com condigdes de fronteira q(to) = go e ¢(t1) = q1-
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6. (simulagbes: método de Euler) Considere o problema de simular as solugoes da EDO
& =v(t,x).
O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear
z(t+dt) — x(t) =~ v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solu¢do x(to +n-dt) com condigao
inicial 2:(tg) = xg, é estimada pela sucessdo (x,) definida recursivamente por

’$n+1 =, +v(tn, Tn) - dt‘

onde t,, = ty+n-dt. Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximacao
de z(t), dado z(tp) = x, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

3

e Considere a equagao diferencial
=2z
com condicdo inicial £(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = €, entao o método de Euler
fornece a aproximagao
n
2(t) =~ (1+¢)

onde n ~ t/e é o numero de passos. Deduza que, no limite quando o passo € — 0, as
aproximacoes convergem para a solucdo e’, pois

t n
lim (1+4¢)"/° = lim <1 + >
e—0 n—oo n
e Simule a solugao da EDO & = (1 — 2¢)x com condigao inicial (0) = 1. Compare o

resultado com o valor exacto x(t) = et’tz, usando passos diferentes, por exemplo 0.01,

0.001, 0.0001 ...
e Aproxime, usando o método de Euler, a solucao do oscilador harménico
g =p
p =-q
com condi¢ao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto

q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...

7. (simulagoes: método RK-4) O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solucao
de
T =wv(t,x) com condigdo inicial  x(tg) = xo
consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(tg + n - dt) com a sucessao z,, definida
recursivamente por

Tp+1 = T + % (/ﬂl + 2k2 + 2]€3 + k4)

onde os coeficientes k; sao definidos recursivamente por

ki=v(tn,n) ka=v(ta+ Lo, +% ki) ky=v(tn+ L 2, +% k) ky=v(t,+dt,x,+dt ks)

et, =to+n-dt.

e Implemente um cédigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.
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2 EDOs autéonomas e separaveis

1. (integraciao de EDOs simples) O teorema fundamental do cdlculo® implica que a solucio de
uma EDO simples
z = v(t)

com condigdo inicial z(tg) = xo é determinada por meio de uma integragéo, ou seja,

z=v(t), z(to) = x0 = x(t) = xo + ftz v(s)ds

e Mostre que, se z(t) é solucdo de & = v(¢), entdo também z(t) + ¢ é solugao, Ve € R.

e Integre as seguintes EDOs, definidas em oportunos dominios.
& = 2sin(t) T=et & = cos(3t) x=1/t

2. A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mi = —mg
onde r é a altura, m é a massa da particula, g ~ 9.8 m/s? é a aceleragio da gravidade
préximo da superficie terrestre, e 7 denota a segunda derivada de 7 em ordem ao tempo ¢.

e Escreva a solugao geral desta equagao.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,
com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o
tempo necessdrio para a pedra atingir o chao.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. (EDOs auténomas) Considere o problema de determinar a solu¢do da EDO autdnoma
= v(x)

com condigao inicial z(tg) = zg. Se xo é um ponto singular de v(x), i.e. se v(zg) = 0, entdo
z(t) = xo é uma solucdo estaciondria (ou de equilibrio) da equagdo. Se xp nao é um ponto
singular, i.e. se v(xg) # 0, entdo uma solugao local é determinanda separando as varidveis,

vféi) = dt, e integrando os dois membros, [ % = [dt. Ou seja,

z=v(z), x(to) = xo =

{ z(t) = zo se v(wg) = 0

I v‘fg) =t—ty sev(rg)#0

e Mostre que, se z(t) é solucao de & = v(x), entdo também z(t — ¢) é solugao, Ve € R.

e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem
T = —3x T=x—1 =ce" =z
= (z—1)(z—2) z=e" t=(x—-1)(r—2)(x—3)

Encontre, caso existam, as solugoes estacionarias.

Desenhe os respectivos campos de direcgoes e conjecture sobre o comportamento das
solugoes.

Integre, quando possivel, as equacbes e calcule solugoes. Determine umas férmulas
para a solugdo do problema de Cauchy com condicao inicial z(tg) = o e esboce a
representacgao grafica de algumas das solugoes encontradas.

4A solucdo do anagrama
6accdael3eff7i319ndo4qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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4. A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional & quan-
tidade de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N (t) de matéria radioactiva
existente no instante ¢ satisfaz a EDO de primeira ordem

N =—jN,
onde o pardmetro 1/8 > 0 é a “vida média” dos niicleos®.

e Determine a solu¢do do problema de Cauchy com condi¢do inicial N(0) = Np.

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necessario até a quantidade
de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, ou seja, o tempo T tal que N(T') =
%N (0). Determine a relacdo entre o tempo de meia~-vida T e o pardmetro (3, e mostre
que o tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0).

e O radiocarbono *C (que decai segundo (*C — N + e~ +7,) tem vida média 1/8 ~
8033 anos. Mostre como datar um féssil, sabendo que a proporgao de radiocarbono num
ser vivente é fixa e conhecida®.

e Se a radiagdo solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
«, entao a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

N =—-0N +a.

Verifique que a solucdo de equilibrio é N = a/B. Mostre que N(t) — N quando
t — o0, independentemente da condicéo inicial N(0) (use a mudanca de variavel z(t) =
N(t) — N).

5. O crescimento de uma populagao num meio ambiente ilimitado
segue a EDO de primeira ordem )
N = AN

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se « ¢é a taxa de
natalidade e 3 é a taxa de mortalidade, entdo A = a — ).

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0. O que acontece quando
t — oo?

e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

e Se de uma populagao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa

constante vy, entao
N =AN—vy
Determine o estado estaciondrio, e discuta o comportamento assimptético das outras

solugoes.

6. Um modelo mais realista da dindmica populacional é dado pela equacdo logistica”

N =AN(1 — N/Npaz)

onde a constante positiva Ny ¢ a populagao mdxima permitida num dado meio limitado.
Note que, tal como antes, N ~ AN se N << Nyaz, € que N — 0 quando N — Nyaz-

e Seja x(t) = N(t)/Nmaz & populagdo relativa. Mostre que a fungao x(t) satisfaz a equagao
logistica “adimensional”
z=Xx(l —x)

50 tempo de vida de cada niicleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei P(X < t) =
1—e Pt set>0,emédia EX = 1/B8. A equagao diferencial, quando a quantidade N de nticleos é grande, é uma
consequéncia da lei dos grandes ntmeros.

6J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.

7Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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e Determine as solugoes de equilibrio da equacao logistica.

e Verifique que a solugdo com condi¢ao inicial z(0) = z¢ € (0,1) é

1
= 1+(——1) 7

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

7. Um outro modelo de dinamica populacional em meio ilimi-
tado é )
N =aN?.
e Determine solugoes da equagao.

e Note que as solugoes que determinou nao estao definidas para toda a recta real: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apds um intervalo de tempo finito!

8. (EDOs separaveis) A solu¢do de uma EDO separdvel
_ fl@)

(1)

com condigao inicial z(tg) = xo, se f(xo) # 0 e g(ty) # 0, é dada em forma implicita por

— S0 )= >ty =S

e Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

i = ta? ti +t = t2 i =%/2? ri = TRy
t—1 x—1 r —x? dy x
= i+ —F—=0 Y__Z
fE2 t + t2 dx Y
(> +1) & =2tz i=t(2?— 1) i=e"",

9. (EDOs homogéneas) Uma EDO homogénea
z=v(t,x) com v(At,Az) =v(z,t) VA>0,

¢ transformada numa EDO separavel com a mudanga de varidvel y(t) = z(t)/t, i.e.

’:’r:v(l,x/t) = y+ty':v(1,y)\

e Seja
T =wv(t,x

~—

uma EDO homogénea, ou seja tal que v(t,

x) = ()\t Az) para todo o A > 0. Mostre
que se (t) é uma solugdo entdo também ¢(t)
)=

(t/ A) é uma solugdo.

Seja ¢(t) uma solugao tal que (1) =5 e ¢(2 @(t) é uma outra solugao tal que

¢(3) = 15, quanto vale ¢(6)?

e Resolva as seguintes EDOs homogéneas

r—1
= —t P = =14/t
& /x T=_— z +z/
t d
b= aft p=2ter/t 42 = = y/x +sin(y/a),

definidas em oportunos dominios, e esboce a representacao grafica de algumas das
solugoes.
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10. Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

e A taxa de variacdo da temperatura de uma chavena de cha no instante t é proporcional
a diferenca entre a temperatura do ar e a temperatura do cha no instante ¢.

e A taxa de variagao do nimero de elementos de uma populagdo de cogumelos no instante
t é proporcional a raiz quadrada do nimero de elementos da populagao no instante t.

e A velocidade de um foguetao no instante ¢ é inversamente proporcional & altura atingida
no instante t.

e A taxa de crescimento da massa de um cristal cubico é proporcional & sua superficie.
11. Considere a reacgao
AS B

entre duas espécies quimicas A e B. Assuma que as velocidades® sejam dadas por v_, = k_,[A]
e v = k_[B], onde [A] e [B] sdo as concentragoes de A e B, respectivamente, e k_, e k_
sao constantes. No equilibrio, as concentracoes verificam

[Ble/[Ale = k- [k
e Mostre que x = [A] — [A]. satisfaz a equagao diferencial
t=—(k_ +k_ )z

e calcule z(t) dado um valor inicial 2(0).

e Mostre como estimar as velocidades de reacgao, k_, e k_, utilizando as observagoes de
[A¢ e [B]..

8Segundo a lei de acgdo das massas, “numa dada temperatura, a velocidade de uma reaccio quimica é propor-
cional ao produto das concentragdes molares dos reagentes, elevadas a expoentes iguais aos respectivos coeficientes
da equacdo quimica balanceada”. Por exemplo, a velocidade da reagao

aA+bB+..—xX +yY + ..
é dada por
vo, = K3 [A]?[B]b...
onde [A], [B], ... sdo as concentragdes molares de A, B, ... , e K7 é uma constante (que pode depender da

temperatura T, por exemplo, segundo a lei de Arrhenius Kp = Ae=E/BT com A e E constantes). A velocidade
da reagao inversa
aA+bB+...—zX +yY + ...

ve = K [X]P[Y]Y...

Entao no equilibrio as concentragoes satisfazem a lei

A2 [B]"...

Xy T

onde K = K7 /K.
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3 EDOs lineares de primeira ordem
1. (EDOs lineares de primeira ordem) A solugao de uma EDO linear de primeira ordem
L+ p(t)r =q(t),
com condigao inicial z:(¢y) = xg, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar

uma solugdo nao-trivial y(¢) da equacao homogénea associada y + p(t)y = 0, substituir a
conjectura z(t) = A(t)y(t) na equagao nao-homogénea e resolver para A(t). O resultado é

Pptr=q(t), wlto) =z = a(t) = e TP (ny 4 [ P g(s)as)

e Mostre que se x1(t) e x2(t) sdo duas solucoes da EDO linear de primeira ordem & +
p(t)x = q(t), entdo a diferenga y(t) = x1(t) —z2(t) é uma solucao da equagao homogénea
associada, ¢ + p(t)y = 0.

e Determine a solucao geral das EDOs lineares de primeira ordem

2t

2% — 6 =e t+2x=t d4z/P=1/t* d4tr=t>

definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

26 —3x=¢e t € (—00,00) com z(0) =1

3t t € (—o0,00) com z(1l) =2

T+x=ce€
ti —a =t t € (0,00) com z(1) =3
it =13 t € (—o0,00) com z(0) =0

dr/df 4+ rtané = cos 6 te(—n/2,7/2) comr(0)=1

2. Um modelo mais realista da queda livre de uma particula proxima
da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia é modelada como
sendo uma for¢ca —k7 proporcional e contraria a velocidade, assim a equagao de Newton
escreve-se mit = —kri — mg, onde k é uma constante positiva. Chamando v = 7 a velocidade
da particula, somos levados a EDO

mv = —kv —mg

e Resolva o problema de Cauchy com condi¢do inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v tende para um valor assimptético quando ¢ — oo, indepen-
dentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugado encontrada para determinar a trajectéria r(t) com condigdo inicial
r(0) = s.

3. A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO )
LI+ RI=V(t)

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito.

e Escreva a solugao geral como fungao da corrente inicial I(0) = Iy.

e Resolva a equagao para um circuito alimentado com tenséo constante V(t) = E. Esboce
a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.
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e Resolva a equagdio para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
E sin(wt). Verifique que a soluc¢ao com I(0) =0 é

FwlL Ry

I(t) = sin (wt — @) + me* L

B
/R? + w22

onde ¢ é uma fase que depende de w, L e R.

4. A temperatura T'(¢) no instante ¢ de um corpo num meio
ambiente cuja temperatura no instante ¢t é M (t) segue a lei do arrefecimento de Newton

T =—k(T — M(t))
onde k é uma constante positiva (que depende do material do corpo).
e Escreva a solugao geral como fungao da temperatura inicial T'(0) = T e de M(7) com

0<r<t.

e Determine a solucdo assimptética (ou seja, quando ¢ é grande) T'(t) quando M(t) =
M sin(wt).
e Resolva a equagao quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) =

M. Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para
grandes intervalos de tempo.

e Uma chavena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.

5. (equagoes de Bernoulli) Uma EDO da forma
i+ P(t)r = Q(t)a",

onde P e @ séo fungdes continuas num intervalo I e com n # 0 ou 1 (caso contrério trata-se
de uma normal equagao linear da primeira ordem), é dita equagdo de Bernoulli.

e Verifique que z(t) = 0 é uma solugao de equilibrio da equacao de Bernoulli.

e Seja k = 1 —n. Mostre que z(t) é uma solugao positiva da equagado de Bernoulli com
condicdo inicial z(tg) = 29 > 0 sse a funcio y(t) = x(t)* é uma solucio da EDO linear

j+ kP(t)y = kQ(t)

com condicio inicial y(tg) = (z0)'/*.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equagdes de Bernoulli:
& +x =27 (cost —sint) t € (—o00,00) com z(l) =2

ti+e x = a2 logt t € (0,00) com z(3) =0
i—z/t=tyr  te€(0,00) comz(l)=1
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4

EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes cons-
tantes

. (EDOs de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes) Solugdes da EDO ho-

mogénea
T4 20+ Px=0

podem ser determinadas usando a conjectura z(t) = e*!. Se z4 = —a + \/a? — 3 sdo as
raizes do polindmio caractéristico z% 4+ 2az + 3, entdo duas solucdes independentes sio

e~ateht  gmatg—kt raizes reais e distintas z4 = —a + k
e~ cos(wt) , e"*sin(wt) raizes complexas conjugadas z4 = —a %+ iw
e~ | temot raiz dupla z4 = —a

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
i-20=0 F+rmx=0 Bi+i=0 F-i=0
i4+2t—2=0 i4+2c+2z=0 Z4+4c+5x=0 ¥—4c+x=0.
e Resolva os seguintes problemas de Cauchy:
Z4+2x=0 comz(0)=0ex(0)=2
I+4&=0 comz(0)=1ez(0)=0
Z4+4x+5x=0 comx(0)=2ex(0)=-1
Z2—17413x=0 comz(3)=0e%(3)=0
#—2t—2x=0 comx(0)=0ex(0)=9
F—4i—x=0 comz(l)=2ex(l)=1.

e Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solugoes os
seguintes pares de fungoes:

et e e, e tsin(2nt) e e 'cos(27t), sinh(t) e cosh(t),

e 3t e te™, sin(2t+1) e  cos(2t +2), 3 e bt.

Considere a equagao do oscilador harmdnico

j=-wq.

Determine a solugdo com condicéo inicial ¢(0) = go e ¢(0) = vo, mostre que é periédica
e determine o periodo das oscilagoes.

Mostre que a solugao pode ser escrita nas formas
q(t) = Asin (wt + @) ou Acos (wt + ¢)

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais gy e vg.

Mostre que a energia

1,1
E(q,q) = 5(12 + §w2q2

é uma constante do movimento, ou seja que se ¢(t) é uma solugao do oscilador harménico
entdo £ E (q(t),q(t)) = 0 para todo o tempo ¢.

e Determine a energia em quanto funcao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

Esboce as curvas de fase no plano ¢-q.
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3. Considere a equagao de Newton
mi = k*q,

que descreve uma particula de massa m num potencial U(q) = —%k‘QqQ.

e Determine a solugao geral.

e Existem solugoes de equilibrio? Existem outras orbitas periddicas ou limitadas?
4. Considere a equagao das oscilacdes amortecidas
. . 2
q§=—2aq—wq,
onde o > 0 é um coeficiente de atrito.

e Resolva a equagao, esboce algumas solugoes e discuta os casos
a? < w? (amortecimento sub-critico),
a? = w? (amortecimento critico),

e a? > w? (amortecimento super-critico).

e Mostre que a energia

1,1
E(q,q) = 5(12 + §w2q2

nao é uma constante do movimento.

e O que acontece quando « é negativo?

5. Considere a equagao de Schrodinger estaciondria
h? d*v
———=FkV
2m dx?

para a fungdo de onda ¥(x) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, i = h/27
é a constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 1073* J.s. Determine para quais valores E
da energia existem solugdes nao triviais da equacao no intervalo = € [0, ¢] com condigoes de
fronteira U(0) = 0 e ¥(¢) = 0 (particula numa caixa).

6. (equagoes equidimensionais) Uma equagao diferencial da forma
+ b dy + 0
e 4oy =
P P =
é dita equidimensional (é invariante pela transformagao x — Az com A > 0).

e Mostre que a substituigao x = e transforma a equagio equidimensional para y(x) numa
equagdo com coeficientes constantes para z(t) = y(x(t)).

e Resolva a equacgao
de dy
v gy = 0,
e e YT
na semirecta x > 0.
7. (variagao dos parametros) Uma solugdo particular da EDO

i+ 2ad + Bz = r(t)

é dada por
2(8) = A (D6 (1) + A_ (B9 (8)

onde

_ (0
(1) =~ [ ¢~ Oyt = J o+t

¢+ (t) and ¢_(t) sdo duas solugoes independentes da equacio homogénea § + 2ay + By = 0,
e Wy, s (t) = ¢4 (1)d—(t) — ¢4 () (t) é o Wronskiano,
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e Determine uma solucao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos
dominios, utilizando o método de variagao dos parametros:

F4+ax=1/sin(t) i+24+z=e"  &+4i+4x=e *logt.

2t

sin(t) . W
= tan(¢ — 4z + 8z =
cos?(t) E+a=tan(t) ToArter cos(2t)

8. (coeficientes indeterminados) O método dos coeficientes indeterminados permite determinar
solugoes particulares de uma EDO linear

T+z=

&+ ad + Bx =r(t)

quando o segundo membro pertence a algebra gerada por polinémios, exponenciais, senos e
cosenos, ou seja, quando r(t) é uma combinacao linear de termos

th . et . (cos(wt) ou sin(wt))
A conjectura para uma solugao particular é
2(t) = p(t) - " - (c1 cos(wt) + o sin(wt))
onde p(t) = ag + ait + ast? + ... + a,t™ é um polinémio de grau n < k + 2.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coefici-
entes indeterminados.
itr=t F-i=t" i+4d+3r=t’-1 i-da=e"
P2 +x=1tet4el Z 4 x = sin(t) &+ 4 = 2t cos(t)
Z + 9z = sin(nt) % + 4x = cos(2t) i —da =te”? &+ 4x = te ' cos(2t).

9. (representacao integral da resposta de um oscilador) Mostre que uma solugéo particular da

equacao

1t
i 4wl =r(t) é z(t) = ;/ r(r)sin (w(t — 7)) d7,
0
e que uma solucao particular da equagao
1 [t
i —k2x =r(t) é z(t) = z / r(7)sinh (k(t — 7)) dr.
0
10. Considere a equagao de Newton

mG = —2aq + F(t)

de uma particula de massa m sujeita a uma forca F'(t), onde o > 0 é um coeficiente de atrito.
Sabendo que ¢(0) = go e ¢(0) = vy, determine a trajectéria quando a forca é

e F'(t) = g, ou seja, constante,
o F(t)=3—12,
o F(t) = Fycos(yt),
o F(t) =1 | F;cos(yt).
11. Considere a equagao das oscilacoes forcadas

j=—wq+F(t).
onde a forga é F(t) = F cos(7t).

e Determine a solucdo geral da equacio quando y? # w?.
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e Mostre que a solugao quando 72 = w? (frequéncia ressonante) é

Fi
q(t) = Asin (wt + @) + ﬁtsin (wt) .

onde a amplitude A e a fase ¢ dependem dos dados iniciais.
12. Considere a equagao das oscilacdes for¢adas amortecidas
i= 20— wq+ F(t),
onde a > 0 e a forga é F(t) = Fy cos(yt).

e Mostre que, se a? < w? (ou seja, se o sistema nao forgado é sub-critico), a solucio geral

é
q(t) = Ae ' sin (\/w2 —a?t+ ga) + Fo sin (vt + ¢) ,
\/(w2 —72)% + 4a2y2
onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais. A primeira parcela da
solugdo representa um regime transitorio (transiente), desprezavel para grandes valores
do tempo. A segunda é dita solucao estacionaria, e representa a resposta sincronizada,
mas desfasada, do sistema & forca peridédica. A funcdo

1
\/(w2 _ 72)2 + 4022

é dita curva de ressonancia do sistema, pois representa o factor de proporcionalidade
entre a amplitude da forga e a amplitude da resposta.

R(y) =

e Esboce o gréfico da curva de ressonéncia. Mostre que a curva de ressonancia R() atinge

um maximo para o valor
Y = Vw? — 2a?

da frequéncia, chamada frequéncia de ressonancia.

e Determine a solugao estacionaria quando a forga é uma sobreposicao

F(t)= Z F; cos(vit) .
i=1

e Discuta também os casos a? = w? e a? > w?.

13. A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, induténcia L e capacidade
C, é determinada pela EDO

.. .1 .
LI+RI+ 1=V,
c
onde V(t) é a tensdo que alimenta o circuito.
e Determine a corrente I(t) num circuito alimentado com uma tensao constante V (t) = Vj,
e esboce as solugoes.

e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensdo alternada V (t) =
Vo sin(yt) (compare com a equacao das oscilagoes forgadas amortecidas).

e Determine a frequéncia de ressonancia do circuito.
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5 Sistemas de EDOs e linearizacao
1. (sistemas lineares) As trajectérias de um sistema linear
i = Ax

com x € R" e A € Mat,(R), sdo dadas por z(t) = e*2(0), onde o “operador exponencial”
et4 é definido pela série de poténcias

etA — ZOO t" An

n=0 n!

O campo linear v(xz) = Az é dito hiperbdlico se o espectro de A, o conjunto
Sp(A) ={ Ak = pr +iwr € C t.q. det(A— A\ ) =0}

dos valores préprios de A, é disjunto do eixo imaginério (ou seja, py # 0 Vk).

_ (P, O tA _ emt 0
A—(O pz) = e _(0 opat

A origem ¢é dita nodo estdvel se p1, p2 < 0, nodo instdavel se p1,ps > 0, ponto de sela se
p1 < 0< p2.
_(pr 1 tA_ ptf 1
A= ( 0 p ) = et =e ( 0
e Verifique que

. ( 0w ) L A ( cos(wt)  sin(wt) )

e Verifique que

e Verifique que

—
~

—sin(wt) cos(wt)
e p w N oA _ oot cois(wt) sin(wt)
—w P —sin(wt) cos(wt)
A origem é dita foco estdvel se p < 0, foco instdvel se p > 0.
e Considere o sistema linear
T=x—y
y=r+y
Determine a solugéo com condigdes iniciais 2(0) =1 e y(0) = 0.
2. (estabilidade local) Seja T € R™ uma solugéo de equilibrio do sistema auténomo

& =v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. O equilibrio é (localmente) estdvel se
Ve>03 >0 tal que

l2(0) —Z|| < ¢ = lx(t) —Z|| <e, Vt>0.
O equilibrio é (localmente) assimptoticamente estdvel se é estavel e se 36 > 0 tal que
|lz(0) —Z|| < ¢ = z(t) - T, quando t— 0.

e Verifique que a solugéo de equilibrio x(t) = 0 do campo linear v(z) = Ax é estdvel se
todos os valores proprios de A tém parte real pr, = R(Ag) < 0.

e Verifique que a solugdo de equilibrio z(t) = 0 do campo linear v(z) = Az é assimptoti-
camente estdvel se todos os valores préprios de A tém parte real pr = R(Ag) < 0.
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3. (fungodes de Lyapunov) Seja T € R™ uma solugao de equilibrio do sistema auténomo
& =v(x)
ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. Uma fun¢do de Lyapunov é uma

funcao diferencidvel H(x) que assume um minimo local em T (i.e. H(Z) < H(x) para todo
x # T numa vizinnhanga de T) e que nao cresce ao longo das trajectérias do sistema, ou seja,

d
—H(z(t)) <0
@ H (1) <
Se o sistema & = v(z) admite uma fungao de Lyapunov H (z) numa vizinhanga do equilibrio
T, entao
4 (2(t) <0 = T é localmente estavel
LH(x(t) <0 Vat)#T = T é localmente assimptoticamente estavel
e Considere o sistema conservativo mq = fﬁV(q_), ou seja,
7= wf
p= -VV(q)

com ¢, p € R™. Verifique que a energia

@5 = 55 + V(@

é uma constante do movimento. Deduza que os pontos de equilibrio (g,0), onde g é um
minimo local do potencial V(q), sdo localmente estéveis.

4. Considere a equacdo das oscilacdes amortecidas § + 2aq + w?q = 0, ou seja, o
sistema ]
q =P
p = —2ap-wiy
e Esboce as curvas de fase do sistema para diferentes valores dos parametros a > 0 e w.
e Mostre que a energia
1 1
H — Sp2 4 2202
(a:p) = 5p” + 5074
é conservada quando a = 0. Deduza que (0,0) é um equilibrio estdvel.

e Mostre que (0,0) é um equilibrio assimptoticamente estavel se a > 0.
5. (linearizagao) Seja T € R™ uma solugao de equilibrio do sistema auténomo
= v(x)

ou seja, um ponto onde o campo de vectores v(Z) = 0. A lineariza¢do do sistema em torno
de T é o sistema linear

y=Ay
para a diferenca y(t) = z(t) — %, onde A = Dv(T) é a matriz Jacobiana do campo v no ponto
x.
O teorema de Hartman-Grobman afirma que, se o campo linearizado A é hiperbdlico, entao
o campo v(z) é “localmente equivalente” & sua parte linear A.

Em particular, se os valores préprios {\;} de A tém parte real R(\;) < 0 entdo

’ R(A;) <0, Vi = T ¢ localmente assimptoticamente estdvel
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e Linearize o sistema
b= —2%+x+sin(y)

= cos(y) — a5y
en torno do seu ponto de equifbrio (1,0) e discuta a estabilidade.

e Considere o sistema
t= 2’4y
y= —xr—y
Determine os pontos de equiibrio e discuta a estabilidade. Simule o sistema e esboce as

curvas de fase.

¢ Discuta a estabilidade dos equilibrios do péndulo § = —w?

sin(q) — ag.
6. Considere o péndulo matemdtico,
0 =—w?sing
e Simule o sistema.

e Mostre que a energia
. 1.
E(6,0) = 56’2 + w?(1 — cos(9))
¢ uma constante do movimento.

e Discute a estabilidade das érbitas periddicas.
e Discuta as oscilagoes do péndulo com atrito e com momento de rotacao constante,

0+ w?sin(f) +af = M

7. Considere o sistema, .
h =(t)
0= —g+ya
m = —u(t)

que descreve a altura h(t) atingida por um foguetao no tempo ¢, dada uma taxa de combustéo
u(t). Linearize o sistema ao longo da solu¢ao com u(t) = ug constante.

8. Considere o sistema
= y+az(l-2®+y?)
= —z+y(l—a+y?)
e Simule o sistema.
e Mostre que, em coordenadas polares, o sistema é
P= r(l—1r?
0= 1
Deduza que a circunferéncia unitaria é uma érbita periédica.

e Estude a estabilidade da érbita periddica.

9. Considere o sistema’

i=—y+z(\— (22 +1?))
j=z+y\ - (2% +y%)
e Simule o sistema ao variar o parametro \.
e Mostre que a origem é um equilibrio assimptoticamente estavel quando A < 0.
e Mostre que a origem é um equilibrio instavel quando A > 0. Observe que a circunferéncia
22 4+ y? =1 é um “ciclo limite” do sistema quando X\ = 1.

e Simule o sistema
i=aty—o(h - (@ +y?)
jy=—z+y—y\— (2" +y

9E. Hopf, Abzweigung einer periodischen 16sung von einer stationiren l6sung eines differentialsystem, Ber. Verh.
Sdchs. Acad. Wiss. Leipzig Math. Phys. 95 (1943), 3-22.
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6

2.

Bestiario
. (pendulo matematico) Considere a equagao de Newton que modela as oscilagoes de um
péndulo,

= —w?sin() — af .

onde w = \/W, g ¢é a aceleracao gravitacional, ¢ o comprimento do péndulo, e « > 0 um
coeficiente de atrito. No espaco de fase, de coordenadas g e p = ¢, a equacao assume a forma
do sistema .

0=p

p=—w?sin(d) — ap

e Simule o sistema, e esboge as trajectérias e as curvas de fase.

N~ NN N N N N NN

Retrato de fase do péndulo (sem e com atrito).

(oscilador harmonico) As pequenas oscilagoes de um péndulo em torno da posicao de equilibrio
estdavel § = 0 sdo descrita pela equacdo do oscilador harmdnico

§=—wq.

onde w ¢ a frequéncia caracteristica. No espaco de fase, de coordenadas ¢q e p = ¢, a equacao
assume a forma do sistema
q=7p
S 2
p=—-wyq
e Simule o sistema, e esboge as trajectérias e as curvas de fase.

e Mostre que as trajectérias sao
q(t) = Asin (wt + ) ou Acos (wt + ¢) ,

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais g(0) = go e ¢(0) = vy.

e Mostre que a energia

1 1
E(q,p) = 51?2 + §w2q2

é uma constante do movimento, ou seja que se (q(t),p(t)) é uma solu¢do do oscilador
harménico entdao < E (q(t),p(t)) = 0 para todo o tempo ¢.

SN

Retrato de fase do oscilador harmdnico.
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3. (oscilacoes amortecidas) Considere a equagao das oscilagoes amortecidas
i — 900 — 2
q= aqg —wq,
onde o > 0 é um coeficiente de atrito.

e Simule o sistema quando a? < w? (amortecimento sub-critico), a? = w? (amortecimento
critico), e a? > w? (amortecimento super-critico).

Retrato de fase e trajectérias do oscilador amortecido (sub-critico e super-critico).

4. (oscilador de van der Pol) Considere o oscilador de van der Pol'°

i—p(l—¢*)qi+q=0
que modela a corrente num circuito com um elemento nao-linear.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugdes ao variar o parametro p.

| | VAT A |
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Retrato de fase e trajectérias do oscilador de van der Pol.

e Simule o oscilador forcado
G — (1 —¢*)g + q = Fysin(wt)

ao variar o parametro p e a frequéncia w.

10B. van der Pol, A theory of the amplitude of free and forced triode vibrations, Radio Review 1 (1920), 701-710
and 754-762. B. van der Pol and J. van der Mark, Frequency demultiplication, Nature 120 (1927), 363-364.
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5. (sistema de Lotka-Volterra) Considere o sistema de Lotka-Volterra

T = ax — bxy
Y= —cy+dxy
Foi proposto por Vito Volterra'! para modelar a competicdo entre = presas e y predadores,

e por Alfred J. Lotka'? para modelar o comportamento ciclico de certas reaccoes quimicas,
como o esquema abstracto

A+ X —2X X+Y —=2Y Y —- B

e Determine as solugoes estacionarias.
e Mostre que a fungéo
H(z,y) =dr+by—clogz —alogy
6 uma constante do movimento, ou seja, 4% H(x(t), y(t)) = 0. Deduza que as érbitas do
sistema estao contidas nas curvas de nivel de H (z,y).

e Simule o sistema.

WY /222
[[f1/¢e7m"""

ﬂ}//////w LN NNN N
11174
AR
RN
PN

RS it

e

Retrato de fase do sistema de Lotka-Volterra.
6. (rock-paper-scissor game) Considere a reacgao

X+Y2ox v+z3%2v z+x oz

modelada pelo sistema

& =z(yvy — Bz)
¥ =ylaz —yz)
Z=2(fz — ay)

e Verifique qua a soma
H(z,y,2) =x+y+2
6 uma constante do movimento, ou seja, = H (z(t),y(t), z(t)) = 0.

e Simule o sistema e esboge as trajectérias no “simplexo”
{H(z,y,2)=1,2>0,y>0,2>0}.
e Determine e estude os equilibrios.

7. (Michaelis-Menten kinetics) The enzyme E binds the substrate S forming a composite E.S,
which in turns give a product P together with the enzyme E for the next cycle.

E+S—FES—P+FE

1Vito Volterra, Variazioni e fluttuazioni del numero d’individui in specie di animali conviventi, Mem. Acad.
Lincei 2 (1926), 31-113. Vito Volterra, Legons sur la Théorie Mathématique de la Lutte pour la Vie, Paris 1931.

12 Alfred J. Lotka, J. Amer. Chem. Soc 27 (1920), 1595. Alfred J. Lotka, Elements of physical biology, Williams
& Wilkins Co. 1925.
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8. (double-negative feedback) The interplay between two mutually repressing genes is described
by the system'?
@ J—
Ty %
V=11 Y

9. (Brusselator) O Brusselator é um modelo autocatalitico proposto por Ilya Prigogine e cola-
boradores'* que consiste na reaccio abstracta

A— X B+X-Y+C 2X+Y —3X X —D

e Simule o sistema
t=a—(B+ 1)z + 23y
j = Br — 1%
para as concentragoes das espécies cataliticas X e Y, obtido quando as concentragoes
[A] ~ a e [B] ~ (8 sdo mantidas constantes.
e Simule o sistema
t=a—(b+1)x+ 22y
U =br — 2%y
b=—-bxr+4
para as concentragoes de X, Y e B, obtido quando a concentragdo [A] ~ « é mantida
constante e B é injectado a uma velocidade constante v ~ §.

I N, N NN

\
IOV AR\ CURRNN B

BRSNS
e PN N o — R

BUPYY/ ARNNNNN NSO PRS-~

ISV A NCCC R,

IS SNCTERRY

Rerato de fase do Brusselator.

10. (reaccao de Schnakenberg) Considere a reacc¢do de Schnakenberg'®
2X+Y —3X A—=Y X —B

modelada pelo sistema
t=x’y—x+p
j=-2+a

para as concentracoes x ~ [X] e y ~ [Y].

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.

137 S. Gardner, C.R. Cantor and J.J. Collins, Construction of a genetic toggle switch in Escherichia coli, Nature
403 (2000) 339-342.

141, Prigogine and R. Lefever, Symmetry breaking instabilities in dissipative systems, J. Chem. Phys. 48 (1968),
1655-1700. P. Glansdorff and 1. Prigogine, Thermodynamic theory of structure, stability and fluctuations, Wiley,
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Retrato de fase do sistema de Schnakenberg.

11. (oscilador bioquimico de Goodwin) Um modelo de interagbes proteinas-mRNA proposto por
Goodwin'® ¢ ) )
M=1ip—a
P=M-p
onde M e P denotam as concentracoes relativas de mRNA e proteina, respectivamente.

e Simule o sistema e discuta o comportamento das solugoes ao variar so parametros.

Retrato de fase do sistema de Goodwin.

e Simule o sistema!”

M=—"——aM

X +Pm
P=M™"™-3P
12. (atractor de Lorenz) Considere o sistema de Lorenz'®
i =o(y—uz)
y=z(p—2)—y
Z=uxy— Pz

e Analize o comportamento assimptdtico das trajectérias ao variar os parametros o, p e

e Observe o comportamento das trajectérias quando o ~ 10, p ~ 28 e 5 ~ 8/3.

16B.C. Goodwin, Temporal organization in cells, Academic Press, London/New York 1963. B.C. Goodwin,
Oscillatory behaviour in enzymatic control processes, Adv. Enzyme Regul. 3 (1965), 425-438.

17T, Scheper, D. Klinkenberg, C. Pennartz and J. van Pelt, A Mathematical Model for the Intracellular Cicardian
Rhythm Generator, J. Neuroscience 19 (1999), 40-47.

18E.N. Lorenz, Deterministic nonperiodic flow, J. Atmspheric Science 20 (1963), 130-141.
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Atractor de Lorenz.
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(“uma” primitiva)

[ f(z)dz = F(x)

(por substituigao)

(por partes)

[ Fy@)y (x)de = [ f(y)dy
J f(@)g'(x)dx = f(x)g(x) — [ f'(x)g(x)dx

(constantes) A

(poténcias, o # —1) x®

(logaritmo) 1/x

(exponencial) e’
(seno) sin(x)
(coseno) cos(x)
(tangente) @
(cotangente) smTl(x)

(arco cujo seno)

T—22

(arco cuja tangente) 1_::62
(exponencial X seno) e*® sin(fSr)
(exponencial X coseno) e** cos(fr)

(coseno x coseno, n” 4 m?)  cos(nx) cos(max)
sin(nz) sin(mx)

(seno x seno, n? # m?)

(seno x coseno, n? # m?) sin(nx) cos(ma)

(z x coseno, n #0) x cos(nz)
(z x seno, n #0) x sin(nzx)
(¥ x coseno, n # 0) z* cos(nx)
(z* x seno, n # 0) 2" sin(nx)

J cos(nzx) cos(maz)

JAdz =Xz
[avde = ot
[ & =log ||
Jetdx =e”

[ sin(z)dz = — cos(z)
J cos(z)dz = sin(x)

f cogzx(z) = tan(m)

—z—sindgzx) = —cotan(z)
S/ \/flf? = arcsin(z)

[ 7 = arctan(z)

feax Sln(ﬁ.’lﬁ)dx — e (a sin&%ﬁ;ﬁcos(ﬁx))

[ e cos(fa)dz = <-(ecoxlfn g sin(ga)

a?+p3?

_ sin((n+m)z) sin((n—m)x)
dr = 2(n+m) + 2(n—m)

[ sin(nz) sin(ma)dz = —Sin2(((::j__z))z) — Sing(((,?:%)z)
J sin(na) cos(ma)da = —<girEne)  cosflnmme)

cos(;m) + x sin(nx)

[z cos(nz)dx =

fxsin(nm)dx = Siné;m) _ xcoi(nx)

[ z¥ cos(nz)dz = 2l sin(nz) _ E [ 2%V sin(nz)de

n

[ zF sin(nz)dz = _ ol cos(na) | E [ k=1 cos(na)dx

n
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7 Transformada de Laplace

1. (transformada de Laplace) Seja f : [0,00) — R uma fungao seccionalmente continua e de
ordem exponencial'® m. A transformada de Laplace de f(t) é a funcao L{f(t)} (z) = F(z),
definida pelo integral improéprio

F(z)= [Ce # f(t)dt

F(z) é holomorfa no dominio R(z) > m onde o integral é absolutamente convergente. A
restricdo de F'(z) a recta real, ou seja em s = R(z) > m, é denotada por F'(s).

e Verifique as seguintes propriedades elementares da transformada de Laplace
LAN@) + ng()} (s) = AL{f(1)} (s) + nL{g(t)} (s) VA, p€R, coms>m,
1
LA{f(A)}(s) = Xﬁ{f} (s/A) YA>0, coms>m.

L{"fO)}(s)=L{f}(s—k) VkeR, coms>m+k.

e Verifique as seguintes férmulas para as transformadas de Laplace das fungoes elementa-

5{1}(5):2 ﬁ{t}(s):si2 c{tn}(s):s%!l com s > 0.
E{ekt}(s):sik com s >k
£ {sin(wt)} (s) = 82;"7&]2 e L{cos(wt)}(s) = ﬁ com s > 0.

LA{uq(t)} (s) = com s >0
s
e Verifique que a transformada de Laplace da poténcia f(t) = t%, com g > 0, é

LAt} (s) = % com s >0,

onde a fun¢do Gama é definida pelo integral impréprio
I'(z) :/ et at em R(z)>0
0

Mostre que I'(z + 1) = z - T'(2), e que I'(1) = 1. Deduza que I' extende o factorial, ou
seja, [(n+1)=nlsen=0,1,2,3,....

2. Se f :[0,00] — R é uma fungéo seccional-
mente continua e periddica de periodo T entdo a sua transformada de Laplace é

L{fMY(s) = 224 onde  Fr(s)= [ e *'f(t)dt

e Determine a transformada de Laplace das seguintes funcoes periédicas: 2!

o=t so={1 S so={ e S

19A fungdo f(t) tem crescimento exponencial se 3 m > 0 e M > 0 tais que |f(t)] < Me™t, Vt > 0. A ordem
exponencial de f(t) é o inf{m >0 t.q. IM > 0 t.q.|f(t)] < Me™!, Vt > 0}
20A fungdo de salto unitdrio (ou func¢do de Heaviside) em a > 0 é definida por

0 set<a
u“(t)_{l set>a

21[7&] denota a parte inteira de ¢, ou seja, o maior inteiro n € Z tal que n < t.
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3. Seja f : [0,00[ — R uma fungao seccional-
mente continua e de ordem exponencial m. Mostre que, se a > 0,

LAua(t)f(t —a)}(s) = e L{f()} (s) coms>m,

e portanto

LA{ft+a)}(s) =eL{u.(t)f(t)} coms>m.

4. (produto de convolugao) Sejam f e g : [0,00[ — R duas fungdes seccionalmente continuas
e de ordem exponencial m. O produto de convolu¢ao (para sistemas causais) de f e g é a
funcao f x ¢ :[0,00) — R definida por

(fxg)(t fo g(t —7)dr

e Mostre que

L{f =g} (s)=L{f}(s)- L{g}(s) coms>m.
e Deduza que

c{ [ s} )= Lo 11 () com sz m.

5. (derivadas e transformada de Laplace) Seja f : [0,00] — R uma fungdo seccionalmente
continua e de ordem exponencial m, e seja F(s) = L{f} (s), com s > m, a sua transformada
de Laplace.

e Mostre que F(s) é de classe C* e

TL () = LU0 " S0} (5).

e Mostre que, se f e as suas derivadas f/, f”, ..., f™ sao seccionalmente continuas e de
ordem exponencial m, entao

£{r™MW} (s) = s"F(s) = 5" (0) = 8" 721(0) = oo = s 7D(0) = f 7D (0).
6. Determine a transformada de Laplace das
seguintes funcoes f(t):
t2—2t+1 2 + 3t — 5sin(nt) (t —1)e* sin(5t) cos(4t)
tmekt cosh(3t) sinh(3t)
e “cos(wt) e *sin(wt)  tcos(wt)  tsin(wt)
g (t)e U () sin(wt) (1 —wuqa(t))t.
Asin (wt + @) Ae” sin (wt + ) Ae”* sinh (Bt + ¢)
Fi F
Asin (wt + @) + rj’ﬂ cos (7t) Asin (wt + @) + it sin (wt)
ot - ( 2 2 FO .
e “sin (Vw? —« t—|—<p)+ sin (vt + ¢)
\/(w2 —72)% 4 40242

7. (transformada de Laplace inversa) Se F'(z) é a transformada de Laplace da fungao f(t), entao
f(t) é dita transformada de Laplace inversa de F(z), e denotada por f(t) = L7 {F(s)} (¢).
Nos pontos de continuidade de f(t), vale a formula (de inversao) de Mellin (ou de Bromuwich)

[ et P(2)dz

271'1

onde f > m e m é a ordem exponencial de f(t).
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e Mostre as seguintes propriedades da transformada de Laplace inversa:
L7HAF(s) + pG(s)} (1) = AL {F ()} (£) + L {G(9)} (1) VA ueR,

L7HF(s—a)}(t) =L H{F(s)} (1) VaeR,
L7He ™ F(s)} (t) = ua(t) L7 {F(s)} (t — a) Ya>0,

£t {iF(s/)\)} t)=LH{F(s)}(\t)  YA>0,

e Determine uma transformada de Laplace inversa das seguintes funcoes F'(s):

2 1 2 1 s—1

s st s2+9 s(s?2+1) s2—2s+5

—3s —s —4s —7s 1

s (s—2)2 52 s34+ 4s%2 + 3s

27
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Transformadas de Laplace (para sistemas causais)
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(espago dos tempos t > 0)

f(t) _ % fm-‘rE-‘riOO eth

m+e—1i00

(espaco das frequéncias s > m)

F(s) = fooo e stf(t)dt

(linearidade)

(homotetias no espago dos tempos)

(translagoes no espago dos tempos, retardo)

(translacoes no espago das frequéncias)
(fungoes periddicas)
(convolugao)

(integragao no espaco dos tempos)
(integragao no espacgo das frequéncias)

(derivagao no espaco dos tempos)

Af(t) + pg(t)

()
fE=7ut—r71)
ot f (1)
fE+T) = f(t)

AF(s) + pG(s)
sF(s/N)
e (s)
F(s+a)

I OL

=75
F(s)G(s)
LF(s)
[ F(s)ds
sF(s) = £(0)
s?F(s) — sf(0) — f'(0)

@) $PF(s) = s"71f(0) — o = D
(derivagao no espago das frequéncias) (=)™ f(t) F(™(s)
onstante — _ 1
(constante) 1=u(t—0) p
(impulso unitério em 7 > 0) 0,(t) =46(t—7) e "®
(salto unitario em 7 > 0) ur(t) = u(t —7) e?s
(poténcias inteiras) t" S,ﬂ'
(outras poténcias, g > 0) td Fg‘j—i})
(crescimento/decaimento exponencial) et !
S—x
(poténcias com decaimento) e~ ﬁ
(poténcias com decaimento retardadas) e~ =T (t — 1)yt — 7) ﬁ
(coseno e seno) et = cos(wt) + i sin(wt) s_lw =7 Tigi,e

(coseno e seno hiperbélicos)

(oscilagoes amortecidas)

cosh(ft) e sinh(St)

—ateiwt — o=t (cos(wt) + i sin(wt))

stotiw

Szfﬂz € 5236’2

w

— sta + i
(s+a)?+w? (s+a)?+w? (s+a)?+
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8 Aplicacoes da transformada de Laplace

o ~ - ~ . . . . 2
1. (funcao de transferéncia e resposta impulsiva) Sejam L = mj? + a% + (6 um operador
diferencial linear com coeficientes constantes e f(t) uma funcio seccionalmente continua com
crescimento exponencial, e considere a equacao diferencial Lz = f(t), ou seja,

mi + ai + fx = f(t).

e Mostre que a solugao do problema de Cauchy
Lx = f(t) com z(0)=2zp e (0)=1o

pode ser escrita como

x(t) = y(t) + 2(t),
onde y(t) é a tnica solugdo da equagao homogénea Ly = 0 com condigéo inicial y(0) = zg
e y(0) = vy, e z(t) é a solugdo particular da equagdo ndo-homogénea Lz = f(t) com
condigao inicial trivial z(0) = 0 e £2(0) = 0.

e Mostre que, se Z(s) denota a transformada de Laplace de z(t) e F(s) denota a trans-
formada de Laplace do segundo membro f(t), entao

Z(s) = ==

onde P(s) = ms? + as + 3 é o polinémio caracteristico do operador diferencial L.

A funcdo H(s) = 1/P(s), que representa o quociente entre a resposta Z(s) e a forga
externa F'(s) (no espago das frequéncias), é chamada funcao de transferéncia do sistema.

e Seja h(t) a transformada de Laplace inversa continua da fungao de transferéncia, ou
seja, uma fungao continua tal que

H(s) = /0 T et

chamada resposta impulsiva do sistema. Mostre que h(t) é a solugao da equagdo ho-
mogénea Lh = 0 com condigao inicial h(0) = 0 e mh(0) = 1, assim como a solugao da
equacdo diferencial formal?? Lh = §(t) com condigao inicial trivial.

e Deduza que a solucdo particular z(t) da equac¢do ndo-homogénea Lz = r(t) com condigao
inicial trivial z(0) = 0 e 2/(0) = 0 pode ser escrita como

t
z(t) = / h(t —7)f(r)dr,
0
e que portanto a solugao do problema de Cauchy é
t
z(t) = y(t) + / h(t —7)f(7)dT.
0

e Prove a férmula acima sem utilizar a transformada de Laplace.

e Enuncie e mostre um resultato andlogo para equacoes diferenciais ordinarias lineares
com coeficientes constantes de ordem arbitrario.

22A funcgdo delta de Dirac 6(t) é definida pela identidade formal
oo
[ swstde= s,
— 00
onde f(t) é uma fungdo continua arbitraria. A sua transformada de Laplace é [;° e™5!6(t)dt = 1, e a transformada

de Laplace de 6(t — 7) é [;° e 5t8(t — 7)dt = e~7*. De facto, § nao é uma fungdo, mas um funcional linear (3|
definido no espago das fungdes continuas|f), que associa & fungdo f(t) o valor (8|f) =*“[_ f(t)é(t)dt”= f(0) .
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2. Resolva, usando a transformada de Laplace (por exemplo, os resultados do exercicio
um!), os seguintes problemas de Cauchy:

t+2x=0 comuz(0)=1

i4x=—e comz(0)=v2

Z+4x =3t com x(0) =0e &(0) =2
&—2&+5x=0 comxz(0)=—-1ex(0)=2
¥—4t+4x=0 comxz(0)=0ex(0)=1
t+x=1 comz(0)=0
F4+4r=1 comz(0)=0ex(0)=0
i+2t=t—[t] comz(0)=0ex(0)=0
T+2E+5x=05(t—t) comz(0)=0ez(0)=1
i+ 7m2r =3(1 —ug(t)) comx(0)=1ei(0)=0
3. Considere as equagoes das oscilagoes forgadas e das oscilagoes forcadas amorte-

cidas
ij+w2q:f(t) e (j+2aq+w2q:f(t).

e Determine a funcao de transferéncia e a resposta impulsiva dos dois sistemas.

e Determine a solugdo do problema de Cauchy com condigéo inicial g(0) = g e ¢(0) = v,
quando a forga é

f) = fod(t —to)  f(t) = four,(t)  f(t) = fo(L —ug(t))  f(t) = focos(vt).
4. Considere a equagao
LI+RI=V,
que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensao V(t).

e Determine a funcao de transferéncia do circuito.

e Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante
e igual a Vj, é desligado no instante tg > 0, dada uma corrente inicial (lei de Ohm)
I(0) = Vu/R.

e Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante tg > 0 e fornece uma tensao
constante V' (t) = Vyue,(t) ou alternada V(t) = Voue,(t) sin(wt), dada uma corrente
inicial nula.

5. Considere a equagao
LI+RI+ 1=V,
C
que descreve a corrente I(t) num circuito RLC alimentado com tensdo V().

e Determine a funcao de transferéncia do circuito e uma férmula integral para a corrente
I(t), dada uma corrente inicial I(0) =0 e I(0) = 0.

e Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante
e igual a Vp, ¢ desligado no instante ¢y > 0, dada uma corrente inicial estaciondria
I1(0) =Vy/R e I(0) = 0. .

e Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante ¢y > 0 e fornece uma tensao
constante V() = Vouy,(t) ou alternada V(t) = Vouy,(t)sin(wt), dada uma corrente
inicial 1(0) =0e I(0) = 0.
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6. A quantidade de medicamento que circula no sangue de um paciente decresce
segundo o modelo exponencial & = —fz, com S > 0. Uma injeccdo com dose a > 0 no
instante 7 é idealizada como sendo um impulso instantaneo ad,(t), e portanto

&= -0z +ad(t).

e Determine a quantidade de medicamento x(t) que circula no sangue de um paciente
que recebe uma série de injecgoes nos instantes 0 < t; < t5 < ... < t,, com doses
X1, T2, ..., T, respectivamente, dada uma quantidade inicial z(0) = 0.
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9 Ondas e difusao, método de separacao de variaveis

Determine solugoes separdveis das seguintes EDP

of _of of _,0f

or Oy ot " ox
0 _of ”f Ff_ P
otdx Oz otdx 0x? T 9zt

Considere a equagao de onda

2 2
%73—02272‘:0 com r € R

Mostre que a mudanca de varidveis independentes (x,t) — (£,7), onde £ = = + ct e
n = x — ct, transforma a equagao acima na forma candnica

Fu =0 ou seja 2—c2 g—l—cg u=~0
acon o ot~ “or)\ar ") T

cuja solucao geral é uma sobreposicao de duas ondas

u(z,t) = f(x+ct) + gl —ct),

onde f e g sao fungoes diferenciaveis arbitrarias.

Verifique que a férmula de d’Alembert

u(z,t) = 5 (@@ + ct) + ¢z — ct)) + 35 [ ely)dy

é uma solucao da equagao de ondas com condigoes iniciais

ou

u(z,0) = o(z) 57 (@, 0) = ¢(2).

@

Mostre que, se as condigoes iniciais ¢(z) e ¢(z) sdo nulas fora dum intervalo [—L, L],
entdo a solugao u(x,t) é nula fora do intervalo [—L — ct, L + ct], e interprete este facto.

Determine uma solucao quando as condicOes iniciais sao

u(z,0) =0 e %(x, 0) = cos(2mx),

ou 5
.2 u
u(z,0) =e™ " e a(x,O):().
Mostre que, se as condigoes iniciais u(z, 0) = ¢(z) e %(x, 0) = ¢(x) sdo fungoes impares,
entdo a solugdo u(z,t) é uma fungdo impar de = para cada tempo ¢t. Use esta observacdo
para resolver o problema das ondas na semi-recta x > 0 com condig¢ao de fronteira nula

u(0,t) = 0.

Considere as pequenas vibragoes transversais de uma corda de

comprimento ¢, tensdo k e densidade linear p. O deslocamento transversal u(x,t) da corda
verifica a equacao de onda

a2 a2
0%u 2du:0

ot? Oz?

onde ¢ = +/k/p, com condigbes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0.

e Mostre que a energia

1 /¢ ou\? ou\
E:§/0 <p(at> +k<ax)>dm

é uma constante do movimento, ou seja, que %E =0.
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e Verifique que umas solugoes da equagdo com as extremidades fixas s@o as ondas esta-

ciondrias
unp(x,t) = (an cos (27, t) + by, sin (27runt)) sin (27 /Ay)
= A, sin (2nv,t + 1) sin 272/ Ay) comn=123,..

onde a, e b,, ou A, = /a2 +b2 e 7,, sdo constantes arbitrdrias, e as frequéncias
proprias e os comprimentos de onda sao

c 20

Up = =—n e Ap = —, comn=123, ...
20 n

respectivamente. A primeira frequéncia, v, = g5, é dita som (ou tom, ou modo)
cn

fundamental, e as outras, v, = g7, sdo ditas n-ésimas harmdnicas da corda.
e Determine a energia da uma sobreposicao de ondas estacionarias
u(z,t) = E Ay sin (2wvpt + 1) sin 27z /Ny
n>1
suposta convergente, em funcao das amplitudes das harmonicas.

e A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensdo de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o Lab de 880 Hz com esta corda?

e Determine umas solucoes da equacao das ondas

@ — & =0 com(0<zx<m
ot? ox2 -
com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(w,t) = 0, e condigdes iniciais
: du .
u(z,0) = sin(3z) e E(m, 0) = 2sin(4x),
ou
. . ou
u(x,0) = 3sin(z) — sin(2z) e E(w,O) =0.
4. Considere a conducao

de calor num fio condutor de comprimento ¢ e difusividade térmica 3. A temperatura u(z,t)
na posicao = e no tempo t verifica a equagao de calor

du Pu _
ot ~ Bz =0

e Verifique que a fungao

14
é uma solugao estacionaria da equacao de calor com condi¢Ges de fronteira constantes
u(0,t) = a e u(¢,t) = b. Deduza que a solugdo da equagao com condigdes de fronteira
constantes u(0,t) = a e u(f,t) = b é igual a

a+

14

onde v(z,t) é a solugdo da equagdo com condigdes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e
v(£,t) = 0.

e Verifique que umas solugoes da equacao de calor com condigoes de fronteira nulas
u(0,t) =0 e u(¢,t) = 0 sd@o os modos

u(z,t) =a+ a:v—&—v(a;t),

un(x,t) = spe~ P/ 0% gip (%x) comn=1,2,3,...,

onde s,, sdo constantes arbitrarias.
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e Mostre que uma sobreposicao finita de modos

N
t) = e BTn/0%t (ﬂ )
u(z,t) ;s e sin (-«

também ¢ solucao da equagao com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = 0 e u(¢,t) = 0,
e determine o limite de u(z,t) quando t — oc.

e Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm?/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatorios mantidos a temperatura
constante de 0°C. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (%x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e
100°C, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

e Determine as solucoes da equagao de calor

ot 02

=0, com(O0<zx<m,

com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(w,t) = 0, e condigdo inicial

u(z,0) = sin(x) + 3sin(2zx),

ou
u(z,0) = 7sin(7z) — sin(5x).
5. Considere a equagao de calor
Ju 0%u
o Pom =0

em 0 < x < ¢, com condigoes de fronteira %(0, t)=0e¢ %(5, t) = 0, que descreve o perfil de
temperatura de um fio condutor termicamente isolado.

e Verifique que umas solugoes sao os modos
™
up(z,t) = cnefﬁ(”"/l)% cos (Tm) comn=0,1,2,3, ...,

onde ¢,, sdo constantes arbitrarias.

e Mostre que uma sobreposigao finita de modos

N
u(z,t) = Z cpe Pn/O7t oog (%x)

n=0

também é uma solugao, e determine o limite de u(z,t) quando ¢t — oo.

6. Determine solugoes separaveis e limitadas das equacoes de onda e
de calor o2 o2 5 52
Pu_ 0% _o 0 Ou_ 0%
ot? ox? ot ox?

com x € R.
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7. Considere a equag¢do de Schridinger unidimensional
OV n? 9w
th—=———
ot 2m Oz

para a funcdo de onda ¥(z,t) € C de uma particula livre, onde m é a massa da particula e
h é a constante de Planck reduzida.

e Determine solugoes separdveis quando x € [0,¢] com condigdes de fronteira nulas,
U(0,t) = V(L t) =0.

e Mostre que as solugoes separaveis e limitadas na recta, ou seja, quando =z € R, sao
proporcionais a

- px

Ug(x,t)= e R e

onde £ >0ep=+v2mkE.
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10 Séries de Fourier

1. (séries de Fourier complexas) Se f(z) é uma fun¢do holomorfa num dominio que contém a

circunferéncia unitdria, entao a sua expansao em série de Laurent pode ser escrita, nos pontos
z=¢e" como

o= G (O P T L
10\ __ inf _ _ 0 nb
f(e) = E cne onde Cn =5 oy 2 2= oo B f(e)e """ db

n=—oo

Em geral, se f(f) é uma funcio integravel em S' = R/27Z (ou seja, f : R — C é uma
funcao peridédica com periodo 27), a sua série de Fourier complexa é

FO) ~ 320 F(n)e™?

(o simbolo “~” é apenas uma notacgao!), onde os coeficientes de Fourier complexos de f(6)
sao

f(n) =5 7 f(B)e=™?db

Se f(#) é uma funcdo seccionalmente de classe C', entdo a sua série de Fourier no ponto 6
converge uniformemente para o valor médio (f(01) + f(0-))/2. Em particular, a série de
Fourier de uma funcio f(#) € C1(S1) converge para f(6) na norma uniforme, ou seja,

N

FO) = S Ffnyen

n=—N

sup
fesSt

—0 quando N — 0.

O produto interno e a norma L? no espaco L?(S!) das fungdes complexas em S' = R/27Z
com quadrado integravel sao definidos por

o)== [ f@og@do 7] = VD

T o o

A aplicagao f(0) — f(n) define um isomorfismo de L?(S') em £, o espaco das sucessoes

(zn)nez tais que ZZO:_DO |7,|? < oo, munido do produto interno (z,y) = Zzo:_oo ZnTn- De

facto, vale

(£.9) = 302 o [(0)g(n)

e a identidade de Parseval

1P =320 e L ()2

A série de Fourier de uma funcio f(0) € L?(S*) converge para f(f) na norma L2, ou seja,

—0 quando N — 00.

N -~ .
Hf(@ = Fmen
n=—N

e Verifique as relagoes de ortogonalidade

; ; 1 [, ; 1 sen=m
ing im0\ _ _— inf ,—imb —
(e e )_271'/ e™e de {O sen£m

—T

e Mostre que, se f(6) é diferencidvel e a derivada f/() é integrével, entao
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2. (séries de Fourier) A série de Fourier da funcao integrével f(z), periédica de periodo 2/, é

f@) ~ %+ 307 (an cos (Fa) + by sin (Tx))

onde os coeficientes de Fourier de f sao

Zf f(x)cos (Tfx) d e ef f(x)sin (%) dx

Se f(x) é uma funcao de classe C!, entdo a sua série de Fourier converge uniformemente para

f(@).

e Determine as séries de Fourier das seguintes fungoes periédicas de periodo 27 (as solugoes
estao no formuldrio!):

f(z) = cos(mzx) — 2sin(3nz) ,
fl@)=2 se—m<zxz<m, eperiddica de periodo 27 ,
f(x)=lz| se—-m<z<m, eperiddica de periodo 27 .

e Mostre que a série de Fourier da fun¢ao ©(x), periddica de periodo 27 e definida por

@(z)_{l se0<z<m

0 se —m<z<0

no intervalo —m < x <, é

1 2 1 1 1
O(z) ~ 3 + - <sin(x) + 3 sin(3x) + E sin(5x) + - sin(7x) + )
Deduza que a série de Fourier da fun¢ao 20(x) — 1, periédica de periodo 27 e definida
por
1 se0<z<m

2@(m)—1:{ -1 se —7T_§x<0

no intervalo —m < x <, é
4 (., 1 . 1 . 1 .
20(x) — 1~ — (Sln(as) + 3 sin(3x) + E sin(5x) + = sin(7x) + ) .
i

e Mostre que a série de Fourier da funcao f(z), periddica de perfodo 27 e definida por
f(z) = 2% no intervalo —7 < x < T, é
2

1 1 1
z? ~ % —4 (cos(x) ~1 cos(2x) + 3 cos(3x) — 6 cos(4x) + ) .

Deduza que o valor da fun¢do zeta de Riemann ((s) =Y.~ ;1/n® no ponto s = 2 é

1+1+1+1+1+1+ 7r2
1 4 9 16 25 36 6
3. (séries de Fourier de senos) A série de Fourier de senos da fungéo f(z), definida no intervalo
0 <x < /{, é a série de Fourier da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

flx) ~ 3207, bysin (Fra) onde = 2 [ f(z)sin (Z22) do

e Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, das extensoes fmpares e 2mw-periddicas)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < z < 7 (algumas solugdes estdao no
formulario!):

z se0 <z <m/2
1 1 — cos(2x) O(x —m/2) f(x)—{ r—w sem/2<z<nm
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4. (séries de Fourier de cosenos) A série de Fourier de cosenos da funcdo f(x), definida no
intervalo 0 < z </, é a série de Fourier da extensao par 2¢-periédica de f, ou seja,

flx) ~ % +30°  apcos (WT”LU) , onde Gy = %f(f f(x)cos (%x) dx

e Determine as séries de Fourier de co-senos (ou seja, das extensoes pares e 2mr-periddicas)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < z < 7 (algumas solugoes estao no
formuldrio!):

1 sin(2x) o(x —m/2) T—x
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Algumas séries de Fourier das extensoes periddicas de periodo

271 de funcoes definidas no intervalo — 7 <z <7

(série de Fourier)

(funcao em [—, 7])

x ~ 2 (sin(z) — § sin(2z) + £ sin(3z) — § sin(4x) +
2 ~ =4 (cos(m) — icos(Qm) + %cos(i%x) — %6 cos(4x) +
|| ~ G- % (cos(x) + écos(?)m) 35 L cos(5x) + i9 L cos(7x) +

1 se 0 <z<m o 1 2 . 1 - 1 .- 1 .-
0 se —m<w<0 } = 0O(z) ~ 5+ 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + ¢ sin(5x) + 7 sin(7z) +
1 se0<z<m 4 (. 1 . 1. 1 .
1 s —m<z<0 } =20(z) -1 ~ 2 (sin(x) + 3 sin(3z) + £ sin(5z) + 1 sin(7z) +
1

L sin(5z) — 45 sin(7z) +

sem/2<x <
~ 4 (sin(z) — § sin(3z) + 5=

e —r2<z<m/2 §=Zx)
—r—x se —w<z<—m/2
5z —a) - 8(z + a) ~ 237 sin(na) sin(nz)
Sz —a)+o(r+a) L4 2%  cos(na)cos(nz)
x 22 |z o(x) 20(x) — 1 Z(x)
Integrais tuteis
/7r (cos(nz))? do = /: (sin(nz))’dz=n  sen=1,2,3,..
/ cos(nz) cos(ma)dz = SiHQ(((: i:;))x) SiHQ(((g—:;)w) se n? £ m?
/ sin(na) sin(ma)dz = Sin2(((s :Z))w) B sin;((:—ﬂf:))w) se n? 4 m?
[ sntne) cosmayae = O _cosllnZme) -y

.Tk COS nx =
n n

k
_ o7 cos(na) k/xk ! cos(na)dx

xk sm nx + —
n n

k k
z sm(nx) - /xkil sin(nz)dx sen#0ek=1,234,..

sen#0ek=1,23,4,..
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11 Aplicagoes das séries de Fourier

1. A solucao formal do problema da corda vibrante

%—02%:0 xz € [0,4], com u(0,t) =u(f,t) =0

com condigoes iniciais

u(x,0) ~ Y07 apsin () e %(m, 0) ~ >0 by sin (Ta)

u(z,t) ~ 307 (an cos (’%"t) + bn?ﬁn sin (%t)) sin (%x)

e Use as séries de Fourier para determinar solugoes formais do problema da corda vibrante

2 2
%f %:O em0<z<m, com u(0,t) = u(m,t) =0
com condigoes iniciais
1 1 0
u(z,0) = sin(x) + = sin(2z) + = sin(3x) e —u(x, 0)=0,
2 3 ot
e com condigbes iniciais (deslocamento inicial “triangular”)
_ x se0<z<m/2 ou B
u(x,O)—{W_x ser/2<z<m ¢ a(m,O)—O.

e com condigdes iniciais (impulso inicial concentrado num ponto)

0
wz,0)=0 e a—?(m,O) ~8(z —7/2).
2. A solugao formal do problema da conducao de calor com condigoes de
fronteira nulas
%—5217;:0 x €[0,4], com u(0,t) = u(,t) =0
e com condigao inicial
u(z,0) ~ 307 by sin (Za) é w(z,t) ~ 320 be /0% gin (T2 x)

A solucao formal do problema da conducao de calor com fluxo nulo nas extremidades

ou _g%u _g e, com 2%(0,¢) = 24 (¢, ¢) = 0

com condigao inicial

u(x,0) ~ % + 3> | a, cos (Zx) é u(x,t) ~ 2 +> ane=Bn/0% cog (Zx)

e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor

ou 0%u
9 ~ — <z <
o 2(‘3362 0 em(0<z <,

com condigao inicial
o0

u(z,0) ~ Z % sin(nx) ,

n=1

e condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0.
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e Determine a solug@o formal do problema da conducao de calor

ou  0%u 0 0< <
— - = em r<m
ot Ox? -
com condigao inicial
u(z,0) = 100 se0<z<m,
e condigoes de fronteira constantes u(0,t) = 0 e u(w,t) = 200.
e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor
Ju 0%u
5—3@20 em(0<z<m,

com condigao inicial
10 se0<z<m/2
u(m,O)—{20 sen/2<zxz<m ~’

e fluxo de calor nulo nas extremidades, %(0, t) = %(w, t) = 0.
e com condigao inicial
u(z,0) ~§(z —m/2),

e condigoes de fronteira nulas «(0,t) =0 e u(m,t) = 0.

3. Considere uma corda de um instrumento musical, de comprimento ¢, densidade
linear p e afinada com tensao k.

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

hZ se0<z<a

U(Cﬂao):{leha(g_x) Sea§$<€

onde 0 < a < ¢ é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é 0 méximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximacao
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite a corda
apenas um impulso instantaneo localizado num ponto (ou num intervalo de comprimento
pequeno 2¢ a volta de um ponto) 0 < 8 < £ da corda, e portando a velocidade inicial da

corda é
ou v selz—f<e

815@’0)2{ 0 selzr—p|>¢

e Determine as vibragoes, ou seja, as amplitudes das harménicas excitadas, da corda do
cavaquinho e da corda do piano.

e Determine as energias F,, das n-ésimas harmonicas nos dois casos. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

4. Considere a equagao da corda vibrante “amortecida”

em 0 < 2z < /¢, onde o > 0 é um coeficiente de atrito, com condigdes de fronteira u(0,t) =
u(l,t) = 0.

e Mostre que a conjectura uy,(x,t) = ¢n(t) sin (Zz) implica que ¢, (t) satisfaz a EDO
Gn + WyzLQn + 2ag, =0,

com frequéncia w? = (wen/f)?.

e Deduza as solugoes separaveis do problema.
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