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1° teste

Andlise matematica 3 FIS

1. Considere a equacgao logistica
= Ax(l —x)

com A\ > 0.

e (4 valores) Determine o comportamento assimptético das solugdes (ou seja, os limites lim;_, 4 (),
dependendo da condigéo inicial z(0)).

As solugoes de equilibrio sdo z(t) = 0 e z(t) = 1. A velocidade & é positiva se 0 < z < 1, e negativa se z < 0
ou z > 1, portanto
lim z(t)=0 se z(0)<1

t——o0
lim z(t) =1 se z(0)>0.
t— oo
Se 2(0) < 0, existe um tempo £ tal que lim, -z x(t) = —oo, pois y(t) = —x(t) satisfaz § = A(y + y?) > Ay?

xz(—t)

(crescimento super-exponencial). Se x(0) > 1, existe um tempo ¢ tal que lim,\ z2(t) = oo, pois 2(t)

satisfaz 2 = A\(22 — 2) > 0.9 - X\2? se 2 >> 1 (crescimento super-exponencial).

2. A temperatura T'(t) de um corpo num meio ambiente cuja temperatura é M(t) segue a lei do
arrefecimento de Newton ]
T=—k(T—M(),

onde k£ > 0.

o (4 valores) Escreva a solugdo geral T'(t) como funcdo da temperatura inicial 7'(0) e da tempe-
ratura do meio ambiente M (s), com 0 < s < t.

A solugao é
t
T(t) = et (T(U) +k/ e’”M(s)d.s> .

0

e (4 valores) Uma chavena de café, com temperatura inicial T'(0) = 100°C, é colocada numa sala
mantida a temperatura constante de M = 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura
de 60°C em 10 minutos, determine o valor da constante k do café e o tempo necessario para
o café atingir a temperatura de 40°C.

Quando M é constante,
T(t) — M = e ¥ (T(0) — M) .

Portanto, se T'(0) — M = 80°C e T(10) — M = 40°C, a constante é k = 1(’%2 min~!, e o café atinge a

temperatura de 40°C em 20 minutos.

3. Considere a equagao das oscilagoes forgadas
& = —9x + sin(yt) ,
e (4 valores) Determine uma solucgao da equacao quando v = 7.
Uma solugao quando v =7 é
1 .
z(t) = g sin(7t) .
e (/ wvalores) Determine uma solucgéo da equacdo quando v = 3.

Uma solugao quando v = 3 ¢

z(t) = 7ét cos (3t) .
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(4 walores) Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, W™ =1 e w # 1)

entao
14wt 43+ 4+ 1=0

Um célculo mostra que )
A+w+?+P+ .+ N1 -w) =01 -w")
Se w # 1 podemos dividir por (1 — w) e obter

. 1—wn
Otwtw?+wd .t l)="""

1l —-w
donde, se w™ = 1, o resultado.

(4 wvalores) Diga se a fungao
flo+iy) = 2° = 3ay® +i(32%y — y°)
(onde z = z + iy, com z,y € R) é holomorfa.

A funcao é holomorfa pois satisfaz as condi¢ées de Cauchy-Riemann. De facto

0 10
#:32—.73312 e (—UZSmQ—ny
oz dy
¢ o P
,—u = —6xy e v 6y
oy ox

(4 wvalores) Calcule o integral

/ zdz
~

onde o contorno 7 é o arco de parabola t — t + it?, com t € [—1,1].

Uma primitiva da fungéo f(z) =z é F(z) = %ZQ, portanto

/ wde = F(y(1)) = F(y(-1)
g

(1—19)2 = (=1+4)?)

N | =

[\l
=

(4 wvalores) Determine a expansao em série de Laurent de

1
)= —
1) = 775
numa regiao a sua escolha.
11 1 & 1 5
—- zf-Zznszlfzfzzfzdf... em 0<|z] <1.
z 1—z =z = z
(4 wvalores) Calcule um dos seguintes integrais
% dz /°° dx ]{ e* d
5 1 z
|Z|=2 Z2+1 — 00 .’E2+1 |Z|=1 Z2+4
/2” df % lly
- 2 dx
2
o 2+ cos(0) z]=2r (2 =)
A funcdo f(z) = ﬁ é holomorfa no disco |z| < 2, que contém o disco unitério |z| < 1. Logo, pelo teorema de

Cauchy,

. e?
?{ ——dz=0.
|z|=1 22 +4
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Andlise matematica 3 FIS

1. (4 wvalores) Determine solugdes separdveis da EDP
Ug + Uy =0

com (z,y) € R

A funcao u(z,y) = X(x)Y (y) é solugdo de uy +uy = 0 se X'Y + XY’ = 0, ou seja, se existe uma constante A € R
tal que X’ = AX e Y/ = —AY. Solugdes de X’ = A\X sido X(x) = ae*?, e solugdes de Y/ = =AY sdo Y (y) = be V.
Portanto, solugoes separaveis do problema sao

uy(z,y) = ceM@—y) comceR eXeER.

2. (4 valores) Resolva o problema das ondas
Ugg — gy =0

na recta z € R com condigbes iniciais

u(x,0) = e~ 7l e @(x,O) = sin(z).

ot

Pela féormula de d’Alembert, a solugao é
e~ le+3t] 4 e—lz—3t| . cos(z — 3t) — cos(z + 3t)

z,t) =
u(x, 1) : ;

3. (4 valores) Determine a série de Fourier de senos da fungao definida no intervalo [0, 7] por

flz) =1

A série de Fourier de senos da fungao f(z) =1 em [0, 7] é

4 1 1 1
— <sin(a:) + —sin(3z) + = sin(5z) + = sin(7z) + >
™ 3 5 7

4. (4 valores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da corda vibrante

Pu 0%
I e
ot? Ox?
no intervalo 0 < z < 7, com condigoes de fronteira u(0,t) = u(w,t) = 0 para cada tempo ¢ e com
condigoes iniciais
_ hx se0 <z <7/2 ou B
u(axO)-{ h(r—z) sewm/2<z<m E(x’o)_o

onde h > 0.

A série de Fourier de senos do deslocamento inicial é
4h 1 1 1
u(z,0) ~ ?L (sin(a:) 5 sin(3z) + 2% sin(5zx) — ym sin(7z) + )
Portanto, a solugao formal é

4h 1 1 1
u(x,t) ~ — (sin(ct) sin(z) — ) sin(3ct) sin(3x) + 2 sin(5c¢t) sin(5x) — o sin(7ct) sin(7x) + )
™



5. (4 wvalores) Use as séries de Fourier para determinar a solugao formal do problema da condugao de
calor

ou _0%u
E*S@ZO emOSxSw,

com condigbes de fronteira u(0,¢) = u(w,t) = 0 para cada tempo t > 0 e com condigao inicial

u(z,0) = 10 se0<z<m

A série de Fourier de senos da temperatura inicial é

40 1 1
u(z,0) ~ — <sin(x) + 3 sin(3z) + = sin(5z) + .. )
™

fs

Portanto, a solugao formal é

40 1 1
u(z,t) ~ — <€73t sin(z) + 5672715 sin(3x) + 567751 sin(bx) + .. )
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Andlise matematica 3 FIS

1. (4 wvalores) Resolva, usando a transformada de Laplace, o seguinte problema de Cauchy:

F—2t+x=2" com z(0)=0 e #(0)=1

2
A funcao de transferéncia e a resposta impulsiva do operador diferencial # —2% +1sao H(s) = ﬁ e h(t) = tet,
respectivamente. A solugdo da equagao homogénea § — 29 + y = 0 com condigdes iniciais y(0) = 0 e y(0) =1 ¢
y(t) = te!. Portanto a solugdo é

t ot
z(t) = y(t) +/ 2¢"h(t — 7)dT = te' + 2/ e (t — 1)t T Tdr = tet +t2et .
0 0

2. (4 valores) Considere a equagao diferencial
LI+RI=V,

que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensao V (t). Determine a fungéo de
transferéncia e a resposta impulsiva do circuito. Determine a corrente I(t) quando I(0) =0 e

0 set<1
V(t)_{ 10 set>1

R
A fungao de transferéncia e a resposta impulsiva do circuito sao H(s) = #ﬁ—R e h(t) = %eift, respectivamente.
Portanto a solugao é
t 0 se t <1
I(t) = (T — = _ B _ R
(t) /0 At =TIV = { 10t~ Blnige 2 10 (1 - - FD) o

3. (4 valores) Mostre que se f(§) = F{f(x)}(£) é a transformada de Fourier de f(x), entdo e‘mgf(f)
é a transformada de Fourier de f(z — «), ou seja,

F{f(x—a)}(€) = e¢f(¢)

A transformada de Fourier de f(z — ) é

Flfe=ale) = —= [ fle—e @
= = [ rweEertay onde y =2 o
= et [T e ay
- e

4. (8 valores) Use a transformada de Fourier para achar a solugdo formal do problema de conveccao

ou 0%u ou
E_ﬂ@_a% B>0 a>0

na recta x € R, com condigao inicial u(x,0) = f(x) continua e limitada.

A transformada de Fourier (formal) u(&,t) = w(zx,t)e~ %% dx é solugdo da equacdo diferencial

1 goe]
ozl

0 ~
&1’1(5 t) = —(B8€2 —ia€)u(¢, t) com condigao inicial u(&,0) = f(&),



e portanto
(e 1) = e (P00 fg)
. O exponencial e~ (B2 —i08)t ¢ 5 transformada de Fourier da funcao
1 o (Iigtt)z

V20t ’

portanto a solugao formal é dada pelo produto de convolugao

Hi(z) =

©  _ (z—y+at)?
(@, t) ~ —— (Hy % f) (1) = — [ T f(y)dy.

vors N



