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1 Equacgoes diferenciais ordinarias

1. (equagoes diferenciais ordinarias) Uma equagdo diferencial ordindria (EDO) de primeira or-
dem é uma “lei”
z=v(t,x)

para a trajectéria ¢t — xz(t) no espago de fase X C R (ou R™) de um sistema dindmico, onde
T = % denota a derivada do observédvel/is  em ordem ao tempo ¢, e v(t,x) é um campo de
direcgées (uma recta com declive v(t, z) para cada ponto (f,z) € Rx X). Sev: X — R (ou
R™) é um campo de vectores no espago de fase X, entdo a equagao & = v(x) é dita auténoma.

Uma solu¢do da EDO ¢é um caminho diferencidvel ¢ — z(t) cuja velocidade é &(t) = v(t, z(t))
para cada tempo t num certo intervalo, ou seja, uma funcao cujo grafico I' é tangente ao
campo de direcgoes em cada ponto (¢, z(t)) € I'. Uma solugao local da EDO com condigdo
inicial x(tp) = xzp (ou solu¢do do “problema de Cauchy”) é uma solucdo definida numa
vizinhanca de tg, cujo gréafico passa pelo ponto (to, xo).

O teorema de Peano afirma que, se o campo v(t, ) é continuo, entdo existem sempre solugdes
locais do problema de Cauchy. O teorema de Picard afirma que, se o campo v(t, ) é suficien-
temente regular (continuo, e localmente Lipschitziano® (por exemplo, diferencidvel de classe
C') na varidvel z), entdo para cada ponto (t, 7o) passa uma tnica solugao com condigio
inicial z(tg) = 0.

As solugoes constantes, z(t) = T Vt € R, sao ditas solugdes de equilibrio, ou estaciondrias.

A EDO de ordem k
dky

dkfly
— =Fty97Y, ..., 5
dtk < 7y7y’y7 Y dtk_l) )
para o observével y(f) € R ¢ equivalente & EDO (ou sistema de EDOs) de primeira ordem
T =wv(t,x)
para o observavel z = (zg, 71,2, ..., 7;_1) € R¥ definido por

dk—ly
To=1YyY T =1 To =Y xquwy

onde o campo de direcgoes é v(t,x) = (x1, T2, ..., Tx—1, F (t, o, T1, T2, ..., Th—2, Tp—1))-
e Esboce o campo de direcgdes e (quando auténoma) o campo de vectores das EDOs
T=t T=—-x T=z—1 r=z+1
it=x(l-z) d=@-D-2)(r-3) i=(@x—1)>*(z-2)?

e conjecture sobre o comportamento qualitativo das solugoes.

e A fungdo z(t) = t* é solucio da equacio diferencial & = 3x%/3

2(0) =07 E a funcao z(t) =0 ?

com condigao inicial

2. Considere a EDO
T=x
e Verifique que z(t) = zge’ é uma solugdo com condigao inicial z(0) = .
e Mostre que, se y(t) é uma solucdo com condi¢ao inicial y(0) = zo, entdo o quociente

y(t)/et é constante e igual a xg. Deduza a unicidade das solugdes do problema de
Cauchy.

1A funcéo f : U — R™ é Lipschitziana no dominio U C R"™ se

IL>0 taq [f(@) = fI <L-llz—yl| Va,yeU.
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3. Um modelo do perfil de equilibrio
hidrostatico de uma estrela é a equacio de Lane-Emden®

Ld (d0) _
ea\te) ="

onde £ > 0 é6 uma “distancia adimensional” do centro da estrela, 6(£) é proporcional a

densidade, e p é um parametro que depende da equacio de estado P = Kp'T1/? do gés que

forma a estrela. O problema fisico é determinare a solugdo com condigdes iniciais 6(0) =1 e

df/d&(0) = 0, e o menor zero de 6(§) com £ > 0 é interpretado como sendo o raio da estrela.
e Verifique que

1 sin & 1

(&) =1-2¢, 0= e 6= —n

sao solucoes da equacao de Lane-Emden quando p = 0, 1 e 5, respectvamente.

4. (sistemas conservativos: Newton, Lagrange, Hamilton) Considere a equacdo de Newton
mg=F

para a trajectéria t — q(t) = (q1(t),q2(t),q3(t)) € R?® de uma particula de massa m num
campo de forgas conservativo F(q) = fVV( ), onde V' (q) é um(a energia) potencial.

e Verifique que a energia (energia cinética + energia potencial)®
. ..
E(g,q) = 5mlldll* +V (q)

6 uma constante do movimento, ou seja, que 4 E(q(t), (t)) = 0 ao longo das trajectrias.

e Verifique que a equacio de Newton é equivalente as equacdes de Euler-Lagrange®

d<8L>:6L 1o

9q; Iqi
onde a Lagrangiana do sistema é

1.
mlgll* -V (q) .

L(g,4) =5

e O vector p = mgq, de coordenadas p; = 9L/Jq;, é dito momento (linear). O espago
R3 x R3, com coordenadas (q,p), é dito espaco de fase do sistema mecanico. Verifique
que a equacao de Newton é equivalente as equacoes de Hamilton

0H OH
.7;: .7;:— .:172,3
I Op; P 9q; '
onde a Hamiltoniana do sistema é a “transformada de Legendre” da Lagrangiana, defi-
nida por
H(q,p) = sup(p-v—L(q,v))

1
= %HPHQ +Viq) -

2Subrahmanyan Chandrasekhar, An Introduction to the Study of Stellar Structure, Dover, New York (1939)
1958.

3A norma (Buclidiana) de um vector z = (1,2, ...,Tn) € R™ é
Izl = V(z,2) = \/2] + 23 + ... + a3, onde Ty =(z,y) =21y1 + 22y2 + ... + Tnyn

é o produto interno (Euclidiano) em R"™.
4 As trajectérias sdo extremos locais da accdo, o funcional
t1

S= L(q(t), 4(t))dt

to
definido no espago dos caminhos com condigdes de fronteira q(to) = go e ¢(t1) = q1-
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e Mostre que a Hamiltoniana ¢ uma constante do movimento, ou seja, que & H (q(t), p(t)) =
0 ao longo das trajectérias. Deduza que as érbitas do sistema no espaco de fase estao
contidas nas curvas/superficies de nivel H(q,p) = ¢ da Hamiltoniana.

5. Esboce o retrato de fase (ou seja, algumas dérbitas no espago de fase) de uma
particula sujeita a lei de Hooke
mi = —k*q.
6. Esboce o retrato de fase de um péndulo matemdtico
6 = —w?sin(6).

7. (simulages: método de Euler) Considere o problema de simular as solugoes da EDO
& =wv(t,x).
O método de Fuler consiste em utilizar recursivamente a aproximacao linear
x(t+dt) — z(t) = v(t,x) - dt,

dado um “passo” dt suficientemente pequeno. Portanto, a solu¢do x(to +n-dt) com condigao
inicial x(tg) = g, é estimada pela sucessao (x,,) definida recursivamente por

’In+1 =, +v(tn, Tn) - dt‘

onde t,, = tp+n-dt. Numa linguagem como c++ ou Java, o ciclo para obter uma aproximacao
de z(t), dado z(tp) = x, é

while (time < t)
{
x += v(time, x) * dt ;
time += dt ;

}

e Considere a equagao diferencial
=2z
com condicao inicial z(0) = 1. Mostre que, se o passo é dt = ¢, entdo o método de Euler
fornece a aproximagao
n
z(t) ~ (1+4¢)

onde n ~ t/e é o numero de passos. Deduza que, no limite quando o passo ¢ — 0, as
aproximacoes convergem para a solucdo e’, pois

t n
lim (14 )¢ = lim <1+ >
e—0 n— oo n

e Simule a solu¢ao da EDO & = (1 — 2t) x com condigao inicial 2(0) = 1. Compare o

resultado com o valor exacto x(t) = et*t2, usando passos diferentes, por exemplo 0.01,

0.001, 0.0001 ...

e Aproxime, usando o método de Euler, a solu¢do do oscilador harménico

G =p
P =—q

com condigao inicial ¢(0) = 1 e p(0) = 0. Compare o valor de ¢(1) com o valor exacto
q(1) = cos(1), usando passos diferentes, por exemplo 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 ...
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8. (simulagbes: método RK-4) O método de Runge-Kutta (de ordem) 4 para simular a solucdo
de
& =v(t,x) com condigdo inicial  z(tg) = xo
consiste em escolher um “passo” dt, e aproximar x(tg + n - dt) com a sucessao z, definida
recursivamente por

Tn4+1 = Tn + % (kl + 2k2 + 2k3 + k4)

onde os coeficientes k; sao definidos recursivamente por

ki =v(tn,y) ke=v(tn+% 2, +% k) ky=0v(tn+ L 20 +% ko) ky=0(t,+dt,x, +dt-ks)

et, =to+n-dt.

e Implemente um codigo para simular sistemas de EDOs usando o método RK-4.
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2 EDOs autéonomas e separaveis

1. (integraciao de EDOs simples) O teorema fundamental do cdlculo® implica que a solucio de
uma EDO simples
z = v(t)

com condigdo inicial z(tg) = xo é determinada por meio de uma integragéo, ou seja,

z=v(t), z(to) = x0 = x(t) = xo + ftz v(s)ds

e Mostre que, se z(t) é solucdo de & = v(¢), entdo também z(t) + ¢ é solugao, Ve € R.

e Integre as seguintes EDOs, definidas em oportunos dominios.
& = 2sin(t) T=et & = cos(3t) x=1/t

2. A queda livre de uma particula préxima da superficie terrestre é modelada pela
equacao de Newton
mi = —mg
onde r é a altura, m é a massa da particula, g ~ 9.8 m/s? é a aceleragio da gravidade
préximo da superficie terrestre, e 7 denota a segunda derivada de 7 em ordem ao tempo ¢.

e Escreva a solugao geral desta equagao.

e Uma pedra é deixada cair do topo da torre de Pisa, que tem cerca de 56 metros de altura,
com velocidade inicial nula. Calcule a altura da pedra apds 1 segundo e determine o
tempo necessdrio para a pedra atingir o chao.

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a atingir a
altura de 20 metros, relativamente ao ponto inicial?

e Com que velocidade inicial deve uma pedra ser atirada para cima de forma a voltar de
novo ao ponto de partida ao fim de 10 segundos?

3. (EDOs auténomas) Considere o problema de determinar a solu¢do da EDO autdnoma
= v(x)

com condigao inicial z(tg) = zg. Se xo é um ponto singular de v(x), i.e. se v(zg) = 0, entdo
z(t) = xo é uma solucdo estaciondria (ou de equilibrio) da equagdo. Se xp nao é um ponto
singular, i.e. se v(xg) # 0, entdo uma solugao local é determinanda separando as varidveis,

vféi) = dt, e integrando os dois membros, [ % = [dt. Ou seja,

z=v(z), x(to) = xo =

{ z(t) = zo se v(wg) = 0

I v‘fg) =t—ty sev(rg)#0

e Mostre que, se z(t) é solucao de & = v(x), entdo também z(t — ¢) é solugao, Ve € R.

e Considere as seguintes EDOs de primeira ordem
T = —3x T=x—1 =ce" =z
= (z—1)(z—2) z=e" t=(x—-1)(r—2)(x—3)

Encontre, caso existam, as solugoes estacionarias.

Desenhe os respectivos campos de direcgoes e conjecture sobre o comportamento das
solugoes.

Integre, quando possivel, as equacbes e calcule solugoes. Determine umas férmulas
para a solugdo do problema de Cauchy com condicao inicial z(tg) = o e esboce a
representacgao grafica de algumas das solugoes encontradas.

5A solucdo do anagrama,
6accdael3eff7i319ndo4qrr4s8t12vx

contido numa carta de Isaac Newton dirigida a Gottfried Leibniz em 1677, é “Data aequatione quotcunque fluentes
quantitates involvente fluxiones invenire et vice versa”.
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4. A taxa de decaimento de matéria radioactiva é proporcional & quan-
tidade de matéria existente. Quer isto dizer que a quantidade N (t) de matéria radioactiva
existente no instante ¢ satisfaz a EDO de primeira ordem

N = 7ﬂN7
onde o parametro 1/8 > 0 é a “vida média” dos niicleos®.

e Determine a solu¢do do problema de Cauchy com condi¢do inicial N(0) = Np.

e O tempo de meia-vida de uma matéria radioactiva é o tempo necessario até a quantidade
de matéria se reduzir a metade da quantidade inicial, ou seja, o tempo T tal que N(T') =
%N (0). Determine a relacdo entre o tempo de meia~-vida T e o pardmetro (3, e mostre
que o tempo de meia-vida ndo depende da quantidade inicial N(0).

e O radiocarbono *C (que decai segundo (*C — N + e~ +7,) tem vida média 1/8 ~
8033 anos. Mostre como datar um féssil, sabendo que a proporgao de radiocarbono num
ser vivente é fixa e conhecida’.

e Se a radiagdo solar produz radiocarbono na atmosfera terrestre a uma taxa constante
«, entao a quantidade de radiocarbono na atmosfera segue a lei

N =—-0N +a.

Verifique que a solucdo de equilibrio é N = a/B. Mostre que N(t) — N quando
t — o0, independentemente da condicéo inicial N(0) (use a mudanca de variavel z(t) =
N(t) — N).

5. O crescimento de uma populagao num meio ambiente ilimitado
segue a EDO de primeira ordem )
N = AN

onde N(t) é a quantidade de exemplares existentes no instante ¢, e A > 0 (se « ¢é a taxa de
natalidade e 3 é a taxa de mortalidade, entdo A = a — ).

e Determine a solugdo com condigao inicial N(0) = Ny > 0. O que acontece quando
t — oo?

e Se a populagao de uma bactéria duplica numa hora, quanto aumentara em duas horas?

e Se de uma populagao que cresce exponencialmente é retirada uma parte a uma taxa

constante vy, entao
N =AN—vy
Determine o estado estaciondrio, e discuta o comportamento assimptético das outras

solugoes.

6. Um modelo mais realista da dindmica populacional é dado pela equacédo logistica®

N =AN(1 — N/Npaz)

onde a constante positiva Ny ¢ a populagao mdxima permitida num dado meio limitado.
Note que, tal como antes, N ~ AN se N << Nyaz, € que N — 0 quando N — Nyaz-

e Seja x(t) = N(t)/Nmaz & populagdo relativa. Mostre que a fungao x(t) satisfaz a equagao
logistica “adimensional”
z=Xx(l —x)

60 tempo de vida de cada niicleo é modelado por uma varidvel aleatéria exponencial X, com lei P(X < t) =
1—e Pt set>0,emédia EX = 1/B8. A equagao diferencial, quando a quantidade N de nticleos é grande, é uma
consequéncia da lei dos grandes ntmeros.

7J.R. Arnold and W.F. Libby, Age determinations by Radiocarbon Content: Checks with Samples of Known
Ages, Sciences 110 (1949), 1127-1151.

8Pierre Francois Verhulst, Notice sur la loi que la population pursuit dans son accroissement, Correspondance
mathématique et physique 10 (1838), 113-121.
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e Determine as solugoes de equilibrio da equacao logistica.

e Verifique que a solugdo com condi¢ao inicial z(0) = z¢ € (0,1) é

1
= 1+(——1) 7

e Discuta o comportamento assimptotico das solugoes da equagao logistica.

7. Um outro modelo de dinamica populacional em meio ilimi-
tado é )
N =aN?.
e Determine solugoes da equagao.

e Note que as solugoes que determinou nao estao definidas para toda a recta real: este
modelo prevé uma catdstrofe (populagao infinita) apds um intervalo de tempo finito!

8. (EDOs separaveis) A solu¢do de uma EDO separdvel
_ fl@)

(1)

com condigao inicial z(tg) = xo, se f(xo) # 0 e g(ty) # 0, é dada em forma implicita por

— S0 )= >ty =S

e Resolva as seguintes EDOs separaveis definidas em oportunos dominios.

i = ta? ti +t = t2 i =%/2? ri = TRy
t—1 x—1 r —x? dy x
= i+ —F—=0 Y__Z
fE2 t + t2 dx Y
(> +1) & =2tz i=t(2?— 1) i=e"",

9. (EDOs homogéneas) Uma EDO homogénea
z=v(t,x) com v(At,Az) =v(z,t) VA>0,

¢ transformada numa EDO separavel com a mudanga de varidvel y(t) = z(t)/t, i.e.

’:’r:v(l,x/t) = y+ty':v(1,y)\

e Seja
T =wv(t,x

~—

uma EDO homogénea, ou seja tal que v(t,

x) = ()\t Az) para todo o A > 0. Mostre
que se (t) é uma solugdo entdo também ¢(t)
)=

(t/ A) é uma solugdo.

Seja ¢(t) uma solugao tal que (1) =5 e ¢(2 @(t) é uma outra solugao tal que

¢(3) = 15, quanto vale ¢(6)?

e Resolva as seguintes EDOs homogéneas

r—1
= —t P = =14/t
& /x T=_— z +z/
t d
b= aft p=2ter/t 42 = = y/x +sin(y/a),

definidas em oportunos dominios, e esboce a representacao grafica de algumas das
solugoes.
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10.

11.

12.

Escreva equagoes diferenciais que modelem cada uma das seguintes situagoes.
O que pode dizer sobre as solucoes?

e A taxa de variagao da temperatura de uma chévena de cha no instante ¢ é proporcional
a diferenca entre a temperatura do ar e a temperatura do chd no instante t.

e A taxa de variacao do nimero de elementos de uma populagdo de cogumelos no instante
t é proporcional a raiz quadrada do nimero de elementos da populagao no instante t.

e A velocidade de um foguetao no instante ¢ é inversamente proporcional & altura atingida
no instante .

e A taxa de crescimento da massa de um cristal cubico é proporcional a sua superficie.

(sistemas conservativos em dimensao 1) Considere um sistema conservativo em dimensao um,
descrito pela equacao de Newton
mg = F(q)

onde F(q) = —U’(¢) é um campo de forcas diferencidvel definido num certo intervalo da
recta. A energia
N T
E(g,q) = 5md* +U(q)

é uma constante do movimento. Em particular, fixado um valor E(¢(0),¢(0)) = E da energia
inicial, o0 movimento é limitado aos intervalos

U<se={¢€R taq. Ulg) <E}

(pois a energia cinética é %qu > 0) e a posigao ¢(t) satisfaz a EDO “quadratica” de primeira
ordem

1.
imq2+U(Q) =E

e Assuma que F seja um valor regular da energia (ou seja, que U’ # 0 nos pontos da
curva de nivel E) e que U<g seja um intervalo [¢_,q+]. Mostre que o tempo que a
particula demora para ir do ponto ¢_, com velocidade inicial nula, até o ponto ¢, com
q— < q < q4, é dado pelo integral

B q dx
= / JEE-U@)

Deduza uma férmula integral para o periodo das oscilagoes entre os pontos q_ e .

e Determine uma férmula para os periodos das oscilagoes de um péndulo matemdtico,
modeladas pela equacao de Newton

0 = —w?sin(0),

onde w = +/g/¥, g é a aceleragao gravitacional e £ é o comprimento do péndulo.

e Calciile o periodo das pequenas oscilagoes de um péndulo (na aproximagao sin(6) ~ 6,
se o angulo 6 é suficientemente pequeno), ou seja, o periodo das oscilagoes do oscilador

harmdnico
0=—w’h.

O periodo das oscilagoes depende da energia?

e Considere o potencial U(q) = ¢*. Determine o perfodo das oscilagoes P(E) em fungao
da energia F, e calcule o limite de P(E) quando E — 0.

A tractriz de Leibniz é a curva y(x) solugdo da equacao diferencial

dy -y

dr /2 _ 2

com condigdo inicial y(zg) = yo e 0 < yo < L.
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e Separe as varidveis,

dz=x9— 1,

/y¢@zz
Y

o z

e utilize a mudanga de variavel z = £sin #, para mostrar que a solucao é dada, em forma
implicita, por

0+ 02 —y?
T —mo = \/£? —y§ — VL —y? — Llog (y/yo) + Llog ﬁ
VE =Y

13. Considere a reacgao
ASB

entre duas espécies quimicas A e B. Assuma que as velocidades’ sejam dadas por v_, = k_,[A]
e v = k_[B], onde [A] e [B] sdo as concentragoes de A e B, respectivamente, e k_, e k_
sao constantes. No equilibrio, as concentracoes verificam

[Ble/[Ale =k /.
e Mostre que z = [A] — [A]. satisfaz a equagdo diferencial
t=—(k_ +k)z

e calcule z(t) dado um valor inicial z(0).

e Mostre como estimar as velocidades de reacgao, k_, e k., utilizando as observagoes de
(At e [B]:.

9Segundo a lei de accdo das massas, “numa dada temperatura, a velocidade de uma reacgdo quimica é propor-
cional ao produto das concentragdes molares dos reagentes, elevadas a expoentes iguais aos respectivos coeficientes
da equacdo quimica balanceada”. Por exemplo, a velocidade da reagao

aA+bB+..—xX +yY + ..
é dada por
v—, = K7 [A]*[B]°...
onde [A], [B], ... sdo as concentracdes molares de A, B, ... , e K7 é uma constante (que pode depender da

temperatura T, por exemplo, segundo a lei de Arrhenius Kp = Ae=E/BT com A e E constantes). A velocidade
da reagao inversa
aA+bB+...—zX +yY + ..

ve = K [X]P[Y]Y...

Entao no equilibrio as concentragoes satisfazem a lei

[AJ[B"...

X, T

onde K = K7 /K.
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3 EDOs lineares de primeira ordem
1. (EDOs lineares de primeira ordem) A solugao de uma EDO linear de primeira ordem
&+ p(t)r =q(t),
com condigao inicial z:(¢y) = xg, pode ser determinada pelos seguintes dois passos: determinar

uma solugdo nao-trivial y(¢) da equacao homogénea associada y + p(t)y = 0, substituir a
conjectura z(t) = A(t)y(t) na equagao nao-homogénea e resolver para A(t). O resultado é

Pptr=q(t), wlto) =z = a(t) = e TP (ny 4 [ P g(s)as)

e Mostre que se x1(t) e x2(t) sdo duas solucoes da EDO linear de primeira ordem & +
p(t)x = q(t), entdo a diferenga y(t) = x1(t) —z2(t) é uma solucao da equagao homogénea
associada, ¢ + p(t)y = 0.

e Determine a solucao geral das EDOs lineares de primeira ordem

2t

2% — 6 =e t+2x=t d4z/P=1/t* d4tr=t>

definidas em oportunos intervalos da recta real.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy nos intervalos indicados:

2t

26 —3x=¢e t € (—00,00) com z(0) =1

3t t € (—o0,00) com z(1l) =2

T+x=ce€
ti —a =t t € (0,00) com z(1) =3
it =13 t € (—o0,00) com z(0) =0

dr/df 4+ rtané = cos 6 te(—n/2,7/2) comr(0)=1

2. Um modelo mais realista da queda livre de uma particula proxima
da superficie terrestre deve ter em conta a resisténcia do ar. A resisténcia é modelada como
sendo uma for¢ca —k7 proporcional e contraria a velocidade, assim a equagao de Newton
escreve-se mit = —kri — mg, onde k é uma constante positiva. Chamando v = 7 a velocidade
da particula, somos levados a EDO

mv = —kv —mg

e Resolva o problema de Cauchy com condi¢do inicial v(0) = 0.

e Mostre que a velocidade v tende para um valor assimptético quando ¢ — oo, indepen-
dentemente do seu valor inicial, e determine este valor.

e Utilize a solugado encontrada para determinar a trajectéria r(t) com condigdo inicial
r(0) = s.

3. A corrente I(t) num circuito RL, de resisténcia R e indutancia L, é determinada
pela EDO )
LI+ RI=V(t)

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito.

e Escreva a solugao geral como fungao da corrente inicial I(0) = Iy.

e Resolva a equagao para um circuito alimentado com tenséo constante V(t) = E. Esboce
a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para grandes
intervalos de tempo.



3 EDOS LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM 12

e Resolva a equagdio para um circuito alimentado com uma tensdo alternada V(t) =
E sin(wt). Verifique que a soluc¢ao com I(0) =0 é

FwlL Ry

I(t) = sin (wt — @) + me* L

B
/R? + w22

onde ¢ é uma fase que depende de w, L e R.

4. A temperatura T'(¢) no instante ¢ de um corpo num meio
ambiente cuja temperatura no instante ¢t é M (t) segue a lei do arrefecimento de Newton

T =—k(T — M(t))
onde k é uma constante positiva (que depende do material do corpo).
e Escreva a solugao geral como fungao da temperatura inicial T'(0) = T e de M(7) com

0<r<t.

e Determine a solucdo assimptética (ou seja, quando ¢ é grande) T'(t) quando M(t) =
M sin(wt).
e Resolva a equagao quando a temperatura do meio ambiente é mantida constante M (t) =

M. Esboce a representagao grafica de algumas das solugoes e diga o que acontece para
grandes intervalos de tempo.

e Uma chavena de café, com temperatura inicial de 100°C, é colocada numa sala cuja
temperatura é de 20°C. Sabendo que o café atinge uma temperatura de 60°C em 10
minutos, determine a constante k do café e o tempo necessario para o café atingir a
temperatura de 40°C.

5. (equagoes de Bernoulli) Uma EDO da forma
i+ P(t)r = Q(t)a",

onde P e @ séo fungdes continuas num intervalo I e com n # 0 ou 1 (caso contrério trata-se
de uma normal equagao linear da primeira ordem), é dita equagdo de Bernoulli.

e Verifique que z(t) = 0 é uma solugao de equilibrio da equacao de Bernoulli.

e Seja k = 1 —n. Mostre que z(t) é uma solugao positiva da equagado de Bernoulli com
condicdo inicial z(tg) = 29 > 0 sse a funcio y(t) = x(t)* é uma solucio da EDO linear

j+ kP(t)y = kQ(t)

com condicio inicial y(tg) = (z0)'/*.

e Resolva os seguintes problemas de Cauchy para equagdes de Bernoulli:
& +x =27 (cost —sint) t € (—o00,00) com z(l) =2

ti+e x = a2 logt t € (0,00) com z(3) =0
i—z/t=tyr  te€(0,00) comz(l)=1
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4

EDOs de segunda ordem lineares com coeficientes cons-
tantes

. (EDOs de segunda ordem homogéneas com coeficientes constantes) Solugdes da EDO ho-

mogénea
T4 20+ Px=0

podem ser determinadas usando a conjectura z(t) = e*!. Se z4 = —a + \/a? — 3 sdo as

raizes do polindmio caractéristico z% 4+ 2az + 3, entdo duas solucdes independentes sio

e~ateht  gmatg—kt raizes reais e distintas z4 = —a + k
e~ cos(wt) , e"*sin(wt) raizes complexas conjugadas z4 = —a %+ iw
e~ | temot raiz dupla z4 = —a

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs homogéneas:
i-20=0 F+n’z=0 3i+i=0 F-2=0
i+2t—2=0 I+2t4+z2=0 Z+4r+5x=0 T—4c+x=0.
e Resolva os seguintes problemas de Cauchy:
Z4+2x=0 comz(0)=0ex(0)=2

I+4&=0 comz(0)=1ez(0)=0
Z4+4x+5x=0 comx(0)=2ex(0)=-1
G- 17i+ 132 =0 com z(3)=0e¢#(3) =0
#—2t—2x=0 comx(0)=0ex(0)=9
¥—4i—x=0 comz(l)=2ex(l)=1.

e Determine umas equagoes diferenciais de segunda ordem que admitem como solugoes os
seguintes pares de fungoes:

et e e, e tsin(2nt) e e 'cos(27t), sinh(t) e cosh(t),
e 3t e te™, sin(2t+1) e  cos(2t +2), 3 e bt.

Considere a equagao do oscilador harmdnico

j=-wq.

e Determine a solu¢do com condicéo inicial ¢(0) = go e ¢(0) = vo, mostre que é periédica
e determine o periodo das oscilagoes.

e Mostre que a solucao pode ser escrita nas formas
q(t) = Asin (wt + @) ou Acos (wt + ¢)

onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais gy e vg.
e Mostre que a energia
1 1
Ela.d) = ~62 + —w2q?
(@:4) = 54" + 5w

é uma constante do movimento, ou seja que se ¢(t) é uma solugao do oscilador harménico
entdo £ E (q(t),q(t)) = 0 para todo o tempo ¢.

e Determine a energia em quanto funcao da amplitude e da frequéncia das oscilagoes.

e Esboce as curvas de fase no plano ¢-q.
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3. Considere a equagao de Newton
mi = k*q,

que descreve uma particula de massa m num potencial U(q) = —%k‘QqQ.

e Determine a solugao geral.

e Existem solugoes de equilibrio? Existem outras orbitas periddicas ou limitadas?
4. Considere a equagao das oscilacdes amortecidas
. . 2
q§=—2aq—wq,
onde o > 0 é um coeficiente de atrito.

e Resolva a equagao, esboce algumas solugoes e discuta os casos
a? < w? (amortecimento sub-critico),
a? = w? (amortecimento critico),

e a? > w? (amortecimento super-critico).

e Mostre que a energia

1,1
E(q,q) = 5(12 + §w2q2

nao é uma constante do movimento.

e O que acontece quando « é negativo?

5. Considere a equagao de Schrodinger estaciondria
h? d*v
———=FkV
2m dx?

para a fungdo de onda ¥(x) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, i = h/27
é a constante de Planck reduzida, h ~ 6.262... x 1073* J.s. Determine para quais valores E
da energia existem solugdes nao triviais da equacao no intervalo = € [0, ¢] com condigoes de
fronteira U(0) = 0 e ¥(¢) = 0 (particula numa caixa).

6. (equagoes equidimensionais) Uma equagao diferencial da forma
+ b dy + 0
e 4oy =
P P =
é dita equidimensional (é invariante pela transformagao x — Az com A > 0).

e Mostre que a substituigao x = e transforma a equagio equidimensional para y(x) numa
equagdo com coeficientes constantes para z(t) = y(x(t)).

e Resolva a equacgao
de dy
v gy = 0,
e e YT
na semirecta x > 0.
7. (variagao dos parametros) Uma solugdo particular da EDO

i+ 2ad + Bz = r(t)

é dada por
2(8) = A (D6 (1) + A_ (B9 (8)

onde

_ (0
(1) =~ [ ¢~ Oyt = J o+t

¢+ (t) and ¢_(t) sdo duas solugoes independentes da equacio homogénea § + 2ay + By = 0,
e Wy, s (t) = ¢4 (1)d—(t) — ¢4 () (t) é o Wronskiano,
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e Determine uma solucao particular das seguintes EDOs lineares, definidas em oportunos
dominios, utilizando o método de variagao dos parametros:

F4+ax=1/sin(t) i+24+z=e"  &+4i+4x=e *logt.

2t

sin(t) . W
= tan(¢ — 4z + 8z =
cos?(t) E+a=tan(t) ToArter cos(2t)

8. (coeficientes indeterminados) O método dos coeficientes indeterminados permite determinar
solugoes particulares de uma EDO linear

T+z=

&+ ad + Bx =r(t)

quando o segundo membro pertence a algebra gerada por polinémios, exponenciais, senos e
cosenos, ou seja, quando r(t) é uma combinacao linear de termos

th . et . (cos(wt) ou sin(wt))
A conjectura para uma solugao particular é
2(t) = p(t) - " - (c1 cos(wt) + o sin(wt))
onde p(t) = ag + ait + ast? + ... + a,t™ é um polinémio de grau n < k + 2.

e Determine a solugao geral das seguintes EDOs lineares utilizando o método dos coefici-
entes indeterminados.
itr=t F-i=t" i+4d+3r=t’-1 i-da=e"
P2 +x=1tet4el Z 4 x = sin(t) &+ 4 = 2t cos(t)
Z + 9z = sin(nt) % + 4x = cos(2t) i —da =te”? &+ 4x = te ' cos(2t).

9. (representacao integral da resposta de um oscilador) Mostre que uma solugéo particular da

equacao

1t
i 4wl =r(t) é z(t) = ;/ r(r)sin (w(t — 7)) d7,
0
e que uma solucao particular da equagao
1 [t
i —k2x =r(t) é z(t) = z / r(7)sinh (k(t — 7)) dr.
0
10. Considere a equagao de Newton

mG = —2aq + F(t)

de uma particula de massa m sujeita a uma forca F'(t), onde o > 0 é um coeficiente de atrito.
Sabendo que ¢(0) = go e ¢(0) = vy, determine a trajectéria quando a forca é

e F'(t) = g, ou seja, constante,
o F(t)=3—12,
o F(t) = Fycos(yt),
o F(t) =1 | F;cos(yt).
11. Considere a equagao das oscilacoes forcadas

j=—wq+F(t).
onde a forga é F(t) = F cos(7t).

e Determine a solucdo geral da equacio quando y? # w?.
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e Mostre que a solugao quando 72 = w? (frequéncia ressonante) é
. Fy .
q(t) = Asin (wt + ¢) + 2—tsm (wt) .
w
onde a amplitude A e a fase ¢ dependem dos dados iniciais.
12. Considere a equagao das oscilacdes for¢adas amortecidas
§=—20¢—w?q+ F(t),
onde a > 0 e a forga é F(t) = F cos(7t).
e Mostre que, se a? < w? (ou seja, se o sistema nao forgado é sub-critico), a solucio geral
é
E
q(t) = Ae *'sin (\/w2 —a?t+ gp) + 0 sin (vt + ¢) ,
\/(w2 —72)% + 40242
onde a amplitude A e as fases ¢ e ¢ dependem dos dados iniciais. A primeira parcela da
solugdo representa um regime transitério (transiente), desprezdvel para grandes valores

do tempo. A segunda é dita solucao estacionaria, e representa a resposta sincronizada,
mas desfasada, do sistema a forca peridédica. A fungao

1

\/(WQ _ 72)2 + 4a2~?
é dita curva de ressonancia do sistema, pois representa o factor de proporcionalidade
entre a amplitude da forga e a amplitude da resposta.

R(y) =

e Esboce o gréfico da curva de ressonancia. Mostre que a curva de ressonancia R() atinge

um maximo para o valor
Yr = Vw? — 202

da frequéncia, chamada frequéncia de ressonancia.

e Determine a solugao estacionaria quando a forca é uma sobreposicao
n
= Ficos(yit)
i=1
2 2

e Discuta também os casos o = w? e a? > w?.

13. A corrente I(t) num circuito RLC, de resisténcia R, induténcia L e capacidade
C, é determinada pela EDO

.. .1 .
LI+RI+=1I=
+RI+ 1=V,

onde V(t) é a tensao que alimenta o circuito.
e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensao constante V (t) = Vj,
e esboce as solugoes.
e Determine a corrente I(¢) num circuito alimentado com uma tensao alternada V(t) =
Vo sin(~t) (compare com a equagao das oscilagoes for¢adas amortecidas).

e Determine a frequéncia de ressonancia do circuito.

14. Considere a equagao de Newton
. 7
mi* = F ([|7]]) - 7=
171l

que modela o movimento de uma particula de massa m num campo central de intensidade
F (||7]). A conservacao do momento angular M = m# A 7 implica que o mov1ment0 é planar,
e portanto podemos considerar 7 € R?. Em coordenadas polares ¥ = pe'’, as equacdes sao

p—pl? = F(p)/m
pb+2p0 =0.
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e Mostre que a segunda equagao implica a sequnda lei de Kepler'?: a “velocidade areal”
¢ = p?0 é constante.

Considere a forca gravitacional'!

onde M é a massa do Sol e G ~ 6.670 x 10~® dina-cm?/gm? a constante de gravitacio. A
primeira equagao pode ser escrita

v ,
mp = —5 Ve (p)
onde o “potencial efectivo” é V; (p) = %mﬁ—z -G %. A energia conservada é
1 1 2 mM
E=-mp*+-m— —G—.
2mp + 2mp2 P

e Defina p = 1/x. Verifique que dz/df0 = —p/l e que d’x/df? = —p?j/l?, e deduza que
x(0) satisfaz a EDO linear

d’*x 1 ) d*x GM
W‘i’m:*m}?(l/x), ou seja, W‘i‘l’:*?

e Mostre que a solugao geral é

GM
x(0) = g—Q(l—l—e-COS(G—OO)) ,
onde e > 0 e 6y sdo constantes. Deduza que as érbitas sao as cénicas
_ /(GM)
1+e-cos(f—6p)’

p(0)

de “excentricidade” e: elipses se 0 < e < 1 (quando a energia é E < 0), pardbolas se
e =1 (quando a energia é F = 0), hipérbolas se e > 1 (quando a energia é E > 0).

10 Johannes Kepler, Astronomia nova, 1609, e Harmonices mundi, 1619.
lsaac Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Josephi Streater, Londini MDCLXXXVII.
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Formulario primitivas

(funcao) (“uma” primitiva)
f(z) = F'(z) [ f(x)dz = F(x)
(por substituigao) fy(@))y' () J fy(@)y (@)de = [ f(y)dy

(por partes)

[ @)y (@)dz = f(z)g(x) - [ f'(2)g(x)dx

(constantes)
(poténcias, a # —1)
(logaritmo)
(exponencial)
(seno)
(coseno)
(tangente)
(cotangente)
(arco cujo seno)
(arco cuja tangente)
(exponencial X seno)
(exponencial x coseno)

9 , o
(coseno X coseno, n° # m*)

p 9 D)

(seno X seno, n“ # m*)

( 2 4 2

(seno X coseno, n“ # m*)
(z x coseno, n # 0)
(x X seno, n # 0)

k

(x" x coseno, n # 0)

(z* x seno, n # 0)

sin(z)

cos(z)

1
cos?(z)

1
sin?(xz)

1—x2

_1
1422

€% sin(fx)
€27 cos(Bz)
cos(n) cos(ma)
sin(na) sin(ma)
sin(na) cos(ma)
z cos(na)
2 sin(na)

z* cos(nz)

2" sin(nx)

[ Adz = Xz
[avde = ot
[ & =log ||
Jetdx =e”

[ sin(z)dz = — cos(x)

J cos(z)dz = sin(x)

f cosdzx(z) = tan(x)

fisincé’zx) = —cotan(z)

f dx _ :
s = arcsin(x)
11“;2 = arctan(z)

J e sin(Bx)de = < @sinBr)p eos(Ba))

[ €2 cos(B)dx = £ Coséﬁggigf sinife))

[ cos(nz) cos(mx)dx = SiHQ(((ZLrZ))m) + Sinz(((z:;l))gﬂ)

__sin((n+m)z) sin((n—m)x)

[ sin(nz) sin(ma)dz =

2(n+m) 2(n—m)
. __cos((ntm)x)  cos((n—m)x)
[ sin(nz) cos(max)dz = ) IO

[ @ cos(nz)dx = Cosrgm) + a:sir;l(n;p)

[ asin(na)de = Sne) _ costnz)

[ z¥ cos(nz)dz = W — £ [ 2k sin(nz)dx

[ zF sin(nz)dz = _alcos(nz) | E [ k=1 cos(na)dx

n
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5

Plano complexo e funcoes holomorfas

. (plano complexo) O corpo dos nimeros complexos é o conjunto C dos z

z,y € R, munido das operagoes

(x1+1y1) + (22 + 1y2) = (21 + 22) + i(y1 + y2)

(1 +iy1) - (22 +1y2) = (2122 — Y1y2) +i(T1y2 + 2201) -

19

T + iy, com

Em particular, i-i = —1. O conjugado de z = x +iy é Z =z —iy. O mddulo de z = x + iy é

lz| = V2Z = Va2 +y2.

Os ntmeros reais +z _
= = z i = X = FTF
x = R(2) 5 e y=S(z) 5

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = = + iy.

e Verifique que o inverso multiplicativo de um nimero complexo z # 0 é
1/2=%/|2?

e Represente na forma x + iy os seguintes niimeros complexos
2—1 1—14 i

. 1 —43)2
77 11i 2+ 1B

1/i

e Resolva as seguintes equagoes

22-2242=0 224+241=0

. (representagao polar e férmula de Euler) A representacdo polar do nimero complexo z =

r+1yé
onde p = |z|, # € R é um argumento de z, ou seja, um “4ngulo” arg(z) = 6 + 27n, com

n € Z, tal que x = pcos(f) e y = psin(#), e o simbolo e? é definido pela férmula de Euler

e'? = cos(6) + isin(6) ‘

e Verifique que arg(z;22) = arg(z1) + arg(z2).
e Verifique a formula de de Moivre

(cos(8) + isin(f))" = cos(nf) + isin(nh)
e Verifique que o conjugado de z = pe’? é Z = pe=*

e Calcule

Vi V=i 1+

e Resolva as equacoes 2 =1, 25 =1 e 23 = 81.

e Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1)

entao
14w+’ +d+ .+ =0

dita holomorfa (ou analitica) se admitir derivada

0 fz+Az)—f(2)

F/(2) = lima, o LEF22)

3. (fun¢oes holomorfas) Uma fungao f(z), definida num dominio  C C do plano complexo, é
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em todos os pontos z € €. E dita inteira quando o dominio é Q = C.

Se f(z +iy) = u(x,y) + iv(z,y) (com u e v fungdes reais) tem derivada f’(z) num ponto z,
entao as derivadas parciais de u e v satisfazem as condi¢oes de Cauchy-Riemann

%(z):g—;(z) %(2):_%(2)

Se, por outro lado, u(x,y) e v(z,y) sdo fungdes reais de classe C! num dominio 2 C R? ~ C
que satisfazem as condigbes de Cauchy-Riemann, entdo f(z + iy) = wu(z,y) + iv(z,y) é
holomorfa em €.

e Verifique se as seguintes funcoes sao holomorfas, determine possiveis dominios, e calcule
as derivadas f'(2), f"(2), ...

fey=22 [ =]  fe)="-=  f2)=1/z  flatiy) =2’ -3zy’+i(32y—y°)

az+b
cz+d

flz) = fle)=2z  fl2)=R() f2)=1/0-2) f(z)=1/7

e Considere o polindémio
P(2) = apn2" + an_12" " 4 . F a2 + a1z +ag com ag,di,...,a, € C.

Mostre que é uma funcao holomorfa, calcule as suas derivadas, e mostre que

1 1
ap=P0) a1 =P(0) ax= ip”(()) A= ™) (0)

e Mostre que as condigdes de Cauchy-Riemann sao equivalentes a % = 0, onde o operador
diferencial 9/0z é definido por
0 1/0 w 9]
I (R S
0z 2\0x 0Oy

e Mostre que uma fungéo holomorfa com valores reais é localmente constante (calcule o
limite que define a derivada quando Az = Az — 0 e quando Az = iAy — 0).

4. (fungoes harmoénicas) Uma funcdo op(x,y), definida num dominio do plano  C R?, é dita
harmdnica se satisfaz a equacao de Laplace

. Py  9%p
Ap=0 ou seja, 2 87342:0’

— 9 4 9 g ;
onde A = 507 T 5,2 €0 Laplaciano.

e Mostre que se f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y) é holomorfa num dominio § C C ~ R?, e
se a sua parte real u(x,y) e a sua parte imaginaria v(z,y) sdo fungoes reais de classe C2
(esta hipGtese nao é necessdria, sendo uma consequéncia do teorema de Cauchy!), entéo
u e v sdo fungdes harmonicas em € (ditas fungdes “harmoénicas conjugadas”).

e Mostre que as curvas de nivel de u(z,y) e v(z,y) sdo ortogonais.

e Esboce as curvas de nivel das fungoes harménicas conjugadas definidas pelas partes real
e imagindaria das seguintes fungoes holomorfas

fey=22  fle)=2"  fle)=1/z flz)=2+1/z

5. (exponencial) Uma definigdo da func¢ao exponencial exp : C — C (notagao: exp(z) = €*) é

’exp(x +iy) = e* (cosy + isiny) ‘
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e Verifique que e? satisfaz as condigoes de Cauchy-Riemann em todos os pontos de C, e
que portanto é uma funcao inteira.

e Verifique a férmula de adigao

ez+u/::ezew

e deduza que e* # 0 para todo o z € C.
e Verifique que e* é igual a sua derivada,
exp’(z) = exp(2),

ou seja, que o exponencial e é a solucao da equacao diferencial f/ = f com condicao
inicial f(0) = 1.

e Mostre que, se t € R, entdo o conjugado de e’ é e~ e portanto |e'f| = 1.
e Mostre que o exponencial é uma func¢ao periédica de periodo 27, ou seja,

e Hi2T — o2 Vze C.

6. Considere a equagao diferencial do oscilador
harménico

j=-w’q.
e Mostre que, na varidvel complexa z = wq + 7¢, a equagao assume a forma
Z=—lwz
e Mostre que a solucdo é z (t) = e~z (0).

7. A resposta estaciondria de um elemento de circuito a uma tensdo alternada
V(t) = et é descrita pela impedancia'> Z = R+iX = |Z|e"? (a parte real R é a resisténcia
e a parte imagindria X a reatdncia), definida pela lei de Ohm generalizada

V==ZI

e Mostre que a impedéncia de um elemento de circuito RLC' é

1
Z =R+ iwl+ —
tw +iwC

e determine o médulo e a fase de Z.

e Mostre que a impedancia de dois elementos em série, de impedéncia Z; e Zs, é
Z =71+ Zy

e que a impedéancia de dois elementos em paralelo, de impedéancia Z; e Zs, é (a metade
da média harmoénica)

1_1 1
Z  Zi
8. O campo de velocidades estaciondrio ¢(x,y) de um fluido

ideal numa regiao do plano satisfaz as equagoes
dive =20 e rotv =0
(ou seja, um fluido ideal é incompressivel e irrotacional).

e Verifique que o campo ¥(z,y) = (u(x,y),v(z,y)) é o campo de velocidades de um fluido
ideal em Q C R2 ~ C sse a funcéo

f(x+1iy) = u(z,y) —iv(z,y),

b2

dita velocidade compleza, é holomorfa em 2 (o sinal “—” nao é uma gralhal).

2http://en.wikipedia.org/wiki/Electrical_impedance
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As linhas de corrente (streamlines), ou seja, as trajectérias das particulas, de um fluido com
campo de velocidades v(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) sdo as curvas integrais do sistema de EDOs

& = u(z,y)

y=v(z,y)
ou seja, de B

z=[f(2)
Uma funcao holomorfa ®(z) = o(x,y) + iyp(z,y) tal que ®'(2) = f(z) é dita potencial
complezo.
e Verifique que .
Vo =1

ou seja, as curvas de nivel {p(x,y) = ¢}, ditas curvas equipotenciais, sdo ortogonais
ao campo de velocidades, e as curvas de nivel {¢(z,y) = ¢} sdo tangentes as linhas de
corrente.

e Esboce as linhas de corrente e as curvas equipotenciais de um fluido ideal descrito pelas
velocidades complexas

fe) =1 fE@)=1+i f)=z fl)=z+1/z
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6 Integracao complexa

1. (integrais de contorno) O integral da funcdo f(z) ao longo do contorno'® 7, definido por
[a,b] — z(t), é

[, F(2)dz = [ f(2()2 (b

Se v é um contorno fechado, a notacao é §7 f(z)dz.

Se o comprimento do contorno é |y| = £ e se | f(z)] < M nos pontos de v, entao

‘fw f(z)dz’ <M-¢

e Calcule, se possivel,

/zdz /(i—zQ)dz /xdz /z"dz /2dz
g 2l v g ¥

quando 7y é o segmento ¢t — (3 4+ i), com t € [0,1], quando  é o arco de pardbola
t s t+it%, com t € [~1,1], quando 7 é o arco de circunferéncia 6 + re’®, com 6 € [0, 7]
er >0, equando vy é a espiral ¢t — ("Dt com ¢ € [0, 27].

e Calcule (as circunferéncias sdo percorridas no sentido anti-horério)

f 22dz 7{ L 7{ % f 1 dz
|2|=3 2]=2 2% — 1 |z|l=1 % |z—il=1 Z — 1

2. (primitivas) Seja D C C um dominio do plano complexo. A funcao holomorfa F : D — C é
dita primitiva da fungao continua f: D — C quando F'(z) = f(z) Vz € D.

Se F(z) é uma primitiva de f(z) em D, entao

f7 f(2)dz = F(2(a)) — F(2(a)) Y contorno v C D de z(a) até z(b)

Se f(z) é continua em D, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

’ f(2) admite uma primitiva F(z) em D, ‘

f,y f(z2)dz=0 V contorno fechado v em D,

f,y f(2)dz depende apenas dos pontos inicial e final de ~.

d
/ezdz /(23—i22+7—i)dz /—;
¥ 2 v #

quando v é o contorno ¢ — sin(rt) + iet, com t € [0, 1].

?{ Z"dz ]{ e“dz % dz
|z|=p |z|=p lz—al=p # — @

(2 — a)"dz = 0 sen# —1
l2—al=p 127 sen=—1

BUm caminho v no dominio Q C C do plano complexo é uma fungio continua [a, b] — z(t) = z(t) +iy(t) € Q. A
derivada do caminho ~ no instante t é 2’(¢t) = z(t) + iy(t). O comprimento do caminho diferencidvel v é o integral

b
Iyl = / |/ (1) dt

Um contorno é um caminho seccionalmente diferencidvel. Um contorno é fechado se z(a) = z(b). Um contorno
fechado é simples quando z(t) # z(s) se a <t < s < b.

e Calcule

e Calcule

e Mostre que
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e A funcdo f(z) = 1/z, definida em C* = C\{0}, admite primitivas? E f(z) =% ?

3. (teorema de Cauchy) Seja D C C um dominio limitado cuja fronteira'* D é uma reunido
de contornos fechados simples. Se f(z) é holomorfa numa vizinhanga de D U D entao

faD f(z)dz=0

Em particular'® ,

f holomorfa em €2 simplesmente conexo = ﬁy f(z)dz=0 V contorno fechado v em 2
e Calcule
]{ a dz ]{ z -dz j{ 7(12 ?{ Ldz % %
|2=2 2 — 3 2|=1 Z — 2i l2)=1 22 + 22+ 2 2j=1 2% +4 lot2|=1 Z
4. Integre a funcéo inteira /2 a0 longo do rectangulo

de vértices £ R, it £ R e mostre, calculando o limite quando R — oo, que

1 o0 2 . 2
—x°/2 —itz 1. ot /2
e e T =e
V 2 [oo
(lembre que o integral da gaussiana é ffooo e—*"/2 = \/2r ).

5. Os polinomios e as funcgoes ortogonais de Hermite sao definidos por

2 dTL 2 2
H,(x)=(-1)"e e (e ) e tn(z) =¢ H,(x) com n=0,1,2,...

e Integre a funcdo inteira e(zf“)Q/ij—nn (6’22) ao longo do rectangulo de vértices +R,

it £ R e mostre que

1 > —itx = (—4)"
E/_ma:n(w)e dz = ()" én(t)

6. (férmula integral de Cauchy) Seja D C C um domino limitado cuja fronteira 8D é uma
reunido de contornos fechados simples, e seja f(z) uma fun¢ao holomorfa numa vizinhanga
de DUOD. Se zg € D entao

f(z0) = ﬁ faD jf(zz)o dz

Coroléario é que f(z) é infinitamente diferencidvel em D, e que todas as suas derivadas sdo
funcoes holomorfas. Em particular, as derivadas admitem a representagao integral

['(20) = 2%” fE)D (;”_(2)2 dz f(")(zo) = QLTr'; fg}D (Z_J;(Oz))nﬂ dz

e Seja f(z) uma fungao holomorfa no dominio D, e seja zg € D. Mostre que, se p > 0 é
suficientemente pequeno, entao

1

2 )
f(z0) = %/0 f (20 + pe®) do

140 teorema da curva de Jordan afirma que um caminho fechado simples v divide o plano C em dois dominios,
um dos quais, o interior de v, é limitado. A orienta¢do positiva de um caminho fechado simples é a orientagao tal
que “ao deslocarmo-nos ao longo do caminho observamos o interior & nossa esquerda”. Os caminhos 7, que formam
a fronteira 0D = v1 U~y U ... Uy, de um dominio D C C limitado do plano sdo orientados de maneira tal que o
dominio fica & esquerda de cada ~. O integral de f(z) ao longo da fronteira 9D é

/BD F(2)dz = 7{1 f(z)dz+7§:y2 F(2)dz + ... +}£ F(2)dz.

15Um domino Q C C é simplesmente conezo quando o interior de todo o caminho fechado simples v em Q estd
contido em Q. Exemplos sdo os dominios convezos, os dominios D C C tais que se a,b € D entdo a + t(b —a) € D
vt € [0,1].
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e Calcule

22 e dz ze? dz
fiz|_2 Z = 1dz fz-l ;dz fz|_3 22 +1 f;l—Qﬂ (Z - ,/T)de fz|—1 22(’22 - 4)

e Calcule

ez
— com neZz
lzl=1 2"

az
(& .
—dz =127
lz]=1 #

/ e cos(asinf)df = 7 .
0

e Mostre que, se a € R,

e deduza que

7. Os polinomios de Legendre sao definidos por
1 dn
P,(z) = M@(zz—l)" com n=0,1,2,..

e Calcule Py(z), Pi(z) e Pa(z).
e Mostre que
1 (w? —1)"
Pu(z) = — f it S
in2m L iy sy (w0 — 2)n

8. (teorema de Liouville e teorema fundamental da dlgebra) O teorema de Liouville afirma que
uma fungao inteira (i.e. holomorfa no plano complexo C) e limitada é constante.

e Mostre que, se f(z) é uma fungéo inteira e limitada, |f(z)| < M, entao a férmula integral
de Cauchy, aplicada a uma circunferéncia vy de raio R — oo e centro zg, implica que

j{{@‘f}'zydz

Deduza o teorema de Liouville.

1

ol = 5

M
§§—>O quando R — oo.

e Use o teorema de Liouville para provar o teorema fundamental da dlgebra: todo o
polinémio P(z) de grau n > 1 admite uma raiz em C (observe que, se P(z) # 0 Vz € C,
entdo f(z) =1/P(z) é uma funcao inteira ... ).
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7 Séries de poténcias

1. (séries de poténcias) Uma série de poténcias

Z cn(z — 20)" = co + c1(2z — 20) + ca(z — 20)* + ...
n>0

em torno do ponto zg € C converge uniformemente (e portanto define uma funcao continua
f(#)) em cada subconjunto compacto do seu “disco de convergéncia” Br(zp) = {z € C t.q. |z—
20| < R}, onde o “raio de convergéncia” R é dado por °

‘ 1/R = limsup,,_, |c.|"/™. ‘

O teorema de Abel afirma que

F(2) =) ealz = z0)"

n>0

é uma fungdo holomorfa em Bg(zp), e que as suas derivadas f'(z), f”(z), ..., podem ser
obtidas derivando termo a termo a série de poténcias.

e Mostre que a série geométrica é convergente no disco unitario, e

1
n___ <1
E z T se |z| ,

n>0
utilizando a identidade (14 2 + 22 + ... + 2")(1 — 2) = 1 — 2" L.
e Derive a série geométrica para obter as séries de poténcias de
1 1
(1—2)? (1—2)°

em torno de 0.

e Determine o disco de convergéncia das seguintes séries de poténcias, e, se possivel, uma
expressao compacta para as fungoes que definem.

Z(—l)"z” an" Z n"z"

n>0 n>0 n>0
§ :ann § : <_1)nz2n § :(_1)n(2 _ 1)n
27L
n>0 n>0 n>0

e Mostre que, se [(| =pe |z| < p,

1 fl 1+z+(z)2+(z>3+ 7Zi
¢—z ¢\ ¢ \¢ ¢) ) e

2. (exponencial e fungoes trigonométricas) A fun¢do exponencial exp(z), ou €%, é a fungao inteira
definida pela série de poténcias

e =1+z+5 +2 . +2 4.

e Verifique a férmula de adiciao e*T% = ee, e deduza que e* # 0 para todo o z € C.

e Verifique que e* é igual & sua derivada, ou seja, exp’(z) = exp(z).

16se 0 “limsup” é oo, entdo R = 0, se o “limsup” é 0, entdo R = oo, ou seja, o disco de convergéncia é C.
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e Mostre que, se t € R, entdao o conjugado de e é e~ e portanto |e’'| = 1. Defina as
fungoes reais de variavel real “cos” e “sin” usando a férmula de Euler

e’ = cost +isint
e deduza as suas expansoes em série de poténcias em torno de 0.
e Determine as séries de poténcias que definem as fungoes trigonométricas

] eiz + e—iz eiz _ e—iz
sin(z) = —— cos(z) =
() =" () ="
3. As funcgoes de Bessel de ordem n = 0,1,2,3, ... sao definidas pelas séries
de poténcias
n+2k

N (=D
In(z) = ,;WZ

e Mostre que J,(z) sdo fungoes inteiras.
e Mostre que as fungoes de Bessel satisfazem a “equacao diferencial de Bessel”

2
et (1) g =0,
noozn 22

4. (séries de Taylor) Se f(z) é holomorfa no dominio D C C, entdo f(z) admite uma expansao
em série de Taylor em torno de cada zy € D, ou seja,

f(z) =3 pz0en(z = 20)"

numa vizinhanca de zg (no disco Br(zp) = {# € C t.q. |z—2| < R} onde R = dist(zo, D)),
onde os coeficientes de Taylor sao

R AICT | f(2)
Cn = n! © = 271 J|z—zo|=p (z2—20)" 1 dz

se p é suficientemente pequeno (ou seja, 0 < p < R).

e Determine a expansao em série de poténcias em torno de z = 0 e o raio de convergéncia
das seguintes fungoes

1
62Z 2'2 e?
1+=2
1 2 z
- e _c
22 +1 2t +4
e Determine as séries de poténcias de
1 1
z z

em torno do ponto zp = 1 ou zy = 1.

5. (séries de poténcias em co) Uma funcao f(z) é “holomorfa em z = 00” se a fungao g(w) =
f(1/w) é holomorfa em w = 0, ou seja, se admite a expansao

)= e
n>0

em |z| > 1/p. Os coeficientes sdo dados por
1 1
n — &~ - )
c 57 ‘z‘zrf(z)z z

onde r > 1/p.
e Determine, se existir, a expansao em série de poténcias em torno de oo de

1
61/z2

3 z
Ve oy
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8

Séries de Laurent e calculo dos residuos

. (séries de Laurent) Se f(z) é holomorfa no anel A, r(zp) = {#z € C t.q. r < |z — 20| < R},

entao admite uma expansao em série de Laurent

o0

fz) = Y ealz—z)"

n=-—oo
oo

o0
= chzfzo Z n(z—20)7" se z € Ay r(20)

n=0

em torno de zg, e os coeficientes sao dados pelos integrais

1

— f(&) —
Cp = omi |z—z0|=p de com n—O,il,iQ,i?),

onde r < p < R.

e Determine séries de Laurent das seguintes funcoes em aneis oportunos
1 e?

Ry S S il
(z=1)(z—2) 22

e Determine as possiveis expansoes em série de Laurent centradas em 0 das seguintes
fungoes
1 z—1

z2(z—1) z+1

zsin(1/z)

. (singularidades isoladas, polos e residuos) Um ponto zg € C é uma singularidade isolada de

f(2) se f(z) é holomorfa num disco perfurado Ao r(z0) = Br(z0)\{z0} = {# € C t.q. 0 <
|z — 20| < p}, e portanto

f(z) = Z en(z —20)" se 0<|z| <R

O restduo de f(z) em zg é

Resz:zof(z) =C-1 = ﬁ |2—zo|=p f(Z)dZ

onde 0 < p < R.
A singularidade isolada zy de f(z) é
- removivel quando ¢, =0 VYn < 0 (ou seja, se f(z) é limitada numa vizinhanca de zp),

- um pdlo de ordem m > 1 quando ¢_, =0 Yn > m e c_,, # 0 (ou seja, quando f(z) =
9(2)/(z — z0)™, com g(z) holomorfa numa vizinhanga de zy e g(zg) # 0),

- essencial quando ¢, # 0 para infinitos n negativos.
e Determine singularidades isoladas e calcule residuos de

e* 1 1 1/z e3*
c - il se - c
z (z—1)(2—2) 22 22 —22-3

e Mostre que, se zg é um pélo simples de f(z) (ou seja, de ordem 1), entdo

Res—-, /() = lim (= — 20) (),

se zp é um pélo duplo de f(z) (ou seja, de ordem 2), entéo

se zg é um pdélo de ordem m entao

dmfl

Resy—s, f(2) = (m — 1)! zllnzlo dzm—1

((z = 20)"f(2)) -



8 SERIES DE LAURENT E CALCULO DOS RESIDUOS 29

3. (teorema dos residuos) Seja D C C um dominio limitado cuja fronteira D é uma reunido de
contornos fechados simples. Se f(z) é holomorfa numa vizinhanga de D U 9D excepto num
numero finito de singularidades isoladas z1, 29, ..., 2y € D, entao

$op f(2)dz = 2mi - SN Res._., f(2)

e Calcule os integrais

e? 1 e?
Zdz % — dz j{ —dz
fiz|=1 z FEE =2 (2 = 1)

?{ JRVEEN % idz ?{ a4
|z|=R oj=2 2(2 — 1) loj=5 22 =22 =3

4. Utilize o teorema dos residuos para calcular os seguintes integrais

reais
/°° dx /°° dx /°° 222 —1 i
e 2241 oo Tt F1 oo T D22 44
/ cos(ax) i / cos(ax) e
0 .TQ +1 — o0 .1:2 + 52
/2’r deo /“ cos(26)
o 2+ cos(f) o 3 —cos(f)
27
de
_— 0
/0 ot Asn(d) com a > (3>
5. Mostre que, se 0 < r < 1,

w 2
i/ Lor o =1
21 J_. 1 —2rcos(f) + r2



9 EQUACOES DE DERIVADAS PARCIAIS 30

9 Equacoes de derivadas parciais

1. Considere a equacdo do transporte
U +vu, =0

onde v(z,t) é um campo de velocidades dado.

u(z,t) = f <x+ /Otv(s)ds)

é uma solucdo da equagéo do transporte u;+vu, = 0 com condi¢do inicial u(z,0) = f(z)
se o campo de velocidades v(x,t) = v(t) depende apenas do tempo.

e Mostre que

2. Considere um fluido de particulas nao interagentes na recta. O campo
de velocidades do fluido é v(x,t) = x(t) se s — x(s) é a trajectéria da particula que passa
pelo ponto z no instante t.

e Mostre que a equagdo de Newton & = 0 implica que v(x,t) satisfaz a equagdo de Fuler
v +vv, =0

e Mostre que a equagao pode ser escrita

10

+55, ?)=0

e Se z(t) é uma solucdo da EDO & = v(z,t), entdo a fungao E(t) = v(x(t),t) é uma
constante. Deduza que a solucao implicita é dada por

u(z + tv(x,0),t) = constante

se t é suficientemente pequeno ...

e Mostre que a equacgao implica ondas de choque.
3. Considere a equacao “etkonal” da 6ptica geométrica
(ua)® + (uy)* =1

e Mostre que u(x,y) = ||(z,y)|| é uma solugao.

e Mostre que, se C C R? é um subconjunto convexo do plano limitado por uma curva
fechada, entao

u(z,y) = dist((z,y),C) = n 1z, y) — (@, )l

¢ uma solugao em R*\C

4. (Laplaciano e equacao de Laplace) O Laplaciano (ou operador de Laplace) no espago euclidi-
ano R™ é o operador diferencial A definido por

2
Af=Sh+5h+ -+ 5Lf

se f(x) = f(x1,22,...,7,) é uma funcio de classe C2 num dominio D C R™.

A equagao de Laplace para a fungdo/campo u(x) num dominio D C R™ é a EDP
Au=0

e Quais funcdes satisfazem a equacao de Laplace na recta?
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e Determine a solugdo da equagdo de Laplace no intervalo [a,b] C R com condiges de
fronteira u(a) = ¢ e u(b) = d.

e Verifique que
u(z,y) = log(z* +y?)

é uma solugdo da equagao de Laplace em R?\{(0,0)}.

e Verifique que (o potencial eléctrico/gravitacional gerado por uma carga/massa posta na

origem)
1

u(z,y,z) = W

¢ uma solucdo da equacgdo de Laplace em R?\{(0,0,0)}.

5. (equacao do calor) A equagao do calor/difusdo é

e Mostre que a substituigdo 7 = kt transforma a equagdo do calor acima em u, = Au.
e Verifique que

1
u(z,t) = e /4Kt

Vit
é uma solucao da equagao do calor u; = kug, em t > 0.

e Verifique que
u(z,y,t) = %e_(932+y2)/4kt
¢ uma solugao da equagdo do calor u; = k(ugy + Uyy) em t > 0.

6. (equacao da(s) onda(s)) A equagdo das ondas é

uy = ¢ Au

e Mostre que a substituicao 7 = ¢t transforma a equagao das ondas acima em u,, = Au.

e Verifique que as “ondas planas”
u(x, t) = elEx=wh

sdo solucdes da equacdo das ondas uy = c*Au no “espaco-tempo” R™ x R, se a
frequéncia w e o vector £ = (&1,&a,...,&y,) satisfazem

W? = ||

7. Considere a equagao de onda

2 2
%%—02273:0 com z € R

e Mostre que a mudanca de varidveis independentes (x,t) — (£,7), onde £ = = + ct e
n = x — ct, transforma a equagdo acima na forma canénica

Fu =0 ou seja g—cg g—l—cg u=20
acan ) ot “or)\ar ") T

cuja solugao geral é uma sobreposi¢ao de duas ondas

u(:r,t) = f((E—‘r—Ct) +g(x _Ct)v

onde f e g sao fungdes diferenciaveis arbitrarias.
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10.

Verifique que a formula de d’Alembert

u(z,t) = 3 (¢(a + ct) + ¢z — ct)) + & [T o(y)dy

é uma solucao da equagao de ondas com condigoes iniciais

u@0) =) e tw0)= ).

Mostre que, se as condigdes iniciais ¢(x) e p(z) sao nulas fora dum intervalo [—L, L],
entdo a solugao u(x,t) é nula fora do intervalo [—L — ct, L + ct], e interprete este facto.

Determine uma solucao quando as condigoes iniciais sao

u(z,0) =0 e %(x, 0) = cos(27x),

ou

2 ou
u(x,0) =e™ " e —(z,0) =0.
(+,0) 2 (1, 0)
Mostre que, se as condigoes iniciais u(z,0) = ¢(z) e %(x, 0) = ¢(x) sdo fungoes fmpares,
entdo a solucdo u(z,t) é uma funcdo impar de x para cada tempo ¢.
Resolva o problema das ondas na semi-recta > 0 com condicao de fronteira nula
u(0,t) = 0 Vt e condigoes iniciais

u(z,0) =1 e %(l‘, 0) = cos(x),
ou 5
u(z,0) =e™ " e a—?(w, 0)=0.

g +Cvi +Gv=0 v+ Liy + Ri=0
Deduza que i e v satisfazem a equacdo do telégrafo

Ugpr = LCuy + (RC 4+ LG)ur + RGu

Defina u(z,t) = et f(x,t), e mostre que, se LC # 0, é possivel escolher s de maneira
tal que f satisfaz uma PDE do género

faca: = Aftt +Bf

Considere a equag¢do de Schridinger

ihW, = AW 4V (2)0

Mostre que se ¥(x,t) = e 1Bl fuh(x), entdo ¢ satisfaz a equagéo de Schrédinger esta-
ciondria

h2

—AYp+ V(&)Y = Ey

2m

Considere a equacgao de Burgers

Ut = UUgy + Uly

com viscosidade p # 0.

(substituicdo de Cole-Hopf ™) Mostre que se v(z,t) é uma solugdo da equacio do calor
Vi = UUyzz, €Nntao
2
U o 0gU = g

é uma solucao da equagao de Burgers u; = ptig, + uty,.

I7E. Hopf, The partial differential equation ut + uuy = puzy, Comm. Pure and Appl. Math., 3 (1950), 201-230.

J.D. Cole,

On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics, Quart. Appl. Math. 9 (1951), 225-236.
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10 Separacao de variaveis, ondas e difusao

1. (EDPs e separacao de variaveis) O método de separacdo de varidveis para determinar solugoes
de uma EDPs linear homogénea L(u) = 0, por exemplo nas vardveis x e ¢, consiste em
substituir a conjectura

(2, t) = X(2)T(1) |

na equagao e deduzir (L, X)T = (L;T)X, onde L, e L; operadores diferenciais lineares nas
variaveis x e t, respectivamente. A igualdade entao implica que existe uma constante A tal
que X e T satisfazem as equagdes de Sturm-Liouville L, X = AX e L;/T = A\T. As condigdes
de fronteira determinam certas solugoes admissiveis X (x) e T)(t), e portanto a solugao
X (z)T\(t). Pelo principio de sobreposicao sao também solugdes combinagdes lineares finitas

u(z,t) = ZCAXA(x)TA(t) .
A

e Determine, se possivel, solugoes separaveis das seguintes EDPs.

Uy + Uy =0 tuge +ur =0
Ugg + Ugy + Uyy =0 Ugg + Ugy + Uy =0
Uz + Uyy +u,, =0 YUgzy + LUy + TYU,, = 0

2. (corda vibrante e harménicas) Considere as pequenas vibragoes transversais de uma corda de
comprimento ¢, tensdo k e densidade linear p. O deslocamento transversal u(x,t) da corda
verifica a equacao de onda

82 29%u _
atg c Bzg =0

onde ¢ = /k/p, com condigbes de fronteira u(0,t) = u(¥¢,t) = 0.

o= (o) () -

é uma constante do movimento, ou seja, que %E =0.

o Mostre que a energia

e Verifique que umas solugoes da equagao com as extremidades fixas sao as ondas esta-

ciondrias
up(z,t) = (an cos (27vpt) + by, sin (27runt)) sin (27 /Ay)
= A, sin (2nv,t 4+ 7,) sin 272/ Ay) comn=123,..
onde a, e b,, ou A, = \/m e Tp, sao constantes arbitrarias, e as frequéncias

proprias e os comprimentos de onda sao

c 20
Up = =—n e Ap = —, comn=123, ...
20 n
. o . e o
respectivamente. A primeira frequéncia, v; = 55, é dita som (ou tom, ou modo)

Jundamental, e as outras, v, = 55, sdo ditas n-ésimas harmdnicas da corda.

e Determine a energia da uma sobreposicao de ondas estacionarias

u(z,t) = Z Ay sin (2vpt + 7,) sin (272 /Ay,)

n>1

suposta convergente, em funcao das amplitudes das harmonicas.
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e A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensdo de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o La5 de 880 Hz com esta corda?

e Determine umas solugoes da equagao das ondas

?u  0%u
W_ @:O, COl’nOSZL’ST{',
com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(w,t) = 0, e condigdes iniciais
. du .
u(z,0) = sin(3x) e a(x, 0) = 2sin(4z),
ou
. . Ou
u(z,0) = 3sin(x) — sin(2x) e a(x,O) =0.

3. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira e modos) Considere a condugio
de calor num fio condutor de comprimento ¢ e difusividade térmica 5. A temperatura u(z,t)
na posicao = e no tempo t verifica a equagao de calor

) u _
ot P =0
e Verifique que a fungao
n b—a
a T
L

é uma solucdo estacionaria da equacao de calor com condi¢bes de fronteira constantes
u(0,t) = a e u(¢,t) = b. Deduza que a solugdo da equagao com condigdes de fronteira
constantes u(0,t) = a e u({,t) = b é igual a

a
u(z,t) =a+ x4+ v(z,t),

onde v(z,t) é a solugdo da equagdo com condigdes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e
v(¢,t) = 0.

e Verifique que umas solugoes da equagao de calor com condigoes de fronteira nulas
u(0,t) =0 e u(f,t) = 0 s@o os modos

Up(z,t) = spe~Pn/0% gip (%x) comn=1,2,3, ...,

onde s,, sao constantes arbitrarias.

e Mostre que uma sobreposigao finita de modos

N
=N s,eB/D (ﬂ )
u(z,t) nz::ls e sin (-«

também é solugdo da equagao com condigdes de fronteira nulas u(0,t) =0 e u(¢,t) =0,
e determine o limite de u(z,t) quando t — oc.

e Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm?/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatérios mantidos a temperatura
constante de 0°C. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (%x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e
100°C, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?
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e Determine as solucoes da equagao de calor

ou 0%u 0 0< <

— —4— = com z<m

ot Ox? ’ -

com condigdes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(nw,t) = 0, e condi¢do inicial
u(z,0) = sin(z) + 3sin(2z),

u(z,0) = 7sin(7z) — sin(5zx).

4. (conducao de calor com fluxo nulo na fronteira) Considere a equagao de calor

ou 0%u
o oz =0

em 0 <z </, com condigoes de fronteira %(0, t)y=0e %(6, t) = 0, que descreve o perfil de
temperatura de um fio condutor termicamente isolado.

e Verifique que umas solugoes sao os modos
™
up(z,t) = cne_ﬂ(”"/z)% cos (7:10) comn=0,1,2,3,...,

onde ¢,, sao constantes arbitrarias.

e Mostre que uma sobreposicao finita de modos

N
- —B(rn/0)°t (ﬂ
u(z,t) Z cne cos (= m)

n=0

também é uma solucdo, e determine o limite de u(z,t) quando ¢t — oo.

5. Determine solugoes separdveis e limitadas das equagoes de onda e
de calor o2 o2 5 52
ou CQJ =0 e ou  Hou =0
ot2 Ox? ot Ox?
com z € R.
6. Considere a equacdo de Schrodinger unidimensional
,ha\p h? 0%V
th— =———
ot 2m Ox?

para a funcao de onda ¥(z,t) € C de uma particula livre, onde m é a massa da particula e
h é a constante de Planck reduzida.

e Determine soluges separdveis quando x € [0,¢] com condigbes de fronteira nulas,
U(0,t) = ¥4, t) =0.

e Mostre que

Up(x,t) = e

onde £ > 0 e p=+v2mkFE, sao solugoes separaveis na recta.
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11 Séries de Fourier

1. (séries de Fourier complexas) Se f(z) é uma fun¢do holomorfa num dominio que contém a

circunferéncia unitdria, entao a sua expansao em série de Laurent pode ser escrita, nos pontos
z=¢e" como

o= G (O P T L
10\ __ inf _ _ 0 nb
f(e) = E cne onde Cn =5 oy 2 2= oo B f(e)e """ db

n=—oo

Em geral, se f(f) é uma funcio integravel em S' = R/27Z (ou seja, f : R — C é uma
funcao peridédica com periodo 27), a sua série de Fourier complexa é

FO) ~ 320 F(n)e™?

(o simbolo “~” é apenas uma notacgao!), onde os coeficientes de Fourier complexos de f(6)
sao

f(n) =5 7 f(B)e=™?db

Se f(#) é uma funcdo seccionalmente de classe C', entdo a sua série de Fourier no ponto 6
converge uniformemente para o valor médio (f(01) + f(0-))/2. Em particular, a série de
Fourier de uma funcio f(#) € C1(S1) converge para f(6) na norma uniforme, ou seja,

N

FO) = S Ffnyen

n=—N

sup
fesSt

—0 quando N — 0.

O produto interno e a norma L? no espaco L?(S!) das fungdes complexas em S' = R/27Z
com quadrado integravel sao definidos por

o)== [ f@og@do 7] = VD

T o o

A aplicagao f(0) — f(n) define um isomorfismo de L?(S') em £, o espaco das sucessoes

(zn)nez tais que ZZO:_DO |7,|? < oo, munido do produto interno (z,y) = Zzo:_oo ZnTn- De

facto, vale

(£.9) = 302 o [(0)g(n)

e a identidade de Parseval

1P =320 e L ()2

A série de Fourier de uma funcio f(0) € L?(S*) converge para f(f) na norma L2, ou seja,

—0 quando N — 00.

N -~ .
Hf(@ = Fmen
n=—N

e Verifique as relagoes de ortogonalidade

; ; 1 [, ; 1 sen=m
ing im0\ _ _— inf ,—imb —
(e e )_271'/ e™e de {O sen£m

—T

e Mostre que, se f(6) é diferencidvel e a derivada f/() é integrével, entao
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2. (séries de Fourier) A série de Fourier da funcao integrével f(z), periédica de periodo 2/, é

f@) ~ %+ 307 (an cos (Fa) + by sin (Tx))

onde os coeficientes de Fourier de f sao

Zf f(x)cos (Tfx) d e ef f(x)sin (%) dx

Se f(x) é uma funcao de classe C!, entdo a sua série de Fourier converge uniformemente para

f(@).

e Determine as séries de Fourier das seguintes fungoes periédicas de periodo 27 (as solugoes
estao no formuldrio!):

f(z) = cos(mzx) — 2sin(3nz) ,
fl@)=2 se—m<zxz<m, eperiddica de periodo 27 ,
f(x)=lz| se—-m<z<m, eperiddica de periodo 27 .

e Mostre que a série de Fourier da fun¢ao ©(x), periddica de periodo 27 e definida por

@(z)_{l se0<z<m

0 se —m<z<0

no intervalo —m < x <, é

1 2 1 1 1
O(z) ~ 3 + - <sin(x) + 3 sin(3x) + E sin(5x) + - sin(7x) + )
Deduza que a série de Fourier da fun¢ao 20(x) — 1, periédica de periodo 27 e definida
por
1 se0<z<m

2@(m)—1:{ -1 se —7T_§x<0

no intervalo —m < x <, é
4 (., 1 . 1 . 1 .
20(x) — 1~ — (Sln(as) + 3 sin(3x) + E sin(5x) + = sin(7x) + ) .
i

e Mostre que a série de Fourier da funcao f(z), periddica de perfodo 27 e definida por
f(z) = 2% no intervalo —7 < x < T, é
2

1 1 1
z? ~ % —4 (cos(x) ~1 cos(2x) + 3 cos(3x) — 6 cos(4x) + ) .

Deduza que o valor da fun¢do zeta de Riemann ((s) =Y.~ ;1/n® no ponto s = 2 é

1+1+1+1+1+1+ 7r2
1 4 9 16 25 36 6
3. (séries de Fourier de senos) A série de Fourier de senos da fungéo f(z), definida no intervalo
0 <x < /{, é a série de Fourier da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

flx) ~ 3207, bysin (Fra) onde = 2 [ f(z)sin (Z22) do

e Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, das extensoes fmpares e 2mw-periddicas)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < z < 7 (algumas solugdes estdao no
formulario!):

z se0 <z <m/2
1 1 — cos(2x) O(x —m/2) f(x)—{ r—w sem/2<z<nm
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4. (séries de Fourier de cosenos) A série de Fourier de cosenos da funcdo f(x), definida no
intervalo 0 < z </, é a série de Fourier da extensao par 2¢-periédica de f, ou seja,

flx) ~ % +30°  apcos (WT”LU) , onde Gy = %f(f f(x)cos (%x) dx

e Determine as séries de Fourier de co-senos (ou seja, das extensoes pares e 2mr-periddicas)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < z < 7 (algumas solugoes estao no
formuldrio!):

1 sin(2x) o(x —m/2) T—x
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Algumas séries de Fourier das extensoes periddicas de periodo

271 de funcoes definidas no intervalo — 7 <z <7

(série de Fourier)

(funcao em [—, 7])

x ~ 2 (sin(z) — § sin(2z) + £ sin(3z) — § sin(4x) +
2 ~ =4 (cos(m) — icos(Qm) + %cos(i%x) — %6 cos(4x) +
|| ~ G- % (cos(x) + écos(?)m) 35 L cos(5x) + i9 L cos(7x) +

1 se 0 <z<m o 1 2 . 1 - 1 .- 1 .-
0 se —m<w<0 } = 0O(z) ~ 5+ 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + ¢ sin(5x) + 7 sin(7z) +
1 se0<z<m 4 (. 1 . 1. 1 .
1 s —m<z<0 } =20(z) -1 ~ 2 (sin(x) + 3 sin(3z) + £ sin(5z) + 1 sin(7z) +
1

L sin(5z) — 45 sin(7z) +

sem/2<x <
~ 4 (sin(z) — § sin(3z) + 5=

e —r2<z<m/2 §=Zx)
—r—x se —w<z<—m/2
5z —a) - 8(z + a) ~ 237 sin(na) sin(nz)
Sz —a)+o(r+a) L4 2%  cos(na)cos(nz)
x 22 |z o(x) 20(x) — 1 Z(x)
Integrais tuteis
/7r (cos(nz))? do = /: (sin(nz))’dz=n  sen=1,2,3,..
/ cos(nz) cos(ma)dz = SiHQ(((: i:;))x) SiHQ(((g—:;)w) se n? £ m?
/ sin(na) sin(ma)dz = Sin2(((s :Z))w) B sin;((:—ﬂf:))w) se n? 4 m?
[ sntne) cosmayae = O _cosllnZme) -y

.Tk COS nx =
n n

k
_ o7 cos(na) k/xk ! cos(na)dx

xk sm nx + —
n n

k k
z sm(nx) - /xkil sin(nz)dx sen#0ek=1,234,..

sen#0ek=1,23,4,..
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12 Aplicagoes das séries de Fourier

1. A solucao formal do problema da corda vibrante

%—02%:0 xz € [0,4], com u(0,t) =u(f,t) =0

com condigoes iniciais

u(x,0) ~ Y07 apsin () e %(m, 0) ~ >0 by sin (Ta)

u(z,t) ~ 307 (an cos (’%"t) + bn?ﬁn sin (%t)) sin (%x)

e Use as séries de Fourier para determinar solugoes formais do problema da corda vibrante

2 2
%f %:O em0<z<m, com u(0,t) = u(m,t) =0
com condigoes iniciais
1 1 0
u(z,0) = sin(x) + = sin(2z) + = sin(3x) e —u(x, 0)=0,
2 3 ot
e com condigbes iniciais (deslocamento inicial “triangular”)
_ x se0<z<m/2 ou B
u(x,O)—{W_x ser/2<z<m ¢ a(m,O)—O.

e com condigdes iniciais (impulso inicial concentrado num ponto)

0
wz,0)=0 e a—?(m,O) ~8(z —7/2).
2. A solugao formal do problema da conducao de calor com condigoes de
fronteira nulas
%—5217;:0 x €[0,4], com u(0,t) = u(,t) =0
e com condigao inicial
u(z,0) ~ 307 by sin (Za) é w(z,t) ~ 320 be /0% gin (T2 x)

A solucao formal do problema da conducao de calor com fluxo nulo nas extremidades

ou _g%u _g e, com 2%(0,¢) = 24 (¢, ¢) = 0

com condigao inicial

u(x,0) ~ % + 3> | a, cos (Zx) é u(x,t) ~ 2 +> ane=Bn/0% cog (Zx)

e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor

ou 0%u
9 ~ — <z <
o 2(‘3362 0 em(0<z <,

com condigao inicial
o0

u(z,0) ~ Z % sin(nx) ,

n=1

e condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0.
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e Determine a solug@o formal do problema da conducao de calor

%—@—0 em (0 <z<
at 02 =T=T

com condigao inicial
u(z,0) = 100 se0<z<m,

e condigoes de fronteira constantes u(0,t) = 0 e u(m,t) = 200.

e Determine a solugao formal do problema da condugao de calor

ou 382u

a* ﬁzo em0§x§ﬂ',

com condigao inicial
[ 10 se0<z<m/2
u(ﬁ’o)_{QO sem/2<zx<m ~’

e fluxo de calor nulo nas extremidades, %(0, t) = %(w, t) =0.

e com condicao inicial

u(z,0) ~§(xz —7/2),

e condigoes de fronteira nulas u(0,t) = 0 e u(m,t) = 0.

3. Considere uma corda de um instrumento musical, de comprimento ¢, densidade
linear p e afinada com tensao k.

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

(2,0) ~ h% se0 <z <«
u(z,0) = A=(l—z) sea<z<{

onde 0 < a < ¢ é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é 0 méximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximacao
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite a corda
apenas um impulso instantineo localizado num ponto (ou num intervalo de comprimento
pequeno 2¢ a volta de um ponto) 0 < 8 < £ da corda, e portando a velocidade inicial da

corda é 5
U se|lxr—p| <¢e
7(*7:) O) =~ v |1' 6‘ -
ot 0 selz—p]>¢
e Determine as vibragoes, ou seja, as amplitudes das harménicas excitadas, da corda do
cavaquinho e da corda do piano.

e Determine as energias F,, das n-ésimas harmoénicas nos dois casos. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

4. Considere a equagao da corda vibrante “amortecida”
Pu 0% ou
— — ¢ = + 20— =0.
ot? Ox? ot

em 0 < z </, onde o > 0 é um coeficiente de atrito, com condigdes de fronteira u(0,t) =
u(¢,t) = 0.

e Mostre que a conjectura uy, (z,t) = g, (t) sin (Zz) implica que g, (t) satisfaz a EDO
‘jn + W%Qn + Zaq.n = Oa

com frequéncia w? = (wen/f)2.

e Deduza as solugoes separdveis do problema.
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5. (férmula integral de Poisson no disco unitario) Considere o problema de determinar uma
extensdo harménica f(re’?), ou seja, uma soluciao da equacio de Laplace

62 2

rrL 0

oxr2  Oy?
no disco D = {(z,y) € R? t.q. 22 +y?> <1} ~{z=re" € C t.q. |z|] =r < 1} de uma
funcdo g(e?) definida na circunferéncia S* = {(z,y) € R? t.q. 22 +y?> =1} ~ {z =€ ¢

C tq. |z] =1}
e Verifique que r"le’” é uma extensdo harménica de e™?.

e Deduza que

o0
f(re') = Z cnri™lein? re' € D
n=—o00

é uma extensao harmonica da série de Fourier (suposta convergente)
o0
g(ew) _ § Cnezne 620 c Sl
n=—oo

e Use a definicao dos coeficientes de Fourier complexos para mostrar que uma extensao
harménica de g(e?®) é dada pela férmula integral de Poisson

sty = o [ " (VB0 — o)

2 J_ .

onde o nicleo de Poisson é definido por

P.(0) = Z plnlgin®

n=-—oo

e Mostre que o ntcleo de Poisson admite as seguintes expressoes,

P(f) = 14> z"+> 7
n=1 n=1

S I -
B -2z 1-%
I e Gl
1—z?
onde z = rew, e portanto
1—r2

P, = .
~(0) 1+ 72— 2rcos(d)
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13 Transformada de Fourier

1. (transformada de Fourier de funcoes integraveis) A transformada de Fourier da funcao in-
tegravel'® f(x) é a fungao F{f(x)}(€) = f(&) definida pelo integral impréprio

(&) = = [, fle)eisrdn

O lema de Riemann-Lebesgue afirma que f(f) é continua, limitada, e j?(f) — 0 quando
€] = oo.

e Verifique as seguintes propriedades elementares da transformada de Fourier

FA (@) + pg(@)}(€) = A () + 1g (&)
FT@NE) = T-0 FO0)}©O) = 7€/
F{f(x—a)}(€) = e f(©) FLe f(@)}() = F€ )

e Calcule a transformada de Fourier de 1j_; 4, a fungao caracteristica do intervalo [, £].

e Calcule, usando a técnica dos residuos, a transformada de Fourier de

1
22 + a?

flz) = fla) = el

e Mostre que a transformada de Fourier da gaussiana
— /2 5 G(E) = o= 67/2
g(z) =e ¢ gl =er'7,

e calcule a transformada de Fourier da gaussiana

1 _(z—m)?
2

f(z) = 7W€ 2

2. (transformada de Fourier no espago de Schwartz) A transformada de Fourier é uma bijecgao
linear F : S — S do espaco de Schwartz'” cuja inversa é a transformada de Fourier inversa
F~1: g+ g, definida pelo integral impréprio

ae) = = 25 g(&)einde

Em particular, no espago de Schwartz vale a férmula de inversao de Fourier

F@) =3 75 (75 Flwyei€vdy) eisedg

e Mostre que, se f € S,

(jﬁ)(s) €l e Cule - £

180 espago L'(R) das funcées integrdveis na recta real é o espaco das fungdes f(x) tais que

/:: | (@)ldz < o0

90 espago de Schwartz S = S(R) é o espago das fungdes f(x) infinitamente diferencidveis na recta real que
decrescem |f(z)] — 0 quando x — oo, com todas as suas derivadas, mais rédpido que o inverso de qualquer
polinémio. Ou seja, o espago das fungdes f(x) tais que V p, g € N existe uma constante Cp 4 > 0 tal que

]xpf@)(x)( <Cpq VzeER.
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3. Dada uma funcdo f(z) € S (R), seja

forz(@) = 3 fla+2mn)

neZ

Entao fz(z) é uma funcdo de classe C*°, periddica de periodo 27, e como tal admite uma
expansao em série de Fourier

farz() =Y € fz(n)

neZ

com coeficientes

Fora) = 5 | " e (@) de

2r J_

e Mostre que

Janz(n) L[ e e (Z flx+ 27Tm)> dx

27
- meZ

4. (produto de convolucao) O produto de convolugcao de f(z) e g(x) é a fungao (f*g)(x) definida
por

(fxg)(x)= [T fy)glz —y)dy

Se f,g,€ S, entdo fxgeSe

Mostre que P; x Py = Py .

5. (identidade de Parseval e teorema de Plancherel) O produto interno e a norma L? sao defi-
nidos por

(f.9) =7 F@)g@)de  |Ifll2 = V(£ F) = /[ 1 f(@)]Pda

Se f € S, entao vale a identidade de Parseval

Iflle =1l ouseja, [ |f(x)Pdz = [ |[(€)|%dE

O teorema de Plancherel afirma que a transformada de Fourier extende a uma transformacgao
unitdria F : H — H do espaco de Hilbert H = L?(R) das funcdes de quadrado integravel?,
cuja inversa é a prépria adjunta, F~! = F*.

200 espago H = L?*(R) das fungées de quadrado integrdvel é o espago das fungdes f(x) tais que

/j; (@) 2z < o0
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. _ .2
e Calcule a norma L? da gaussiana e=% /2,

6. As fungoes de Hermite ¢n(x) = 63;2/2% (e‘”’z), solugoes

da equacdao de Hermite
d2
w(bn(x) - x2¢n(x) = A\n&n(7)
com A, = —(2n + 1), formam uma base ortogonal do espaco de Hilbert L?(R).
e Mostre que a transformada de Fourier transforma a equagao diferencial

d? ) d? - os
g (@) =27 f(@) = Af(z)  em d?f(ﬁ)—& f(&) = Af(E).

e Verifique que as fungdes de Hermite ¢, (x) sao fungdes préprias, de valores préprios
(—1)", da transformada de Fourier, ou seja

7. (distribuigoes) O espago das distribui¢des (temperadas) S’ é o espago dual do espago de
Schwartz S, ou seja, o espago dos funcionais lineares continuos 7' : § — C. A derivada da
distribuicao T é a distribuicao T" definida pela identidade

T'(f)=-T(f) VfesS.
e Dada g(z) € S, seja T, a distribuicdo induzida, definida por Ty(f) = ffooo f(@)g(z)dx.
Mostre que (T,) =Ty .
e A delta de Dirac é a distribuicao ¢ definida por

5) = [ s = 0)

(o integral é apenas uma notagdo, 6 nao é uma funcao!). A delta de Dirac em 2y € R
é a distribuicdo 8, definida por d,,(f) = [7_ 0(z — o) f(x)dz = f(xo). Calcule as
derivadas de 9.

o A distribuicdo de Heaviside é a distribui¢ao H =T, definida por

() - [ Z wo)f(e)ds = | " fa)ds

onde a fungao de salto unitdrio (ou fung¢do de Heaviside) é definida por

U () = 0 se r < zg
o ] 1 se x > xg

Calcule as derivadas de H.
e Considere o nicleo de Poisson
1 22

P,(z) = \/me_ﬁ

Verifique que Pi(z) — §(x) quando t | 0, ou seja, que, se f(x) é continua e limitada,

lim / " By = () = 1(0)

10

8. (transformada de Fourier das distribui¢oes) Se T € &’ é uma distribuicdo, a sua transformada
de Fourier é a distribuicao T definida pela identidade

T(f)=T(f) Vfes.
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Verifique que se g(x) é uma funcdo integravel e T, é a distribui¢do induzida, definida
por Ty(f) = [~ f(z)g(z)dz, entdo Ty = Tj.

Calcule a tranformada de Fourier da distribui¢ao 77, induzida pela fun¢do constante
g(x) = 1.

e Calcule a transformada de Fourier da delta de Dirac 9.

Calcule a transformada de Fourier da distribuicdo de Heaviside H.

9. [Fo92]

0x0p 2 B}

—az?/2

Verifique que a Gaussiana ¥(x) = e realiza o minimo para AXAP.
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Transformadas de Fourier

47

(espaco da posi¢ao/tempo x)

f@) = = 22, e J(€)de

(espaco do momento/frequéncia &)

(&) = = [ e f(a)de

(linearidade)
(conjugacao)

(homotetias, A # 0)
(translagoes em x)
(translagoes em &)

(derivada em 2 / multiplicagdo em &)
(multiplicacao em z / derivada em &)
(convolugao em z / produto em ¢)

(produto em z / convolucao em ¢)

Af(2) + pg()
f)
fx/X)
f(x—a)

¢ f(z)

~

AF(&) + 1g(€)

\/gsinéfﬁ) e \/g )

(caracteristica do intervalo) L=,
(gaussiana) e—e?/2 o—€2/2
(fungdes de Hermite, n =0, 1,2, ...) On(x) = ew2/2jm—nn (e‘w2) (—i)" ¢ (€)
(exponencial em z, 3 > 0) ezl \/g#
(exponencial em &, o > 0) \/g#“oﬁ e—lél
(delta de Dirac) Sz () \/%e—imoi
(Heavisde, salto unitdrio em 0) uo () V3 (50(5) +-Lp (%))
(constante) 1 V2mdo(€)
(sinal) sgn(z) \/g%
e're V21, (€)

(exponencial complexo, p € R)

Mais transfomadas em http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform


http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
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14 Aplicacoes da transformada de Fourier

1. Considere a equagao de calor
ou  9%*u
ot 0x2

na recta, com condicao inicial u(z,0) = ug(z). Se wu(z,t) é suficientemente regular, a sua
transformada de Fourier (apenas na varidvel z),

a(g,t) \ﬁ/ —Ty(x, t)da

satisfaz a equacao diferencial

8a 2~ o~ « e . ~ 1 /OO —1 —
— = —&*u com condicao inicial u(&,0) = — e g (z)de =T
5 § ¢ (€,0) Nor o(2) 0(§)
A solucao é
(e, 1) = e 1ap(¢)
o Verifique que ﬁe’gzt ¢ a transformada de Fourier do nicleo de Poisson (ou heat
kernel)
1 22
Py(z) = o

e Deduza que a solugio da equacao de calor na recta com condicao inicial ug(x) é

u(z,t) = (Pt*uo
_ (== y)2
= d
5 f / uo(y)dy
2. No modelo do movimento Browniano proposto por Einstein em

1905%!, a densidade de probabilidade P(z,t) de encontrar a particula Browniana na posigao
x no tempo t sabendo que ela estava na posicao 0 no tempo 0 é a solugao nao-negativa da
equacgao da difusao

OP o*pP

— _B=— =0

ot ox?
tal que lim; o P(z,t) = 0 para todo o  # 0, e foo P(z,t)dx = 1 para todo o tempo ¢ > 0.
O “coeficiente de difusao” é § = RT ,onde R é a constante de gas perfeito, T a temperatura
absoluta, N o numero de Avogadro e @ = 67np um coeficiente de friccdo (que depende da
viscosidade dindmica n do liquido e do raio p da particula Browniana).

e Verifique que a Gaussiana

1
_ L e

2/t

resolve o problema do movimento Browniano.

P(z) =

e Verifique que
oo
Pra()= [ PdpP(e )y

—0o0

e interprete este facto.

e Calcule o caminho quadratico médio da particula Browniana no tempo ¢, definido por

(z(t)*) = /OO 22 Py (z)dx

— 0o

21 A, Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Fliissigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549, 1905. Traduzido em A. Einstein, Investigations on the
Theory of Brownian Movement, Dover, New York, 1956.
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3. Use a transformada de Fourier para achar a solugao formal
do problema
ou 0%u
o P
com condigao inicial u(x,0) = f(x) continua e limitada.
4. Use a transformada de Fourier para mostrar que a solugao formal do
problema

Pu 0%
A S
ot? Ox?

com condigoes iniciais u(z,0) = f(x) e %(x,O) = g(z) continuas, limitadas e integriveis é

dada pela férmula de D’Alembert.

5. Use a transformada de Fourier para achar a solucao formal

do problema

o2~ a2

com condigdes iniciais u(z,0) = f(z) e lg—é‘(z, 0) = g(z) continuas e limitadas.

= —Qu

6. Use a transformada de Fourier para achar a solucao formal
do problema

Ju 0%u ou

B =a—

ot Ox? ox
com condigdo inicial u(x,0) = f(x) continua e limitadas.

7. Considere o problema de determinar uma ex-
tensdo harmdnica f(z,y), ou seja

o*f  O*f

no semi-plano superior H = {(z,y) € R? t.q. ¥y > 0} de uma funcio g(z) definida na
fronteira OH = {(x,y) € R? t.q. y = 0}. Se f(z,y) é suficientemente regular, a sua trans-
formada de Fourier (apenas na varidvel z),

fley) = V% [ s

satisfaz a equacao diferencial
o0

—E2f + %yg =0 com condigao inicial f(€,0) = \/LQTT / e—zfzg(x)dx — 36

A solugao limitada em y > 0 é

F(&y) = e g

e Verifique que \/%e*my ¢é a transformada de Fourier do nicleo de Poisson em H

1y

Py(z) = ;m

e Deduza que a extensdio harménica de g(x) em H é

flz,y) = (Py*g)(z)
_ l/ %g(s)ds

7)o @94y
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8. Considere a equagao de Schrodinger

ov m o2 1
e = O 2,29
! ot 2m Ox> + me x

para a fungdo de onda ¥(z,t) € C de uma particula de massa m num potencial V(z) =

%mwzﬁ, onde A é a constante de Planck reduzida. Determine as solugoes separaveis, ou seja

do género

n

U (z,t) = e R fo(2),

com f,(z) € L?(R), e mostre que os “nfveis de energia” sao
1
En:hw<n+2) com n=0,1,23,...

9. (fungao caracteristica e teorema limite central) A fung¢do caracteristica de uma varidvel
aleatoria real X, com lei P, é a média/esperanca da varidvel X, com ¢ € R, ou seja,

ox (&) =Bl = /e’f“’P(d:z:).

Em particular, se X é absolutamente continua com lei P(X € A) f 4 p(z)dx, entdo a fungio
caracteristica ¢x () é a transformada de Fourier da den51dade de X, pois

ox©)= [ " ep(a)de = var - ).

O teorema de Lévy afirma que uma sequéncia de variaveis aleatérias (X,,) converge “em lei”??

para a varidavel X quando n — oo, i.e. X,, —% X, sse ¢x, (£) — ¢x(£) para cada ¢ € R.

e Verifique que as derivadas da fungao caracteristica na origem sao
¢x(0) =1 ¢(0) =iEX " (0) = —EX?
(desde que os momentos da varidvel X sejam finitos).
e Mostre que, se a varidvel aleatéria X tem média EX = m e varidncia VX = E(X —

m)? =02, ese Y = 2=™ entdao?

or(6) =1 36 +o(e?)

numa vizinhancga da origem.
e Sejam X, X5, X3, ... varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,

com média m e varidncia o2, seja S, = X1 + Xo + ... + X, e seja
S,
Sr ==
N ) Z

Verifique que
$s5(€) = (¢v (¢/vn))"
onde Y = X

™ e portanto
bs:(§) — e/ quando n — 00

e Deduza o teorema limite central, que afirma que a sequéncia de varidveis (S}) converge
em lei para uma varidvel normal N (0, 1), ou seja,

P(S; <z)— —/ e 124t quando n — oo .

10. (teorema de Wiener-Kinchin)

22 Conwergéncia em lei: X,, —* X se, para cada funcio f(x) continua e limitada, Ef(X,) — Ef(X), ou seja, se
lim P(X, <z)=P(X <xz).
n—oo

para cada ponto de continuidade x da fungao de reparticdo de X.
28Notacdo de Landau: f(€) = o(¢*) quando & — 0 significa que limg_,o f(£)/€* = 0.
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15 Transformada de Laplace

1. (transformada de Laplace) Seja f : [0,00) — R uma fungao seccionalmente continua e de
ordem exponencial®* m. A transformada de Laplace de f(t) é a funcao L {f(t)} () = F(2),
definida pelo integral improéprio

F(z)= [Ce # f(t)dt

F(z) é holomorfa no dominio R(z) > m onde o integral é absolutamente convergente. A
restricdo de F'(z) a recta real, ou seja em s = R(z) > m, é denotada por F'(s).

e Verifique as seguintes propriedades elementares da transformada de Laplace
LAN@) + ng()} (s) = AL{f(1)} (s) + nL{g(t)} (s) VA, p€R, coms>m,
1
LA{f(A)}(s) = Xﬁ{f} (s/A) YA>0, coms>m.

L{"fO)}(s)=L{f}(s—k) VkeR, coms>m+k.

e Verifique as seguintes férmulas para as transformadas de Laplace das fungoes elementa-

5{1}(5):2 ﬁ{t}(s):si2 c{tn}(s):s%!l com s > 0.
E{ekt}(s):sik com s >k
£ {sin(wt)} (s) = 82;"7&]2 e L{cos(wt)}(s) = ﬁ com s > 0.

LA{uq(t)} (s) = com s >0
s
e Verifique que a transformada de Laplace da poténcia f(t) = t%, com g > 0, é

LAt} (s) = % com s >0,

onde a fun¢do Gama é definida pelo integral impréprio
I'(z) :/ et at em R(z)>0
0

Mostre que I'(z + 1) = z - T'(2), e que I'(1) = 1. Deduza que I' extende o factorial, ou
seja, [(n+1)=nlsen=0,1,2,3,....

2. Se f :[0,00] — R é uma fungéo seccional-
mente continua e periddica de periodo T entdo a sua transformada de Laplace é

L{fMY(s) = 224 onde  Fr(s)= [ e *'f(t)dt

e Determine a transformada de Laplace das seguintes funcdes periédicas: 26

o=t so={1 S so={ e S

24A funcdo f(t) tem crescimento exponencial se 3 m > 0 e M > 0 tais que |f(t)] < Me™, Vt > 0. A ordem
exponencial de f(t) é o inf{m >0 t.q. IM > 0 t.q.|f(t)] < Me™t, Vvt > 0}
A fungdo de salto unitdrio (ou func¢do de Heaviside) em a > 0 é definida por

0 set<a
u“(t)_{l set>a

26 [t] denota a parte inteira de ¢, ou seja, o maior inteiro n € Z tal que n < ¢.
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3. Seja f : [0,00[ — R uma fungao seccional-
mente continua e de ordem exponencial m. Mostre que, se a > 0,

LAua(t)f(t —a)}(s) = e L{f()} (s) coms>m,

e portanto

LA{ft+a)}(s) =eL{u.(t)f(t)} coms>m.

4. (produto de convolugao) Sejam f e g : [0,00[ — R duas fungdes seccionalmente continuas
e de ordem exponencial m. O produto de convolu¢ao (para sistemas causais) de f e g é a
funcao f x ¢ :[0,00) — R definida por

(fxg)(t fo g(t —7)dr

e Mostre que

L{f =g} (s)=L{f}(s)- L{g}(s) coms>m.
e Deduza que

c{ [ s} )= Lo 11 () com sz m.

5. (derivadas e transformada de Laplace) Seja f : [0,00] — R uma fungdo seccionalmente
continua e de ordem exponencial m, e seja F(s) = L{f} (s), com s > m, a sua transformada
de Laplace.

e Mostre que F(s) é de classe C* e

TL () = LU0 " S0} (5).

e Mostre que, se f e as suas derivadas f/, f”, ..., f™ sao seccionalmente continuas e de
ordem exponencial m, entao

£{r™MW} (s) = s"F(s) = 5" (0) = 8" 721(0) = oo = s 7D(0) = f 7D (0).
6. Determine a transformada de Laplace das
seguintes funcoes f(t):
t2—2t+1 2 + 3t — 5sin(nt) (t —1)e* sin(5t) cos(4t)
tmekt cosh(3t) sinh(3t)
e “cos(wt) e *sin(wt)  tcos(wt)  tsin(wt)
g (t)e U () sin(wt) (1 —wuqa(t))t.
Asin (wt + @) Ae” sin (wt + ) Ae”* sinh (Bt + ¢)
Fi F
Asin (wt + @) + rj’ﬂ cos (7t) Asin (wt + @) + it sin (wt)
ot - ( 2 2 FO .
e “sin (Vw? —« t—|—<p)+ sin (vt + ¢)
\/(w2 —72)% 4 40242

7. (transformada de Laplace inversa) Se F'(z) é a transformada de Laplace da fungao f(t), entao
f(t) é dita transformada de Laplace inversa de F(z), e denotada por f(t) = L7 {F(s)} (¢).
Nos pontos de continuidade de f(t), vale a formula (de inversao) de Mellin (ou de Bromuwich)

fﬁ-HOO th )d

271'1

onde f > m e m é a ordem exponencial de f(t).
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e Mostre as seguintes propriedades da transformada de Laplace inversa:
L7HAF(s) + pG(s)} (1) = AL {F ()} (£) + L {G(9)} (1) VA ueR,

L7HF(s—a)}(t) =L H{F(s)} (1) VaeR,
L7He ™ F(s)} (t) = ua(t) L7 {F(s)} (t — a) Ya>0,

£t {iF(s/)\)} t)=LH{F(s)}(\t)  YA>0,

e Determine uma transformada de Laplace inversa das seguintes funcoes F'(s):

2 1 2 1 s—1

s st s2+9 s(s?2+1) s2—2s+5

—3s —s —4s —7s 1

s (s—2)2 52 s34+ 4s%2 + 3s
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Transformadas de Laplace (para sistemas causais)

54

(espago dos tempos t > 0)

f(t) _ % fm-‘rE-‘riOO eth

m+e—1i00

(espaco das frequéncias s > m)

F(s) = fooo e stf(t)dt

(linearidade)

(homotetias no espago dos tempos)

(translagoes no espago dos tempos, retardo)

(translacoes no espago das frequéncias)
(fungoes periddicas)
(convolugao)

(integragao no espaco dos tempos)
(integragao no espacgo das frequéncias)

(derivagao no espaco dos tempos)

Af(t) + pg(t)

()
fE=7ut—r71)
ot f (1)
fE+T) = f(t)

AF(s) + pG(s)
sF(s/N)
e (s)
F(s+a)

I OL

=75
F(s)G(s)
LF(s)
[ F(s)ds
sF(s) = £(0)
s?F(s) — sf(0) — f'(0)

@) $PF(s) = s"71f(0) — o = D
(derivagao no espago das frequéncias) (=)™ f(t) F(™(s)
onstante — _ 1
(constante) 1=u(t—0) p
(impulso unitério em 7 > 0) 0,(t) =46(t—7) e "®
(salto unitario em 7 > 0) ur(t) = u(t —7) e?s
(poténcias inteiras) t" S,ﬂ'
(outras poténcias, g > 0) td Fg‘j—i})
(crescimento/decaimento exponencial) et !
S—x
(poténcias com decaimento) e~ ﬁ
(poténcias com decaimento retardadas) e~ =T (t — 1)yt — 7) ﬁ
(coseno e seno) et = cos(wt) + i sin(wt) s_lw =7 Tigi,e

(coseno e seno hiperbélicos)

(oscilagoes amortecidas)

cosh(ft) e sinh(St)

—ateiwt — o=t (cos(wt) + i sin(wt))

stotiw

Szfﬂz € 5236’2

w

— sta + i
(s+a)?+w? (s+a)?+w? (s+a)?+
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16 Aplicacoes da transformada de Laplace

o ~ - ~ . . . . 2
1. (funcao de transferéncia e resposta impulsiva) Sejam L = mj? + a% + (6 um operador
diferencial linear com coeficientes constantes e f(t) uma funcio seccionalmente continua com
crescimento exponencial, e considere a equacao diferencial Lz = f(t), ou seja,

mi + ai + fx = f(t).

e Mostre que a solugao do problema de Cauchy
Lx = f(t) com z(0)=2zp e (0)=1o

pode ser escrita como
x(t) = y(t) + 2(t),

onde y(t) é a tnica solugdo da equagao homogénea Ly = 0 com condigéo inicial y(0) = zg
e y(0) = vy, e z(t) é a solugdo particular da equagdo ndo-homogénea Lz = f(t) com
condigao inicial trivial z(0) = 0 e £2(0) = 0.

e Mostre que, se Z(s) denota a transformada de Laplace de z(t) e F(s) denota a trans-
formada de Laplace do segundo membro f(t), entao

Z(s) = ==

onde P(s) = ms? + as + 3 é o polinémio caracteristico do operador diferencial L.

A funcdo H(s) = 1/P(s), que representa o quociente entre a resposta Z(s) e a forga
externa F'(s) (no espago das frequéncias), é chamada funcao de transferéncia do sistema.

e Seja h(t) a transformada de Laplace inversa continua da fungao de transferéncia, ou
seja, uma fungao continua tal que

H(s) = /0 T et

chamada resposta impulsiva do sistema. Mostre que h(t) é a solugao da equagdo ho-
mogénea Lh = 0 com condigao inicial h(0) = 0 e mh(0) = 1, assim como a solugao da
equacao diferencial formal®>” Lh = §(t) com condicao inicial trivial.

e Deduza que a solucdo particular z(t) da equac¢do ndo-homogénea Lz = r(t) com condigao
inicial trivial z(0) = 0 e 2/(0) = 0 pode ser escrita como

t
z(t) = / h(t —7)f(r)dr,
0
e que portanto a solugao do problema de Cauchy é
t
z(t) = y(t) + / h(t —7)f(7)dT.
0

e Prove a férmula acima sem utilizar a transformada de Laplace.

e Enuncie e mostre um resultato andlogo para equacoes diferenciais ordinarias lineares
com coeficientes constantes de ordem arbitrario.

27A fungdo delta de Dirac §(t) é definida pela identidade formal
oo
[ swstde= s,
— 00
onde f(t) é uma fungdo continua arbitraria. A sua transformada de Laplace é [;° e™5!6(t)dt = 1, e a transformada

de Laplace de 6(t — 7) é [;° e 5t8(t — 7)dt = e~7*. De facto, § nao é uma fungdo, mas um funcional linear (3|
definido no espago das fungdes continuas|f), que associa & fungdo f(t) o valor (8|f) =*“[_ f(t)é(t)dt”= f(0) .
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2. Resolva, usando a transformada de Laplace (por exemplo, os resultados do exercicio
um!), os seguintes problemas de Cauchy:

i4x=—e comz(0)=v2

Z+4x =3t com z(0)=0e 2(0) =2
Z4+2t=t—[t] comz(0)=0ex(0)=0
Z42&+5x=0(t—ty) comz(0)=0ex(0)=1
i+ 7m2r =3(1 —ug(t)) com x(0)=1ei(0)=0
3. Considere as equagoes das oscilagoes forgadas e das oscilagoes for¢cadas amorte-

cidas
ij+w2q=f(t) e ij+2aq’+w2q:f(t).

e Determine a funcao de transferéncia e a resposta impulsiva dos dois sistemas.

e Determine a solucao do problema de Cauchy com condigao inicial ¢(0) = ¢g e ¢(0) = vo,
quando a forga é

f@) = fod(t —to)  f(t) = fouro(t)  f(t) = fo(L —ue(t))  f(t) = focos(71).
4. Considere a equagao
LI+RI=V,
que descreve a corrente I(t) num circuito RL alimentado com tensdo V(t).

e Determine a funcao de transferéncia do circuito.

e Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante
e igual a Vp, é desligado no instante ¢ty > 0, dada uma corrente inicial (lei de Ohm)
1(0) = W /R.

e Determine a corrente quando o gerador € ligado no instante ¢y > 0 e fornece uma tensao
constante V(t) = Vyue,(t) ou alternada V(t) = Voue,(t) sin(wt), dada uma corrente
inicial nula.

5. Considere a equagao
.. .1 .
LI+RI+ 1=V,
C
que descreve a corrente I(t) num circuito RLC alimentado com tensao V(¢).

e Determine a fungao de transferéncia do circuito e uma férmula integral para a corrente
I(t), dada uma corrente inicial I(0) =0 e I1(0) = 0.

e Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante
e igual a Vp, € desligado no instante ¢y > 0, dada uma corrente inicial estaciondria
I(0) =Vh/R e I(0) = 0. .

e Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante ¢y > 0 e fornece uma tensao
constante V() = Vouy,(t) ou alternada V(t) = Vouy,(t)sin(wt), dada uma corrente
inicial 1(0) =0e I(0) =0.

6. A quantidade de medicamento que circula no sangue de um paciente decresce
segundo o modelo exponencial & = —fz, com 4 > 0. Uma injeccdo com dose a > 0 no
instante 7 é idealizada como sendo um impulso instantaneo ad,(t), e portanto

&= —0x+ ad(t).
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e Determine a quantidade de medicamento z(t) que circula no sangue de um paciente
que recebe uma série de injecgoes nos instantes 0 < t; < t3 < ... < t,, com doses
X1, T2, ..., Ty, respectivamente, dada uma quantidade inicial z(0) = 0.

7. A transmissao de un sinal eléctrico ao longo de uma linha de transmissao
é modelada pela equacao do telégrafo

0%u 0%u ou

onde R, L,C e R sao a resisténcia, indutancia, capacidade e condutancia infinitesimais.

8. (fungao geradora e grandes desvios) Seja X uma varidvel aleatéria com lei P. A funcdo
geradora (dos momentos) é a média da varidvel e5¥ ou seja, a funcio

U(B) = EePX = /eﬂx -P(dx),

definida num intervalo onde o integral é absolutamente convergente. Em particular, se X
é absolutamente continua com lei P(X € A) = [, p(x)dz, entdo a funcao geradora é a
transformada de Laplace (bilateral) da densidade de X, pois Ee?X = ffooo e p(z)dx.

e Mostre que, se a funcao geradora estd definida numa vizinhanca da origem, entao as
suas derivadas em (§ = 0 sdo os momentos da varidvel, ou seja,

O0)=1 v (0)=EX 9"0)=EXx? .. 9®(@Q)=EX"
e A energia livre do sistema (descrito pela varidvel X) é a fungao
F(B) = log Ee”

Se X é limitada, entdo F'(3) é analitica e estritamente convexa (ou seja, F”(5) > 0 V(3).
Verifique que F(0) =0e F'(0) = EX.

e Prove a desigualdade de Chebyshev exponencial
P(XZ{-Z):P(G’BX Zeﬂa) < e PEEePX VB >0,
e deduza a estimagao
P(X>e)< e H()

onde a entropia H(\) é a transformada de Legendre da energia livre, ou seja,

H () = sup (BA — F'(3))
B>0

e Sejam X, X5, X3, ... v.a. 1id., com a lei de X e média EX = m, e seja S, =
X1+ Xo+ ...+ X,,. Use a desigualdade de Chebyshev exponencial e a independéncia
para mostrar que

P (Sn/n > )\) = P (eﬁSn > enﬁ)\)
< e_”(BA—F(ﬁ) Vﬂ >0 ,

e portanto

P (Sn/n > /\) < inf e~ (BA=F(B))
B3>0

< P (BA-F(B))

Deduza que a probabilidade dos “grandes desvios” é

P (|Sn/n _ m‘ > E) < 2e—n-min{H(m+a),H(m—s)} )
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e Mostre que a energia livre de uma varidvel Bernoulli X ~ B(1,p) (ouseja, P(X =1) =p
eP(X=0)=q=1-p)é
F(B) =1log (¢"p + q)

e que a entropia é
H(A) = Aog (M/p) + (1 = X) -log (1 = X)/(1 = p)) = 2(X = p)*,

se p < A < 1. Deduza que, se S,, é uma varidvel com lei binomial B(n,p) (ou seja, é uma
soma S, = X1+ Xo+.... + X, de v.ai.id. com lei X ~ B(1,p)), entdo a probabilidade

dos “grandes desvios” é
2

P (|S,/n—p| >¢) <272 .

9. (fungao de partigao) Sejam 1,2, 3, ...,n, ... os possiveis estados de um sistema termodindmico,
e seja e, o valor da energia do n-ésimo estado. A func¢do de parti¢iao (candnica) do sistema é

2(8) = Y e

A interpretacao fisica é que 8 = 1/kgT, onde kg ~ 1.3806505(24) x 10~22 joule/kelvin ¢ a
constante de Boltzmann, T a temperatura absoluta, e p,, = e %" /Z(3) é a probabilidade do
n-ésimo estado. A energia livre do sistema é

F(B) =log Z(p) -
e Mostre que a derivada da energia livre é a energia média (E), ou seja,

_OlogZ
op

B) =

|
&

e Mostre que a segunda derivada da energia livre é proporcional a capacidade térmica
¢y = 0(FE) /0T, pois

0%log Z
032

> (en — (B))? e~ Per

B) =

kB T2 Cy .

e Mostre que a entropia S é proporcional a transformada de Legendre da energia livre,
ou seja,

©n
Il

—kg - Y pn - log(pn)

= kg (log Z(B) + B(FE))
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