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1° teste

Algebra linear e geometria analitica ooy

Instrugles: escolha n < 10 exercicios e responda em Portugués.

1. (2 valores) Determine uma equagao cartesiana da recta que passa pelos pontos (1,1) e (—3,4)
de R2.
Uma equagdo cartesiana da recta que passa pelos pontos (1,1) e (—3,4) é

3z +4y =7

2. (2 valores) Determine uma equagao cartesiana do plano que passa pelo ponto (2,1,0) e é
perpendicular ao vector (1,2,3) de R3.
Uma equagao cartesiana do plano que passa pelo ponto (2,1,0) e é perpendicular ao vector (1,2,3) é

z+2y+3z=4

3. (2 valores) Calcule a distancia entre o ponto (7,2) e a recta {(x,y) € R*t.q. = —y = 0}.
A distancia entre o ponto (7,2) e a recta {(z,y) € R?t.q. = —y =0} é

5/V2

4. (2 wvalores) Calcule a distancia entre o ponto (41,13, —23) e o plano z-y (ou seja, o plano
{(z,y,2) € R3 t.q. z=0}).
A distancia entre o ponto (41,13, —23) e o plano z-y é
23

5. (2 walores) O conjunto {(x,y) € R? t.q. 3z — 5y = 2} é um subsespaco linear de R? ?
Justifique a sua resposta.
O conjunto {(z,y) € R? t.q. 3z — 5y = 2} nfdo é um subsespaco linear de R?, pois

(0,0) & {(z,y) €R* t.q. 3z — 5y =2}

6. (2 valores) O conjunto {(z,y,z) € R® t.q. x +y =0e y+ 2 = 0} é um subespago linear de
R3 ? Justifique a sua resposta.
O conjunto {(z,y,2) €ER3 t.q. z+y =0 e y+ 2z = 0} é um subespaco linear de R3. De facto, é a interseccio

entre os planos ortogonais aos vectores (1,1,0) e (0,1,1), ou seja, a recta {t(1,—1,1) com t € R}.

7. (2 valores) Os vectores (1,—2) e (—3,6) do plano s@o linearmente independentes ? Justifique
a sua resposta.
Os vectores (1, —2) e (—3,6) nao sdo linearmente independentes, pois

(=3,6)=-3-(1,-2)

8. (2 valores) Determine uma base de R? contendo os vectores (0,0,1) e (0,1,1).
Uma base de R? contendo os vectores (0,0,1) e (0,1,1) é

(0,0,1)  (0,1,1) e (0,1,1) x (0,0,1) = (1,0,0)

9. (2 valores) Calcule a drea do tridngulo de vértices (2,1) , (1,—1) e (0, —3).
A érea do triangulo de vértices (2,1) , (1,—1) e (0,—3) é
0



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(2 valores) Calcule o volume do paralelepipedo de ladosi—j,j—kek —1i.

O volume do paralelepipedo de ladosi—j,j—kek —1ié

0

(2 wvalores) Determine um vector perpendicular ao plano que passa pelos pontos (0,1,0),
(1,1,0) e (0,3,0) de R3.
Um vector perpendicular ao plano que passa pelos pontos (0,1,0), (1,1,0) e (0,3,0) é

(0,0,1)

(2 valores) Determine a dimensdo e uma base do subespaco (plano) {(z,v,2) € R? t.q. = +
y+2=0} de R3.
A dimensio do subespago {(z,v,2) € R® t.q. # +y + 2 =0} é 2, e uma base é

(1,-1,0), (0,1,-1)

(2 valores) Seja L : R? — R? uma transformagao linear tal que L(i) = (1,4) e L(j) = (-2, 3).
Determine L(5, —1).

Usando a linearidade temos que

L(5,-1) = L(5i—3j)=5L(i) - L(j)

= 5(1,4) — (=2,3) = (7,17)

(2 walores) Determine o niicleo e a imagem da transformacao linear L : R® — R3 definida
por L(z,y, z) = (2z,3y,0).
O ntcleo de L é a recta

N(L) ={(z,y,2) €ER® t.q. =0 e y =0} = {£(0,0,1) com t € R}

e a imagem de L é o plano
I(L) = {(z,y,2) €R® t.q. z =0}

(2 valores) Determine o nticleo e imagem da transformagao T : R? — R? que transforma
cada ponto no seu simétrico em relagao a recta = = 0.

A tranformagdo T : R?2 — R2 é T'(z,y) = (—x,y). O nicleo de T é o subespago vectorial trivial
N(T) = {(0,0)}

e a imagem de T é
Z(T) = R?

(2 valores) Mostre, utilizando a defini¢do, que os vectores (a,b) e (¢, d) de R? sdo linearmente
independentes se e somente se ad — be # 0.

Por defini¢ao, os vectores (a,b) e (c,d) s@o linearmente dependentes se existe (A, u) # (0,0) tal que
Ala,b) + p(e,d) = (0,0) (%)
Mas

N = ud

e portanto, ou ad —bc =0, ou A =0 ou p = 0. Mas se A = 0 entdo (¢,d) = (0,0), e portanto ad — bc = 0. E
se = 0 entdo (a,b) = (0,0) e portanto ad — be = 0.

Vice-versa, seja ad —bc = 0. Se a = b =c =d = 0 entao (x) é satisfeita com qualquer A e qualquer p . Se
pelo menos um dos a, b, ¢ e d é diferente de zero, podemos por A\ =d e u= —bou A =ce pu= —a e verificar
que, nos dois casos,

{ Aa = pe = Ap(ad —be) =0

Aa,b) + p(e,d) = (0,0)
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2° teste

Instrugdes: escolha n < 10 exercicios e responda em Portugués.

1. (2 valores) Determine a matriz 2 x 2 que define a transformacao T : R? — R? que transforma
cada ponto no seu simétrico em relagao a recta y = —zx.

A transformacao é T'(z,y) = (—y, —x), logo a matriz é

e

0 __ 1 0 1 _ 1 1 2 _ 1 2 n __ 1 n
Ai(Ol AiOl AiOl AiOl

3. (2 valores) Diga se L(x,y) = (x+y,x —y) é injectiva e, caso afirmativo, determine a inversa.

A transformagdo L(z,y) = (x4 y,x — y) é injectiva e a sua inversa é L~ (a,b) = ((a + b)/2, (a — b)/2).

4. (2 valores) Diga se a matriz

é regular e, caso afirmativo, calcule a inversa.

A matriz A é regular e a sua inversa é

5. (2 walores) Estude o seguinte sistema (ou seja, diga se é possivel e, caso afirmativo, determine
o espago das solugoes)
dr —Ty+3z =0
r+y =0
y—6z =0

O sistema é homogéneo e a matriz do sistema,

4 -7 3
1 1 0 ,
0 1 -6
é regular (pois tem determinante # 0), logo o sistema é possivel e a sua tnica solugdo é a solugéo trivial

(0,0,0).

6. (2 valores) Resolva o sistema

20 —by+4z = -3
x—2y+=z = 5
z—4y+6z = 10

utilizando o método de eliminacao de Gauss-Jordan.
A solugao, tnica, é o ponto (124, 75,31). De facto,

x —2y +=z = 5 r -2y +=z = 5 r -2y 44z = 5
20 =5y +4z = =3 Y -2z = 13 Y —2z = 13
T —4y 46z = 10 2y -5z = -5 z = 31

T 5+2-(1342-31)—31 T = 124
Y = 13+42-31 y = 75
z = 31



7. (2 valores) Determine o espago das solugoes do sistema

T+ 2y + 3z + 4w = 5
6x 4+ 7Ty + 8z + 9w = 10
11z 4+ 12y + 132+ 14w = 15

O espaco das solucoes é o plano afim
{(-3+2z+2w,4—22z—3w,z,w) com zwéeE R}

De facto, utilizando o método de eliminagao de Gauss-Jordan

T +2y +3z +4w = 5 r 42y +3z +4w = 5
6x +7y +8z +9w = 0 —by —10z —15w = -=20
11z +12y 413z +14w = 15 —10y —20z 30w = —40
x +2y +3z +4w = 5 42 = 5-3z—4w
-5y —10z —1l5w = =20 ) - 4—2:— 3w
0 = 0 Y -
T = -3+z+2w
y = 4—-2z—-3w

8. (2 walores) Dé um exemplo de um sistema impossivel de 2 equagoes lineares com 2 incégnitas.

O sistema

r+y = 6
z+y = 1073

9. (2 valores) Calcule o determinante de —3A sabendo que A é uma matriz 4 x 4 com determi-
nante det A = 2.

O determinante é 162, pois
det(—34) = (—3)* - det A = 162.

10. (2 walores) Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstragdo ou um contra-exemplo.

det(A+ B)=det A+detB ?

6 0 o 0\ (6 0
o 0o) 0o 102 )=\ 0 102

6 0 0 0 B 23 6 0
det(o 0>+det<0 102;5)7()#6-10 7det<0 1023)

Falso. Por exemplo

11. (2 valores) Calcule a matriz dos complementos algébricos da matriz

0 0 1
0 1 0
1 00
A matriz dos complementos algébricos é
0 0 1 0 0o -1
Cal| O 1 O = 0o -1 0
1 0 0 -1 0 0

12. (2 walores) Calcule o determinante da matriz

ol O =N

OO W o

O N ==
—

O determinante é —69.



13. (2 valores) Determine valores e vectores préprios da transformacio T : R? — R? que trans-
forma cada ponto (z,y) no seu simétrico em relagéo a recta y = 2.

Os valores proprios sdo A1 = 1 e Ao = —1, e os vectores préprios associados sao vi = t(1,2) e vo = £(2, —1),

respectivamente, com t # 0.

14. (2 valores) Determine valores e vectores préprios da transformacao
L(xa Y, Z) = (0’ Y, _Z)

Os valores préprios sdo A\;1 = 0, A2 = 1 e A3 = —1, e os vectores préprios associados sao vi = ¢(1,0,0),

va =1(0,1,0) e va = £(0,0, 1), respectivamente, com ¢ # 0.

15. (2 wvalores) Determine valores e vectores préprios da matriz
2 1
=)
1+

Os valores proprios sdo Ay = 3#‘5 e os vectores préprios associados sao v4 = t( > ,1), com t # 0,

S

2
respectivamente.

16. (2 valores) As matrizes

=(he) e o)

sdo semelhantes? Justifique a sua resposta.

As matrizes nao sao semelhantes, pois det A =4 # 1 = det B.



