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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures on
“Algebra Linear e Geometria Analitica” for students of FIS and MIENGFIS during the a.y.’s
2012/13 and 2013/14, and then for students of MIEEICOM during the a.y. 2018/19. They
are rather informal and certainly contain mistakes (indeed, they are constantly actualized). I
tried to be as synthetic as I could, without missing the observations that I consider important.

Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all I plan to lecture. So,
I included sketched or even empty paragraphs, about material that I think should/could be
lectured within the same course, given enough time.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material
can be found in [Ap69], [Lad7] and [Ax15]. Good material and further references can easily be
found in the web, for example in Scholarpedia, in Wikipedia, or in the MIT OpenCoureWare.

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:

e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”, and is used to introduce important
or (I hope!) interesting examples.

means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Black paragraphs form the main text.

Blue paragraphs deal with applications and ideas relevant in physics, engineering or other
sciences. They are the main reason why all this maths is worth studying for you. Some of
them will only be understood and appreciated much later.

Red paragraphs (mostly written in english) are more advanced or non trivial facts and
results which may be skipped in a first (and also second) reading.

O indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher on my MacBook, or taken from Wikipedia, or produced
with Matlab or Mathematica®8 .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 2.5 Portugal License.
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1 VETORES 3

1 Vetores

ref: [Ap69] Vol 1, 12.1-4 ; [La97] Ch. I, 1-2
A linguagem da filosofia. “... Signor Sarsi, la cosa non ista cosi. La filosofia & scritta in
questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi agli occhi (io dico l'universo), ma
non si puo intendere se prima non s’impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali
e scritto. Egli & scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure

geometriche, senza i quali mezi ¢ impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi ¢ un
aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.” !

A reta real. Fixada uma origem (ou seja, um ponto 0), um unidade de medida (ou seja, a
distancia entre 0 e 1) e uma orientagdo (ou seja, uma diregdo “positiva”), é possivel representar
cada ponto de uma reta com um nimero real x € R. Vice-versa, ao nimero z € R corresponde o
ponto da reta colocado a uma distancia v#2 da origem, na direcdo positiva se z > 0 e negativa se
z < 0.

O plano cartesiano. O plano cartesiano® R? :== R x R é o conjunto dos pontos r = (x,%), com
“coordenadas (cartesianas)” x,y € R (chamadas abcissa e ordenada, respetivamente). A origem é
o ponto 0 := (0,0). O ponto r = (x,y) pode ser pensado como o vetor (i.e. o segmento orientado,
a seta) entre a origem e o ponto r. A soma dos vetores r = (x,y) e v’ = (2, 3') é o vetor

r+r’ = @+2y+y),

que representa uma diagonal do paralelogramo de lados r e r’. Por exemplo, (1,2)+ (3,4) = (4, 6).
O produto do nimero/escalar A € R pelo vetor r = (z,y) é o vetor

Ar = (Azx, \y)

que representa uma dilatagdo/contragao (e uma inversao se A < 0) de razao A do vetor r. Por
exemplo, 3(1,2) = (3,6), e 75(10, 12) = (-5, —6). Cada vetor pode ser representado de maneira
Unica como soma

onde i:=(1,0) e j := (0,1) denotam os vetores da base candnica.
Lugares geométricos (pontos, retas, circunferéncias, pardbolas, ... ) podem ser descritos/definidos
por equagoes algébricas, ditas “equacoes cartesianas”.

Descreva as coordenadas cartesianas dos pontos da reta que passa por (1,2) e (—1,3).
Descreva as coordenadas cartesianas do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,2).

Esboce os lugares geométricos definidos pelas equagoes
xy=1 y=2x—7 (x+1)*+(y—372=9 x—2y* =3

r+y=1 r+y=3 z+y=1
r—1=1 —2x — 2y = —6 3z+3y =1

Escboce os lugares geométricos definidos pelas seguintes desigualdades

0<z<1 rty<l1
< = =
soy=t {0§y§1 {x—ys1

LGalileo Galilei, Il Saggiatore, 1623.
2René Descartes, La Géométrie [em Discourse de la Méthode, 1637).
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Determine umas desigualdades (cartesianas) que definem os pontos do paralelogramo de lados
(2,1) e (3,5).

O espago, o espago-tempo e o espacgo de fases da fisica newtoniana. O espaco onde
acontece a fisica newtoniana é o espaco 3-dimensional R? := R x R x R. A posicdo de uma
particula é um ponto/vetor

r=(z,y,2):=zi+yj+ 2k eR?

onde i := (1,0,0), j := (0,1,0) e k := (0,0,1) denotam os vetores da base canénica. Ou seja,
uma receita para deslocar um ponto material da origem 0 := (0,0,0) até a posigdo r = (z,y, 2)
consiste em fazer z “passos” na direcao do vetor i, depois y “passos” na diregao do vetor j e enfim
z “passos” na diregao do vetor k (mas a ordem ¢é indifferente!).

A lei hordria/trajetdria, de uma particula é uma funcdo t — r(t) que associa a cada tempo
t num intervalo I C R a posicdo r(t) = (z(t),y(t),2(t)) € R® da particula no instante ¢t. A
velocidade da particula no instante ¢t é o vetor v(t) := ©(t) = (&(¢),y(t), 2(t)) formado pelas
derivadas das coordenadas. A aceleragao da particula no instante ¢ é o vetor a(t) := v(t) = #(t) =
(2(t), 5(¢), 2(t)) formado pelas segundas derivadas das coordenadas. A aceleragao de uma particula
de massa m > 0 num referencial inercial é determinada pela equacao de Newton®

onde F : R? x R? = R? é um campo de forcas.

Por exemplo, a lei hordria do movimento retilineo uniforme é r(t) = a + vt onde a é a posigao
inicial e v a velocidade, um vetor constante.

O espaco-tempo da fisica newtoniana é o produto cartesiano R x R3 ~ R*, o espaco dos eventos
(t,z,y,2) € R* onde r = (z,y, 2) € R3 representa uma posicdo num referencial inercial, e t € R é
o tempo absoluto.

O estado de uma particula, a informagao necessaria e suficiente para resolver a equacao de
Newton e portanto determinar a sua trajetéria futura (e passada), ¢ um ponto (r,p) € R3xR? ~ RS
do espago dos estados/de fases, onde r é a posigdo e p := mv é o momento (linear).

A lei hordria da queda livre, préximo da superficie da terra, é r(t) = a + vt + (0,0, —g/2)t2,
onde a é a posi¢ao inicial, v a velocidade inicial e g ~ 9.8 m/s? a aceleracao gravitacional. Calcule
a velocidade 1(t) e a aceleragao #(t).

Determine a “dimensdo” do espago de fases de um sistema composto por 8 planetas (como,
por exemplo, Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno) e de um sistema
composto por 6 x 1023 moléculas.

Reacoes quimicas. O estado de uma reagao quimica

aA+bB+cCH+... — zX+yY+z2+...
entre os n reagentes A, B, C, ... eosm produtos X, Y, Z, ... édescrito usando as concentracoes
[A], [B], [C], ..., [X], [Y], [Z], ..., e portanto n + m nimeros.

O espacgo vetorial R™. O espaco vetorial real de dimensao n é o conjunto
R" =RxRx---xR
[ ———
n vezes

das n-uplas x = (x1, 9, ...,x,) de nimeros reais, ditas vetores ou pontos, munido das operagoes
adi¢ao + : R™ x R — R™ | definida por

’X»Y'—>X+y3: (w1+y1,x2+y2,~-.7$n+yn)‘

3Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687.
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e multiplicacao por um escalar - : R x R™ — R"™ | definida por

’)\,x = AX = ()\;vl,)\xg,...,)\xn)‘

O wetor nulo/origem é o vetor 0 := (0,0,...,0) (também denotado pela letra O), tal que x + 0 =
x para todo x € R". O simétrico do vetor x = (z1,Z2,...,Zy) é 0 vetor —x := (—1)x =
(=21, —2x2,...,—Tyn), tal que x + (—x) = 0. Isto justifica a notagdo x —y := x + (—y). A soma
de vetores é comutativa, ou seja, x + y =y + X, e associativa, ou seja, x + (y +z) = (x+y) + z
(e portanto as paréntesis sao inuteis). Em particular, a ordem dos vetores numa soma (finita)
X4y +---+2z éirrelevante. E também evidente que A\(ux) = (Au)x, e que valem as propriedades
distributivas (A+ pu)x = Ax+ ux e A(x+y) = Ax+ Ay. Finalmente, a multiplicacdo pelo escalar 1
é a identidade, i.e. 1x = x, e a multiplicacao pelo escalar “zero” produz o vetor nulo, i.e. 0x = 0.

A combinacao linear dos vetores vi, va, ..., Vi € R™ com coeficientes A1, Ao, ..., Ay ER é o
vetor
k
Z ANV = AV + Xova + -+ AV .
i=1

A base canonica de R™ é o conjunto ordenado dos vetores
e; = (1,0,...,0) e =(0,1,0,...,0) e, =(0,...,0,1)
assim que cada vetor x = (21,2, ...,%,) € R™ é uma combinac¢ao linear tinica
X =2z1€1 +x2e2+ -+ Tpey

dos vetores da base canénica. O nimero xy é chamado k-ésima coordenada, ou componente, do
vetor x (relativamente & base candnica).

Um subespaco vetorial de R™ é um subconjunto nao vazio V.C R™ que contém a origem, i.e.
0 € V, e que contém todas as combinagoes lineares dos seus vetores, i.e. tal que se x,y € V entao
também Ax + py € V para todos A,y € R.

No plano R? os pontos costumam ser denotados por r = (z,y), e no espaco (3-dimensional) R?

por r = (z,y, 2).
Calcule
(1,2,3) +(2,3,4) 6-(—1,-6,0) (1,-1)—(3,2)
Calcule e esboce os pontos A+ B, A— B,2A—-3Be —A+ %B quando
A=(1,2) e B=(-1,1) ou A=(0,1,7) e B=(-2,3,0)
[Ap69] 12.4.

Vetores aplicados. Um vetor aplicado/geométrico (uma forca, uma velocidade, ...) é um seg-

mento orientado szB entre um ponto de aplicacao A € R™ e um ponto final B € R™. Dois vetores
aplicados AB e CD sao paralelos se B— A= A(D — C) com A € R, e sdo equivalentes (e portanto
definem o mesmo “vetor” x =B —A)se B—A=D—C.

Mostre que cada vetor aplicado é equivalente a um vetor aplicado na origem.

Diga se sao paralelos ou equivalentes AB e CD quando
A=(1,2) B=(-1,1) C=(2,3) D = (4,,4)

A=(0,1,7) B=(-2,3,00 C=(1,0,—7) D=(2,3,0)
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Determine D € R™ de maneira tal que ABe CD sejam equivalentes quando
A= (1’2) B = (7171) C= (233)

A=(0,1,7) B=(-2,3,00 C=(0,0,0)

Composicao de forgas. Se duas forca F e G atuam sobre uma particula colocada num certo
ponto do espaco, entao a “resultante” é uma forca F + G.

Translagoes e homotetias. A soma de vetores e a multiplicacdo por um escalar, as duas
operacoes algébricas definidas no espaco vetorial R™, descrevem transformacoes geométricas que
sao translacoes e homotetias.

Uma translagdo do espago R™ é uma transformacao T, : R” — R™ definida por

x> Ta(x) :=x+a,

com a € R". A imagem de um subconjunto X C R™ é também denotada a + X := T»(X).
A homotetia de razdo A # 0 é a transformacao M) : R™ — R definida por

x = My(x) := Ax.

Representa uma dilatacdo quando A > 1, e uma contragdo quando A < 1. A imagem de um
subconjunto X C R™ é também denotada AX := M, (X).
A composigao de uma homotetia e uma translagao é a transformacao

x—= TaoMy(x)=Ax+a.

Em particular, é possivel definir uma homotetia de centro ¢ € R™ e razdo A # 0 como sendo a
transformac@o He ) : R* — R”

x— Hea(x):=c+ A(x—c).

Observe que o centro ¢ um ponto fixo de uma homotetia, i.e. He x(c) = c.
Mostre que Tp 0Ty, = Tayp e deduza que Ty oT 5 =T 40T, = 1.
Mostre que Vx,y € R" existe uma translagao T, tal que Ta(x) =y.
Descreva o efeito das transformacdes My, com A < 1 e A > 1, no plano R?,
Determine e compare as transformagoes compostas T, o My e M) o T,. Sao iguais?

Graus Celsius, Fahrenheit e Kelvin. A temperatura pode ser medida em graus Celsius (C),
Fahrenheit (F') e Kelvin (K), e

F=18-C+32 K= (F+459.67)/1.8

Determine a relacao entre graus Kelvin e Celsius.
Determine a relacao entre um grau Kelvin e um grau Fahrenheit.

Invariancia galileiana/sistemas inerciais. Seja r € R? a posi¢do de uma particula num refe-
rencial inercial R. Num referencial R’ em movimento retilineo uniforme com velocidade (constante)
V € R3 e origem R no instante ¢ = 0, a posicao da particula é dada pela “transformacio de Galileo”
[LL78]

r=r— (R+Vt). (1.1)
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Verifique que a diferenga r; — ro entre as posicoes de duas particulas é invariante para as
transformacoes (1.1), ou seja, rj — ry, = r; — ro. Verifique que a aceleragao a := 1 da trajetéria
t — r(t) de uma particula também é invariante para as transformacoes (1.1), ou seja, a aceleragéo
nao depende do sistema inercial no qual é calculada. Deduza que se a forga entre duas particulas
apenas depende da diferenga entre as posigoes (interagdo gravitacional, interacdo elétrica, ...),
entao a lei de Newton mi = F ¢é invariante.

Mostre que o momento linear p := mr transforma segundo a lei

/
P =p+mV.
Centro de massas. O centro de massas do sistema de particulas de massas my, mo,...,my
colocadas nos pontos rq,ra,...,ry € R3 é

N
1 _ Murp + mors + .-+ MNTN
R'_Mzm’“r’“_ M

k=1
onde M :=mj1 +ms +---+my é a massa total do sistema.

Trés massas unitarias sdo colocadas nos vértices de um tridngulo no plano. Caracterize o
centro de massa.
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2 Produto escalar, norma e distancia

ref: [Ap69] Vol 1, 12.5-11 ; [La97] Ch. I, 3-4

Moédulo e distancia na reta real. O mddulo, ou valor absoluto, do nimero real x € R é

T sex >0
—x sex <0

|z| := max{x, —z} = {
A distancia entre os pontos x e y da reta real R é
d(z,y) = |z -yl
O médulo e a distancia satisfazem as desigualdades do triangulo

[z +y| < lzf+ |y e d(zy) <d(z,2)+d(y,2).
Mostre que as desigualdades podem ser estritas.

O plano euclidiano segundo Descartes. A geometria euclidiana do plano (distancias, angulos,
paralelismo e perpendicularidade, ...) pode ser deduzida a partir da nocao algébrica de produto
escalar/interno

r-rv=axr' +yy.
Os vetores r = (z,y) e ' = (2/,y) sdo perpendiculares/ortogonais quando r - v’ = 0, i.e. quando
zz' +yy' = 0. O comprimento, ou norma, do vetor r = (x,y) é dado pelo teorema de Pitdgoras:

el == VET = Va2 + 2.

A distdincia entre os pontos r = (x,y) er’ = (a/,y) é

d(r,r') = lr =l = /(2 —2')2 + (y —y')?.

Determine um vetor ortogonal ao vetor (2, 3).
Calcule o comprimento do vetor (3,4).
Calcule a distancia entre os pontos (2,1) e (1,2).

Produto escalar euclidiano. O produto escalar/interno (euclidiano) em R™ é a fungao (-,-) :
R™ x R™ — R definida por

’(x,y):x-y::x1y1+m2y2+--~+xnyn‘

Usando o simbolo de Kroneker d;;, definido por 6;; = 1 e ;5 = 0 se ¢ # j, o produto escalar
Euclidiano entre os vetores x e y é

Xy = Z&ijmiyj .
2
O produto escalar é “comutativo/simétrico”, i.e.
X' y=y-x,
“bilinear” (ou seja, linear em cada uma das duas varidveis), i.e.
(x+y) z=x-z+y-z, x-(y+z)=x-y+x-z2 e (Ax)-y=x-(Ay)=Ax"Yy),

e “positivo”, i.e.
x-x2>0, e xx=0 & x=0.

Os vetores x e y sao ditos ortogonais/perpendiculares quando x -y = 0. (notacdo x L y)

28 set 2018
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Mostre que o produto interno é simétrico, bilinear e positivo.

Verifique que os vetores da base candnica sao ortogonais dois a dois, i.e. e;-e; =0 se @ # j.
Se v é ortogonal a todos os vetores x € R", entao v = 0.

Calcule o produto interno entre x = (1,2) ey = (—1,1), eentre x = (0,1,7) e y = (-2, 3,0).
Determine se sdo ortogonais x = (1,2) ey = (=1,1), oux = (0,1,7) e y = (-2, 3,0).
Sex-y=x-zentaoy =2z 7

[Ap69] 12.8.

Norma euclidiana. A norma (euclidiana) (ou seja, o comprimento) do vetor x € R™ é o nimero
nao-negativo

x| := VXX = Vol + a3+ a3

A norma é “(positivamente) homogénea”, i.e.

[[A[] = AT,

e “positiva’, i.e.
x| >0, e Ix|=0 < x=0.

Um vetor x é dito unitdrio se ||x|| = 1.
Mostre que a norma é homogénea e positiva.
Verifique que os vetores da base candnica sdo unitérios, i.e. ||e;|| = 1.
Verifique que se v # 0 entdo u = v/||v| é um vetor unitério paralelo a v.

Mostre que
I+ ylI* =[x - ylI* =4x -y,

e deduza que ||x+y| =[x — y|| sse x -y = 0.
Prove o teorema de Pitdgoras: se x e y sao ortogonais entao
I+ y[I* = [IxI1* + [ly]]*.
Verifique (e interprete) a identidade do paralelogramo
Il + y[I* + [ — yII* = 2 [Ix[|* + 2 ly]*.

Sejam x e y dois vetores nao paralelos (em particular, ndo nulos), e A > 0 um escalar positivo.

Entao
Il Il Ayl
bS] vl [x+yll

Fixado um ponto, por exemplo a origem O, desenhe os tridangulos OAB e OA’B’, onde A = O +x,
A =04+Xx,B=0+(x+y)e B =0+ Ax+Yy), e deduza/reconhega o teorema de Tales (ou
teorema da interse¢ado).
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Verifique que o produto interno euclidiano pode ser deduzido da norma usando a identidade
de polarizagao
2 2
x-y =3 (x+yl*=Ix-yl*),

ou
x-y =g (Ix+yll* = IxI* = lIy]?) -

Calcule a norma dos vetores x = (1 —1,1), y = (—-1,1) e z = (1,2, 3,4).

Projecao e componente. Seja v € R"™ um vetor ndo nulo. Cada vetor x € R™ pode ser
representado de maneira tinica como soma

X=AV+WwW

de um vetor \v proporcional a v e um vetor w ortogonal a v. De fato, a condicao de ortogonalidade
w L v, ou seja, (x — Av) - v = 0, obriga a escolher

Ivi*

O vetor \v é dito projecdo (ortogonal) do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o coeficiente
A é dito componente de x ao longo de v. Em particular, a componente de x ao longo de um vetor
unitario u é o produto escalar x - u. Por exemplo, a componente do vetor x sobre o vetor e, da
base candnica é xp = X - ek, a k-ésima coordenada de x.

Calcule a componente de x = (1,2) ao longo de v = (—1,1), e a projecao de x = (0,1, 7)
sobre v = (—2,3,0).

[Ap69] 12.11.

Desigualdade de Schwarz, angulos e desigualdade do tridngulo. Sejam x,y dois vetores
do espaco euclidiano R™. Se x ou y ¢é nulo, entao o produto escalar x - y é também nulo. Se, por
outro lado, y # 0 e Ay é a projegao de x sobre y, entdo a positividade da norma de x — Ay diz que

0 < [l = Ayl* = [Ix[I* = - y*/lly ]l
Isto prova a

Teorema 2.1 (desigualdade de Schwarz). O mddulo do produto escalar entre cada dois vetores
x,y € R™ € limitado por

b yI < %] [y ] (2.1)

e a tgualdade verifica-se sse os vetores X ey SG0 proporcionais.

Uma consequéncia é que a norma satisfaz a desigualdade do tridngulo (ou subaditividade)

[ix+yll < [l + lIyll]

A desigualdade de Schwarz também implica que, se x e y s@o vetores nao nulos, entdao
iyl T

Isto permite definir o dngulo entre os vetores nao nulos x e y de R como sendo o tnico 0 € [0, 7]
tal que

X'y

cosf) = —————
1l Iyl
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Sejam x e y dois vetores ndo nulos, e considere os vetores unitdrios u = x/[|x[| e v =y/||y|
Calcule ||u £ v||? e mostre que —1 < u-v < 1. Deduza a desigualdade de Schwarz (2.1).

Prove a desigualdade do tridngulo (calcule ||x + y||? e use a desigualdade de Schwarz).

Mostre que se 6 é o angulo entre x e y entao

I £ y1% = [Ix[* + [y I* = 2l|l[ly]| cos

Calcule o coseno do angulo entre x = (1,2) e y = (—1,1). Calcule o coseno do dngulo entre
x=(0,1,7) ey =(-2,3,0).

Calcule o coseno dos adngulos do tridngulo de vértices A = (1,1), B

(-1,3) e C
Calcule o coseno dos angulos do tridngulo de vértices A = (1,2,5), B = (2 =

,1,2) e C
Determine um vetor ortogonal ao vetor (1, —1), e um vetor ortogonal ao vetor (1,3,6).

Determine a familia dos vetores (ou seja, todos os vetores) de R? ortogonais ao vetor (a, b).
Determine a familia dos vetores de R? ortogonais ao vetor (a, b, c).

[Ap69] 12.8.
[Ap6Y9] 12.11.

Distancia euclidiana. A distdncia (euclidiana) entre os pontos x e y de R” é o niimero nao-
negativo

d(x,y) = llx =yl = V(21 —91)? + (@2 = 92)* + - + (@0 — yn)?

Observe que d(x,y) = 0sse x = y. A distancia satisfaz a desigualdade do triagngulo (o comprimento
de um lado de um tridngulo é inferior a soma dos comprimentos dos outros dois lados)

[d(x,y) < d(x,2) +d(z,y) |

Prove a desigualdade do tridngulo (use a desigualdade homénima da norma).
Prove que d(Ax, \y) = |\ d(x,y).

Calcule a distancia entre x = (1,2) e y = (—1,1), e a distancia entre x = (0,1,7) e y =
(727370)'

Trabalho e energia cinética. O trabalho (mecdnico) infinitesimal que realiza um campo de
forgas F ao deslocar uma particula (ao longo do segmento) do ponto r ao ponto r + dr (se o
deslocamento dr é “pequeno” entdo o campo pode ser considerado constante) é dT' := F - dr.
Usando a equagao de Newton F = p, com p = mv, e considerando m constante, temos que

d
dT:F~dr:md—;’~vdt:mv~dv:m%d(Vov).

Portanto dT' = dK, ou seja, o trabalho infinitesimal é igual a variacdo infinitesimal da energia
cinética

1 2
Ao integrar, temos o teorema trabalho-energia: o trabalho T := f;l F - dr realizado sobre uma
particula por um campo de forgas F é igual a variagdo AK := K(t1) — K(tp) da energia cinética.
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Bolas e esferas. A bola aberta e a bola fechada (ou circulo, se n = 2) de centro x € R™ e raio
> 0 sao

Br(x):={y eR" tq. ly—x[[<r} e  Bi(x):={yeR" tq |y—x|<r}

respetivamente. A esfera (ou circunferéncia, se n = 2) de centro x € R” e raior > 0 é

[5.(x) = {y €R" t.q. [ly — x| =r}]

Em particular, a esfera unitdria de dimensaon — 1 é

SP1i= $1(0) = {x € R" t.q. ||x||=1}.

Determine uma equagio cartesiana da circunferéncia de centro (2, —1) e raio 7.

Diga quando (ou seja, para quais valores dos raios r e r’ dependendo dos centros x e x') a
intersecao B,.(x) N B (x') é # 0.

Verifique que B, (x) = Tx (M; (B1(0))) e Sy(x) = T (M, (S*71)).
Centroide. O centroide do sistema de pontos x1,Xs,...,xy € R™ é o ponto

1
C:= = (x1+x2+-+xp)

N
(o centro de massa de um sistema de particulas de massas unitdrias colocadas nas posigoes
X1,Xa2,...Xy). Observe que em dimensdo n = 1 o centrdide da colegdo de nimeros z1, z2,..., TN
é a média aritmética T := (1 + x2,--+xn)/N.

Mostre que o centroide é o ponto y que minimiza a fungao

N
Ey)=> lIxk—vl>.
k=1

Calcule o centroide do sistema composto pelos pontos (0,1), (2,2) e (3,0) do plano.

Mostre que o centroide de 3 pontos do plano, A, B e (', é a intersegao dos segmentos que
unem os vértices do triangulo ABC' aos pontos médios dos lados opostos.
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3 Retas e planos

ref: [Ap69] Vol 1, 13.1-8 ; [La97] Ch. I, 5-6

Curvas e superficies. Curvas, superficies e outros subconjuntos de R™ podem ser definidos de
forma paramétrica, ou seja, como imagens A = f(S) = {f(s) com s € S} de fungoes f : S —
R™ definidas em espagos de “parametros” S = [0,1],R,R?,... (por exemplo, uma “trajectéria”
t—r(t) € R3 onde t é o “tempo”), ou de forma cartesiana, ou seja, como “lugares geométricos”
B ={xeR"” tq fi(x) =0, fa(x) =0, ...} dos pontos de R onde as fungoes f; : R" — R,
fo: R™ = R, ...se anulam.

Descreva e esboce os seguintes subconjuntos de R? ou R3.
{(z,y) € R? t.q. 2® +y* =2} {(z,y) € R? t.q. xy = 0}
{(1,1) +¢(0,3) com t € R} {(0,4,0) + ¢(2,3,4) com t € R}
{(cost,sint) com t € [0, 2n]} {(cost,sint,s) comt € [0,27], s € R}

{(z,y) €R® t.q. 2® + 9> + 22 <n}  {(t,|t]) comt € [-1,1]}  {(t,t*) com t € R}
{(09) €R? ta. (1,2, (2.9) =0} {(@,y) €R? ta. 20— 3y =0}
{(,9) €R? ta. (3,-1),(my)) =2}  {(5,9) €R® ta. 20— 3y =1}

{(z,9) €ER* t.q. —3z+y=0¢c 2z—Ty=0} {(z,y,2) €R? t.q. z+y+2=0}

{(z,y) ER* t.q. z+y=2e 20—y =1} {(z,y,2) €R® t.q. x+y+z=1}
{(z,y,2) €R® t.q. 22 —3y—2=0e x+y+ 11z =3}

Particula livre. A trajetéria t — r(t) € R3 de uma particula livre de massa m num referencial
inercial é modelada pela equacao de Newton

pn (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=0,

onde v(t) := 1(t) denota a velocidade da particula no instante ¢, e a(t) := ¥(¢) denota a aceleragao
da particula no instante t. Em particular, o “momento linear” p := mv, é uma constante do
movimento, de acordo com o principio de inércia de Galileo* ou a primeira lei de Newton®. As
solugoes da equagao de Newton da particula livre sao as retas afins

r(t) =s+vt

onde s,v € R3 sdo a posicao inicial e a velocidade (inicial), respetivamente.

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ty, = 0, pela posigcao
r(0) = (3,2,1) com velocidade £(0) = (1,2, 3).

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicao r(0) = (0,0,0) no
instante tg = 0 e pela posicao r(2) = (1,1,1) no instante ¢t; = 2. Calcule a sua “velocidade
escalar”, ou seja, a norma v = ||v||.

4« il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, cioé perpetuo.”
[Galileo Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623]
5“Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus
impressis cogitur statum illum mutare.” [Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687]
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Retas. Um vetor ndo nulo v € R™ define/gera uma reta Rv := {¢tv com ¢ € R} passando pela
origem, o subespaco vetorial de R™ formado pelos vetores proporcionais a v. Dois vetores nao
nulos e proporcionais geram a mesma reta. De fato, se w = Av com A # 0, entao tv = sw quando
t = s\, e portanto Rv = Rw (as retas diferem apenas pela parametrizacao, ou seja, a velocidade).

7

A reta (afim) paralela ao vetor ndo nulo v € R™ que passa pelo ponto a € R™ é

’a—l—]Rv :={a+tv com tER}‘

(v é dito vetor direccional da reta, e pode ser pensado como a velocidade da trajetéria r(t) = a+tv).
Duas retas afins a+Rv e b+Rw sao ditas paralelas quando w é proporcional a v (ou seja, w = Av),
e ortogonais quando w é ortogonal a v (ou seja, w - v = 0).

No plano R?, ¢é possivel eliminar o parametro ¢ das equagoes (z(t),y(t))) = a + tv, e deduzir
uma equagio cartesiana da reta: por exemplo, se a = (a,b) e v = (v, w), entdo

‘a—&-Rv:{(x,y) €R? t.q. w(x—a)—v(y—b):O}‘

Um vetor ndao nulo n € R? define uma reta normal n* := {x € R? t.q. x-n = 0}, subespaco
vetorial de R? formado pelos vetores ortogonais a n. A reta perpendicular/normal ao vetor n € R?
que passa pelo ponto a € R? é

’a—l—nJ‘ ={xeR? t.q. (x—a)~n:0}‘

(n é dito vetor normal & reta). Por exemplo, se a = (a,b) e n = (m,n), entao

a+nt ={(z,y) €R? t.q. m(z—a)+n(y—>b) =0}

3

Mostre que a reta que passa pelo pontos a e b de R™ é
{a+t(b—a) com t € R}

e portanto
{t1a+t2b com tl,tz eR tq tl + tg = ].}

Mostre que se L =a+ Rv e L' = a’ + Rv’ sao duas retas paralelas, entao existe um vetor r
tal que L' =r + L.

Determine uma equagao paramétrica da reta
que passa pelo ponto (2, 3) e é paralela ao vetor (—1,2)
que passa pelo ponto (5,1, —2) e é paralela ao vetor (3, —7,2)
que passa pelos pontos (3,3) e (—1,—1)
que passa pelos pontos (0,3,4) e (8,3,2)
{(z,y) € R*t.q. 22 —3y =5}
{(z,y) e R*t.q. —x+ Ty =0}

Determine uma equagao cartesiana da reta
que passa pelo ponto (5, —1) e é paralela ao vetor (—6,2)

que passa pelos pontos (0,1) e (—3,4)
que passa pelo ponto (0,0) e é perpendicular ao vetor (—2, —3)
que passa pelo ponto (2,1) e é perpendicular ao vetor (9, 3)

(*Qa 3) + t(5a 1)
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Calcule o (coseno do) dngulo entre as retas
r—y=0 e —x+y=-7
r+y=1 e z—-2y=-4
Determine um vetor normal a reta
que passa pelos pontos (3,0) e (2,1)
5r — 3y = 2
Determine P € R? e v € R? tais que

{(z,y) €R? t.q. *+2y=—1}={P+tv com t € R}

As retas
{(z,y) €R*t.q. 22 -3y =5} e {(z,9) €R?*t.q. 3z —2y =5}
{(z,y) €ER*t.q. 2+ Ty=3} e {(v,y) €R’*t.q. —2x— 14y =0}

sao paralelas? Sao perpendiculares?

Determine as intersecoes entre as retas
r—2y=1 e —2x+4+4y=3
3x+5y=0 e z—y=-1
(3,1) +¢(1,3) e (0,1)+#(~1,-2)

Determine a familia das retas paralelas ao vetor v = (a, b) do plano.
Determine a familia das retas que passam pelo ponto (a,b) do plano.
Verifique que homotetias e translagoes enviam cada reta numa reta paralela.
[Ap69] 13.5.

Segmentos. O segmento (afim) entre os pontos x e y de R™ é

’W:{ter(l*t)y com tG[O,l]}‘

Determine o segmento entre
os pontos (2,4) e (—3,—8)
os pontos (1,0,1) e (0,1,0)

Determine a familia dos pontos de R™ equidistantes de x e y (no plano, este conjunto é
chamado mediatriz do segmento Xy).

Ternos pitagdricos, método da corda de Diofanto. Uma solugao inteira (i.e. com XY, Z €
Z) da equagao
X?+y?=2°
é uma solugdo racional (i.e. com z,y € Q) de
1:2 4 y2 -1

(basta dividir por Z # 0), ou seja, um ponto racional (z,y) € Q2 da circunferéncia unitéria
S:={(z,y) € R? t.q. 22 +y*> =1} CR2%
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Determine a (outra) intersegao entre uma reta que passa pelo ponto (—1,0) e a circunferéncia
unitéria S := {(x,y) € R? t.q. 2% +y? =1}

Mostre que quando o declive d da reta é racional, ou seja d = U/V com U,V € Z, a intersegao
determina uma solucdo inteira de X2 +Y?2 = Z2. Verifique que esta solucdo corresponde & solucio
de Euclides

X=U?-V)W, Y=20VW, Z=(U*+V)HW,

com U, V. W € Z.

Distancia entre um ponto e uma reta. Seja r(t) = a + tv, com t € R, a representacao
paramétrica dos pontos de uma reta em R™ passando pelo ponto a e paralela ao vetor nao nulo v.
O quadrado da distancia entre r(t) e a origem (ou qualquer outro ponto, basta mudar a origem do
referenciall) é um polinémio de segundo grau no tempo ¢,

@) = [Iv]|* +2ta- v + [al*.

Esta funcdo assume um minimo quando o tempo é igual a # = —a - v/||v||?>. Portanto o ponto da

reta mais préximo da origem é
(H=a-T—rv
r(d) =a—_ <"
vl

o ponto onde r(t) é perpendicular ao vetor v.
Em particular, no plano euclidiano, a distancia do ponto x € R2 4 reta R=a+nt C R2é a
norma da projecao de x — a sobre o vetor normal n, i.e.

o) - =8

Se a reta é R = {(z,y) € R? t.q. mx + ny + c = 0}, entdo

_|max 4 ny + |

Mostre que ||la+tv| > ||a|| para cada tempo t € R sse a-v = 0 (calcule o quadrado da norma
de a+ tv). Dé uma interpretagido geométrica.

Mostre que a norma de cada ponto r € a+n' da reta que passa por a € R? e é perpendicular

ao vetor nao nulo n € R? verifica
Il > d = 22
]
|a-n|

e que ||r| = d sser é a projegao de a sobre n, ou seja r = EEAS (observe que a equagao da reta é

r-n=a-n e use a desigualdade de Schwarz).
Calcule a distancia entre
o ponto (8,—3) e a reta (1,0) + (3, 3)

o ponto (2,4) earetaxz —y =0
o ponto (11,—33) earetay =0

[Ap69] 13.5.
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Planos. Dois vetores v,w € R" “linearmente independentes” (i.e. nao paralelos) geram um
plano Rv + Rw := {tv + sw com (t,s) € R?} C R", subespaco vetorial de R™. O plano (afim)
gerado pelos vetores v e w que passa pelo ponto a € R™ é

’a+(Rv+RW) ={a+tv+sw com (t,s) €R2}‘

No espaco R3, é possivel eliminar os pardmetros ¢ e s e deduzir uma equacio cartesiana do
plano, da forma
ar+by+cz=d.

Um vetor nao nulo n € R? define um plano normal nt := {x € R?® t.q. x-n = 0}, subespaco
vetorial de R3. O plano ortogonal /perpendicular /normal ao vetor nao nulo n € R3 que passa pelo
ponto a € R3 é

at+nt:={xcR® tq (x—a) n=0}

O vetor n (que é definido a menos de um multiplo # 0) é dito vetor normal ao plano. O angulo
entre dois planos de R? pode ser definido como sendo o adngulo entre dois vetores normais aos
planos.

Mostre que o plano que passa pelo trés pontos a, b e ¢ de R”, com b—a e ¢ —a nao paralelos,

{a+t(b—a)+s(c—a) com (t,s) € R?},

e portanto
{t1a+t2b +t3C com tl,tg,tg eR t.q. tl +t2 + t3 = 1}

Mostre que uma equacio cartesiana do plano perpendicular ao vetor n = (m,n,p) € R® que
passa pelo ponto a = (a,b,c) € R3 é

m(x—a)+nly—>0)+plz—c)=0
Determine uma equagao paramétrica do plano
que passa pelo ponto (5,1, —2) e é gerado pelos vetores (3,—7,2) e (—1.0,—1)
que passa pelos pontos (0,3,4), (0,5,0) e (8,3,2)
{(z,y,2) €R*t.q. z+y+2=1}
{(z,y,2) e R3t.q. z=0}
Determine uma equagao cartesiana do plano
que passa pelo ponto (—1,1,11) e é gerado pelos vetores (1,0,0) e (0,1,0)
que passa pelo ponto (0,0,0) e é gerado pelos vetores (3, —7,2) e (—1.0,—1)
que passa pelos pontos (3,3,3) e é paralelo ao plano z +y+ 2 =0
que passa pelos pontos (0,3,4), (0,5,0) e (8,3,2)
que passa pelo ponto (0,0,0) e é perpendicular ao vetor (—2, —3, —4)
que passa pelo ponto (2,1,0) e é perpendicular ao vetor (9, 3,0)
Calcule o (coseno do) dngulo entre os planos
r—y+2=0 e —zx+3y+5dz=-7

r—z=2 e xz—y=-3
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Determine um vetor normal ao plano

que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0)

y+z=1

Determine as intersecgoes entre os planos

r+2y+3z2=-1 e —2x+4+4y—2=3

3z —5y=0 e z+y+z=1
[Ap69] 13.8 e 13.17.
Distancia entre um ponto e um plano em R3. A distancia do ponto x € R3 ao plano

P={x€eR3 tq (x—a) -n=0}CR3éanorma da projecio de x — a sobre o vetor normal n,
ie.

Se o plano é P = {(z,y,2) € R® t.q. mx +ny+ pz+c =0}, entdo

_|ma +ny + pz + ¢

v/m?2 4 n? 4 p2

d((z,y,2), P)

Calcule a distancia entre
o ponto (2,4,1) eoplanoz+y+2=0
o ponto (5,7,1) e o plano que passa por (2,0, 3) e é normal ao vetor (1, 1,0)

o ponto (15,11,17) e o plano zy

[Ap69] 13.17.
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4 Subespacos, bases e dimensao

ref: [Ap69] Vol 1,12.12-17 ; [La97] Ch. III, 1-5

Subespacgos e geradores. Um subespaco vetorial/linear de R™ é um subconjunto ndo vazio
VCcR*"talque v+v' € Ve Adv € V para todos os v,v: € V e A € R. Em particular, todo
subespago contem o vetor nulo 0, e o subespago minimal é o subespago trivial {0}. O subespago
maximal é o préprio R™.

Seja S = {s1,s2,83, ...} um subconjunto de R™, finito ou ndao. O conjunto das “combinagoes
lineares” (finitas) dos elementos de S| i.e.

’Span(S) ={A1s1+ XAasa+ -+ NSy com s, €5\ €R}Y ‘

é um subsespacgo vetorial de R™, dito subespaco gerado por S.
e.g. Retas. O subespaco gerado por um vetor nao nulo v € R™ é a reta Rv.

e.g. Planos. O subespaco gerado por dois vetores nao nulos v,w € R" é o plano Rv + Rw, se
v e W nao sao paralelos, ou a reta Rv se w = Av.
Determine o subespago gerado por
(3,—2) e (—6,4) em R?
(1,1) e (1,-1) em R?
(1,0,0) e (0,1,0) em R?
(1,0,0), (0,1,0) e (1,—1,0) em R?

€1,€2,...,€eL em R"

Diga se sao subespacos vetoriais os seguintes subconjuntos de R? ou R?
{(t,3t) com t € R} {(2t,3t) com t € [0,1]} {(t = 1,2+ 3¢t) com t € R}
{(t,35 —t,s) com (t,s) € R?*} {(1 —t,t+5,5) com (t,s)c R?}
{(z,y) € R? t.q. -2y =0} {(z,y) € R? t.q. z—2y=1}
{(z,9,2) €ER® t.q. c—y+2=0e —20+y—2z=1}
{(z,9,2) €ER® t.q. z+y+2=0e x—y—32=0}

Dado n € R”, o conjunto
nt = {x€R" t.q. n-x=0}

é um subespaco linear de R"”. Dados ny,ny,...,n, € R™ o conjunto
m
ﬂ nt={xcR" tq n;-x=0 Vi=1,2,...,m}
k=1

é um subespaco linear de R™. Em geral, dado um subconjunto N C R™ (nfo necessariamente um
subespago), o conjunto
Nt :={x€R" t.q. n-x=0 Vne N}

é um subespaco linear de R™
O conjunto
{xeR" t.q. n-x=1}

é um subespago linear de R™ ?

12 out 2018
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[Ap69] 12.15.

Dependéncia linear. Um vetor v € R™ é (linecarmente) dependente dos vetores si,8a,...,Sn
(ou do conjunto finito S = {s1,s83,...,8,} C R"), se v € Span({s1,S2,...,8m}), ou seja, se v é
uma combinagao linear

v:)\1s1 +)\2S2+"'+)‘msm

dos vetores s1,Ss, ... ,Sm, OU seja, se
AV + X181+ AoSo + -+ -+ Appsy, =0

com A # 0. Um vetor dependente do conjunto vazio () é um vetor nulo.

O vetor v é dependente do vetor w sse é proporcional a w.

Cada s, com 1 < k < m, é dependente dos vetores s1,Sa,...,S,.

Se v é dependente dos sy, ss,...,s,, mas nao é dependente dos s1,S2,...,Sm,_1, entao s,, é
dependente dos s1,82,...,8m_1,V.

Se v é dependente dos s1,S2, . . ., Sy, € cada sy, com 1 < k < m, é dependente dos ti,ta,...,tp,
entao v é dependente dos tq,t2,...,t,.
Conjuntos livres/linearmente independentes. O conjunto finito S = {s1,s3,...,8,} C R"
é dito dependente se um dos vetores é uma combinacao linear dos outros, e.g. s = Z#k AiS;.

O conjunto finito S é livre/(linearmente) independente (ou os vetores si,Ss,..., Sy, sdo li-

vres/independentes) se nao é dependente, ou seja, se nenhum dos s, é dependente dos outros, e
portanto se S gera o vetor nulo 0 duma tnica maneira, i.e. se

’)\151+)\252+--~+)\msm20 = M=XA=---=X,=0

(ou seja, se a unica soluga do sistema homogéneo acima, de n equagdes em m incdgnitas, apenas
admite a solugao trivial), e portanto se S gera cada vetor de Span(S) duma tnica maneira, i.e. se
cada vetor v € Span(S) admite uma tnica representacdo v = A181 + AaSa + -+ + ApuSim.

Os vetores v e w sao dependentes sse sao paralelos.

Um conjunto que contém o vetor nulo néo é independente (assuma que s; = 0, e observe que
0= 1S1+0$2+"'+0$m).

Se s1,S9,...,S,;, sd@o independentes mas s1,89,...,S;,, Vv sdo dependentes, entdo v é depen-
dente dos s1,S9,...,Sm.
Cada conjunto finito S = {s1, 82, ...,8,} C R™ contém um subconjunto (que pode ser vazio)

de vetores do qual cada s; é dependente.

Se S = {s1,82,...,8n} C R™ é um conjunto independente de m vetores, entdo todo o
conjunto de m + 1 vetores do espago Span(S) gerado por S é dependente (prova por indugao).

Mostre que os vetores (a,b) e (c,d) de R? sdo independentes sse

ad —bc #0.
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Verifique se os seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes:
(1,2)  (-1,2) em R?
(7,-7/3)  (~1,3) em R?
(17,4)  (23,-6)  (—8,99) em R?
(1,1,0)  (0,1,1)  (1,0,1) em R3
(V3,1,0)  (1,v3,1)  (0,1,v3)  emR?
(v2,1,0)  (1,v2,1)  (0,1,v2)  emR?
Verifique se
(7,—1) é combinagao linear de (3,8) e (—1,0)
(1,5,3) é combinagéo linear de (0,1,2) e (—1,0,5)

Determine os valores de t para os quais os vetores
(t7 170) (]‘7t7 ]‘) (071’t)

sao dependentes.
Dé 3 vetores independentes de R3.
[Ap69] 12.15.

Bases e dimensao. Uma base de R™ é um conjunto livre de geradores de R", ou seja, um
conjunto que gera R™ duma unica maneira. Uma base de R™ é portanto um conjunto B =
{b1,by,...,b,} C R™ tal que cada vetor x € R™ admite uma unica representagdo x = A\ by +
Aobo + -+ + A\, b, como combinacao linear dos vetores de B. Os coeficientes A\, sao ditos coorde-
nadas/componentes de x relativamente a base B.
A base candnica de R™ é o conjunto formado pelos vetores e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0),
., e, =(0,...,0,1). E tautoldgico que a base candnica é uma base de R".

Teorema 4.1. Toda a base de R™ ¢ composta de n vetores. Qualquer conjunto de m wvetores
linearmente independentes € uma base de R™. Qualquer conjunto linearmente independente € um
subconjunto de uma base de R™.

A prova é elementar mas comprida, e pode ser consultada em [Ap69] ou [Wa91].
A cardinalidade de uma (e portanto de qualquer) base é chamada dimensao do espago. Em
particular, a dimensao do espaco R™ é n.

Os vetores (1,1) e (1,—1) formam uma base de R? ?

Determine uma base de R? contendo o vetor (2,3).

Determine uma base de R* contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).

Verifique se os vetores (1,0) e (1,1) formam uma base de R2.

Verifique se os vetores (0,1,2), (—1,0,3) e (1,1, —1) formam uma base de R3.

Calcule as coordenadas do vetor (1,1) relativamente a base formada pelos vetores (1,2) e
(-1,2).
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Verifique se os vetores (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0) e (1,1,1,1) formam uma base de R*.
[Ap69] 12.15.

Conjuntos e bases ortogonais e ortonormados. O conjunto de vetores nao nulos S =
{s1,82,...,8m} C R"™ é ortogonal se s; -s; = 0 quando 7 # j.

Teorema 4.2. Um sistema ortogonal de vetores nao nulos € linearmente independente.

Demonstracdo. Seja A1s1+ Aeso+ -+ -+ ApSy;, = 0. Se calculamos o produto escalar com os vetores
si’s do sistema ortogonal, temos

0= Sk - ()\1S1 +)\2S2 + . +)\msm)

= A sk l?

(pois todos os outros produtos sdo nulos pela ortogonalidade). Sendo os vetores si nao nulos, isto
implica que todos os coeficientes A\ sdo nulos. O

Se o vetor x € R™ é gerado pelo sistema ortogonal de vetores ndo nulos {s1,S2,...,8,}, ou
seja, X = ZZ’ZI TSk, entao os coeficientes x sao as projegoes de x sobre sg, i.e.

X - Sk

Tk = 775

[kl
Um conjunto ortogonal composto de vetores unitérios (i.e. tais que ||s;|| =1Vi=1,2,...,m) é
dito ortonormado. Em particular, se {s1,s2,...,8,} é uma base ortonormada, entdo cada x € R"

é
n n
X = E TSk = E (X'Sk)S}.C
k=1 k=1

e.g. Base candnica. A base candnica de R™ é ortonormada.

Verifique se o conjunto formado pelos vetores (0,v/3/2,1/2), (0,—1/2,v/3/2) e (1,0,0) é
ortogonal e ortonormado.

Determine uma base ortogonal de R? contendo o vetor (1,1).
Determine uma base ortonormada de R? contendo o vetor (1/v/2,1/v/2).

[Ap69] 12.15.
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5 Produto vetorial, area e volume

ref: [Ap69] Vol 1, 13.9-17

Independéncia no plano e determinante. Os vetoresr = (a,c) er’ = (b, d) sdo independentes
sse

z (&) +y(5)=0
implica x = 0 e y = 0, ou seja, sse a Unica solucao do “sistema linear homogéneo”

ar+by = 0
cx+dy = 0

é a solucao trivial. Ao retirar b vezes a segunda equacao de d vezes a primeira equacgao, e depois
ao retirar ¢ vezes a primeira equagao de a vezes a segunda equacao, temos que

{ax+by = 0 (ad—bc)x = 0
0

= {(adbc)y =0

O determinante da matriz 2 x 2 cujas colunas sdo as componentes dos vetores (a,c) e (b,d) (ou
cujas linhas sdo as componentes dos vetores (a,b) e (c,d)) de R? é

a b
Det =
“(+ 4)
(observe que trocar linhas com colunas nio altera o determinante!). Portanto, os vetores (a,c) e
(b, d) sdo independentes sse |4 4| # 0.

cx+dy =

a b
e d ‘.adbc

Diga se os vetores (—1,4) e (3, —12) sdo independentes.
Diga se os vetores (5,7) e (2,9) s@o independentes.

Determinante e area. O paralelogramo gerado/definido pelos vetores x = (a,b) e y = (¢, d)

de R? é o conjunto P = {tx+sy com0 < t,s < 1} C R% A sua érea é igual ao médulo do

determinante da matriz (2Y), i.e.

a

‘ b
Area (P) = ‘Det < e d )‘ = |ad — bc|

Prove a férmula acima para a drea do paralelogramo (retire da area do retdngulo de base
a+ c e altura b + d as dreas dos retangulos e tridangulos que sobram ...).

Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetores (0,1) e (1,1), e do paralelogramo
definido pelos vetores (5,—2) e (=3, 1).

Calcule a drea do tridngulo de vértices (3,2), (6, —4) e (8,8).

Produto vetorial. O produto vetorial (ou externo, em inglés cross product) no espago R? (munido
da orientacdo definida pela base canénica i, j, k) é a operacdo x : R? x R?® — R? definida por

’r,r’ —rxr = (y2 — 2y, —x2 + 22wy —y2') ‘

onde r = (z,y,2) e v’ = (2/,y,2’). O produto vetorial é distributivo sobre a adi¢do e compativel

com a multiplicagao escalar, ou seja, é bilinear, i.e.

(Ar+pr’) x "’ = Mr x ") + p(r’ x )

19 out 2018
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rx (Ar' + pur’”) = Ar x ') + p(r x r'")
e “anti-comutativo”, i.e.
rxr'=-r xr

O produto vetorial satisfaz a identidade de Jacobi

lax (bxc)+bx(cxa)+ex(axb)=0] (5.1)

e a identidade de Lagrange

e 2| = [l )P — (e x')?) (5.2)

(as demosntragoes sao cdlculos elementares).
Mostre que o produto vetorial é bilinear e anti-comutativo.

r xr' = 0 sser e r sdo dependentes, i.e. proporcionais (use a identidade de Lagrange e a
desigualdade de Schwarz).

O vetor r x ¢’ é ortogonal ao subespago vetorial Rr+ Rr’ gerado por r e r’ (calcule r- (r x r’)
er'-(rxr)...).

Calcule os produtos vetoriais entre os vetores da base canénica de R?, i = (1,0,0), j = (0,1,0)
ek =(0,0,1), e verifique que

ixj=k jxk=i e kxi=j
O produto vetorial néo é associativo! Por exemplo, i x (i x j) # (i x i) x j.

Verifique a férmula de Lagrange
cx(axb)=a(c-b)—b(c-a)
Calcule r x v’ quando
r=(1,-1,1) e r=(2,-2,2)
r=(-2,-1,3) e v’ = (m,—m,0)

Produto vetorial e determinante. Uma representacido formal do produto vetorial entre os
vetores r = (z,y,2) er’ = (2, y/,2') é

L
rxr =“Det| =z
!

J
roy

[SE

N\

Calcule r x r’ quando
r=(3,-2,8) e r =(1,1,1)
r=(—m,e, 10) e r' = (7,5,3)

[Ap69] 13.11.

Produto vetorial e area. Usando a identidade de Lagrange é imediato ver que que norma do
produto vetorial r x r’ é

[l x| = [e]| '] | sin o] |

onde 0 é o angulo entre os vetores r e r’. Portanto, o comprimento do produto vetorial r x r’ é a
drea do paralelogramo {tr +sr’ com 0 <t,5 <1} C R? definido pelos vetores r e r'.
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Prove a férmula acima (use a identidade de Lagrange e a defini¢do de 0).
|lr x '|| = ||r||||x'|| sse r e ' s&o ortogonais.
Calcule a drea do paralelogramo de lados OP e O_Q, onde P=(2,4,-1) e @ = (1,-3,1).
Calcule a drea do tridngulo de vértices (1,2,0), (2,3,4) e (—1,0,0).
Produto vetorial e vetor normal. Se u e v sao dois vetores linearmente independentes de R?,
entdo n = u X v é um vetor nao nulo ortogonal ao plano Ru + Rv, e o conjunto {u,v,n} é uma

base de R?. Em particular, se u e v sdo vetores unitarios e ortogonais, entdo também n = u x v
é unitario, e o conjunto {u,v,n} é uma base ortonormada de R®. Neste caso valem as relagoes

(uxv)xu=v e vXx(uxv)=u
(que podem ser provadas usando a férmula de Lagrange).
O plano gerado pelos vetores linearmente independentes u e v no espaco R? é
Ru+Rv=(uxv):={reR®tq r-(uxv)=0}
Determine um vetor normal aos vetores (2,3, —1) e (5,2,4).
Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).

Se a e b sdo dois vetores ortogonais e unitdrios de R3, entdo {a,b,a x b} é uma base
ortonormada de R3.

Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0,1,0), (1,1,0) e (0,2, 3)
Determine uma equagao cartesiana do plano
gerado pelos vetores (—3,1,2) e (1,5, —2)
que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0)
{(1+t+s,t—s5t) com () €R?}
[Ap69] 13.11.
Produto misto/triplo escalar e determinante. O produto misto dos vetores r, r' e v’ de

R3 é o escalar r- (r x r”/). E também igual ao determinante da matriz 3 x 3 cujas linhas so as
componentes dos trés vetores, i.e.

r-(r'xr’)=Det| 2 ¢ =z =

Os vetores a, b e ¢ sao independentes (e portanto formam uma base de R?) sse a- (b x ¢) # 0.
Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando
a=(1,1,0) b=(1,3,1) c=(0,1,1)

a=(-251) b=(0,3,00 c=(6,7-3)
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Diga se sao independentes
(7,2,3) (-1,-5,3) e (0,1,-3)
(1,0,1)  (0,1,0) e (1,1,1)

Determine os valores de t para os quais os vetores
(¢,1,0) (1,¢,1) (0,1,1)
sao dependentes.
[Ap69] 13.14.
Determinantes e volumes no espaco. O paralelepipedo gerado/definido pelos vetores a, b e ¢

de R3 é o conjunto {ta+sb+uc com 0 < t,s,u < 1}. O seu volume é igual ao médulo do produto
misto a - (b x c), i.e.

ap a2 as
Volume ({ta+ sb +uc com 0 < t,s,u<1})=l]a-(bxc)|=|Det | b by b3
C1 C2 C3

Verifique que
a- (b x c) = [lal|||bll[|c[| sin(#) cos(¢)

onde 0 é o angulo entre b e ¢, e ¢ é o angulo entre a e b x c.
Calcule o volume do paralelepipedo definido pelos vetores i +j, j + k e k + 1.

Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores
(3,3,1) (2,1,2) (5,1,1)
(0,0,1) (5,7,-3) (—9,0,0)

Regra de Cramer. Resolver o sistema de trés equagoes lineares

amx+biy+ciz = di

. a by c1 dy
asx +boy +coz = ds ou seja x(az>—|—y b +Z(Cz)= do
as b3 Cc3 d3

asx +bsy+c3z = ds

nas trés incégnitas x, y e z, significa representar o vetor D = (dy, d2,ds) como combinacéo linear
tA+yB+z2C=D

dos vetores A = (a1, az2,a3), B = (b1,ba,b3) e C = (¢1,c2,¢3) com coeficientes z, y e z. Ao
multiplicar esta representacao por B x C, ou por C' x A, ou por A x B, resulta que

rA-(BxC)=D-(Bx(),
yB-(CxA)=D-(CxA),
2C-(AxB)=D-(AxB).

Portanto, se o produto misto A- (B x D) # 0 (i.e. se o determinante da matriz 3 x 3 cujas colunas
sao os vetores A, B e C é diferente de zero, ou seja, se os trés vetores sdo independentes), entdo o
sistema admite una unica solucdo (z,y, z), dada pela regra de Cramer:

D-(Bx(C) C-(DxA) A- (B x D)

A-(BxC)' YT A (BxO) A-(Bx0)
Observe que o denominador é o determinante da matriz 3 x 3 cujas colunas sdo os vetores A, B
e C, e o numerador da ¢-ésima coordenada ¢é obtido ao substituir, nesta matriz, a i-ésima coluna
com o vetor D.
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Resolva os sistemas

r+y+z = 6 r+2y—32z = 4
20 +y+32z = 9 20 —-3y+z = 1
3r—y—>5z = -—17 3r—y—2z = 5

Forca magnética. A forca de Lorentz que experimenta uma particula com carga eléctrica q e
velocidade v num campo elétrico E e magnético B é (nas unidades do S.I.)

F=¢g(E+vxB)

Mostre que num referencial inercial em que o campo elétrico é nulo, i.e. E = 0, e portanto a
tinica forca é for¢a magnética qv x B, a energia cinética K := m||v||* é conservada, calculando a

derivada
p (Am|lv]?) =mv v
e utilizando a equagao de Newton mv = F.

Momento angular e torque. O momento angular (relativo & origem do referencial) de uma
particula de massa m > 0 colocada na posicio r € R? com momento linear p = mr, é o produto
vetorial

L:=rxp

A derivada do momento angular de uma particula sujeita & lei de Newton p = F é igual ao bindrio
(ou torque) T :=r x F, pois

L:i‘Xp+r><1')
=rxF.

sendor X p=0.

O momento angular do sistema de n particulas de massas m;, colocadas nas posicoes r; € R?

com momentos lineares p; := m;r;, comi=1,2,...,n, é
n
L:= E r; X p;
i=1
Sejam R := 2 3" myr;, com M := }""  'm;, o centro de massa do sistema, e P := MR =

M Z?:l m;T; o momento linear do centro de massa. Mostre que
L=RxP+ 1L

onde L' := )" | r} x p}, com r = R+1’, 6 0 momento angular relativo ao centro de massa.
Angular momentum of Kepler orbits and Hamilton’s theorem. If two point masses with
positions r; and ro move around their center of masses according to Newton’s gravitational law,
then the difference vector r = r; — ry obeys the law

r

T (5.3)

r=
(if we set to one both the reduced mass of the system and the universal gravitational constant). If
v =T denotes the velocity vector, then a computation shows that the angular momentum
L:=rxv

is a constant of the motion. If at some (initial) time the vectors r and v are not parallel, then
L # 0. We may therefore choose a reference Cartesian system in which L = £k for some ¢ > 0,
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and write the position vector as r(t) = rcos(0)i+ rsin(f)j for some time-dependent angle 6 and
lenght r = ||r||. A computation shows that

(=%, (5.4)

expressing Kepler second law®, according to which “the position vector from the sun to a planet
sweeps out equal areas in equal times”. If we eliminate dt from Newton equation (5.3) (written for
v) and equation (5.4), we get

dv/do = —0~ (cos(0) i + sin(0) j)

and, after integration,
v =vg + £ (sin(f)i— cos(6)j),

for some constant vector vg (on the z = 0 plane). Thus, “the velocity vector moves along a circle
orthogonal to the angular velocity vector with radius inversely proportional to its length” 7 8.

6J. Kepler, Astronomia Nova, Prague, 1609.

TW.R. Hamilton, The hodograph or a new method of expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad. 3 (1846), 344-353.

8J. Milnor, On the geometry of the Kepler problem. Amer. Math. Monthly 90 (1983), 353-365.
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6 Numeros complexos*

ref: [Ap69] Vol 1, 9.1-5

Very short history. Complex numbers were invented/discovered in the XVI century as a
“sophistic” device/trick to solve cubic equations like 2 + pz + ¢ = 0. Today, they enter in
our formulation of most fundamental laws of Nature, as for example in the Schrédinger equation

oy R

or in Feynman path integrals of quantum field theory

/ 6iS[Jc]/h Dz,
paths

O corpo dos ntimeros complexos. O corpo dos niimeros complexos é C := R(i), onde i? = —1.
Ou seja, é o conjunto C ~ R? dos ntimeros/pontos z = = + iy ~ (x,y), com x,y € R, munido das
operacoes bindrias “soma’”, definida por

(z1 +iy1) + (z2 +iy2) := (x1 + 22) + @ (y1 + yo) (6.1)

que COI“I“eSpon € a S0Ina dos vetores zp =~ I, yl € Z2 ~ o, y2 (0] p ano , € "mu lp lCaQaO 5
de 3 d t do pl R2 “multipli a0’

definida por
(w1 +iy1) - (v2 +iy2) := (v1202 — y1y2) + i (v1y2 + T2u1) - (6.2)

Em particular, se i :=0+4-1 € C, entdo i -i = —1, ou seja, +i sdo (as Unicas) “raizes quadradas
de —1”. De fato (e esta é a origem das férmulas acima, que nao devem ser decoradas!), somas e
multiplicagoes de nimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operagoes
entre nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo 7 - ¢ por —1.

O conjunto C, munido da operagado + definida em (6.1), é um grupo (abeliano) aditivo, cujo
elemento neutro é 0 := 0 + i0. Somar um nimero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde
a uma translacdo no plano complexo C ~ R2.

Todo z = x + iy # 0 admite um inverso multiplicativo, um ntimero complexo 1/z tal que
z-(1/z) =(1/z) -z = 1, dado por

1 T .y
- = —1
z .1‘2+y2 $2+y2’

como é facil verificar (observe que se z # 0 entao 22 + y? > 0). De consequéncia, o conjunto

C* := C\{0}, munido da operagao - definida em (6.2), é um grupo (abeliano) multiplicativo, o
grupo multiplicativo dos niimeros complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 + 40 (o
significado geométrico da multiplicacao deve esperar mais um pouco).

Poténcias. As poténcias inteiras de um niimero complexo sio definidas por recorréncia: z"+! :=
z-2" sen > 1, sendo 2° := 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sao definidas por
27" = (1/2)"

Conjugacgao. O conjugado de z =z + 1y é

Zi=x—1y,

ou seja, a imagem do ponto  + iy ~ (z,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C. A
conjugacao respeita soma e produtos, ou seja, verifica

21+ 20 =721+ 29 € 21 R2 = 21" %22
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(a segunda identidade nao é ébvia, mas um milagre que relaciona multiplicagdo e geometria do
plano). Observe também que a conjugagdo é uma involugéo, ou seja, z = z.
Os numeros reais

x:%(z)::z—;—z e y:%(z)::Z;iZ

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe
que z = Z sse z é real, i.e. sse §(z) = 0.

Moédulo. A conjugacdo permite definir N(z) := 2z = 22452, que é um niimero real ndo-negativo
(o “médulo” de z no sentido da teoria de ndmeros), e portanto o mddulo, ou valor absoluto, de

z=x+ 1y,
|z| :=V2zz = Va2 + y?

que ¢ a norma euclidiana do vetor (x,y) € R%. Em particular, |z| = 0 sse z = 0. O valor absoluto
¢ multiplicativo, ou seja, |zw| = |z] |w|, e |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso multiplicativo de um
nimero complexo z # 0 é entao

1/z2=7%/|2|.
Calcule

2+i3)+B—i2) (1—i)-(2-1i) (149 +1—14)-(2—1i5)

Represente na forma = + iy os seguintes ntimeros complexos
2—1 1—14 i
1+ 1+4 241

1/i (1—1i3)2 @7 (2+0)?

Interprete, e prove, a seguinte identidade entre ntimeros reais:

(a® 4+ b*)(c* + d?) = (ac — bd)?* + (ad + bc)? .

Resolva as seguintes equagoes
22—2:42=0 2Z24+z+1=0
Representacao polar. A representacdo polar do niimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R? é
onde p = |z| = /22 + 2 > 0 é o médulo de z, O = arg(z) € R/217Z é um argumento de z, ou seja,

um angulo tal que = pcos(f) e y = psin(f) (logo definido a menos de multiplos inteiros de 27),
e o niimero complexo e € S := {|z| = 1} é (provisoriamente) definido pela férmula de Euler

e .= cos(#) +isin(f) . (6.3)

Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um ntmero z o
Unico argumento que satisfaz Arg(z) € (—m, 7).
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Interpretaciao geométrica da multiplicagdo. Se z; = p1e’t e 2z = pye??

de adigao para seno e coseno mostram que

, entao as férmulas

2129 = prpae’ 1 0?)

e, se z9 # 0,

2 ﬁei((’l—(’z)
22 P2

Estas férmulas revelam o significado geométrico da multiplicacdo entre ntiimeros complexos. Uma
primeira consequéncia é que o inverso do ntimero complexo z = pe'?, com p > 0,6 271 = p~le ™.
Outra é que a multiplicacdo por z = pe’? # 0, no plano C ~ R?, ou seja, a transformacao w — zw,
corresponde a uma homotetia w — pw de razéo |z| = p > 0 (uma dilatagdo ou contragao se p # 1)
e uma rotacio w — ew de um angulo §. Em particular, a multiplicacio por um niimero complexo
de médulo um, ou seja, da forma e, corresponde a uma rotacdo. Por exemplo, a multiplicacio
por i = e'™/2 é uma “raiz quadrada’ da rotacio z — e’z = —z de um angulo 7, i.e. uma rotacio
de um angulo 7/2.

Raizes. Sen =1,2,3,..., entdao cada nimero complexo w # 0 possui n raizes n-ésimas, i.e. n
numeros complexos z que resolvem
2N =w.

De fato, as raizes n-ésimas de w = pe’?, com p # 0, sdo os niimeros
2p = Wez(0+27rk)/n

com k=0,1,2,...,n—1. Os pontos z; formam os vértices de um poligono regular de n lados,
inscrito na circunferéncia de raio {/p e centro 0. Em particular, os ntimeros complexos

. 127k/n
Ck =€ / )

com k=0,1,2,...,n—1, que resolvem ()™ = 1 e portanto pertencem a circunferéncia unitdria,
sdo chamados raizes n-ésimas da unidade. Observe que (x = ((1)¥, onde ¢; = €27/ ¢ uma raiz
“primitiva”.

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:
—1 i—1 141
Use a representacao polar e a férmula de Euler (6.3) para provar a férmula de de Moivre
(cos(f) +isin(#))" = cos(nf) + isin(nh).

Deduza as férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

Verifique que o conjugado de z = pe é Z = pe

Calcule

6i7T 671'71'/2 \/; /77; /1 ¥ %

Resolva as equacoes z° = 1, 2° =1 e 23 = 81.
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Verifique que (14 2+ 22 +--- 4+ 2")(1 — 2) = 1 — 21 e portanto, se z # 1,
1_ n+1

1+Z+22—|—-~-+2n:#

1—=2

Considere z = €% com 6 # 277 e real, calcule a parte real e deduza

1+ cos(f) + cos(20) + - - - + cos(nb) = % + W

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1) entdo

l+w+w?+wd+ ...+ 1 =0.

Desigualdades. E evidente que a parte real e a parte imagindria de um nimero complexo sao
limitadas pelo médulo, i.e.

— 2l <R(2) <[z e — 2l <3(2) <[] (6.4)

Por outro lado, um célculo direto mostra que |z + w|? = |2|2 + |w|* £ 2R(2w). Usando as (6.4),
deduzimos a desigualdade do triangulo

[z +wl < |2l + |u] (6.5)

Norma e métrica euclidiana. A desigualdade do tridngulo diz que |z| é uma norma, e portanto
d(z,w) :== |z — w|

é uma métrica no plano complexo. Ou seja, é positiva quando z # w, nula sse z = w, e satisfaz a
desigualdade do triangulo
d(z,w) < d(z,p) + d(p,w).

De fato, como ja observado, é a métrica euclidiana de C =~ R2, definida pelo produto escalar
euclidiano {(x,y), (2, y")) = x2’ + yy' = R(z2).

Diga quando valem as igualdades nas (6.4) e (6.5).

Mostre que
|2+ wl? + |2 —w]* = 2 (|2 + [w]?)

Prove a desigualdade
|z —w| = ||z] — fw]|

Seja ||z]|oo := max{|R(z)|, |S(z)}. Mostre que

I2lloo < 121 < V2|2l (6.6)

Discos e bolas. O disco (ou bola) aberto de raio r > 0 e centro p € C é
D,(p):={2€C tq. |[z—p|<r}.

Particularmente importante é o disco unitdrio D := D;(0), formado pelos ntimeros complexos de
médulo |z| < 1.
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Esboce os lugares do plano definidos pelas seguintes equacoes ou desigualdades:

|z — 1] =2 0<R(z) <1 S(z) >0 1)z =%

|z —i| > |z +1] lz—1+]|z+1]=3 lz4+1—|z—1=1

Mostre que se z € D,.(p), entdo D, (z) C D,(p) se v’ <r —d(z,p).

Circunferéncias. A circunferéncia (ou circulo) C,(a) de centro a € C e raio p > 0 é o lugar dos
pontos que satisfazem |z — a| = p. Ao calcular os quadrados, temos (2 — a)(z — @) = p?, ou seja,

2Z—az—az+b=0. (6.7)

onde b := |a]? — p? € R. Por exemplo, a circunferéncia unitéria S := C;(0) é definida pela equagao
cartesiana |2]? = 1.

Retas. A equacdo paramétrica de uma reta passando pelo ponto p € C com velocidade v € C*
é z(t) = p+vt, com ¢t € R. Ao resolver para ¢, a condi¢do “t real” traduz-se I((z —p)/v) = 0.
Portanto, uma reta no pano complexo C ~ R? pode ser definida por uma equacdo cartesiana da
forma S(az + 8) = 0, onde @ = 1/v € C* e § = —p/v € C sdo pardmetros complexos. Uma
equagao cartesiana da reta é portanto

az+az+b=0, (6.8)

onde a = —a/i = iv/|v|*> € C* e b = 23(B) € R. Por exemplo, umas equagdes cartesianas do
eixo real R e do eixo imaginério iR sao z — 2 =0 e z + z = 0, respetivamente.

Determine uma equagao cartesiana da reta que passa por zg = 1+¢ com velocidade v = 2 —i.
Determine uma equagao cartesiana da circunferéncia de centro 1 + i e raio 3.

Mostre que a equacao R ((z —a)/(z — b)) = 0 define uma circunferéncia cujo didmetro é o
segmento entre a e b.

Exponencial complexo e fungoes trigonométricas. A funcdo exponencial exp(z) :=¢*, é a
funcéo inteira exp : C — C definida pela série de poténcias

SED DN U

n=0 n! —

Verifique a férmula de adigdo e*T% = e*e¥, e deduza que e* # 0 para todo o z € C.

Verifique que e* é igual & sua derivada, ou seja, exp’(z) = exp(z).

Mostre que, se # € R, entdo o conjugado de e?? é e~ e portanto |e?’| = 1. Defina as funcdes
reais de varidvel real “cos” e “sin” usando a férmula de Euler e? = cos + isin@, ou seja,

0 —if 0 _ —if
cos(f) := % e sin(f) := %
i

e deduza as suas expansoes em série de poténcias em torno de 0.

Deduza que, se a,0 € R, '
et — ¢ (cosf + isinf)
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Oscilador harménico e sobreposicoes. A fungio z(t) = €™ descreve um ponto que percorre
o circulo unitario S* := {z € C t.q. |z|] = 1} do plano complexo no sentido anti-hordrio com
“frequéncia angular” w > 0 (e portanto com perfodo 7 = 27 /w e frequéncia v = w/(27)).

Verifique qua a funcio z(t) = e’ satisfaz a equagao diferencial linear
Z =1wz.

Verifique que z4 () = ¢! e portanto uma sobreposicio z(t) = az (t) + bz_(t) com coefi-
cientes a,b € C, satisfazem a equagao do oscilador harménico (ou lei de Hooke)

5= —w?z.
Deduza que a parte real e a parte imagindria de z(t), por exemplo
at) = pooswt+¢) e psin(wt+),

sdo solugdes reais do oscilador harménico § = —w?q. Identifique as condicdes iniciais ¢(0) e ¢(0)
em quanto funcoes de pe'?.

A NANVANYA
(VERVERV/

Oscilagao ¢(t) = pcos(wt + ).

Observe que a sobreposicao das oscilagoes z1(t) = €1t e z,(t) = e™w2t,

Z(t) _ eiw1t =+ eint
é maxima quando wit = wat (médulo 27), e minima quando wit — wat = 7 (mddulo 27).

Observe que, se wy = w =+ ¢, entdo a sobreposicio das duas oscilagoes 24 (t) = e™+! pode ser
representada como

2(t) = 24 (t) + 2-(t) = €' (€' + e7'") = 2¢™" cos(et)

Em particular, se |¢| < |w]|, entdo a sobreposicao consiste numa modulagao lentai, com perfodo
27 /e > 27 /w (chamada batimentos, em inglés, beats), da frequéncia fundamental w ~ w4.

Sobreposigao z(t) = S (€095 4 €1-051) = sin(0.95 - t) + sin(1.05 - £).
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7 Espacos lineares

ref: [Ap69] Vol. 2, 1.1-10 ; [La97] Ch. III

Espacgos lineares/vetoriais. Um espago linear/vetorial real (ou seja, sobre o corpo R dos
nimeros reais) é um conjunto V munido de duas operagoes:
a “adicao” : VxV =V
V,W—V+W,
que satisfaz os axiomas
EL1 (propriedade associativa) u+ (v +w) = (u+v)+w,
EL2 (propriedade comutativa) v+ w = w + v,
EL3 (ezxisténcia do elemento neutro) existe 0 € V, tal que 0+ v =v
EL4 (ezxisténcia do simétrico) Vv € V existe —v € V tal que v+ (—v) = 0.
e a “multiplicagdo por escalares/ntmeros” :RxV =V
A, v AveV
que satisfaz os axiomas
EL5 (propriedade associativa) (Ap)v = A(pv),
EL6 (propriedade distributiva para o adi¢io em R) (A + p)v = Av + pv,
EL7 (propriedade distributiva para a adi¢do em V) A(v + W) = Av + Aw,
ELS8 (existéncia do elemento neutro) 1v = v,

Um isomorfismo entre os espacos lineares V e V'’ é uma aplicacao bijectiva f : V — V', v & v/,
que respeita as operagdes, i.e. tal que se v <> f(v) =v' e w « f(w) = w/, entdo

v+wea v +w e AV & AWV VYA eR.

Se substituimos o corpo R dos ntmeros reais pelo corpo C dos nimeros complexos, obtemos a
definigao de espaco linear/vetorial complezo.

W

Verifique que R, munido das operacoes usuais “+” e é um espaco vetorial real.
) b

Verifique que R™, munido das operagoes “adi¢do” e “produto por um escalar” definidas no
exercicio 1 do capitulo 1, é um espago vetorial real.

Mostre que o elemento neutro 0 é tnico.

Mostre que o simétrico —v de cada v € V e unico.

Mostre que Ov = 0 para todo v € V e que A0 = 0 para todo A € R.
Mostre que Av = 0 implica v =0 ou A = 0.

Mostre que Av = pv implica v =0 ou A = p.

Mostre que Av = Aw implica v =w ou A = 0.

[Ap69] 15.5.

26 out 2018
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O espacgo linear complexo C". O espacgo vetorial complezo de dimensdo n é o espago

C"=CxCx---xC
—_——

n vezes

das n-uplas z = (21, 29, . . ., 2,) de ntimeros complexos, munido das operagoes adi¢ao, definida por

’z,w»—)z—i—w:: (21+w1,zg+w27...,zn+wn)‘

e multiplicacao por um escalar, definida por

’A,z»—) Az = ()\Zl,)\ZQ,...7)\Zn)‘

Espaco afim. Um espaco afim modelado sobre o espaco vetorial V é um conjunto .4 munido de
uma aplicagdo A x A — V
P,Q— PQ

que satisfaz os axiomas
EA1 para cada P € A e cada v € V existe um tnico @ € A tal que P_Q =v

EA2 para quaisquer P,Q, R € A, . . .
PQ+QR=PR

Verifique que o conjunto R™ munido da aplicagao P, @ — @ — P é um espago afim modelado
sobre o espaco vetorial real R™.

Espacos de funcoes. Os espacos inrteressantes em andlise, em fisica e em engenharia, sao
espacos de funcoes, chamados “espacos funcionais”.

Sejam X um conjunto e RX = F(X,R) ou C¥ = F(X,C) os espacos das funcdes reais ou
complexas definidas em X, cujos elementos sdo denotados por = — f(x). Os espacos F(X,R) e
F(X,C), munidos das operagdes “adi¢ao” e “produto por um escalar” definidas por

(f+9)(@) = fl@)+g(z) e (Af)x):=Af(2),

sao espagos vetoriais reais e complexos, respetivamente. Também interessantes sao os ‘campos
vetoriais”, fungbes com valores num espago vetorial como R™ (campos de forca, de velocidade,
campo eletro-magnético, ...

Engenheiros e fisicos estdo por exemplo interessados em “sinais” f(t) (a intensidade de uma
onda de som, onde t é o tempo), ou “fungdes de onda” ¥(r,t), em mecénica quinticas, ou outros
“campos” u(r,t) (um deslocamento, um campo de velocidades, o campo eletro-magnético, ...)
que resolvem certas equagoes diferenciais parciais como a equagao de onda, de calor, de Laplace,
de Schrodinger, .. .).

e.g. Polinémios. Sejam Pol(R) := R[¢] o espago dos polinémios p(t) = ant™ + --- + a1t + ao
com coeficientes reais na varidvel ¢, e Pol<,,(R) o espago dos polinémios reais de grau < n. Pol(R)
e Pol<,(R) sdo espagos lineares. Por outro lado, o conjunto dos polinémios de grau n nao é um
espago linear (porque?).

e.g. Fungoes continuas e diferencidveis. Sao espagos vetoriais, reais ou complexos, o espago
C°(R) das fungdes continuas f : R — R ou C, os espacos C*(R) das fungdes com k derivadas
continuas, o espago C*°(R) das fungdes infinitamente derivdveis. As inclusées sendo

C®(R) C--- c C*(R) c C*(R) C --- C C°(R)
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e.g. Sucessdes. Seja R™® := RN = F(N, R) o espaco das sucessoes reais X = (21, T2, ..., Tn,... ),
com x, € R. Descreva a sua estrutura de espago linear real. Mostre que o espaco b das sucessoes
limitadas, o espacgo ¢ das sucessoes convergentes, o espaco ¢y das sucessoes que convergem para
0, e 0 espacgo £ das sucessoes com suporte compacto (i.e. tais que x,, = 0 se n é suficientemente
grande) sdo subespagos vetoriais de R*, e que

fCcpCcCbCR™.

Amostragem/ADC. Um sinal continuo f(t) podes ser observado apenas em multiplos inteiros
de um tempo de amostragem 7 > 0, e transformado num sinal discreto z[n] := f(n7), com n € Z
ou N, que é uma sequéncia.

[Ap69] 15.5.

Superposition principle for linear ODEs. Consider a “linear homogeneous” ordinary diffe-
rential equation, for example with constant coefficients and of second order like

j+ay+pfy=0. (7.1)

A superposition ay; (t) + by2(t) of any two solutions, y1(t) and ya(t), is still a solution. Therefore,
the space H of solutions of (7.1) is a linear space (a subspace of the infinite-dimensional space
C?(R) of twice differentiable functions on the real line). Actually, as you will see in analysis, this
space is two-dimensional, so that H ~ R?, and therefore any solution is a superposition

y(t) = cy y+(t) +c—y—(1)

of two basic independent solutions y4(t), forming a base of H. We now add a time-dependent
force f(t), and consider the linear ordinary differential equation

i+ od + Br = f(t). (7.2)

The difference x4 (t) — z2(t) between any two solutions of (7.2) is a solution of (7.1). Therefore, if
z(t) is any (particular) solution of (7.2), then the space of all solutions of (7.2) is the affine space
z+ H.

Subespacos e geradores. Seja V um espago vetorial real ou complexo. Um subconjunto nao
vazio W C V que é também um espago vetorial (ou seja, tal que w +w’ € W e Aw € W para
todos os w,w’ € W e X € R) é dito subespago (linear/vetorial) de V. Se S C V é um subconjunto
de V, o conjunto Span(S) das combinagdes lineares finitas

A1S1 + AaSo + - + ApSm SZ‘ES,/\¢€ROHC
é um subsespaco de V, dito subespaco gerado por S. O espaco linear V tem “dimensao finita” se
admite um conjunto finito de geradores.
Se X e Y sao subespacos de V, entao a “soma”

X+Y: ={x+y comxeX, yeVY}

é um subespago de V. Se cada vetor v € X + Y admite uma tnica representagdo v = x +y com
x € X ey €Y, entao a soma é chamada soma direta, e denotada por X @Y.

Se X1, X5, ... sao subespacos de V, entao

() Xi = {x t.q. x € X;Vi}

é um subespaco de V.



7 ESPACOS LINEARES 38

Dados os nimeros ag, as,...,a, € R, o conjunto dos vetores x € R™ tais que
a171 + Qe + -+ @, =0

é um subespaco linear de R"™.

Se V' é um subespago do espago euclidiano R", entao
Vi={xecR"tq. x-v=0 WweV}

é um subespago de R™.
Verifique que C(R,R) é um subespago de F(R,R).

Verifique que C*(R,R) é um subespaco de C**1(R,R), que é um subespaco de C*(R, R), que
é um subespago de C(R,R).

Verifique que Pol<,,(R) é um supespago de Pol(R), que é um subespago de C(R,R). O espago
Pol,,(R) dos polinédmios de grau (exatamente) n é um suberspago vetorial de Pol(R) ?

Determine os subespacos gerados por
(1,2)  (-1,-2) em R?
(0,1,0)  (0,0,1) em R3
i j i4j em R3
{1,t,62 ...t} em RE
t 2 em Pol(R)
e et em F(R,R)
O conjunto b das sucessoes (2, )nen limitadas é um subespago do espago das sucessdes reais

R> := RY ? E o conjunto ¢ das sucessoes convergentes? E o conjunto ¢y das sucessdes convergentes
tais que x,, = 07

O espago das fungoes nao negativas, i.e. tais que f(t) > 0 Vt, é um subespago do espago
FR,R) ?

Os conjuntos das fungoes pares e impares, definidos por

sao subespagos de F(R,R) ? Mostre que cada f € F(R,R) é uma soma f = f, 4+ f_ com
f£ e FL(R,R).

[Ap69] 15.9.

Conjuntos livres/linearmente independentes. Seja V um espaco linear. O conjunto S C 'V
é livre/(linearmente) independente se gera cada vetor de Span(S) duma dnica maneira, ou seja,
se gera o vetor nulo 0 duma tnica maneira, i.e. se quaisquer que sejam os elementos distintos
S1,82,...,8m € S,

’)\1S1—|—)\282—|—'~'—|—/\m8m20 — AN=0 Vi=1,2,....m

Caso contrdrio, o conjunto é dito (linearmente) dependente.
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Verifique se os seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes
(1,2)  (-1,2) em R?
(1,1,0)  (0,1,1)  (1,0,1) em R3
(1,2,3)  (2,3,4)  (3,4,5) em R3
(1,0,0,0) (1,1,0,0) (1,1,1,0) (1,1,1,1) em R*
cost sint em F(R,R)
cos?t sin’ ¢ 1/2 em F(R,R)
Tt em Pol(R)
(1,-1,1,-1,1,-1,...) (1,1,1,1,1,1,...) em R*

) ) 9 3 ) )

Bases e dimensao. Seja V um espago linear de dimensao finita, real ou complexo. Uma base
de V é um conjunto livre de geradores de V, ou seja, um conjunto ordenado B = (by,bs,...,by,)
de vetores tal que cada v € V admite uma e uma unica representagao

V:’Ulbl +’U2b2+"'+’0nbn

Os numeros v; sao as componentes. do vetor v relativamente & base (by,ba,...,b,). A di-
mensdo dimg V do espago linear V (de dimensao finita) é o niimero de elementos de uma base. Se
(b1, bg,...,b,) é uma base ordenada do espaco linear V, entao a aplicagio

v =v1by +v3bg + -+ +'Unbn — (U17U2,...7Un)

define um isomorfismo V & R"™ ou C" (dependendo se o espago linear é real ou complexo).

Determine uma base e a dimensio dos seguintes subespacos de R? ou R?
{(z,y) eR* t.q. z =y} CR?
{(z,y,2) € R* t.q. z =y} C R?
{(z,y,2) ER® t.q. o +y+2=0} CR?
{(z,9,2) eR*t.q s +y=0ey+2=0} CR?
{(z,y,2) €R*t.q. . —2y +2=0} CR?
{(z,y,2) cR3 tq z4+y+2=0ez=0} CR®

Verifique que
1t P "

é uma base do espago Pol,,(R) dos polinémios de grau < n. Qual a dimensido de Pol, (R)?

Determine as coordenadas do polinémio f(t) = (1—t)? relativamente & base ordenada (1, ¢,t?)
de Poly(R).

[Ap69] 15.9.

Rational linear independence on the line. The real numbers x1, zs, ..., x, are said linear
independent over the field of rationals if the only solution of

k1$1+k2$2+"'+knl’n =0
with k; € Z is the trivial solution k1 = ko = --- = k,, = 0.

Show that (any finite subset of) the sequence
log2, log3, logh, log7, ... logp,

of natural logarithms of prime numbers is linear independent over the rationals (use the unique
factorization of an integer into prime factors) °.

9H. Bohr, 1910.
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8 Transformacoes lineares

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-9 ; [La97] Ch. IV, 1-4

Linearidade. Se cada kilo de © custa A euros e cada kilo de # custa B euros, entao a kilos de
Q e b kilos de # custam aA + bB euros. Ou seja, a funcao “prego” P satisfaz

P9 +b#) =a-P(Q)+b-P(#)

Esta propriedade é chamada linearidade.

Por outro lado, a superficie e o volume de um cubo de lado 2¢ sao 4 e 8 vezes a superficie e o
volume de um cubo de lado ¢, respetivamente (e esta é uma das razoes pela existéncia de dimensoes
tipicas de animais e plantas, como explicado por D’Arcy Thompson'’). Sao fungdes nao lineares.

Dé exemplos de fungoes lineares e de fungoes nao lineares.

Formas lineares, espaco dual. Seja V um espaco linear real (ou complexo). Uma fungao real
f:V =R (ou complexa f: V — C) é dita aditivase Vv,w € V

f(v+w) = f(v) + f(w)]
e é dita homogénea se VveVeVAeR (ouVAeC)
FOWV) = Mf(v)
Uma funcéo real € : V — R (ou complexa & : V — C) aditiva e homogénea, ou seja, tal que
[EOW + pw) = AE(V) + p€(w)|

é dita forma linear, ou covetor (ou funcional linear quando V é um espago de fungdes). Uma
notagao simétrica para o valor da forma linear £ sobre o vetor v é

(& v) == &(v).

O espago V* := Homg(V,R) (ou Hom¢(V, C)) das formas lineares, dito espaco dual (algébrico)
de V, é um espago linear real (ou complexo) se a adigdo e o produto por um escalar sdo definidos
por

(€+m,v):={&v)+1nv) e (A, v) := (€, Av)
respetivamente, e a forma nula 0* € V* é definida por (0*,v) =0Vv € V.
Se o espago vetorial V tem dimensdo finita, e se e, es,..., e, é uma base de V (por exemplo
a base candnica de V = R"), entdo cada forma linear & € V* é determinada pelos seus valores
& = (&€, e;) nos vetores da base, pois

(&, v) = (&, vie1 +vea + - - +vpe,) = v + Eva + - + & Un .

Portanto, também V* tem dimensao finita, e uma base de V*, dita base dual, é o conjunto ordenado
dos covetores €7, e, ..., e’ definidos por '

(e;,e;) = di

*

As coordenadas da forma linear £ = &1e] + &ae5 + - - + €€ relativamente a base dual sao os
nimeros & = (£, €;), assim que (§,v) = > . &v;.

Para cada v € V, a fungdo £ — (£,v) é uma forma linear em V* e portanto existe um
homomorfismo injetivo de V em (V*)*. Se V tem dimensao finita, entdo todas as formas lineares
g € (V*)* podem ser representadas como ¢(£) = (£,v) para algum v € V (basta definir v =
(v1,v2,...,v,) com v; = g(e;)), e portanto o espaco dual do espaco dual é isomorfo a (V*)* =V
(mas o isomorfismo nao é candnico, depende da escolha de uma base!).

10D’ Arcy Wentworth Thompson, On growth and form, 1917 and 1942.
110 stmbolo de Kronecker é definido por
1 sei=j
61']' = { 0

se i #j

2 nov 2018
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Mostre que uma fungdo homogénea f : R — R é f(z) = Az, com A = f(1) € R. Deduga que
uma fungao homogénea f : R — R é também aditiva, e portanto linear.

Diga se as seguintes fungoes f : R™ — R sao ou nao lineares.
x> 3z x> 2x—1 x > sin(27x)
(z,y) — 32z — by (z,y) — 2% — xy
(z,y,2) — 2z —y+ 32 (r,y,2) —2x —y+32+38
(x,y,2) — 0 (z,y,2) — V3

(X1,%2,...,2y) — 0 (x1,22,...,2Tp) — 66
Mostre que, dados aq, asq,...,a, € R, a aplicacao
(T1,%2,...,%n) = @121 + G2T2 + -+ + ApTy

é uma forma linear em R™.

Formas lineares no espago euclidiano R". Uma forma linear £ € (R™)* é determinada pelos
seus valores nos vetores de uma base de R™. Por exemplo, se e, es,...,e, é a base candnica de
R™ e & = (€,€;), com i = 1,2,...,n, entdo o valor da forma & € (R™)* sobre o vetor genérico
X =x1€1 + x2e2 + -+ Tpey cR™ ¢
(§,x) = (€, r1e1 + 2200 + -+ + 7€)
=7 <£ae1> + x2 <€792> R 2 <€>en>
=181 + w282 + -+ Tnén -

Portanto, se & = (£1,&2,...,&,) € R™, entao
<£,X> = 6 - X

A correspondéncia que associa a forma (€, x) = £-x ao vetor £ € R"™ é um isomorfismo R" ~ (R")*
entre o espago euclidiano R™ e o seu dual (R™)* (que depende da estrutura euclidiana, ou seja, do
produto escalar euclidiano!).

Uma outra maneira de representar a forma linear é usando o “produto linhas por colunas”

I
T2
<£,X>:EX:(51 52 gn) :
Ty
do vetor linha
E= (& & ... &)
pelo vetor coluna
z1
T2
X =
In
Determine o vetor & = (£1,&a,...,&,) € R™ que define as seguintes formas lineares
x> 3z (z,y) — 0

(x,y) — bz + 9y (z,y,2) — =3z + Ty — 2

(z1,22,...,2Tpn) — 3Tk com0<k<n
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f:R? = R é uma funcdo linear tal que f(i) =5 e f(j) = —2. Determine f(x,y).
f:R3 — R é uma funcao linear tal que f(i) = —3, f(j) = 1 e f(k) = 7. Determine f(x,y, 2).

Nicleo e hiperplanos. O nicleo/espago nulo (em inglés kernel) da forma linear £ € V* é o
subespago vetorial

[Ker(£) i={x €V tq. (£x)=0}CV.|

Se £ £ 0" ev € V\Ker(£) (i.e. um vetor tal que (£,v) # 0), entdo cada vetor x € V pode ser
representado de uma tnica maneira como

X=A&V+WwW

com A € Rew € Ker(§). De fato, a condicdo x — Av € Ker(£), ou seja, ({,x — Av) = 0, obriga
a escolher \ = (£,x) /(€,v). Portanto, o nicleo Ker(¢) de uma forma & # 0’ é um hiperplano
do espago linear V, ou seja, um subespaco linear di “co-dimensao” 1. Em particular, se V tem
dimensao finita,

| dimg Ker(£) + 1 = dimg V |

O hiperplano afim que passa pelo ponto a € V e é paralelo ao hiperplano Ker(¢) é

a+Ker(f) ={veVtq (v)=2A} onde A = (€, a) .
Mostre que o nicleo de uma forma linear £ € V* é um subespago linear de V.

Uma “equacao linear”
a1x1 + asxs + -+ apTy, =0

define um hiperplano afim em R™. Mostre que o hiperplano afim é um subespaco linear de R" sse
b=0.

Intersecoes de hiperplanos/sistemas homogéneos. Se &,,&,,...,&,, € V* sdo m formas
lineares independentes num espago linear de dimensao finita V &~ R™ (em particular, m < n), entao
a interse¢ao dos nicleos W = N Ker(§,,), ou seja o conjunto dos vetores x € V que resolvem o
“sistema homogéneo”

<£17X>:07 <£27X>:07 <m,X>:O,

é um subespaco vetorial de co-dimensao m, e portanto de dimensao n—m. De fato, se completamos
o sistema de formas independentes até obter uma base &£;,&,,...,&,,,&,11,.--,§, de V¥, e se
by, bs, ..., b, denota a base dual de V (assim que (§;,b;) = d;;), entdo nas coordenadas relativas
a esta base o sistema homogéneo é

z1 =0, x9=0, Tm =0,

e as solugoes sao todos os vetores x = Zzzmﬂ rbr € W x RP™,

Integral. O integral
b
1) = [

¢ uma forma linear no espago C%([a, b]) das funcdes continuas no intervalo [a, b] C R. O seu nticleo é
o hiperplano das fung¢oes com média nula no intervalo. Toda fungao continua pode ser representada
de forma tinica como soma f(x) = ¢+ g(z) onde ¢ = I(f) é uma constante (a média de f vezes o
comprimento do intervalo) e g(x) = f(z) — I(f) é uma fungdo com média nula.
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Delta de Dirac. A delta de Dirac (no ponto 0), definida por
frosy== [ swima =),

¢ uma forma linear no espaco C°(R) das fungoes continuas f : R — R. O ntcleo de § é o conjunto
das funcgoes (continuas) tais que f(0) = 0, que é um hiperplano do espago C°(R).

Conjuntos convexos. Um subconjunto C' C V de um espago vetorial real é convezro se contém
0 segmento entre cada par de seus pontos, i.e. se

x,y € C = 1-t)x+tyeC Vte]|0,1]

O menor convexo que contém (ou seja, a interse¢ao de todos os convexos que contém) um subcon-
junto A C R™ é chamado enwoltéria/invdlucro/fecho convera/o de A, e denotado por Conv(A).
Em particular, o menor convexo que contém o conjunto finito de pontos x1,xs2,...,X;, € V é

Conv({x1,X2,...,Xm}) :={t1Xx1 + taxo + -+ tpmX;, com t; >0 e t;+ta+- - +1t, =1}
As bolas B,(x) = {y e R" t.q. ||y —x[| <7} e B.(x) = {y € R" t.q. |ly — x| < r} séo
convexas.

Dados um vetor n € R™ e um escalar b € R, os semi-espagos {x € R" t.q. n-x > b} sdo
CONnvexos.

Dada uma forma £ € V* e um escalar b € R, os semiespagos {v € V t.q. (£,v) > b} sdo
CONvVexos.

A envoltéria convexa de trés pontos, 4, B e C do plano R? é o tridngulo de vértices A, B e

C.

Translagoes e homotetias preservam os convexos, i.e. se C C V é convexo, entao também
Ta(C) = C +ae Hy\(C) = AC sao convexos, Va € V e YA € R.

Se £ € V*, entdo {v eV t.q. &(v) <0} é convexo.

Medidas de probabilidades. Uma (medida de) probabilidade num “espago dos acontecimentos”
finito Q = {w1,ws,...,w,} é uma fungdo P : 2 := {subconjuntos A C Q} — [0, 1] aditiva, i.e. tal
que

P(AUB) =P(A) + P(B) se ANB=10,

(a probabilidade do evento “A ou B” é igual & probabilidade do evento A mais a probabilidade do
evento B se A e B sao eventos mutuamente exclusivos) que verifica P()) = 0 (a probabilidade do
“evento impossivel” é nula) e P(Q2) = 1 (a probabilidade do “evento certo” é um).

Cada vetor p = (p1,p2,...,Pn) € R™ cujas coordenadas estao limitadas por 0 < p; < 1 e tal
que p1 + p2 + - - - + pn, = 1 define uma probabilidade P, por meio de

P(A) =) pi

w;EA

ou seja, p; = P({w;}. Portanto, o espago das medidas de probabilidades em € é o fecho convexo
dos vetores da base canénica de R™, chamado “simplez”

A" Vi={p=(p1,p2,...,pn) ER"com 0<p;<1ep+ps+-+p,=1} CR".
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Transformacoes lineares. Uma transformagao/aplicacio/operador linear entre os espagos ve-
toriais reais (ou complexos) V e W é uma funcao L : V — W aditiva e homogénea, ou seja, tal
que

L(v+v')=L(v) + L(v") e L(A\v)=AL(v)

ou seja, tal que

|LOW + XV') = AL(v) + N L(v')

Vv,v/ € VeV N €R (ou € C). E usual omitir as paréntesis, ¢ denotar a imagem do vetor v
simplesmente por Lv.
O espago Lin(V, W) := Homg (V, W) (ou Hom¢(V, W)) das transformagoes lineares de V em
W é um espaco linear real (ou complexo) se a adigdo e a multiplicagdo por um escalar sdo definidas
por
(L+ L") (v):=L(v)+ L' (v) (AL)(v) := AL(v)

Em particular, é um espago linear o espago End(V) := Lin(V, V) dos endomorfismos de V. Uma
transformacao linear bijetiva L : V. — W ¢ dita isomorfismo (linear) entre os espagos lineares V
e W.

A transformacao identidade 1, : R® — R”, definida por x — x, e transformacao nula
0, : R" — R", definida por x — 0, sao lineares.

Se L : V — W ¢é uma transformagao linear, entdo L(0) =0 e L(—v) = —L(v).

Uma transformacao linear L : V — W envia retas afins a+Rv C V em retas afins b+Rw C
W, se b = L(a) e w = L(v) # 0, ou em pontos b, se L(v) = 0. Em particular, envia retas
Rv C V passando pela origem em retas Rw C W passando pela origem.

A inversa de uma transformacao linear L : V — W bijetiva é uma transformacao linear
L' W = V.

Uma transformagao T : R™ — R"™ definida por
(1,29, ..., &pn) = (Th(z1, 22, ..., 2n), To(z1, 22, ..., Tp), oo, Tin (X1, 22, .. o, X))
é linear sse todas as suas “coordenadas” T; : R™ — R, com i = 1,2,...,m, sao lineares.

Diga se as seguintes aplicagoes de R™ em R™ sao lineares.

(z,y) = Bz —5y,x —y)  (z,y) = (2% 2y)
(@,9,2) = (x,y+22)  (2,9,2) = (2,5 +2,0)
(x,y,2) = (t—y,z2 4+ y,3z + 2y — 2) (x,y,2) — (1,2,3)
(x1,22,...,2n) — (0,0,1) (x1,22,...,2n) — (0,0,...,0) € R™
Diga se as seguintes aplicacoes de T : R? — R? s3o lineares.
T transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta y = 0
T transforma cada ponto no seu simétrico em relagdo a reta y = x
T transforma o ponto de coordenadas polares (r,8) no ponto de coordenadas polares(2r, )
T transforma o ponto de coordenadas polares (r, ) no ponto de coordenadas polares (r, 6 + 7/2)

Seja L : R? — R? uma transformagao linear tal que L(1,1) = (1,4) e L(2,-1) = (-2,3).
Determine L(5,—1) (observe que 1 +2-2=5e1+4+2-(—1)=—1).
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Determine a transformacao linear 7 : R? — R2 tal que
T@E) =2i+] e TG =1i-3j

Se X C V é um subespaco linear de V e L : V — W ¢é uma transformacao linear, entao a
imagem L(X) é um subespago linear de W.

As translagoes de R"™, as transformagoes v — v+a com a € R", sdo transformagoes lineares?
As homotetias de R™, as transformacoes v — Av com A € R, sdo transformagoes lineares?
[Ap6Y] 16.4.

Nucleo e imagem. Seja L : V — W uma transformagao linear. O nicleo/espago nulo (em
inglés, kernel) de L é o subespago vetorial

’Ker(L) ={veV tq Lv)=0}C V‘

A imagem de L é o subespago vetorial

’Im(L) :=L(V)={L(v) com veV}C W‘

A dimensao do nucleo é dita nulidade de L, e a dimensao da imagem é dita ordem de L. Acontece
que estes dois ntimeros satisfazem um “principio de conservagao”.

Teorema 8.1. Seja L : V — W wuma transformacao linear. Se V tem dimensdo finita, entdo
também a imagem L(V) tem dimensdo finita e

| dims Ker(L) + dimg Im(L) = dimg V |

Demonstrag¢io. Seja dimg(V) = n. Se os vetores vy,,..., vy formam uma base de Ker(L), e
se juntamente com os vetores Vi.i1,...,V, formam uma base de V (se k < n, caso contrario o
teorema é trivial), entdo é imediato verificar que os vetores wi = L(Viy1), ..., Wopogp = L(vy)
geram Im(L) e sdo independentes. O

Mostre que Ker(L) é um subespago de V e que Im(L) é um subespago de W.

Determine o nicleo, a imagem, a nulidade e a ordem das seguintes transformacoes lineares
L(z,y)=(+y,x—y) Llzy =y —=z) Lizy =(r+y3z—2)
L(z,y, z) = (22, 3y,0) L(z,y,2) = (z4+y,y+2,2+2a)

L(l‘vyaz) = (070’0) L(a:,y,z) = (x,y)

Determine o nicleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacio T : RZ2 — R? que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

Determine o ntcleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacio T : R?2 — R? que
transforma cada ponto no seu simétrico em relagao & origem.

[Ap69] 16.14.
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Operadores. Seja V um espago linear (de dimensdo ndo necessariamente finita!). Um operador
(linear) em V é uma transformacéo linear A : D — V definida num subespagco linear D C V,
dito dominio do operador A (esta definigdo é importante em andlise, quando V é um espago
de dimensao infinita e o operador apenas pode ser definido num subespago préprio de V). Um
subespago linear W C D é invariante se A(W) C W (ou seja, se v € W implica Av € W), e
portanto a restricao de A a W é um endomorfismo Aly : W — W.

Operadores derivacao, multiplicagao e primitivacao. O operador derivacdo envia uma
fungéo derivdvel f(z) na funcao

(Df)(x) = f'(x).

Pode ser pensado como um operador D : C*¥*1(R) — C*(R), ou também como un endomorfismo
de C*(R). O operador multiplica¢do envia uma func¢do f(z) na funcao

(X[)(x) =z f(z).

O operador primitivag¢do envia uma funcao integravel (na reta real ou num intervalo da reta) f(z)
na funcao

PH@= [ oL

Pode ser pensado como um operador P : C*(R) — C*¥T1(R), ou como um endomorfismo de C°(R)
ou de C*(R).

Determine o nicleo e a imagem do operador derivagao D : C*°(R) — C>*(R),

O subespago Pol(R) dos polinémio é um subespago invariante de D : C*°(R) — C*(R). O
subespago Pol<,, (R) C Pol(R) dos polinémios de grau < n é um subespaco invariante do operador
derivagao D : Pol(R) — Pol(R) ?

Determine o nticleo Ker(P) e a imagem Im(P) = P(C°(R)).

Composicao e algebra dos endomorfismos. A composicao de duas transformagoes lineares
L: V5 WeM:W — Z, definida por (ML)(v) := M(L(v)), é uma transformagéo linear. Em
particular, a composicao de dois endomorfismos de um espago vetorial V é um endomorfismo de
V. A n-ésima iterada do endomorfismo L € End(V) é o endomorfismo L™ definido indutivamente
por

L =1y, Lt =rprn sen>1.

A composigao de transformacoes lineares satisfaz as propriedades distributivas
(L+ M)N=LN+ MN L(M+N)=LM+ LN

(que justificam a notagdo “multiplicativa” LM em vez de L o M).

A composicao ndo é comutatival Ou seja, em geral, ndo ha razao para que LM seja igual a
ML. Os endomorfismos L, M € End(V) comutam entre si/sio permutdveis se LM = ML. A
obstrugao é o comutador, definido por

[L,M]:=LM - ML,
que ¢é igual a transformacao nula sse L e M comutam.
Calcule a composi¢do M L quando
Liz,y) = (x+y,x—y)  M(z,y) =2z -3y

L(.’E,y,Z):(Qf—y—FZ,Z—y) M(x,y)Z(m,yw—i—y)
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C>*(R

Verifique que cada endomorfismo comuta com si préprio, ou seja, [L, L] =0

Calcule o comutador entre os endomorfismos do plano E, (z,y) = (y,0) e E(z,y) = (x, —y).
Se [L,M]=0e[M,N] =0, é verdade que [L,N] =07

Determine todos os endomorfismos do plano que comutam com I(z,y) = (z,y).

Calcule o comutador [D, X] entre os operadores derivacgdo e multiplicacdo definidos em

).

Transformagoes lineares invertiveis. A transformacao linear L : V. — W é invertivel se é
injetiva (i.e. L(x) # L(x' se x # x’, e portanto a equagdo L(x) = y admite uma e uma tnica
solugio para cada y € Im(L)), < existe uma transformacao linear L=1 : Im(L) — V (a inversa de
L) tal que L™'L =1y e LL™" = 15,1y < o niicleo de L 6 trivial, i.e. Ker(L) = {0}.

Em particular, se V tem dimensao finita, a transformacao linear L : V — W ¢ invertivel <
dimg Im(L) = dimg V & L transforma vetores independentes de V em vetores independentes de
W & L transforma bases de V em bases de Im(L).

Os automorfismos Aut(V) de um espaco linear V sao os endomorfismos L : V — V invertiveis.

Digla se L é injetiva e, caso afirmativo, determine a imagem Im(L) e a transformagao inversa
L=
L(z,y) = (z,2)  L(z,y) = (y,2)
Lz,y) = (z—y,x+y)  Lz,y) = (0,y)
L(z,y,2) = (z+y,y+ 2,2+ x) L(z,y,z) = (3z,2y, 2)
L(z,y,2) = (y,2,0)  L(z,y,2) = (x+y+2y,2)
L(z,y) = (2,0,y)  L(z,y) = (x —z,2+y,0)

[Ap69] 16.8.

Mostre que se L : V — V é invertivel entdo também L™ é invertivel e (L")~! = (L=1)".

Mostre que se L : V = V e M : V — V comutam, entdo também as inversas L~! e M !
comutam, e (LM)™ = L"M™.

Considere, no espago C*(R), o operador deriva¢ao, definido por (Df)(t) := f'(t), e o ope-
rador primitivagao, definido por (Pf)(t) := fot f(s)ds. Mostre que DP = I mas PD # I.
Descreva o nicleo e a imagem de PD.

O operador multiplica¢do, definido por (X f)(z) := z f(x), em C>*(R), é invertivel?
O operador deslocamento o : RY — RY, definido por
(1‘1,1‘2,.%3, .. ) — ($2,$3,$4,...),

é invertivel?
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9 Matrizes e transformacoes lineares

ref: [Ap69] Vol 2, 2.10-16 ; [La97] Ch. IV, 5

Matrizes. Uma matriz real (ou complexa) m x n é uma tabela

a1 ai12 N QA1n

a921 as2 . a9n
A= (a;5) =

Am1 Am2 ... Amn

de m - n nitmeros reais (ou complexos) dispostos em m linhas e n colunas. O nimero real (ou
complexo) a;; ¢ dito elemento/componente/entrada ij da matriz A. Os vetores

Al = (ail,aig, R ,am) S (Rn)* ~ R" e Aj = . e R™

am]‘

sao ditos i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A, respetivamente. Em particular, uma matriz
com m linhas e apenas uma coluna é um vetor de R™ representado como um vetor coluna, e uma
matriz com n colunaas e apenas uma linha é um vetor de R™ representado como um vetor linha.
Se o ntmero de linhas ¢é igual ao niimero de colunas, i.e. n = m, a matriz é dita “quadrada”.

Espago linear das matrizes. O espaco Mat,,«,(R) (ou Mat,,«,(C)) das matrizes reais (ou
complexas) m X n é um espaco linear real (ou complexo) se a adi¢do e a multiplicacdo por um
escalar sao definidas por

A + B = (aij + b”) (§ AA = ()\aij)

se A= (ai;) e B = (bij) € Maty,xn(R), e A € R. O elemento neutro, ou vetor nulo, é a “matriz
nula” 0 = (0), cujas entradas sdo todas nulas, e que satisfaz A + 0 = A para toda a matriz A. A
matriz “oposta” da matriz A é a matriz —A = (—1)A, tal que A+ (—A) = 0. Entdo, podemos
simplificar a notagéo e escrever A — B := A+ (—B).

E claro que dimensdo do espago Mat, x,(R) é o produto m - n, o nimero de elementos das
matrizes. De fato, uma base é o conjunto das matrizes I;;, que tém 1 na entrada ij e 0 nas outras.
Entao toda matriz é uma combinacao linear tnica A = Zij ai;l;;, com coordenadas a;;’s, e esta
representacao define um isomorfismo Mat,, x, (R) = R™™.

(60)

é uma base do espago linear Matgy2(R).

Verifique que

7N
—_ o
o O
~~
N
o O
— o
~__—

[Ap69] 16.16.

Algebra das matrizes. Se A = (a;;) € Mat,,xn(R) e B = (b;;) € Mat,,»«(R), o produto (linhas
por colunas) AB é a matriz AB = C' = (¢;;) € Mat,,«s(R) definida por

n
Cij = E @ik brj
k=1

23 nov 2018
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Ou seja, o elemento ¢;; de C = AB é o produto escalar ¢;; = A’ - B; da i-ésima linha de A e a
j-ésima coluna de B. Observe que o produto AB apenas pode ser defindo quando o nimero de
colunas de A é igual ao nimero de linhas de B.

A “matriz identidade” é a matriz quadrada I € Mat,, «,(R) definida por

1 0 O

0 1 0
I=(8;;):= .

0 0 1

(também denotada por I,, quando é necessério lembrar a dimensao). E claro que [A=AeBI =B
para todas as matrizes A e B (quando o produto faz sentido). O produto é “associativo”,

| A(BC) = (AB)C |

e satisfaz as “propriedades distributivas” a esquerda e a direita,

|A(B+C)=AB+AC e  (A+B)C=AC+BC

Existem matrizes A # 0 e B # 0 tais que AB =07
[Ap69] 16.16.

Matriz de uma transformacgao linear. Uma transformagao linear L : V — W definida num
espago de dimensao finita V é determinada pelos seus valores nos vetores de uma base. De fato, se
B = (b1,bs,...,b,) é uma base ordenada de V = R", e definimos os vetores w; := L(b;) € W,
com j =1,2,...,n, entao o valor de L sobre o vetor genérico x = x1b1 + x2by +--- + x,,b,, é

L(X) = L((L‘lbl + xobg + -+ - + l‘nbn)
= 2T1W1 + ToWo + -+ + T, Wy, .
Em particular, os vetores wy,...,w, geram Im(L) C W. Se também W tem dimensao finita, e

C = (c1,c€2,...,Cp) é uma base ordenada de W = R™, e definimos os nimeros a;; como sendo as
coordenadas dos w;’ s relativamente & base C, i.e.

L(bj):Wj:ale1+a2jCQ+"'+aijm

com j =1,2,...,n, entao o valor de L sobre o vetor genérico x = x1by + x2by + --- + x,,b,, €
m n
L(X) =1L Zl'jbj :Z <Zaijxj> C;,
j j=1 \i=1

Portanto, as coordenadas do vetor y = L(x) na base escolhida C sao

n
Yi = E Q5 Tj i:1,2,...,m.
Jj=1

Os numeros a;j Sao os elementos de uma matriz A = (aij) S Matmxn(R), a matriz que representa
L nas bases escolhidas.
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Transformagao linear definida por uma matriz. Em particular, fixadas as bases candnicas
dos espagos R™ e R™ (ou quaisquer outras bases), uma matriz A € Mat,, «,(R) define uma trans-
formagao linear Ly : R — R™. Se X e Y denotam os “vetores coluna” (matrizes com apenas
uma coluna)

Ty hn
T2 Y2
X = . cR” e Y = . cR™
Tp Ym
e
a1 ai2 . A1n
a921 as9 e a9n
A= . . ) . € Mat,, xn(R),

ami1 Am2 ... Amn

entao a transformagao linear L4 : R™ — R™ é representada pela equagao matricial

XY = LX) ::AX‘

ou seja, explicitamente,

Y1 11 a2 ... Qin X1
Y2 a1 Q22 ... Q2p Z2
Ym am1 Am2 ... (Qmn Tn

Carateristica. Seja L : R" — R™ a transformagdo linear X +— AX definida pela matriz

A € Mat,,«xn(R). Se Eq, Es, ... E, denotam os vetores coluna da base canénica de R", ou seja,
1 0 0
1 0
Ey = ) E; = E, = )
0 0 1

entdo o produto AE; = Ay é a k-ésima coluna da matriz A, que representa portanto a imagem
L A(Fy) do vetor Ey. A imagem do vetor genérico X é portanto uma combinacao linear

AX :.CL']_Al +$2A2—|— +$nAn

das colunas da matriz A. A dimensdo de Im(L4) C R™, ou seja, o niimero de colunas linearmente
independentes de A, é dita carateristica da matriz A, e denotada por rank(A) := dimIm(L4).

Por outro lado, o vetor X € R™ pertence ao espaco nulo ker(L 4) da transformagio linear L 4
se AX =0, ou seja, se

Al X =0, A2 X=0, ., A™. X =0,
onde A® = (a1, a;2, . . .,ain) € R™ é a i-ésima linha da matriz A. O espaco nulo é portanto o espago
ortogonal ao subespaco vetorial Span(A!, A2, ... A™) C R" gerado pelas linhas de A, ou seja,

Ker(La) = Span(A', A%, ..., A™)*.

A sua dimensao é igual a n — k, se k é o nimero de linhas linearmente independentes de A. Em
particular, sendo dimker(L 4)+dim Im(L 4) = n, a carateristica da matriz rank(A) é também igual
ao numero de linhas linearmente independentes de A.
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Produto e composicao. Se a matriz A € Mat,,, x,(R) define a transformagoa linear L4 : R" —
R™, e se uma segunda matriz B = (b;;) € Matpy.m (R) define a transformacao linear Lp : R™ — R?,
entdo a matriz produto BA € Mat,x,(R) define a composicdo LgL4 : R™ — RP. De fato, se as
coordenadasde Y = L 4(X) sdo yx = Zj ay; x; e as coordenadas de Z = Lp(Y) s80 z; = Y ;. bik Yk,

entao
Zi:zzbikakjmj:z:(z:bmakj) zj i=1,2,...,p,
kg J k

Em notagao matricial,

|se Y=AX e Z=BY entio Z=BAX

Ou seja, o produto linhas por colunas representa a composicao das transformacoes lineares.

Determine a matriz que define a transformagao
L(z,y) = (x — y, 2z — 3y) L(z,y,2) = Bz +y—z,—x+2y+ 2)
L(z,y,z) = (3z, 3y, 32) L(z,y) = (x + y,x — y, 22 — Ty)
L(z,y,2) = (z,y)  Llz,y,2) = (z,2)

Determine a transformacao linear L : R® — R™ definida pela matriz
(1 3) (—50—1) 8_81 (1 3)
-2 0 3.1 2 R -2 0
Determine a matriz 2 x 2 que define a transformacio T : R? — R? que

transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta x = 0

transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta y = —x
transforma o ponto de coordenadas polares (r,#) no ponto de coordenadas polares(r/2, )

transforma o ponto de coordenadas polares (r,0) no ponto de coordenadas polares (r,0 — m/2)
[Ap69] 16.12.

Einstein’s notation. It is often important to take care of the distinction between vectors and
co-vectors, and then different types of tensors, as well as to shorten formulas and computations.
One possibility is the convention introduced by Einstein. We denote vectors using upper indices
as x = (z) € R", and denote co-vectors using lower indices as & = (§;) € (R™)*. The pairing
between a co-vector &€ and a vector x reads (£,x) = &t + & + -+ + &,2", and is shortened
as (&,x) = &', Einstein’s convention being that a repeated index which appears once as an
upper index and once as a lower index implies summation. Using Einstein’s sum convention, the
coordinates of the image of a linear transformation represented by the matrix 7' = (¢*;) are given
by y* = t';27. The composition of T = (¢';) followed by S = (s';) is then represented by the
matrix ST = (s') t*;).

Endomorfismos e matrizes quadradas. Fixada uma base (por exemplo, a base canénica de
R™), o espago linear End(V) := Lin(V,V) dos endomorfismos de um espago linear V =~ R" é
isomorfo ao espago linear Mat,, x,(R) das matrizes “quadradas” n X n, os seus elementos sendo as

transformagoes lineares
X—Y=AX

ou seja, x; — y; = Zj a;jxj, com X € R" e A € Mat,x,(R). O caso complexo é anélogo.
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A composicao de dois endomorfismos corresponde ao produto de matrizes. Em particular, a
k-ésima iterada L* = Lo Lo---o L (k vezes) do endomorfismo L : X + AX é representada pela
poténcia k-ésima de A, definida recursivamente por

A =T e AR = AAF sek>0.

A matriz quadrada A (ou o endomorfismo L : X — AX) é nilpotente se existe um inteiro k tal que
AF = 0. A matriz quadrada A é unipotente se A — I é nilpotente, e portanto existe um inteiro k
tal que (A — 1)k = 0.

A diagonal da matriz quadrada A = (aij) € Mat, xn(R) é o conjunto ordenado dos elementos
“diagonais” a11, a2, - .-, anp- O traco (em inglés, trace) de A é a soma dos elementos da diagonal,

tr(A) := Zaii =a11 tage+ -+ any

K2

E imediato verificar que tr(AB) = tr(BA).
Uma matriz quadrada é uma matriz diagonal se os elementos que nao pertencem a diagonal
sao nulos, ou seja, se é da forma

A0 0

0 X O
A:diag()\l,)\g,...,)\n) = . .

0 0 A

Determine a matriz da transformagao “identidade” x +— x e da transformagao “nula” x — 0.
Determine a matriz da homotetia x — Ax, com A € R, e calcule o seu traco.

Mostre que
tr(AB) = tr(BA)

Calcule A%, A', A%, A3, ..., A* . ... quando

Determine as matrizes A € Mataxo(R) tais que A2 = 0.
Determine as matrizes A € Mataxo(R) tais que A2 = I.

Mostre (a matriz que representa) uma projegao ortogonal P : R™ — R™ sobre um subespago
R™ C R™ (por exemplo, (1,...,%,) = (T1,...,Zm,0,...,0)) é unipotente.

Mostre qua (a matriz que representa) o operador derivagiao D f := f’ no espago Pol<,, ~ R"T!
dos polinémios de grau < n é nilpotente.
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Comutador. A composicao de transformagoes lineares, e portanto o produto de matrizes, nao
sdo comutativos! Ou seja, em geral, AB # BA. As matrizes quadradas A, B € Mat,x,(R) (e
portanto os endomorfismos que representam), comutam entre si/sao permutdveis se

AB = BA.

A obstrugao é o comutador, definido por

[A,B] := AB - BA|

O comutador satisfaz a identidade de Jacobi

[[[4, B],C] +[[B, CJ, Al + [IC, 4], B] = 0

Mostre que cada matriz quadrada A comuta com si prépria, i.e. [A, A] = 0.
Mostre que duas matrizes diagonais comutam.
Considere as matrizes 2 x 2

=(3%) me(1d) (!

Calcule [E,Ey], [E,E_] e [E4,E_].

0y

e.g. Rotacgoes do plano. Uma rotacao anti-horaria de um angulo 6 envia o ponto de co-
ordenadas polares (p,¢) no ponto de coordenadas polares (p,p + 0) (e fixa a origem). Entao
envia o ponto de coordenadas cartesianas (rcosp,rsing) no ponto de coordenadas cartesianas
(recos(p + 0),rsin(p + 0)). As férmulas de adi¢ao implicam que

rcos(p+0) \ [ r(cospcosfd —sinpsing) \ [ cosf —siné T COS
rsin(p+60) ) \ r(sinpcosf +cospsinf) |\ cosf sind rsin
e portanto que a rotagao é uma transformagao linear definida pela matriz
cosf) —sinf
Fo = ( cos  sinf ) ’
Em particular, uma rotagao de um angulo nulo, ou multiplo inteiro de 2w, é a transformagao

identidade, definida pela matriz Ry = I. As férmulas de adi¢do também mostram que as poténcias
de uma rotagao sao rotagoes, e de fato

R2=Ry R} =Ry " = Rno .

Também é evidente que RgR_g = I. Mais em geral, a composicao de duas rotacoes de angulos 6
e ¢ é uma rotagao de um angulo 6 + ¢, ou seja,

RgRy = Royy -

e.g. Cisalhamentos. Um cisalhamento (em inglés, shear) horizontal é uma transformagao do
plano (z,y) — (z + ay,y), definida pela matriz

1 «
Ca_(o 1)7

com a € R (fazer um desenho, para observar que o quadrado unitério de lados i e j é enviado
no paralelogramo de lados i e ai + j). Analogamente é possive definir cisalhamentos verticais. E
evidente que as poténcias de um cisalhamento sao ainda cisalhamentos, e que de fato

2 (1 2« n_ [ 1 no
ca_<0 1) Ca_<0 1)
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e.g. Reflexdes no plano. Uma reflexdo T : R? — R? ao longo de uma reta passando pela
origem satisfaz a identidade T2 = I. Por exemplo, as matrizes +F, com

10
(o 5),

definem reflexGes nos eixos dos = e dos y, respetivamente. A reflexdao numa reta genérica de
equagao cartesiana y cos @ = xsin f (ou seja, com declive tan ) pode ser obtida como a composigao

RyER_y,

ou seja, transformando a reta dada no eixo dos z, aplicando a reflexdo no eixo dos z, e depois
voltando a transformar o eixo dos x na reta dada.

e.g. Affine transformations. The affine transformations of the plane r — r’ = Lr + a, where
L is the linear transformation defined by a matrix A = (a;;) € Matax2(R) and a = (a, 8) € R?, are
not linear transformations. Nevertheless, they may be represented with the aid of a 3 x 3 matrix
according to

T aj; a2 « T
Y — a1 ax B Yy
1 0 0 1 1

Matrizes transpostas. Seja A = (a;;) € Mat,,x,(R) uma matriz. A matriz transposta é a
matriz AT = (aiTj) € Maty, xm (R), definida por aiTj = a;; (ou seja, as linhas de AT sdo as colunas
de A e vice-versa). E imediato verificar que (AT)T = A e que (AB)T = BT AT (quando o primeiro
produto faz sentido) .

Por exemplo, se X e Y sdo dois vetores/matrizes coluna de R™, entéo YT éum vetor/matriz

linha, e o produto linha por coluna Y ' X é igual ao produto escalar
VIX=Y -X.

Em geral, se X é um vetor coluna de R e Y é um vetor coluna de R™, e se a matriz A € Mat,, xn (R)
define a transformacao linear X — AX, entdo a matriz transposta define a transformagao linear
Y — ATY tal que

Y-AX =(A'Y) X,

pois Y - AX =Y T (AX)=(ATY)T X =(ATY) - X.
Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A = AT e anti-simétrica se AT = —A.

Verifique que (AT)T = A.
Mostre que tr(AT) = tr(A).

Mostre que, se A é uma matriz quadrada, entdo A+ A" é simétrica, e A— AT é anti-simétrica.
Deduza que cada matriz quadrada pode ser decomposta como soma A = A, + A_ de uma matriz
simétrica A, = (A+ AT)/2 com uma matriz anti-simétrica A_ = (A — AT)/2.

Mostre que o trago de uma matriz (quadrada) anti-simétrica é nulo.
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10 Sistemas lineares

ref: [Ap69] Vol 1, 16.17-18 ; [La97] Ch. II

Peppermint Patty’s problems.

" AN A5\ | ['1E THE DIMES WERE GUARTERS
TWENTY COINS AND THE QUARTERS WERE DIMES, § , l
CONSISTING OF DAMES| | |WE LIOULD HAVE NINETY (ENTS e,
AND GUARTERS.” /| [MORE THAN HE HAS NOW. HO MANY |¢ i = = i 0 ’ 0
R OWMES AND Q,W:R'* DOES HE HAVE?™ : f

“In driving from town A to town D you pass first through town B and then through town C.
It is 10 miles farther from A to B than from B to C and 10 miles farther from B to C than from
C to D. If it is 390 miles from A do D, how far is it from A to B?”!?

“A man has a daughter and a son.. The son is three years older than the daughter ...In one
year the man will be six times as old as the daughter is now, and in ten years he will be fourteen
years older than the combined ages of his children ... What is the man’s present age?”

“A man has twenty coins consisting of dimes and quarters'? ...If the dime were quarters and
the quarters were dimes, he would have ninety cents more than he has now ...How many dimes
and quarters does he have?”

e.g. Equacgoes lineares na reta. Uma equagao linear
axr =1b

na reta real R (ou na reta complexa C, ou, em geral, num corpo), com a # 0 (caso contririo é
apenas a afirmagao b = 0), admite uma unica solucdo = = b/a.

e.g. Equacoes lineares no plano. Uma equacao linear

ar+by =c
no plano cartesiano R?, com n = (a,b) # (0,0), define uma reta afim R C R% A equacio
homogénea associada

ar+by=0

define uma reta que passa pela origem, ou seja, um subespaco vetorial n+ = Rv C R? de dimensio
1 (por exemplo, com v = (b, —a)). Se rg = (zg, yo) é um ponto de R, ou seja, (apenas) uma solugao
de ax+by = ¢, entao o espacgo de todas as solucgoes é R = rg+Rv. Ou seja, as solugoes de ax+by = ¢
sao dadas por

(z,y) =ro+tv = (z0,y0) + ¢ (b, —a)

ao variar o parametro t € R.

12Peppermint Patty, in Peanuts, by Charles M. Schulz, December 6th, 1968.
13A dime is a 10 cents coin, and a quarter is a 25 cents coin.

30 nov 2018
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Um sistema de duas equagoes lineares

ar+by =
dr+by = ¢

/

descreve a intersegao entre duas retas afins (R; N Ry) C R2. Esta intersegdo pode ser vazia (retas
paralelas e distintas), pode ser uma reta ax + by = ¢ (equagdes proporcionais/equivalentes), ou
pode ser um tnico ponto. A 1ltima possibilidade é o caso genérico, e o sistema é equivalente
(eliminando z na segunda equagdo, se a # 0) ao sistema “em escada de linhas”

ax+ by = ¢
b/ly — C//

com a # 0 e b’ # 0, e portanto ao sistema “diagonal”
{ :Z: _
y =

Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

z+y = 0 z+y = 20 2c —y =13
r—y = 0 r—y = 2 —rx+2y =7

™ L

com B=c"/b" e a=(c—0p)/a.

e.g. Equacoes lineares no espaco. Uma equagao linear
ar +by+cz=d

no espaco R?, com n = (a,b,¢) # (0,0,0), define um plano afim P = {n-r = d} C R®. A equacio
homogénea associada
ar+by+cz=0

define o supespaco vetorial nt C R3.
Um sistema de duas equagoes lineares

ax + by + cz d
dr+by+dz = d

descreve a interse¢do entre dois planos afins (P; N P,) C R3. Esta intersegao pode ser vazia (dois
planos paralelos e distintos), pode ser um plano ax + by + ¢z = d (duas equagdes proporcio-
nais/equivalentes), ou pode ser uma reta. A tultima possibilidade é o caso genérico, e o sistema é
equivalente (eliminando x na segunda equagéo, se a # 0) ao sistema “em escada de linhas”

ar+ by+ cz = d
b//y_"_ C/lz — d//

A 1ltima varidvel pode ser pensada como um parametro z = ¢ da reta:

t— (at+7,5t+6,t).

Um sistema de trés equacoes lineares

axr + by + cz = d
adr+by+cdz = d
a//x_"_b//y_’_cllz — d//

descreve a intersecdo entre trés planos afins (P; N P, U P3) C R3. Esta intersegao pode ser vazia
(dois planos paralelos e distintos, ou um plano paralelo a reta de intersegao entre os outros dois),
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pode ser um plano axz + by + ¢z = d (equagbes proporcionais/equivalentes), pode ser uma reta
(sistema equivalente a um sistema de duas equagbes), ou pode ser um unico ponto. A tltima
possibilidade é o caso genérico, e o sistema é equivalente (eliminando x na segunda e na terceira
equagdo, se a # 0, e depois y na terceira, se b’ # 0) ao sistema “em escada de linhas”

ar+ by+ ¢z = d
b///y + C/I/Z — d//l
C/I/IZ — d//l/

coma #0,b" #0ecd” #0, e portanto ao sistema “diagonal”

x =

<
I
=2 @R

z =

com ,7 — d/////C/NI, /8 — (d/// _ C/N’Y)/bll/ eq = (d_ c,y _ bﬂ)/a

Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

=1
3r—y =0 rt+y+z = 1 ”3
r+y+z =1 z+y—z2 = 0 Tty = 2
r+y+z = 3
Sistemas lineares. Um sistema de m equagoes lineares nas incdgnitas x1,T2,...,T, € um
conjunto de equagoes
1121 + 81222+ + A1p Ty = b
a1 1 +azr2+--+apmr, = by
. (10.1)
Am1T1 +Am2T2 +  + AGmp Tn = bm

com a;; e by nimeros reais (ou complexos). A matriz A = (a;;) € Mat,,xn(R) é dita matriz dos
coeficientes do sistema, e os nimeros b, sdo chamados termos independentes, coordenadas de um
vetor b = (b1, ba,...,by) € R™.

Uma solugdo do sistema linear é um vetor x = (21, z2,...,%,) € R™ cujas coordenadas satisfa-
zem as m equagoes (10.1). Um sistema linear pode ter uma solugao tnica (sistema determinado),
ter uma familia (uma reta afim, um plano afim, ...) de solugdes (sistema indeterminado), ou nao
ter nenhuma solucao (sistema impossivel).

O sistema homogéneo correspondente/associado é o sistema

a1 1 +a2T2 + -+ a1, Ty =0
a21T1 + A2 T2 + -+ - + A2 Ty =0

(10.2)
Am1 1+ Ama T2+ -+ ampTn = 0

onde todos os termos independentes sao nulos. Um sistema homogéneo admite pelo menos a
solugao trivial 0 = (0,0,...,0). Se x € R™ é uma solugdo de um sistema homogéneo, entao todos
os pontos tx da reta Rx também sao solugoes. Se x e y sao solugoes de um sistema homogéneo,
entao também a soma x +y é solucao. Portanto, o espago das solugoes de um sistema homogéneo
(10.2) é um espaco linear.

Solugbes de um sistema linear. O sistema linear (10.1) é equivalente a L4 (X) = B, ou seja,

onde A = (a;;) € Maty,xn(R) é a matriz dos coeficientes, B = b’ € R™ ¢ X = x' € R»
s@o vetores coluna, e L4 : R™ — R™ ¢é a transformacao linear L4(X) = AX.
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O vetor X = (z1,29,...,2,) € R™ é solugdo do sistema AX = B se
a1 a12 A1n by
a21 a22 57 by
o0 I I I IR ER o E
am1 am?2 Qmn, b,
ou seja, se

.’E1A1+£L'2A2++£L'nAn:B

onde A; = (a5, az;, - - -, amj)T € R™ é a j-ésima coluna da matriz A. Portanto, o sistema admite
(pelo menos) uma solugdo (i.e. é possivel) sse B é uma combinagdo linear das colunas da matriz
A, ie. sse B €Im(Ly) = Span(A4;, As,..., A,). A dimensao r = dimIm(L4) da imagem de L4,
ou seja, o nimero de colunas linearmente independentes de A, é dita carateristica da matriz A, e
denotada por r = rank(A) := dimIm(L,).

O sistema linear homogéneo (10.2) é equivalente a L4(X) = 0, ou seja,

O vetor X = (x1,22,...,2,)" € R" é solugdo do sistema homogéneo se

Al X =0, A%2.X=0, ., ATM.X =0,
onde A = (a;1, a2, . ..,a;n) € R™ é a i-ésima linha da matriz A4, ou seja, se é ortogonal ao espaco
vetorial Span(A!, A%, ..., A™) gerado pelas linhas de A. Portanto, o espaco das solucdes do sistema

homogéneo é
Ker(Ls) = Span(A!, A%,..., A™)*

e a sua dimensao é igual a n — k, se k é o numero de linhas linearmente independentes de A.
Em particular, sendo dimker(L4) + dimIm(L4) = n, a carateristica r = rank(A4) da matriz A é
também igual ao nimero de linhas linearmente independentes de A.

Se X e X’ sao solugoes do sistema AX = B, entao a diferenca Z = X — X’ é solugao do sistema
homogéneo AZ = 0. Portanto, se X é uma (apenas umal!) das solugdes do sistema linear possivel
AX = B, entdo o espago d(e todas )as solugdes é o subespago afim

X+ Ker(LA)

de dimensao k = n — r. Se os vetores E1, Es, ..., Ej formam uma base de ker(L4) C R", entao
a “solucao geral” do sistema possivel é

X+4HE +tEy+ -+t By

com tq,ts,...,t; pardmetros reais.

Em particular, a solucao do sistema possivel L4(X) = B é tinica quando rank(A) = n, ou seja,
quando o nucleo de L 4 é trivial, ou seja, quando L admite uma inversa Lzl :Im(L4) — R™. Neste
caso, a solucao é dada por X = LZI(B).

Estude os seguintes sistemas (ou seja, diga se sdo possiveis e, caso afirmativo, determine o
espago das solugoes)

2r4+y =-1 z+y =11

r—y =3 r—y =33

20 -3y =-1 .
{—6x+9y —0 {ety=-z =1
20 —by+4z = -3 3x+y—10z =1
r—2y+z =5 —2r—-by+7z =2
z—4y+6z =10 z+3y—z =0

[Ap69] 16.20.
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Eliminagao de Gauf3-Jordan. Considere o sistema linear
AX =B,

com A = (A;;) € Maty,xn(R), B = (b1, b, .. b)) T €ER™ e X = (21,9,...,7,)" € R vetores-
coluna, ou seja,

1171 +a12x2 + -+ 01 Tp =b
G211 + A2 T2 + -+ - + G2n Tn = by
Am1 X1+ Q2 T + -+ Qmp Ty :bm

O método de eliminagio de Gauss-Jordan consiste em efectuar as seguintes “operacoes elementares”
sobre as equagoes, e portanto sobre as linhas da “matriz ampliada”

ail a2 . A1n bl
any a9 . agn bg
am1 aAm2 - -- Amn b’m

i) trocar a ordem das equagoes,
ii) multiplicar (todos os termos de) uma equagao por um escalar ndo nulo A # 0,
iii) somar a uma equagdo um multiplo de outra equagao,

... até obter um sistema equivalente A’X = B’, com A’ “matriz em escada de linhas”, ou seja, da
forma,

* ok k k% *
0 * * x =x *
A= 0 0 0 « =* *
00 0 0 % ... =%
00 0 0 0 0 O

onde os “pivots” * sao os elementos # 0 mais a esquerda de cada linha (este processo, que trans-
forma a matriz A numa matriz em escada de linhas A’, é chamado condensa¢ao).

E evidente que as operagoes elementares ndo mudam a carateristica de uma matriz (pois nao
alteram o espago das solugoes da equacdo homogénea). De consequéncia, a carateristica de uma
matriz é igual ao nimero de linhas nao nulas da matriz em escada de linhas equivalente.

Usando operacoes elementares sobre as linhas, tranforme a matriz A dada numa matriz em
escada e calcule a caracteristica de A.

2 21 1 2
A=[1 3 1 A=| 01
12 2 3 4
01 3 =2
A= 21 -4 3 A:(éi‘ll 22>
2 3 2 -1

Resolva os seguintes sistemas lineares usando o método de eliminagao de Gauss.

3z +2y+2z =1

Svd2ydz =1 20 —6y+4z =3

S+ 3y+3z =2

B _ z+y+z = -2
rry+z =-1 9 — 5y +52 ——1
20 +y + 4z =2 y+z =1
6z + vy =-10 r+2y—z =3

—x+2y—10z =—-4 z+y+z =1
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r+2y+3z+4w =3 Cedy—z =1

5z + 6w = B
4 3w 1 xi—iz :03
T —y+ 8w =0 Y B

[Ap69] 16.20.

Dé exemplos de
e um sistema de 2 equagodes lineares com 2 incégnitas com solucao unica,
e um sistema de 2 equagodes lineares com 2 incégnitas sem nenhuma solucgao,

e um sistema de 3 equacoes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja uma
reta afim.

e um sistema de 3 equacoes lineares com 3 incégnitas com solugao tnica,

e um sistema de 2 equagodes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja um
plano afim.

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incognitas tal que o espago das solucoes seja um
subespaco vetorial de dimensao 1.

Equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes. O ntcleo do operador de-
rivagao (Df)(t) = f/(t) é o espago de dimensdo um das fungoes constantes f(t) = ¢. As solugoes
da equagao diferencial linear

onde ¢(t) é uma funcao integravel dada, sdo f(t) = (Pg)(t) + ¢, onde (Pg)(t) = fotg(s) ds é uma
solucdo particular, e ¢ = f(0) é uma constante arbitrdria, solugdo geral da equagdo homogénea
Df=0.

Uma equagao diferencial linear com coeficientes constantes é uma equagao do género

4 D" f+ -+ aDf + a0 =g,

para a funcdo f(t), onde os aj sdo coeficientes (reais ou complexos) e g(t) é uma funcao dada
(uma forga quando n = 2). Pode ser pensada como Lf = g se L é operador diferencial

L:=a,D"+---4+a1D +aol.
O nicleo de L, o espago das solucoes da equacao homogénea

anD"f4---+a1Df + a9 =0,

¢ um espgo vetorial de dimensao n. De fato, h(t) = e** é uma solugao de Lh = 0 se z é uma

raiz do polinémio carateristico a,z"™ + -+ 4+ a1z + ag = 0. No caso genérico, este polindmio tem
n raizes complexas z1, 22, . .., 2z, (conjugadas em pares se os coeficientes aj forem reais). Assim,
os exponenciais (complexos, produtos de exponenciais reais e fungoes trigonométricas) e*?, com
k=1,2,...,n, formam uma base de ker(L). Se f(t) é uma “solucdo particular” (ou seja, apenas
uma!) da equagdo Lf = g, entdo a “solugao geral” (ou seja, todas as solugdes) é da forma

) + 167t + eae™t 4o epent

com ¢y, Ca, ..., ¢, coeficientes arbitrérios (determinados pelas condigdes iniciais).
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e.g. Inversao de matrizes 2 x 2. A matriz 2 x 2

(2 4)

representa o endomorfismo genérico do plano L(z,y) = (ax + by,cx + dy). A transformacao L
é invertivel se para cada vetor (a,3) € R? é possivel encontrar um vetor (z,y) € R? tal que
La(z,y) = (a, ), ou seja, resolver o sistema linear

axr+by = « N (ad—bc)x = da—cp
cc+dy = S (ad=bc)y = af —ca

(0 segundo sistema é obtido ao retirar b vezes a segunda equagao de d vezes a primeira equagao,
e depois ao retirar ¢ vezes a primeira equacdo de a vezes a segunda equagdo). Portanto, a trans-
formagao L4 ¢é invertivel sse DetA := ad — bc # 0, e a sua inversa é a transformagao linear

L;l(a,ﬁ) = (da — ¢B,aB — ca)

ad — be

1 d —b
A7l = .
ad — be ( —c a >

Automorfismos e matrizes invertiveis. A matriz quadrada A € Mat,,«,,(R) é invertivel (ou
nao-singular, ou regular) se existe uma matriz quadrada A= € Mat,, «,,(R), dita inversa de A, tal
que

representada pela matriz

At A=AA"=1|

A transformacdo linear L : R™ — R"™ representada pela equagdo matricial X — Y = AX, ¢é
invertivel sse a matriz A é invertivel, e a sua inversa é a transformacao linear Y — X = A=Y Se
A = (a;j), entdo as entradas da inversa A~ = (b;;) satisfazem as n? equagdes lineares

Z bik arj = dij
k

Se A e B sao invertiveis, entdo também AB é invertivel e a sua inversa é

(4Bt =B14"

Se A é invertivel entdo também AT é invertivel e

(AN t=h’

Se AX = B é um sistema de n equagdes com n incégnitas, e se A € Mat, x,(R) é uma matriz
invertivel, entdo o sistema admite uma solucéo tnica dada por X = A~ B. Isto acontece quando o
nicleo da transformagao linear X +— AX é trivial, e portanto a carateristica da matriz (o nimero
de linhas ou de colunas linearmente independentes) é n.

Mostre que, se A, B € Mat,, «,(R), entdo BA =1 = AB = I (ou seja, uma inversa esquerda
é também uma inversa direita, logo uma inversa).

Diga se as seguintes matrizes sao invertiveis e, caso afirmativo, calcule a inversa.

(4G () 6
(i ) <

—_

o= o ~—ro

=N W
~—— w o
L O
= o O

o O

e N
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[Ap69] 16.20.

Mudanca de bases/coordenadas. Sejam B = (by,bs,...,b,) e B’ = (b},b},...,bl) duas
bases do espago vetorial R”. Ent@o existe uma matriz invertivel U = (u;;) € Mat, «,(R), com
inversa U~! = (v;5), tal que

b_/]:ZuUbl e bJ:ZUUb;

Se (z;) sdo as coordenadas do vetor x € V relativamente & base B, entdo as coordenadas do vetor
x relativamente & base B’ s&o

Ti = E Vij Xj ou seja T = E Wij T
k J

pois x = } . x;b; = > . vi;x;bi. A matriz U, cujas colunas sao as coordenadas dos vetores da
,
base B’ relativamente & base B, é a matriz que realiza a mudanca de coordenadas. As matrizes U e
-1 N . .. . . / . ’
U™ podem ser pensadas como matrizes das derivadas parciais, pois u;; = 3xi/8xj ev;; = 0z} /0x;.
Nesta notagéo, as férmulas para a mudanca de coordenadas parecem tautoldgicas (o que explica o
valor da notagéo de Leibniz para as derivadas):
/
ox; ox;

X e xT; = xT; .
J : 8$/‘ 7
J j

r_
T, =

0x;
F] J

Na notagao matricial, se X e X’ sdo os vetores coluna de coordenadas z;’s e z}’s respetivamente,
a mudanca de coordenadas assume a forma

X=UX' ou seja, X' =U"'X.

Seja A € Mat,,xn(R) a matriz de uma transformagao L : R® — R™ relativamente a certas
coordenadas de R™ e R™, dada por X — Y = AX. Sejam X' = UX e Y’ = VY umas mudancas
de coordenadas em R™ e R™, respetivamente, definidas pelas matrizes invertiveis U € Mat, x (R)
e V € Mat,, xm(R). Entdo a matriz da transformagao L relativamente as novas coordenadas é

A =VAU

= / /
De fato, se y; = Zj a;j xj, entdo y, = Y, tikYp = Zk?gtikawiﬂe = Zk,&j Vik Qke ugj Tj. Em
notagao matricial,

XY =AX = X' =Y =vly =V 1AX = (VTAU)X'.

Em particular, se A € Mat,, x,(R) é a matriz do endomorfismo L € End(R") relativamente &
base B, entao a matriz de L relativamente & base B’ é

A =UTAU

A=UAU".

Matrizes A e A’ relacionadas pelas identidades acima sdo ditas semelhantes. Representam o mesmo
endomorfismo em bases possivelmente diferentes.

e, de consequéncia,

Verifique que se A’ = U"YAU entdao A=UA'UL.

Use tr(AB) = tr(BA) para mostrar que tr(UtAU) = tr A, ou seja, o trago de uma matriz
quadrada apena depende da transformacao linear definida pela matriz, e nao da base usada.

Determine a matriz de L(z,y) = (3z, 2y) relativamente & base by = (1,1) e bg = (1, —1).
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Seja T : R? — R? a reflexdo na reta y = z. Determine a matriz de T relativamente & base
candnica e relativamente & base (1,1) e (1, —1).

Seja T : R? — R? a reflexdio na reta y = 3z. Determine a matriz de T relativamente & base
canonica.

Seja T : R? — R? a projeccio ortogonal sobre a reta x +y = 0. Determine a matriz de T
relativamente a base candnica.

Determine a matriz que representa o operador derivacao D : Pol<3(R) — Pol<3(R), definido
por (Df)(t) := f'(t), relativamente as bases ordenadas (1,¢,t2,3) e (1,t,¢%). Determine umas
bases de Pol<3(R) e Pol<3(R) tal que o operador D : V — W seja diagonal.
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11 Volumes e determinantes

ref: [Ap69] Vol 2, 3.1-17 ; [La97] Ch. VII

Volumes de paralelepipedos e n-formas alternadas. Uma n-forma (linear) no espago ve-
torial R™ é uma funcao escalar que envia n vetores ordenados vi,vs,...v, de R™ num escalar
F(vy,va,...vy), que é multilinear, ou seja, homogénea e aditiva em cada varidvel. Homogénea
significa que

F(...,Av,...)=AF(...,v,...) (11.1)

e aditiva significa que

Floooovtw, . )=F(..v... )+ F(.. w,...) (11.2)

Uma n-forma F' é alternada (ou anti-simétrica) se é nula quando duas vardveis sdo iguais (ou,
pela homogeneidade, proporcionais), i.e.

F(...,v,...,v,...)=0 (11.3)
e portanto se muda de sinal ao trocar duas varidveis,
F(...,vyo.o,w, .. ) =—F(..,w,...,v, ...).

Fixada uma base de R™, por exemplo a base canénica ey, es,...,e,, uma n-forma F' é deter-
minada pelas suas “coordenadas”

fijk... = F(ei,ej, €L, .. )

pois, pela linearidade em cada variavel,

F(x,y,z,...)= Z Ty;2k . Flei,ej,ep,...)
ivdk,..

Se a n-forma F é alternada, entdo as coordenadas com (pelo menos) dois indices repetidos sao

,,,,,,,,, = 0. Em particular, apenas podem ser diferentes de zero as coordenadas cujos
indices sdo permutagdes do conjunto {1,2,...,n}. As coordenadas sdo também anti-simétricas,
ie. f 4. j..=—f. ;. 4. Mastoda permutagdo o :{1,2,...,n} = {1,2,...,n} pode ser obtida
da permutagéo trivial o(k) = k usando trocas repetidas. Se fi2. , = A, entdo as outras coorde-
nadas nao nulas sao £, ou seja, fr(1)0(2)..0(n) = T(0)A, onde 7(0) := (—1)* é a “paridade” da
permutacgao o (k: é o numero de trocas que transforma ¢ na permutacao trivial). Portanto, uma
n-forma alternada é univocamente determinada pelo seu valor A = fy5.,, sobre os vetores ordena-
dos da base candnica. O espaco linear A™(R™) das n-formas alternadas em R™ tem dimensao igual
a 1. Em particular,

Teorema 11.1. Ezxiste uma unica n-forma alternada D em R™ normalizada de maneira tal que
D(e17e27 PN ,en) =1.

As coordenadas da “n-forma candnica” D, os ntimeros

€ijk... = D(e;j,ej,ep,...),

880 €;55... = 0 se dois Indices sao iguais, e €;;5... = (71)“(") se (i,7,k,...)=0(1,2,3,...) onde o
é uma permutacao de {1,2,3,...,n}. O simbolo &;;;... é chamado simbolo de Levi-Civita. O valor
da forma candnica D sobre os vetores x,y,z,... é

D(x,y,z,...) = E TilYiZk - - - Eijk...
iyd,k, ..

Uma n-forma alternada genérica F' em R"™ é proporcional a D, ou seja, é igual a F' = AD, se
A= F(e1,ey,...,e,) é o seu valor nos vetores da base candnica, ou seja,

F(vi,va,...,v,) = F(ei,ea,...,e,) D(vi,va,...,vy)
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O paralelepipedo de lados (ou “gerado” pelos vetores) vi,va,..., Vv, no espaco euclidiano R™ é
o conjunto
P ={tyvi +tava + -+ t,v, com ty,ta,...,t, €[0,1]}.

E possivel provar que o seu volume (n-dimensional) é igual ao valor absoluto do valor da n-forma
candnica sobre os lados vy, Vs, ..., V,, ou seja,

[Vol(P) = [D(v1,va....va)]|

4

Ou seja, a forma canénica D calcula um “volume orientado” dos paralelepipedos, um volume com
sinal positivo ou negativo dependendo da maneira em que os lados sdo ordenados (a prova consiste
em mostrar que um volume orientado satisfaz as propriedades que definem a forma canédnica, ou
seja, que é linear em cada varidvel /lado, é nulo quando dois lados sao iguais ou proporcionais, e é
normalizado de maneira tal que o hiper-cubo de lados unitério tem volume igual a um).

Mostre que, se F' é uma forma bi-linear, entdo F(x,x) = 0 implica F(x,y) + F(y,x) =0
(calcule F(x+y,x+y) ...)

Verifique que a tinica 2-forma alternada no plano R? normalizada de maneira tal que D(e;, e3) =
1é
D(ae1 + bes, cey + deg) =ad — bc.

Determinante. O teorema de unicidade 11.1 implica que existe uma tnica funcao determinante
Det : Mat,, xn(R) — R

A+ DetA
que é uma forma multilinear alternada nas colunas da matriz, e normalizada de maneira tal
_ _ T _ T _
que Detl = 1. De fato, se 41 = (a11,a21,...,an1) , A2 = (a12,a22,...,an2)" , ..., Ay =
(@1n, Q2ns -+ - Gnp) | SA0 as colunas de A = (ai;), entdo esta fungéo é

’DetA = D(Ay,A,..., Ay) ‘

Outra notacdo também utilizada é DetA = |A|. Uma férmula para o determinante é

DetA = Z T(0) A10(1) A26(2) *** Ono(n) ;

o€cPer,,

onde 7(o) é a paridade da permutagio o. Usando o simbolo de Levi-Civita, o determinante pode
ser definido pela férmula

DetA = E €ijk... A1; A25 A3k - - - -
igk...

E imediato verificar que DetAT é uma n-forma linear alternada nas linhas A*, A2, ..., A" da matriz
A que vale 1 se as linhas sio a base canénica de R™, ou seja, se AT = I. Pelo teorema de unicidade
11.1,

DetA" = DetA.

Se as colunas (ou as linhas) de uma matriz quadrada A sdo vetores linearmente dependentes,
entdo uma é combinagao linear das outras. A linearidade e a (11.3) entdo implicam que DetA = 0.

O determinante de ordem n, sendo um volume orientado n-dimensional, é homogéneo de grau
n. Ou seja, se A € Mat,xn(R) e A € R, entdo

Det (AA) = A"Det A
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Calculo de determinantes. E possivel calcular determinantes usando as propriedades (11.1),
(11.2), (11.3) e a normalizagdo D(ej,es,...,e,) = 1. As férmulas ficam logo compridas, pois o
numero das permutacoes de n elementos é n!, e o fatorial cresce muito rapidamente.

O determinante de uma matriz 2 x 2 é

D ailr a2 _
et = Q11 G22 — G12 021
a21 a22

O determinante de uma matriz 3 x 3 é

ailp a2 ais

a22 A2 a21 a2 az; a2
Det a1 Qo2 Q23 = aq1 Det 3 — a1z Det 3 + a13 Det
a3z2 Aass a31 ass a3 as2
asz1 asz a33

O determinante de uma matriz diagonal é

A0 ... 0
0 Ao 0

Det . . . =AA2 - Ay
0O 0 ... X\

(quando os \j sdo positivos, este é o volume de um paralelepipedo de lados dois a dois ortogonais
de comprimentos Ag’s).

Calcule o determinante das seguintes matrizes

1 2 cosf) —sinf 300 110
3 4 sinf  cosf 05 0 0 11
0 0 7 1 0 1
Mostre que
1 1
Det| a b ¢ | =(0b—-a)c—a)(c—0)
a? b

Calcule o determinante de 2A e —A sabendo que A é uma matriz 5 X 5 com determinante
DetA = —3.

Verifique que uma equacio cartesiana da reta que passa pelos pontos (a,b) e (c,d) de R? é

r—a —-b vy 1
Det Y =0 ou Det| a b 1 =0
c—a d-—5b

c d 1

[Ap69] 3.6.

Menores, complemento algébrico e férmula de Laplace. E possiel determinar férmulas
recursivas que permitem calcular determinantes de ordem n a custa de determinantes de ordem
n—1. Seja A = (a;;) € Mat, x,(R) uma matriz quadrada de ordem n > 2. O menor ij de A
¢ a matriz A;; € Mat(,_1)xn—1)(R) obtida da matriz A suprimindo a linha i e a coluna j. O
complemento algébrico do elemento a;; de A é o nimero

Cal (aij) = (—1)i+jDetA7;j .

A matriz dos complementos algébricos (ou dos co-fatores ) de A é a matriz Cal A € Mat,, x,(R)
cujo elemento ij é Cal (a;5), ou seja

Cal A := (Cal(a;;)) .
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O desenvolvimento do determinante da matriz A em func@o dos elementos da sua i-ésima linha é
(férmula de Laplace)

DetA = Z a;; Cal(ai;) Z aij (—1)"DetA;;
j=1

Ao trocar colunas ou ao considerar a matriz transposta, é possivel escrever formulas andlogas que
desenvolvem o determinante em funcao de todas as linhas ou as colunas de uma matriz quadrada.

Calcule a matriz dos complementos algébricos das matrizes
1 2 3 110
0 3 0 0 1 1
-7 0 0 1 01

Calcule o determinante das matrizes

1 0o -1 3 21 0 0
-5 0 2 -1 1 3 0 0
4 0 1 1 00 -1 1
3 -2 -1 0 00 4 =2
2 0 -1 0 2 01 2
13 3 0 1 3 1 -2
12 2 0 00 2 1
3 6 6 0 0 0 0 -2

Determinante e produtos. Seja L : R" — R™ a transformacdo linear definida pela matriz
quadrada A = (a;;) € Mat,x,(R), que envia o vetor coluna X no vetor coluna ¥ = AX. A
fungdo V1, Va,..., V, — D(AVy, AV,, ..., AV,) é uma n-forma alternada, e portanto, pelo teorema
de unicidade 11.1, proporcional & forma canénica D, ou seja,

D(AVy, AVs, ..., AV,)) = D(AE,, AE,, ..., AE,) - D(Vi,Va, ... V)

onde E; sao os vetores coluna da base candnica. As colunas da matriz A sdo os vetores coluna
A; = AE;. Portanto D(AEy, AE,, ..., AE,) = D(A1,As,...,A,) = DetA. Se B € Mat, x»(R)
denota a matriz cujas colunas sao os vetores V;, entao os vetores AV; sao as colunas da matriz AB.
Temos portanto

Teorema 11.2. Se A, B € Mat,, x,(R), entao

]Det(AB) — (DetA) (DetB) \

Em particular, se A € invertivel entdo DetA #£ 0 e

1

Det(A_l) = Detd

Se A € Mat,«n(R) e B € Mat,, xm(R), entao matriz “diagonal por blocos”

A 0
( 0 B > € Mat(n+m)x(n+m)(R)

define a transformagao linear (X,Y) — (AX, BY) de R" x R™ ~ R™*™_ O seu determinante é

Det( 0 ) (DetA)(DetB)
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Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstracao ou um contra-exemplo.

Det(A + B) = DetA + DetB Det ((A+ B)?) = (Det(A + B))?

Observe que
Det (A™) = (DetA)"™ .

Deduza que o determinante de uma mariz nilpotente é nulo. O que pode dizer do determinante de
uma projecao? E de uma reflexao?

Uma matriz quadrada A é dita ortogonalse ATA = A AT = I, ou seja, se é invertivel e a sua
inversa é AT. Mostre que o determinate de uma matriz ortogonal é +1.

[Ap69] 3.11.

Determinante de um endomorfismo e volumes. Seja A = (a;;) € Mat,x,(R) a matriz
quadrada que define a transformacéo linear L : R™ — R™, relatvamente a base canénica (ou seja,
Yi =2 @ij Tj). Se F'= AE é uma n-forma alternada genérica, entao

F(Lvy, Lvay,...,Lv,) = (DetA) - F(vi,va,...Vy)

Em particular, o determinante da matriz A depende apenas da transformagio linear L, e nao
da base usada para calcular a matriz! De fato, uma mudanca de coordenadas envia a matriz A
na matriz A’ = U 1AU, e DetA’ = DetA. Faz portanto sentido definir o “determinante” de um

endomorfismo L : R® — R" como
DetL := DetA

onde A é qualquer matriz que representa L numa base arbitrdria de R™.
Se
Q = [0,1]" = {tlEl +toFy + -+ t,E, € R" com 0 <t < ].}

denota o hiper-cubo unitario, ou seja, o paralelepipedo de lados E1, Fo, ..., E,, entao a imagem
L(Q) é o paralelepipedo de lados L(Ey) = Ay, L(E3) = Aa, ...L(E,) = A,, que sdo as colunas
da matriz A que define L na base canénica. O determinante do endomorfismo L é portanto o
quociente
Vol(L(Q))

Vol(Q)

o sinal sendo positivo ou negativo dependendo se L preserva ou nao a orientacao. Em geral, se
R C R™ é uma regido suficientemente regular, e portanto o seu volume pode ser aproximado con
precisao arbitraria usando somas de volumes de hiper-cubos, entao DetL ¢ igual a + o quociente
Vol(L(R))/Vol(R).

DetL =+

Calcule o determinate das transformacoes lineares

T(x,y,2) = (32,2y,2) T(xv,y,2) = (v, 2 +y,z+y+z) T(r,y2) = (y,2,0)

Método de Gaufl-Jordan para calcular determinantes. O determinante de uma matriz
triangular superior (ou triangular inferior) é igual ao produto dos termos diagonais,

)\1 aip ... A1n

0 X2 azs az,

Det :)\1/\2“'/\”

0 0 ... A
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De consequéncia, é possivel calcular um determinante transformando uma matriz genérica A numa
matriz triangular superior pelo método de Gauss-Jordan. Isto acontece porque as operagoes per-
mitidas tém efeitos simples no determinante: trocar duas linhas muda o sinal do determinante;
somar a uma linha um multiplo de uma outra linha ndo muda o determinante; e multiplicar uma
linha por um escalar A # 0 transforma DetA em A DetA.

As operacoes elementares sobre as linhas de uma matriz nao alteram a sua carateristica. Em
particular, se a carateristica de uma matriz quadrada A de ordem n é igual a rankA = n, ou
seja, se as colunas de A sao vetores linearmente independentes, entao a matriz é equivalente a
uma matriz triangular superior com pivots Ax nao nulos. O seu determinante é portanto diferente
de zero. Vice-versa, é evidente que o determinante de uma matriz cujas colunas sao linearmnete
dependentes é nulo (porque uma coluna é combinagao linear das outras). De consequéncia,

Teorema 11.3. As colunas ou as linhas de uma matriz quadrada A sdo linearmente independentes
sse DetA # 0.

Use o método de eliminagao de Gauss-Jordan para calcular o determinante das matrizes

1 -1 1 1 1 1 1 1
i ? 2 1 -1 -1 -1 a b ¢ d
7 8 9 1 1 -1 -1 a2 ¥ 2 2
1 1 1 -1 a® ¥ A P

Wronskiano, independéncia e identidade de Abel. Sejam z(t) e y(t) duas fungoes dife-
rencidveis definidas num intervalo da reta real. O (determinante) Wronskiano das fungdes x e y é

a funcao
z(t) y(t) )
Wi(t) =Det | . .
=pe( 56 10
(& = dx/dt e y = dy/dt). Se z(t) e y(t) sdo linearmemte dependentes entdo W(t) = 0 para
todo o t. Portanto, se existe um ponto ¢ onde W (¢) # 0 entao as fungdes x e y sdo linearmente
independentes. A derivada de W (t) é

ey _ z(t) y(t)
W(t)-Det( #() Z.(t) >

(a notacdo é & = d%x/dt? e ij = d*y/dt?). De consequéncia, se z(t) e y(t) sdo duas solucdes da
equagao diferencial homogénea de segunda ordem Z + p(¢) 2 + ¢(¢) z = 0, entao

. t
W(t) = —p(®)W(t)  eportanto  W(t) = W(ty)e JuP)
Em particular, para verificar se z(t) e y(t) sdo independentes num intervalo, é suficiente calcular

W (t) num ponto arbitrario deste intervalo.

Regra de Cramer. Seja A € Mat, «,(R) uma matriz quadrada com DetA # 0. Entdo as suas
colunas Aj, Ay, ..., A, geram o espago R"™, ou seja, a transformagao linear X — AX é invertivel.
Para todo vetor coluna B € R™ existe portanto uma unica solucao do sistema linear

AX =B.
As coordenadas desta solugao sao os unicos coeficientes xy’s tais que
1 A1 +20As + -+ 2,4, = B.

Se substituimos a k-ésima coluna Ay da matriz A o vetor B e calculamos o seu determinante,
acontece que

D(Al,...,B,...7An):D(Al,...,l‘lAl—|—$2A2—|—--'—|—]}n14n,...,14n)
:.TkD<A1,...7Ak7...,An)

pela multilinearidade e a anti-simeria de D. De consequéncia,
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Teorema 11.4 (regra de Cramer). Seja A € Maty,x,(R) uma matriz quadrada com DetA # 0.
As coordenadas xy’s da unica solugdo do sistema linear AX = B sdo os quocientes

aill e b1 N A1n,

as1 . b2 . (05798
Det

apt .- bn ... apn

Tk =

a1 ce a1k e A1n

a1 ce ask ce a2n
Det

(7% I Ank - - Ann

Resolva os seguines sistema utilizando a regra de Cramer

z+2y+z =1 3r+2y+2z =1
or+3y+3z =2 20 -6y +4z =3
—zrz+y+z =-1 r+y+z =2
2¢ +y = —6 3x+y+z =0
—r+2y+4z =1 20 —y+3z =1
—T+z =3 z+y+z =1
Determinante de Vandermonde. Dados n nimeros reais ou complexos z1, 22, . . ., Zn, & matriz

de Vandermonde é a matriz n X n cujas linhas (ou colunas) sa as progressoes geométricas (até o
grau n — 1) dos z;’s, ou seja,

1 2z 22 ... 7!

1 2y 25 ... 237t
V= : :

1 oz, 22 21

O determinante de Vandermonde é o produto

DetV = H(ZJ - Zi)

1<J

Determinante e matrizes invertiveis. Um matriz quadrada é invertivel sse o seu determinante
nao é nulo. A regra de Cramer 11.4 sugere uma maneira de calcular a inversa.

Teorema 11.5. Uma matriz quadrada A € invertivel sse DetA # 0, e a sua inversa € dada por

1
-1 _ T
A7 = Detd (CalA)

Demonstragio. Se A é invertivel, a sua matriz inversa A~! = (;;) satisfaz
AAT =1,

As colunas da matriz identidade I sdo os vetores E1, Fs, ..., E, da base canénica. A identidade
acima entdo diz que as colunas Xi, Xo, ..., X,, da matriz inversa A~! sdo as solucdes dos sistemas
lineares AXy = Ej. Pela regra de Cramer 11.4, as coordenadas z;pde Xy, com i =1,2,...,n, sao
obtidas ao dividir por DetA os determinantes das matrizes obtidas ao substituir a i-ésima coluna
da matriz A o vetor E} da base candnica. E imediato verificar que x;; é entao o elemento ki da
matriz CalA dos complementos algébricos de A O
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Calcule a inversa das seguintes matrizes
1 1 1 1 3
0 1 1 7 5
0 0 1

Determine os valores de A\ para os quais Al — A é singular, quando

(1) (1))

1 0 2 1 -2 8
A=1 0 -1 -2 A= 19 -3 14
2 =2 0 -8 2 =5

[Ap69] 3.17.
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12 Valores e vetores préprios

ref: [Ap69] Vol 2, 4.1-10 ; [La97] Ch. VIII, 1-2

Subespacos invariantes. Seja L : D — V um operador linear definido num subespagco D C V
do espago linear V| real ou complexo. Um subespago linear W C D ¢é invariante (ou estdvel) se
L(W) C W, ou seja, se v e W implica Lv € W. Subespagos invariantes triviais sdo o subespago
nulo {0}, e o préprio V quando D = V.

Mostre que o nicleo Ker(L) e a imagem Im(L) (se D = V) s@o subespagos invariantes.

Determine os subespacos invariantes da transformacdo T : R? — R? que transforma cada
ponto (x,y) no seu simétrico em relagao a reta y = x.

Determine os subespacos invariantes da transformacio T : R? — R? que transforma cada
ponto (x,y) na sua projegao ortogonal sobre a reta y = .

Determine os subespagos invariantes do “cisalhamento” (em inglés, shear) horizontal de fator
u # 0, a transformacao T : R? — R? definida por T(z,y) = (z + uy,y).

Valores e vetores préprios. Seja L : D — V um operador linear definido num subespago
D C V do espago linear V| real ou complexo. Um wvetor prdprio/autovetor (em inglés eigenvector,
do aleméo eigen = préprio) de L é um vetor ndo nulo v € D que gera um subespago invariante
Rv (ou Cv) de dimensdo um para L, ou seja, tal que

onde A € R (ou A € C) é um escalar, chamado valor préprio/autovalor (em inglés eigenvalue) do
operador L (associado ao vetor préprio v).

Teorema 12.1. Se vy,va,..., Vg sdo vetores proprios de L : D — V e se os correspondentes
valores proprios A1, Az, ..., A\, sdo dois a dois distintos (i.e. \; # \; se i # j), entaé os vetores
Vi,Va,..., Vg sao linearmente independentes.

Demonstragao. A prova é por indugao. O caso k = 1 é trivial. Seja civi+cava+- - +cpr1Ver1 = 0.
Aplicando o operador L ou multiplicando por A;41, e depois calculando a diferenca, obtemos

c1(A1 = Apr1)vi +e2(Ae — Apgr1)ve + -+ (A — App1)ve = 0

Pela hipétese indutiva todos os coeficientes sao nulos, e portanto, sendo os valores préprios dis-
tintos, ¢; = ¢a = -+ = ¢, = 0. Entéo também ci41 = 0 (pois vi41 # 0). O

Se A é um valor proprio de L : V — V| o conjunto
Vi={veVtq Lv=2Av}=Ker(A— L)

(A — L denota o operador v — Av — L(v)) é um subespago invariante, diferente do espago trivial
{0}, dito subespago préprio associado ao valor préprio A. A restri¢do do operador linear L a cada
espacgo préoprio Vy é uma homotetia v — Av.

Em particular, se existe uma decomposicao de V como soma direta finita V. = @, Vi de
espagos proprios Vi, associados aos valores préprios distintos A; de L (ou seja, todo v € V é uma
sobreposigao unica v = vy + va + --- + v, de vetores vy € Vy tais que Lvy = A\pvy), entdo o
operador é uma soma direta L = @®j A\ de homotetias. Em outras palavras, se P, : V — V,
denota a projecao sobre V. (definida por Py(v) := vy), entdo L = Y, A\pPj. Tais operadores sao
chamados “diagonalizédveis”. De fato, se V tem dimensao finita, sdo representados por matrizes
diagonais numas bases formadas por vetores proprios.

14 dez 2018
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Todo vetor v £ 0 é um vetor prépro da trasformacao identidade 1vv := v, com valor préprio
A = 1. Todo vetor v # 0 é um vetor prépro da trasformagao nula Oyv := 0, com valor proprio
A = 0. Em geral, todo vetor v # 0 é um vetor préprio de uma homotetia Lv = Av, de valor
préprio .

Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R2 — R? que transforma cada
ponto (x,y) no seu simétrico em relagao & reta y = 2.

Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R2 — R? que transforma cada
ponto (x,y) na sua projegao ortogonal sobre a reta 3y = .

Uma rotacao Ry : R? — R?, definida no espaco vetorial real R? por
(z,y) — (zcosf —ysinh, xsinf + ycosh) ,

nao admite vetores préprios se o angulo 6 ndo é um multiplo inteiro de w. No entanto, a mesma
rotacao pode ser pensada como a transformacio z — €’z definida no espaco vetorial complexo
C ~ R? onde z = z + iy ~ (z,y). Neste caso, todo vetor z # 0 é um vetor préprio, de valor

préprio €.

Determine os valores e os vetores proprios das transformagoes

L(:L’,y) = ($,0) L(:Ery) = ($/2,3y) L(x’y) = (—y,x)
Lz, y) = (z,7 +y) Lz, y) = (z + Ay, y) L(z,y) = (z + oy, y)
L(z,y,z) = (0,y,—2) L(z,y,2) = (y,2,)

Se A é um valor préprio de L:V — V e k € N, entdo A* é um valor préprio de L*.
No entanto, as poténcias L* de um operador podem ter mais valores préprios que o préprio
L. Por exemplo, uma rotagdo R/ de um angulo /2 no plano nao tem valores préprios, mas o
seu quadrado R 2R,/ = R admite um valor préprio, —1 (cuja raiz quadrada nao é um nimero
reall).

Em particular, os valores préprios de um operador nilpotente (um operador tal que alguma
poténcia L™ é o operador nulo) ndo podem ser diferentes de zero.

Se L : V — V é um automorfismo (i.e. uma transformagio linear invertivel) e v € V é um
vetor préprio de L, entdo v é um vetor préprio de L1

[Ap6Y] 4.4.

Resolvente e espetro. Se A é um valor préprio do operador linear L : V — V| entéo o operador
L)\ =A—L

nao é invertivel (pois um autovetor v associado a A estd no seu nucleo). O espetro do operador L
é o conjunto
o(L) :={Ae€C t.q. A— L ndo é invertivel } C C,

ou seja, o conjunto dos valores complexos de z € C fora dos quais existe o operador resolvente
R.:=(z—L)""

O ntdmero p(L) := sup, ¢,z 2] € dito raio espetral do operador L. Em particular, se A é um valor
préprio de L, entdo o seu médulo é limitado por [A| < p(L).

Quando V tem dimenséo finita, o espetro o(L) coincide com o conjunto (finito) dos valores
préprios, pois se Ly nao é invertivel entdo o seu nicleo ker(Ly) ndo é vazio, e um vetor nao nulo
do ntucleo de L) é por definicado um vetor préprio de L.

Em geral, em dimensao infinita, o espetro pode conter niimeros que nao sao valores préprios.
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O operador deslocamento (em ingés, shift) S : (z1,22,x3,...) — (z2,23,Z4,... ), definido no
espaco RY das sucessoes reais, ndo é invertivel, portanto 0 € ¢(S). Determine o espago préprio
Ker(95).

Operadores derivacao e multiplicacao. O operador derivacdo envia uma fungao derivavel
f(z) na funcao

0f)(z) = f'().

Pode ser pensado como un endomorfismo de C*(R), o espago linear das funcdes infinitamente
diferencidveis definidas em R com valores reais ou complexos. O produto P := —ih 0, onde h ~
1.054---x 1073% J - s é a constante de Planck reduzida, é o operador momento na “representacio
de Schrodinger” da mecanica quantica. O operador multiplicagdo envia f(z) em

(X)) (@) = f(z).

Observe que 0 e X nao comutam. De fato, 9X — X0 é o operador identidade.

Todo A\ € C é um valor préprio do operador derivagao, e o espago proprio associado ao valor
préprio A é gerado pela funcio exponencial e’. Se Ai,...,\, sdo distintos, entdo as funcdes
eM® ..., eM? sdo linearmente independentes.

O subespago Pol(R) € C*°(R) dos polinémios é um subespaco invariante de 8. O subespago
Pol<,,(R) C Pol(R) dos polinémios de grau < n é um subespago invariante do operador derivagao?
E do operador multiplicacao?

Mostre que os vetores préprios do operador L = X9, definido em Pol(R), sdo os mondmios
f(z) =a™

Fixada uma “frequéncia” A, real ou complexa, o espaco dos quase-polinémios. p(x)e’®, com
p € Pol(R), é um subespago invariante para qualquer operador diferencial com coeficientes constan-
tes L = a, 0" + -+ -+ a10 + ag. Esta observagéo justifica o método dos coeficientes indeterminados
para encontrar uma solucdo particular de uma EDO linear Lf = g quando a “for¢a” g(z) é um
quase-polinémio.

Operador primitivacdo. O operador primitiva¢do envia uma funcao integrével f(z) numa das
suas primitivas F'(z), por exemplo a fungao

(Pf)(x) = / oy

Pode ser pensado como um endomorfismo do espago linear real C*°(R) das fugdes infinitamente
diferenciaveis.

Mostre que o operador P : C*°(R) — C*°(R) nao tem valores préprios (derive a identidade
Pf = \f para obter uma equacgao diferencial para o suposto vetor préprio f(x), e observe que a
mesma identidade também implica uma condigao inicial f(0) ...).

Mostre que 0P é o operador identidade. Calcule o comutador P — P0.

Operadores diferenciais, translagoes e ondas planas. Sejam 2 C R™ um aberto e V =
C> () o espaco vetorial complexo das fungdes f : Q@ — C infinitamente diferencidveis. Dado um
multi-indice a = (a1, a9, ...,a,) € N, de grau |a] := a1 + @z + - - - + ay,, 0 operador diferencial
0% : V — V é definido por

olal ¢

= X).
[ (0% e
0x{"'0x5? ... 0xn"

(07 f)(x) :
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As ondas planas eg(x) := e’®* com £ € (R")* ~ R", sido fungdes préprias dos operadores diferen-
ciais 0%, com « € N™ com valores préprios (i&)® := (i&1)* (i€2)*2 ... (i&,)*, ou seja,

8%5 = (if)aeg .
O operador de transla¢ao T,, com a € R™, é definido por
(Taf)(x) = f(x+a).

As ondas planas eg(x) = €€ sdao também fungdes préprias dos operadores de translagdo com
valores préprios A\a(€) = €42, ou seja,

Taee = €2 .
O operador de modulagio Mg, com £ € (R™)* ~ R", é definido por
(Mg f)(x) = e f(x) .

E imediato verificar que Ty Mg = eig'aMgTa. Os operadores translacao e modulagao geram o grupo
de Heisenberg.

Polinémio carateristico. Se A é um valor préprio do operador linear L : V — V, entdo o
operador Ly := A — L nao é invertivel, e os vetores proprios com valor préprio A sdo os vetores nao
triviais do ntcleo de Ly. Se V = R" ou C" tem dimensao finita, entao, fixada uma base, o operador
Lé X — AX, onde A € Mat, x,(R) ou Mat,, x,,(C) é uma matriz quadrada (que depende da base
escolhida). O escalar A € R ou C é um valor préprio da matriz quadrada A (ou do operador L)
sse a matriz Al — A é singular, ou seja, sse

Det (\] — A) =0.

O polindmio carateristico da matriz quadrada A € Mat,,«,(R) é o polinémio

] Pa(z) := Det (2] — A) \

De consequéncia,

Teorema 12.2. O escalar \ é um valor préprio da matrriz A (ou do operador definido pela matriz
A) sse é uma raiz do polindmio carateristico, i.e. se P4(\) = 0.

O espago préprio associado ao valor préprio A é V), = Ker(A — L). Em particular, os vetores
préprios associados ao valor préprio A sdo as solugdes nao triviais do sistema homogéneo (AI —
AV =0.

Mostre que A e AT tém o mesmo polinémio carateristico.
Verifique que o polinémio carateristico da matriz 2 x 2
a b
=(00)
é Pa(2) = 22 — (a+ d)z + (ad — be). Verifique que Pa(A) = 0, ou seja, que
A? — (trA) A+ (DetA) I =0

Os valores préprios de uma matriz nilpotente (uma matriz A tal que alguma poténcia A™ = 0)
nao podem ser diferentes de zero.

A matriz quadrada A é unipotente (ou seja, A — I é nilpotente) sse o seu polinémio cara-
teristico é uma poténcia de z — 1, e portanto os seus valores préprio sao todos iguais a 1.
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Determine valores e vetores proprios dos endomorfismos definidos pela seguintes matrizes
2 0 1 1
A—(o 1/3) A‘(o 1)
1 0 2 1
=) =0

2 5 -1 1 1
A= 0 -3 1 A= 0o -2 1
0 0 7 -4 0 3
2 11 7T 5 1 10 0
A=1 2 3 2 A= 0 -2 1 A=10 0 -1
3 3 4 20 O 01 0
[Ap69] 4.10.

Matrizes semelhantes e diagonalizagao. As matrizes quadradas A, B € Mat,,«,(R) sao ditas
semelhantes se existe uma matriz invertivel U € Mat,, «,(R) tal que

B=U"1AU,

ou seja, se representam a mesma transformacao linear L : R® — R"™ em bases que podem ser
diferentes. Se A e B sao semelhantes entdo DetA = DetB. Matrizes semelhantes tém o mesmo
polinémio carateristico, pois

Det (21 — U~ AU) = Det (:U'1U — U~ AU)
=Det (U (21 — A)U) = Det (21 — A)

e portanto os mesmos valores proprios.

A matriz quadrada A € Mat, xn(R) é diagonalizdvel se é semelhante a uma matriz diago-
nal. Se (o operador linear L : R®™ — R" definido na base candnica pel)a matriz quadrada
A € Mat, «x,(R) admite n vetores préprios linearmente independentes vi,va,...,v,, com valo-
res proprios i, Ag, ..., Ap, respetivamente (ndo necessariamente distintos), e se U € Mat,, x,(R) é
a matriz (invertivel, pela independéncia dos v’s) cujas colunas sdo os vetores vy, entdo U~ LAU é
a matriz diagonal

A0 0
0 Ao 0
A= )
0 O An
Se A1, Ag, ..., A\, sdo as raizes (em geral, complexas e distintas) do polinémio carateristico da

matriz quadrada A € Mat,,«,,(C), entdo

Pa(t) = (z=A)(z = A2) -+ (2 = An)
=2"— M+t A2 T (D) (M A

Mas P4(0) = DetA, e portanto

[ DetA = Az A, |

Também acontece que

[trA =X+ do+ -+ A

(pois tr(AB) = tr(BA), e portanto tr(A) = tr(U 1 AU) = tr(A))

Mostre que se A e B sao semelhantes entao DetA = DetB.
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As matrizes

— =
~

sao semelhantes?

Diagonalize as seguintes matrizes, ou mostre que nao é possivel.
2 1 1 0 11
1 1 1 3 1 1
2 1 2 1 0 1
-1 4 -1 0 0 0

Gato de Arnold. Considere a transformacao L : R? — R? definida pela matriz

2 1
(1)
ou seja, L(z,y) = (22 + y,z +y). O polinémio carateristico é P4(z) = 22 — 32 — 5, e portanto os
valores préprios sdo A+ = (3 ++/5)/2. Vetores préprios correspondentes, que satisfazem L(v.i) =
A1V, sdo (por exemplo)
Vi = (907 1) e vV = (17 790)

onde ¢ = (1 + \/5)/2 ~ 1.6180339887... é a “razao” dos gregos. A matriz que representa L na
base (v4,v_) é a matriz diagonal A’ = diag(Ay,A_). Observem que Ay > 1e 0 < A_ <1, e
portanto L estica os vetores da reta Rv, e contrae os vetores da reta Rv_. Observem também
que DetA = Ay A_ = 1. Em particular, L preserva as areas. A matriz A é invertivel, e a sua
inversa A~! tem entradas inteira (pois DetA = 1). Em particular, L e L™! preservam o subgrupo

72 C R?, ou seja, L(Z?) = Z2. Isto implica que L define uma transformacao invertivel T : T? — T?
do “toro” T? := R?/Z?, definida por

(z,9) +Z% = z+y,x+vy) +Z>

A “dindmica” da transfomacao T, ou seja, o comportamento das trajetérias v — T'(v) — T(T(v)) —
..., é particularmente interessante, e T' é o arquétipo de uma classe importante de transformagoes,
ditas “hiperbdlicas”.

Cayley-Hamilton theorem. If p € C[z] is a polynomial in the indeterminate z, for example
p(z) = arz®+ -+ a1z+ag, and A an n x n matrix, real or complex, one defines the matrix p(A)
as

p(A) == apA* + -+ a1 A+ agl .

For example, one may consider the characteristic polynomial P4(z) of a square matrix A, and try
to compute P (A).

If A = diag(A1, A2,..., A\n) is a diagonal matrix, a simple computation (using the fact that its
powers are also diagonal with entries which are powers of the \;’s) shows that Py(A) = 0. A
diagonalizable matrix as D = U~'AU has its powers of the form D¥ = U~1A*U, and consequently
Pp(D) =U"'Py(A)U =0, since Pp = Py.

The set of diagonalizable complex matrices is dense in the space Mat,, x,(C) = cr. Indeed, it
is the set of those matrices such that the characteristic polynomial P4(z) has n distinct complex
roots. In particular, for any n x n matrix A, real or complex, we may find a sequence (D,,)men of
diagonalizable complex matrices such that D,, — A (w.r.t. some compatible norm). By continuity
we get

Teorema 12.3 (Cayley-Hamilton). Any square matriz A satisfies its characteristic equation, i.e.

Pa(A) =0
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If A is an invertible n x n matrix, then we may multiply the identity Ps(A4) =0 by A~1, and
obtain a formula for the inverse matrix A~' as a function of the powers A%, A, A2, ..., A~ For
example, show that the inverse of an invertible 2 x 2 matrix A is

_ 1
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