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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures
on “Algebra Linear e Geometria Analitica para Ciéncias” for students of FIS and ENGFIS
during the a.y.’s 2021 /22 and 2022/23. They are rather informal and certainly contain mistakes
(indeed, they are constantly actualized). I tried to be as synthetic as I could, without missing
the observations that I consider important.

Chapters correspond, at least in my intention during the first draft, to weeks, i.e. four
hours lectures. Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all I plan
to lecture. So, I included sketched or even empty paragraphs, about material that I think
should/could be lectured within the same course, given enough time.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I
have learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all
material can be found in [Ap69], [Lad7] and [Ax15]. A very nice visual introduction is in
3bluelbrown. More advanced material may be found in [Ha58], [Po82] or [La87]. Those who
love mathematics may look at what really algebra is about in the historical [Wa91] and then
at the classic [MB99] or at the Bourbakist [Go96].

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:

e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”, and is used to introduce worked
and important and (I hope!) interesting examples.

means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Black paragraphs form the main text.

Blue paragraphs deal with curiosities and ideas relevant in mathematics, physics, engine-
ering or other sciences. They may be the main reason why all this maths is worth studying
for you. Some of them will probably only be understood and appreciated much later in your
career.

Red paragraphs (mostly written in english) are more advanced or non trivial facts and
results which may be skipped in a first (and also second) reading.

0 indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher, SketchBook or Paintbrush on my MacBook, or taken
from Wikipedia, or produced with Python and Matlab .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 2.5 Portugal License.
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Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B ¢ a intersecao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reuniao dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Funcgoes. Uma funcao f:X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X x Y tal que para cada € X existe um tnico y := f(z) € Y, dito
imagem de x, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio séo claros, uma func¢ao pode
ser denotada apenas por z — f(z), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de z. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) := {f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da fungao f: X — Y é o conjunto f(X) := {f(z) com z €
X} CY dos valores da fungéo. O grdfico da fungdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :=={(z,y) €e X XY t.q. y=f(r)} C X xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A fungao identidade 1x : X — X é
definida por 1x(z) = z, e o seu gréfico é a diagonal {(z,z) com z € X} C X x X.

A restricio da funcao f: X — Y ao subconjunto A C X é a fungao f|, : A — Y definida
por f|,(a):= f(a) se a € A.

A composi¢ao das fungoes f: X - Y eg: f(X)CY — Z éafungdo go f : X — Z definida
por (g0 f)(x) = g(f(x)), ou seja,

vy = f(r) = 2z=g(y) =g(f(x))

Uma fungao f : X — Y é injetiva se x # 2’ implica f(x) # f(2), e portato a imagem f(X)
é uma “copia” de X. De fato, uma funcao injetiva admite uma inversa esquerda, uma funcao
g: f(X) = X tal que g(f(x) = x para todo x € X. Uma fungio f : X — Y é sobrejetiva se
todo y € Y é imagem y = f(z) de algum = € X, ou seja, se Y = f(X). Uma fungdo f: X - Y
é bijetiva se é injetiva e sobrejetiva, e portanto admite uma funcao inversa f~!:Y — X, que
verifica f~1(f(x)) =z e f(f~*(y)) =y paratodososr € X ey €Y.
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0 A reta real

A reta real R é um corpo ordenado e completo.
A linguagem da filosofia. “... Signor Sarsi, la cosa non ista cosi. La filosofia e scritta in
questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi agli occhi (io dico I'universo), ma
non si puo intendere se prima non s’impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali
¢ scritto. Egli & scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure
geometriche, senza i quali mezi ¢ impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi ¢ un
aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.” !

A reta real. Fixada uma origem (ou seja, um ponto 0), um unidade de medida (ou seja, a
distancia entre 0 e 1) e uma orienta¢do (ou seja, uma dire¢do “positiva”), é possivel representar
cada ponto de uma reta com um numero real x € R. Vice-versa, ao nimero = € R corresponde o
ponto da reta colocado a uma distancia v#2 da origem, na direcéo positiva se z > 0 e negativa se
z < 0.

Esta é, pelo menos, a nossa ideia “intuitiva”’. A reta real pode ser definida, axiomaticamente,
como um “corpo ordenado e completo”. Se compreendem esta frase, podem passar a seguinte secao
1. Para conveniéncia do leitor, lembramos brevemente estas nogoes, omitindo provas e construgoes,
nesta secao 0. Umas Stimas referéncias sdo a introdugao de [Ap69] e o capitulo III de [Li95].

0.1 Natural and integer numbers

Counting. We count finite collections of similar objects (as fingers in our hand, years, molecules
in a mole of gas, baryons in the Universe) using the numbers

1,2,3,4,5,...,33,...,6 x 10%3,...,10%, ..

We may “sum” 33 goats and 66 goats, to get a flock of 33 + 66 = 99 goats. Also, we may need a
surface of 23 x 23 = 529 square meters to build our pyramid with side of 23 meters. Conversely,
we may sell 2 of our 99 goats and stay with the remaining flock of 99 — 2 = 97 goats. Or we may
store the visible mass ~ 4 x 104 kg of the Milky Way into ~ (4 x 1041)/(2 x 103°) = 2 x 10!! stars
of the same size of our Sun (estimated to be ~ 2 x 103Y kg).

Peano axioms for the natural numbers. We use the notation N := {1,2,3,4,5,...} for the
set of natural numbers. It is convenient to define N by a (minimal) set of “axioms”, and this is
what Giuseppe Peano ? did back in 1889:

N1 any natural n € N has a “successor” n™ € N (which, a posteriori, we think as n + 1), different
from n, and no two different naturals have the same successor;

N2 there is an element, called “one” and denoted by 1 € N, which is not the successor of any
natural;

N3 (induction principle) a subset A C N which contains 1 and such that n € A implies nt € A is
the whole N.

The third axiom is the key to prove that certain statements about numbers are valid for all naturals
(since we humans have no time to check for all of them!). It is also the property that makes possible
recursive definitions, as we’ll see soon.

Once accepted the axioms, we set 2 := 1%, 3 := 2% 4 := 3% ... and so on (but of course any

other list of symbols, as % 5 & ... would do).

1Galileo Galilei, Il Saggiatore, 1623.
2G. Peano, Arithmetices principia, nova methodo exposita, 1889.
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We define sums inductively, starting from n + 1 := n*, and setting n + (m™*) := (n +m)*.
The sum of two numbers represents a cardinality of an union. For example, 3 + 4 = 7 means

[eee |+[cees|=[esveses ]

We define products inductively, starting from n -1 = n, and setting n - (m™) := n-m+n. Thus,
d - a is the sum of d times a, i.e.
d-a=a+a+---+a
—_————
d times

and actually represents an “area”. For example, 4 -3 = 12 means

o HEE

If a + b = ¢, we say that b is the difference between ¢ and a, and write b = ¢ — a. Thus, for
example, 7 =13 — 6.

If g-r = p, we say that r is the ratio between p and ¢, and write r = g or p/q. Thus, for
example, 3 = 21/7.

e.g. Triangular numbers. The sum of the first n naturals is given by the formula

1
1+2+3+---+n:%7
which you may conjecture summing the last with the first numbers (hence n + 1), then the last
and the first of what remain (again n — 142 =n+ 1), and so on, up to a total of n/2 such pairs,
or, following the Greeks, observing the following picture (red bullets form the “gnomon”) :

If you are not satisfied with that, you check the formula for n = 1 (this gives 1 = 1-2/2), assume it
holds for n, sum the next term, which is n+1, and verifies that n(n+1)/24+(n+1) = (n+1)(n+2)/2,
so that the formula also holds for n+1. The induction principle N3 then guarantees that the formula
holds for “all” the naturals. This is an example of “proof by induction”.

Observe that for large n this grows as

2

14243+ 4n~ =

(the area of an isosceles rectangular triangle with sides n)
Show that the sum of the first n odd numbers is
1+3454+7+---+2n—-1)=n-n

(i.e. n?, but we have not introduced this notation yet!), as the following picture suggests (again,
red bullets form the “gnomon”):

and guess a formula for the sum of the first n even numbers

2444+6+--+2n

Guess the first significant term in the sum
14+4+9+16+25+ - +n’

of the first n square numbers (look at the picture above, and put one square over another ... ).
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Well-ordering principle. We may define an order in N saying that n < m (“n is smaller than
m”) if there exists © € N such that n +z = m. We say that n <m (“n is not greater than m”) if
n < m or n = m. This relation is stable under sums and products: if n < m then also

n+r<m+uzx and n-x<m-zx

for all x € N. It is clear that 1 is the “smallest” of all the numbers, i.e. 1 < x for all x € N. The
induction principle N3 is equivalent to the statement that any subset of the naturals has a smallest
element:

WO (well-ordering principle) every subset A C N has a first element (or minimum), i.e. an
element a € A such that a < x for all z € A.

Integers. It turns out (but this took quite a large time to mankind!) that even elementary
problems are solved with much easy if we enlarge our numbers allowing negative numbers, like
—237, hence a zero number, that we denote 0. The set thus obtained is the set of integer numbers

Z::{"‘7_37_27_17071,2,37...}.

(from the german zahlen = numbers) The two operations, + and x (but we’d rather use “dots”
for multiplication, like in 7 - 3 = 21, or even nothing when there is no possible confusion, like
in ab = a - b) are then characterised by the following properties, which define a structure that
mathematicians call commutative ring.

R1 (associativity of both + and x) (z+y)+z=x+(y+2) (x-y)-z=x-(y-2)
R2 (commutativity of both + and x) rTry=y+x Ty=y-x

R3 (existence of neutral elements for both + and x) there exist two element, 0 and 1, called
neutral element for the sum and for the multiplication, respectively, such that x +0 = 0 and
z-1l==x

R4 (existence of the inverse for +) for any x there exists «’, called additive inverse or opposite of
x, such that z + 2’ =0

R5 (distributive law) r-(y+z)=x-y+tax-z

It is plain that all primary school arithmetical rules may be derived from these properties/axioms
(but you should try to prove them by yourself!). To start with, you may derive the useful rule

at+zrz=a+y = zT=y (0.1)

summing to both sides of the first equality the additive inverse of a, using R1 and R3. In

particular, this implies that the additive inverse in R4 is unique, for if z + 2’ = 0 = x + 2", then
by the above rule (0.1) we get «’ = 2.

This also implies that subtraction is possible: given a and b, there exists a unique x such that

at+zxrz=">

(just take x = b+a’, where a’ is the opposite of a, and check that it solves the problem, uniqueness
being a consequence of (0.1)). Such difference is conveniently denoted by = b — a. In particular,
the opposite of a is 0 — a, and should be better denoted simply by —a. Finally, one easily check
the following rules concerning the minus sign:

b—a=b+ (—a) —(—a)=a a(b—c) =ab—ac

It is useful to have a short notation for repeated sums

N
dowpi=wi a4y

n=1
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and products

[[on =10 ean

n=1
This is possible thanks to the associativity of both sums and products. The product of the first
n naturals is ubiquitous when counting cardinalities, and deserves a name: it is called n factorial,
and denoted by
nl:=1.2-3-----(n—=1)-n.

It is convenient to have a short notation for repeated products of a fixed number. For example,
the product x - x is said “z squared”, and denoted by x? (for, if z > 0, it is the area of a square
with side z). Similarly, z - z - = is said “cube of 7, and denoted by z3 (if z > 0, it is the volume

of a cube with side z). For integer n = 1,2,3,..., the n-th power of the (rational) number z is
defined by
t=x-x- .. -2
n times

(to be pedant, recursively according to ! := x and 2"*! := 2" - x for n > 1). It is useful to set

20 := 1, so that the law of exponents 2™ - ™ = 2"+™ holds for all exponents m,n > 0.

Division, factorization and primes. We say that the number a divides (or is a divisor of) the
number b, and we write a | b, if there exists a d € N such that ad = b. If a does not divides b, we
write a t b. Given any p < ¢, either p|q, so that ¢ = dp for some d € N, or there exist a unique
d € N and a unique “rest” 0 < r < ¢ such that

qg=dp+r.

We say that a natural number p is prime if it is not divided by any other natural but 1 and itself.
Thus, 2, 3, 5, 7, 11, 13, ...are primes. It is a fundamental fact of arithmetic (which you could
find in the classic book by Hardy and Wright *) that any natural n can be uniquely factorised (up
to order!) into prime factors, i.e. written as n = pi'p5?...pp* for some primes p; and exponents
n; € N. Thus, primes are the building blocks with which all naturals are constructed.

Here is Proposition 20 of Book IX of the Elements by Euclid:

Ol np@toL dpLhuot mAetoug elol Tavtoc T00 npotehévroc Thihoug Tpdhtwy dphuot *
or, in modern language,
Teorema 0.1 (Euclid). The set of prime numbers is not finite.

Indeed, following Euclid, assume that py, ps, ..., p, are all the primes. We could take their
product and sum one, i.e. form the number z = pips...p, + 1, and observe that x is not divisible
by any of the py, since the rest of the division is always 1. Since z is larger than any of the py, it
must have a prime divisor larger than all of them.

Clock arithmetics. Less obvious is that there exist other commutative rings. For any integer
n > 2, we may equip the quotient Z/nZ := {k + nZ, with k € Z} = { 0,1,...,n — 1} with the
obvious ring structure inherited from Z. Thus,

(a4+nZ)+ (b+nZ)=a+b+nZ and (a+nZ)-(b+nZ)=a-b+nZ.

Such rings may have divisors of zero. Indeed, if n is not prime, but a product n = pq, then
(p+nZ)-(q+nZ)=0+nk.

3G.H. Hardy and E.M. Wright, An Introduction to the Theory of Numbers, fourth edition, Oxford University
Press, 1959.

4“Prime numbers are more than any assigned multitude of prime numbers” [Euclid, Elements, Book IX, Propo-
sition 20].
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0.2 Rationals

Ratios and proportions. Integers are not enough to measure the relative sizes of different
quantities. As explained by Euclid in Book V of his Elements, we may need to consider ratios x : y
between couples of magnitudes of the same type. Equalities between two ratios are then called
proportions. For example, two “commensurable” magnitudes (i.e. magnitude that can be measured
by a same quantity/unit) x and y are in the ratio 7 : 3 if there is a smaller quantity z such that
x = 7z and y = 3z or, equivalently, if 3-x = 7-y. Thus, if the recipe of a cake for 4 persons uses 6
eggs, and you need the same cake for 7 guests, you must use a number = of eggs which solves the
proportion 6 : 4 = x : 7 (but Greeks didn’t like ratios between quantities of different kind!).

Rationals and the four operations. We may form quotients p/q of integer numbers with
“denominator” ¢ not being 0 (but to be pedantic, we should speak about “ordered pairs” of
integers (p,q) with ¢ # 0, or better “equivalence classes” of such pairs, under the equivalence
relation (p,q) ~ (p',¢’) iff p¢’ = qp’ ...), and define their sum and product as

a c ad + bc a ¢ ac
+ - = and - ==

b d bd b d bd
Of course we interprete a/1 as a, so that we have a natural inclusion of Z inside the fractions. In
addition to the properties of a commutative ring, axioms R1-R5, the set of fractions also satisfies
the following axiom

F6 (existence of the inverse for x) Vx # 0 there exists 2’ such that z -2/ =1

Indeed, the inverse of a non-zero fraction p/q is simply ¢/p. A set equipped with two binary
operations satisfying properties R1-5 and F6 is called a field. The set of fractions is therefore
called rational field, and denoted by Q.

A first important consequence of F6, together with the R1-5, is the rule

Ax=Ay and AX#0 = zx=y. (0.2)

as follows multiplying both sides of of the first equality by the multiplicative inverse of A and
using associativity R1 and F6. In particular, this implies that multiplicative inverses are unique.
Indeed, if 2’ and 2" are two multiplicative inverses of the same = # 0, then zz’ = 1 = zz”, and
therefore, by the above rule, z’ = x”.
This also implies that division is possible: given a # 0 and b, there exists a unique x such that

ar=2>5

(just take x = ba’, where a’ is the multiplicative inverse of a, and check that it solves the problem,
uniqueness being a consequence of (0.2)). Such z is called quotient between b and a, and denoted
by b/a. In particular, the unique multiplicative inverse of a # 0 is then denoted as a~! or 1/a.
Finally, one checks the following rules concerning division:

bla=0b-a"" (ail)_l =a (if a#0)

One also check that a field has no divisors of zero: if ab = 0 then either ¢ =0 or b = 0.
Given z # 0, we also define negative powers according to =™ := 1/z™, for n = 1,2,3,....
Then, for all n,m € Z, and all x # 0, we have the law of exponents z™ - z™ = g™,

Linear equations. In a field, like the rationals (or, as you will see, the reals), we are able to
solve a first degree equation like
ax+b=0

(as usual, the notation above means that we are given the numbers a and b, and we want to find
possible values for the “unknown” ). Indeed, we simply put b on the right hand side, multiplying
by —1, and then divide by a (the case a = 0 being trivial: it is no equation at all!). The solutions,
which is obviously unique, is

x=—b/a.
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Binomial formulas. The square of a binomial is
(a+b)? =a*+2ab+b?
Also,
(a4 b)(a—b) =a® - b?

Less obvious is that one can give a formula for the n-th power of a binomial. This has been found

by Newton, and is
(a+b)" = Z <Z> akpnk

k=0
where the binomial coefficient is defined as

(0) = mom

Finite fields. There exist finite fields, i.e. fields formed by only a finite number of elements.
Examples are Z, := Z/pZ when p is a prime number. The smallest is Zs, the field formed by just
two elements 0 and 1, equipped with the arithmetic rules: 0+0=0,04+1=1,14+1=0,0-0=0,
0-0=1and1-1=1.

Order. The field of rationals is an ordered field, i.e. may be “ordered”. This means that we may
define a subset Q* := {p/q with p,q € N} of positive rationals satisfying the “axioms of order”

01 0¢Q*,
02 ifa,bcQt, thenalsoa+becQt anda-bec Qt,
03 if z # 0, then either z € Q" or —z € Q" (and not both!).

We then define Q := Q\(Q* U {0}), the set of negative rationals. We say that a < b if there
exists a ¢ € QF such that a + ¢ = b. We say that a > b if b < a. In particular, all ¢ € QF, as for
example 1, are ¢ > 0, and all b € Q™ are b < 0. We also say that a < bif a < b or a = b, and then
that a > bif a <b.

A first consequence is that for any couple of numbers a ad b we have a trichotomy: either a < b,
or else a = b or else a > b. In particular, a < b and b < a imply a = b. Another consequence is the
following transitivity:

a<b and b<ec = a<c
Clearly,
a<b = at+c<b+c
and also
a<b and c¢<d = at+c<b+d
Moreover,

ad<bd if d>0

a<b = {ad>bd it d<0

In particular,
a<b = —b< —a

Also, if ab > 0, then a and b are either both positive or both negative. Finally,
a#0 = a-a>0

i.e. squares of non-zero numbers are positive. In particular, 1 > 0.

Prove, by induction, the Bernoulli inequality: for any n =1,2,3,... and any = > —1

1+z)">1+nx
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0.3 Irrationals and completeness

Pythagora’s theorem. Take a rigth triangle, set to 1 the length of the hypotenuse, and call
« and B the lengths of the other sides. The altitude from the vertex opposed to the hypotenuse
divides the latter into two pieces of lengths a? and 32, because they are sides of right triangles
similar to the first one, having hypotenuses the two sides of length « and (3, respectively. Therefore,

a?+p52=1.

For example, the diagonal ¢ of a square with unit side satisfies 1 4+ 1 = ¢2.

Babylonians-Heron method to compute square roots. Consider the problem to find the
side ¢ of a square given its area A > 0, that is, the number which we modern call £ = VA. A
method, described by Heron of Alexandria °, but most probably already known to the Babylonians
67, consists in constructing recursively rectangles with fixed area A and sides which are nearer and
nearer. Let b1 and a; be the base and the height of the first rectangle, respectively, so that a;b; = A.
Then the second rectangle has for base the arithmetic mean by = (a; + b1)/2 and consequently
height as = A/by, the third rectangle has for base the arithmetic mean by = (ag + b2)/2, ...and
so on. The recursive equation for the basis is

1 A
bpe1==(bp+— ).
+1 2( +bn>

Observe that if the area A and the initial conjecture b; are rationals, then all the b,, are rationals
too.

The algorithm converges, and quite fast. Consider, for example, A = 2, so that we are looking
for v/2. We could, as the Babylonians, start from an initial guess b; = 3/2 for V2 (since 12 < 2 <
22), and find

577 665857

17
by = — ~141 by = — ~ 1.41421 2 by =
2= 15 666666666 5= 108 568627 1= 1m0832

As you see, the sequence stabilizes quite fast.

As a first attempt to explain this miracle, we could start looking at the recursive equations for
the bases and the heights of the rectangles:

2 2
(s0, the next height is the “harmonic mean” of the base and height). We see that the b,,’s and the

ay’s form decreasing and increasing sequences, respectively (disregarding the first guess, of course),
namely

~ 1.41421356237

bn+1 = 1/an+1 =

az<az<--<ap, < ... Kby <o <by3 < by,

The real root is somewhere between, namely a,, < v/2 < b,. Hence, we have an explicit control of
the error: the difference between b,, (or a,) and the real value of v/2 is not greater than |b, — a,|.
A computation shows that the lengths of those intervals, the differences €,, = b,, — a,, satisfy the
recursion

1
En+1 < 5 *En

So, and initial “error” £; < 1 (an easy achievement, since we easily recognise squares of integers)
reduces to at least g, < 27" after n iterations. The true error is actually much smaller. Indeed,
in our example we may compute

17 12 1 577 2408

22 = _— ~0. =20 ot — = ~ 0. 4
€2 0005 and ey = oo~ 20 = poeme = 000000

T2 Y17 204
So that the first improved guess bs has already one correct decimal, and the second, b3 has already
four correct decimals!

5Heron of Alexandria, Metrica, Book 1.
6Carl B. Boyer, A history of mathematics, John Wiley & Sons, 1968.
70. Neugebauer, The ezact sciences in antiquity, Dover, 1969.
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Irrationals. What Babylonians didn’t suspect is that if you start with a rational guess for v/2,
you get an infinite sequence of rational approximations, but the process never stops. This is due
to the following great discovery of Greek mathematicians.

Teorema 0.2 (Pythagoras). There is no rational number whose square is equal to 2.

In modern language this means that the square root of 2 is not rational. Indeed, assume that
such a rational p/q exists, and assume it is reduced. Squaring we get (p/q)? = 2, that is, p? = 2¢>.
Therefore, p? is divisible by 2, hence by 22 (because the factorisation of a square must contain
even exponents). But this implies the existence of an integer r such that 22r = 2¢2, hence also ¢*
is divisible by 2, contrary to our hypothesis that the fraction p/q was reduced.

It is clear that the same proof work with other square roots.

Supremum axiom. Pythagoras theorem suggests the need to enlarge the field Q of rational
numbers and get a larger field. This is done by admitting a new axiom, in addition to the axioms
of field and order. This is a rather technical point, but it amounts to saying that the reals “have
no holes”, and may be thought as a continuous line of points.

First, we need some terminology. A upper bound (limite superior) of a set of numbers A is any
number v such that a < u for any a € A. If it happens that an upper bound belongs to A itself,
then it is called a mazimum of A, and denoted max A. Similarly, a lower bound (limite inferior)
of a set A is any number ¢ such that ¢ < a for any a € A. A lower bound which belongs to A
itself is called minimum of A, and denoted min A. It is clear by the axiom of order, that both a
maximum and a minimum, if they exist, are unique.

Clearly, a set of numbers may have no upper and/or lower bound. This is the case of N or —N,
respectively.

A set of numbers A is bounded from above if it admits an upper bound, and bounded from below
if it admits a lower bound. It is called bounded if it admits both upper and lower bounds (i.e. if
there exists a number K such that |a| < K for any a € A).

It may also happens that a set is bounded above and/or below without having maximum and/or
minimum. For example, the set { 1,1/2,1/3,1/4,...} formed by the inverses of the naturals is
bounded, its maximum is 1, but it has no minimum.

We define the supremum of A, notation sup A, as the smallest of all the upper bounds of A.
This means that s = sup A ifa < sfor all a € A, and if no b < s is an upper bound for A. Similarly,
we define the infimum of A, denoted inf A, as the largest of all lower bounds. Both supremum and
infimum, if they exist, are clearly unique by the axiom of order.

If the set A has a supremum s, then for any € > 0 there exists some a € A such that a > s —¢
(for otherwise s — ¢ would be a majorant which is smaller that s). This means that A contains
points arbitrarily close to its supremum (which is not necessarily true for a maximum!). A similar
statement holds for a set which admits an infimum.

This is the final axiom, to be added to the field and order axioms, which entirely defines the
real line:

S1 (the supremum aziom) Any not-empty subset A C R of the real line which is bounded from
above has a supremum.

Of course, also any not-empty subset B C R which is bounded from below has a infimum (just
reverse the signs of the numbers forming the set).

Finally, the real line R is the unique (up to isomorphism!) ordered and complete field, i.e. is
characterised by the axioms R1-R5, F6, O1-O3 and S1. For a proof of uniqueness you may consult
[Ap69]. Existence of such a field uses constructions by Dedekind (cuts) or Cantor (sequences).

Let A and B two non-empty sets of the real line R such that a < b for any a € A and b € B.
Show that A admits a supremum, B admits an infimum, and that

sup A < inf B
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Existence of the square root of two. So, for example, consider the set of decreasing rationals
cor < by < -+ < b3 < by obtained by the Heron method as basis of rectangles of area equal to
2. Since they all satisfy b2 > 2, they admits an infimum, say b, which clearly satisfies b? > 2.
Similarly, the heights ay < az < --+ < a,, < ... satisfy a2 < 2, and therefore their supremum a
satisfies a? < 2. But the difference |b,, — a,,| is arbitrarily small, since it is bounded by 1/2". There
follows that a = b and therefore a? = 2.

Archimedean property. An important consequence of the supremum axiom is that the set of
natural numbers N C R is unbounded from above (if it were bounded it would have a supremum
s =supN, but then there would exist some natural n > s — 1 (for otherwise s — 1 would also be a
majorant), and we could find another natural n* = n + 1 > s, contradicting the assumption that
s is a upper bound for N). There follows that any real € R is strictly less than some natural n
(and therefore of all its successors). Now, take any positive real number € > 0. We claim that for
any x € R we can find an integer n € N so large that

n-e>ux,

for otherwise /e would be an upper bound for N. This property of numbers, that “multiples of a
given positive quantity (no matter how small) may be as large as we want”, is called Archimedean

property.

Completeness. Even more important, the supremum axiom says that the real line does not lack
points, i.e. is “complete” in a very technical sense: any monotone and bounded sequence of real
numbers is convergent. This in turns implies the Bolzano theorem on the zeroes of continuous
functions, hence most deep results of calculus. See [Ap69] or [Li95].
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1 Vetores

ref: [Ap69] Vol 1, 12.1-4 ; [La97] Ch. I, 1-2

1.1 Vetores

Listas de niimeros reais descrevem/modelam o plano euclidiano, o espago da fisica de Galileo, o
espago de fases da mecanica de Newton, ...

Listas. Sejam A um conjunto e n um numero natural. Uma lista de comprimento n, ou n-
upla, nos elementos de A é uma colegao ordenada (ay,as,...,a,) de elementos ar € A (que pode
ser pensada, omitindo virgulas e paréntesis, como uma “palavra” de comprimento n nas “letras”
do “alfabeto” A). O elemento aj é chamado k-ésima coordenada da lista (a1, as,...,a,). Duas
listas (a1, az,...,a,) € (b1,ba,...,by,) sdo iguais sse a = by para cada k = 1,2,...,n. Ou seja,
numa lista a ordem conta (assim, “roma” e “amor” sao duas listas diferentes nas letras do alfabeto
portugués) e sdo possiveis repetigoes de letras (“sosa” é uma palavra possivel). O conjunto de todas
as listas de comprimento n nas letras do conjunto A é chamado produto cartesiano de n-vezes A,
e denotado por A".

O plano cartesiano. O plano cartesiano ® R? := R x R é o conjunto dos pontos

r=(z,y)

com “coordenadas (cartesianas)” z,y € R (chamadas abcissa e ordenada, respetivamente). A
origem ¢é o ponto 0 := (0,0). Os eixos correspondem a duas dire¢oes, por exemplo determinadas
por duas estrelas fixas, X e Y. O ponto de coordenadas (z,y) é o ponto atingido ao deslocar-se
r “passos” na diregao da estrela X e depois y “passos” na direca da estrela Y, comegando pela
origem. O ponto r = (x,y) pode também ser pensado como o vetor (o segmento orientado) entre
a origem e o ponto r.

E possivel definir duas operagoes naturais no plano cartesiano. A soma dos vetores r = (z,y)
er’ = (2/,y') é o vetor
r+r’=(z+ay+y),
que representa uma diagonal do paralelogramo de lados r e r’. Por exemplo, (1,2) +(3,4) = (4,6).
O produto do ntimero/escalar A € R pelo vetor r = (z,y) é o vetor

Ar = (A\z, \y)

que representa uma dilatagao/contracao (e uma inversido se A < 0) de razdo A do vetor r. Por
exemplo, 3(1,2) = (3,6), e —1(10,12) = (-5, —6).

8René Descartes, La Géométrie [em Discourse de la Méthode, 1637).
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Cada vetor pode ser representado de maneira tinica como soma
r=(v,y) =2i+yj,

onde i := (1,0) e j := (0,1) denotam os vetores da “base candnica” (a seguir daremos uma
definigdo de “base”).

Lugares geométricos (pontos, retas, circunferéncias, pardbolas, . ..) podem ser descritos/definidos
por equacoes algébricas, ditas “equacoes cartesianas”.

Descreva as coordenadas cartesianas dos pontos da reta que passa por (1,2) e (—1,3).
Descreva as coordenadas cartesianas do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,2).
Esboce os lugares geométricos definidos pelas equagoes
xy =1 y=2x—7 (z+1)2+(y—-32=9 z-2y°=3
{ r+y=1 { r+y=3 { r+y=1

—2x — 2y =—6 3z +3y=1

Esboce os lugares geométricos definidos pelas seguintes desigualdades

0<z<1 r+y<1
—_y < - = =
e-ysl {OSyél {xyél

Determine umas desigualdades (cartesianas) que definem os pontos do paralelogramo de lados
(2,1) e (3,5).
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O espacgo tridimensional. O espago onde acontece a fisica newtoniana é o espago 3-dimensional
R3 := R x R x R formado pelos pontos

r=(x,y,2)

com z,y e z coordenadas reais. Como no caso do plano, a soma dos vetores r = (x,y,2) e
v = (2/,y,2) é o vetor

r+r = (x+2y+y,2+7),
e o produto do numero/escalar A € R pelo vetor r = (z,y, z) é o vetor
Ar = (Az, Ay, Az)
Cada ponto é entao uma soma
r=(z,y,2) =xi+yj+zk

ondei:= (1,0,0),j:=(0,1,0) e k := (0,0, 1) denotam os vetores da base candnica. Ou seja, uma
receita para deslocar um ponto material da origem 0 := (0,0,0) até a posi¢do r = (x,y, z) consiste
em fazer x “passos” na direcao do vetor i, depois y “passos” na diregao do vetor j e finalmente z
“passos” na dire¢ao do vetor k (mas a ordem é indifferente!).

O espacgo-tempo e o espago de fases da fisica newtoniana. A lei hordria/trajetoria, de
uma particula é uma fungéo t — r(t) que associa a cada tempo ¢ num intervalo I C R a posigao
r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € R? da particula no instante t. A velocidade da particula no instante ¢ é
o vetor v(t) :=1(t) = (&(¢), y(t), 2(t)) formado pelas derivadas das coordenadas.

r(e)

A acelera¢io da particula no instante ¢t é o vetor a(t) := v(t) = ©(t) = (&(t), §(t), £(¢)) formado
pelas segundas derivadas das coordenadas. A aceleragdo de uma particula de massa m > 0 num
referencial inercial é determinada pela equagdo (segunda lei) de Newton’

ma(t) = F(r(t), £())

onde F : R? x R?® — R3 é um campo de forcas.

Por exemplo, a lei hordria do movimento retilineo uniforme é r(t) = a + vt onde a é a posigao
inicial e v a velocidade, um vetor constante.

O espaco-tempo da fisica newtoniana é o produto cartesiano R x R3 ~ R*, o espaco dos eventos
(t,z,y,2) € R* onde r = (z,y, 2) € R3 representa uma posicdo num referencial inercial, e t € R é
o tempo absoluto.

O estado de uma particula, a informagao necessaria e suficiente para resolver a equagao de
Newton e portanto determinar a sua trajetéria futura (e passada), é um ponto (r,p) € R3xR? ~ RS
do espago dos estados/de fases, onde r é a posigdo e p := mv é o momento (linear).

A lei hordria da queda livre, préximo da superficie da terra, é r(t) = a + vt + (0,0, —g/2)t2,
onde a é a posigao inicial, v a velocidade inicial e g ~ 9.8 m/s? a aceleracao gravitacional. Calcule
a velocidade 1(t) e a aceleragao ¥(t).

9saac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687.
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Vetores aplicados. Um wvetor aplicado/geométrico  (uma forga, uma velocidade, ...) é um
segmento orientado AB entre um ponto de aplicacio A € R? e um ponto final B € R?. Dois
vetores aplicados AB e CD sao paralelos se B— A = XD — C) com X # 0, e sdo equivalentes (e
portanto definem o mesmo “vetor” x =B — A)se B—A=D—-C.

Mostre que cada vetor aplicado é equivalente a um vetor aplicado na origem.
Diga se sao paralelos ou equivalentes AB e CD quando
A=(1,2) B=(-1,1) C=(2,3) D =(4,,4)
A=(0,1,m) B =(-2,3,0) C=(1,0,—m) D =(2,3,0)
Determine D € R™ de maneira tal que ABe CD sejam equivalentes quando
A=(1,2) B=(-1,1) C=(23)

A=(0,1,71) B=(-2,3,00 C=(0,0,0)

Composicao de forcas. Se duas forca F e G atuam sobre uma particula colocada num certo
ponto do espaco, entdo a “resultante” é uma forca F + G.

Determine a “dimensao” do espago de fases de um sistema composto por 8 planetas (como,
por exemplo, Mercirio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno) e de um sistema
composto por 6 x 1023 moléculas.

Reacgoes quimicas. O estado de uma reagao quimica

aA+bB+cC+... — aX+yY +zZ+...
entre os n reagentes A, B, C, ... eosm produtos X,Y, Z, ... édescrito usando as concentragoes
[4], [B], [C], ..., [X], [Y], [Z], ..., e portanto n + m ndmeros.

1.2 O espago vetorial R"
Os exemplos fisicos na se¢@o anterior motivam a definigdo abstrata de espaco vetorial real de

dimensao arbitraria n.

O espago vetorial R™. O espaco vetorial real de dimensao n é o conjunto
R":=RxRx---xR
—_——
n vezes

das n-uplas x = (1, 22, ..., z,) de nlmeros reais, ditas vetores ou pontos, munido das operagoes
adi¢cdo/soma, que envia dois vetores x e y no vetor

’X+Y5: (1 + Yy, 22+ Y2, T+ Yn)

e multiplicagao/produto por um escalar, que envia um vetor x e um escalar A € R no vetor

’)\x = (A1, Aza, ..., Axy,) ‘

O vetor Ax é dito proporcional ao vetor x. O vetor nulo/origem é o vetor
0:=(0,0,...,0)

e satisfaz
x+0=x
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para todo x € R™. O simétrico do vetor x = (z1,xa,...,T,) é 0 vetor
—X = (—l)X = (_'r17 L2y, _'r'fl)

que satisfaz
x+(—x)=0

Isto justifica a notacdo x —y :=x + (—y). A soma de vetores é comutativa, ou seja,
X+y=y+Xx

e associativa, ou seja,
x+(y+z)=(x+y)+z

(e portanto as paréntesis sao inuteis). Em particular, a ordem dos vetores numa soma (finita)
X+y+---+zéirrelevante. E também evidente que

Apx) = (Au)x
e que valem as propriedades distributivas
A+ p)x = Ax + px e Ax+y)=Ix+ Ay

Finalmente, a multiplicagao pelo escalar 1 transforma um vetor em si préprio, ou seja, 1x = x, e
a multiplicac¢do pelo escalar “zero” produz o vetor nulo, ou seja, 0x = 0 (assim que, com abuso de
linguagem, o escalar 0 pode também denotar o vetor nulo 0, desde que seja claro no contexto).

A combinagao linear (ou sobreposi¢ao)  dos vetores vi, va, ..., Vi € R™ com coeficientes A1,

A2, ..., A\ € R é o vetor
k

Z)\ivi = )\1V1 —+ AQVQ + -4 )\kvk .
i=1

A base candnica de R™ é o conjunto ordenado dos vetores
e; = (1,0,...,0) ey =(0,1,0,...,0) e,=(0,...,0,1)
assim que cada vetor x = (z1,Z2,...,Z,) € R" é uma combinagao linear dinica
X =1I1€1 + xr2es + -+ e,

dos vetores da base canénica. O nimero x; é chamado k-ésima coordenada, ou componente, do
vetor x (relativamente & base candnica).
No plano R? os pontos costumam ser denotados por r = (z,y), e no espaco (3-dimensional) R?

por r = (z,y, 2).
Calcule
(1a273)+(27374) 6'(7177670) (17*1) - (372)

Calcule e esboce os pontos A+ B, A— B,2A—-3Be —A+ %B quando

A=(1,2) e B=(-1,1) ou A=(0,1,7) e B=(-2,3,0)

[Ap69] 12.4.
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Translagoes e homotetias. A soma de vetores e a multiplicacdo por um escalar, as duas
operagoes algébricas definidas no espago vetorial R™, descrevem transformacoes geométricas que
sao translacoes e homotetias.

Uma translagdo do espago R™ é uma transformacao T, : R — R™ definida por

x> Ta(x) :=x+a,

com a € R". A imagem de um subconjunto X C R™ é também denotada a + X := T»(X).
A homotetia de razao A # 0 é a transformacdo M) : R” — R"™ definida por

x = My(x) == A\x.

Representa uma dilatacdo quando A > 1, e uma contragdo quando A < 1. A imagem de um
subconjunto X C R™ é também denotada AX := M, (X).

@ () AX

(i &

e

A composicao de uma homotetia e uma translagao é a transformacao
x> TaoMy(x)=Ax+a.

Em particular, é possivel definir uma homotetia de centro ¢ € R™ e razao A # 0 como sendo a
transformacao He y : R* — R"”

x— Hea(x):=c+ A(x—c).

Observe que o centro é um ponto fixo de uma homotetia, i.e. He x(c) =c.
Mostre que T, 0Ty, = Tayp e deduza que T 0T 5, =T 40T, = 1.
Mostre que Vx,y € R™ existe uma translagdo Ty tal que To(x) =y.
Descreva o efeito das transformacdes My, com A < 1 e A > 1, no plano R2.
Determine e compare as transformagoes compostas T, o My e M)y o T,. Sao iguais?

A temperatura pode ser medida em graus Celsius (C), Fahrenheit (F') e Kelvin (K), e
F=18-C+32 K= (F+459.67)/18

Determine a relacao entre graus Kelvin e Celsius. Determine a relagao entre um grau Kelvin e
um grau Fahrenheit.

Invariancia galileiana/sistemas inerciais. Seja r € R? a posi¢do de uma particula num refe-
rencial inercial R. Num referencial R’ em movimento retilineo uniforme com velocidade (constante)
V € R3 e origem R no instante t = 0, a posicao da particula é dada pela “transformacio de Galileo”
[LL78]

r=r— (R+Vt). (1.1)
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Verifique que a diferenga r; — ro entre as posicoes de duas particulas é invariante para as
transformacoes (1.1), ou seja, rj — ry, = r; — ro. Verifique que a aceleragao a := 1 da trajetéria
t — r(t) de uma particula também é invariante para as transformacoes (1.1), ou seja, a aceleragéo
nao depende do sistema inercial no qual é calculada. Deduza que se a forga entre duas particulas
apenas depende da diferenga entre as posigoes (interagdo gravitacional, interacdo elétrica, ...),
entao a lei de Newton mi = F ¢é invariante.

Mostre que o momento linear p := mr transforma segundo a lei

p=p+mV.
Centro de massas. O centro de massas do sistema de particulas de massas my, mo,...,my
colocadas nos pontos rq,ra,...,ry € R3 é
N
R 1 Zmr miry + morg + -+ + MNTN
= kTk =
M = M

onde M :=mq1 +ms +---+my é a massa total do sistema.

Trés massas unitdrias sdo colocadas nos vértices de um triangulo no plano. Caraterize o
centro de massa.
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2 Produto escalar, norma e distancia

vef: [Ap69] Vol 1, 12.5-11 ; [La97] Ch. I, 3-4
2.1 Produto escalar euclidiano

A geometria euclidiana do plano, e em geral dos espacos R", pode ser reconstruida a partir da
nogao algébrica de “produto escalar”.

Moédulo e distancia na reta real. O mddulo, ou valor absoluto, do nimero real x € R é

T sex >0
—x sex <0

|z| := max{x, —z} = {
A distdncia entre os pontos x e y da reta real R é
d(z,y) := |z -y
O médulo e a distancia satisfazem as desigualdades do triangulo
[yl <le[+]yl e dlz,y) <d(z,2)+d(y2).
Mostre que as desigualdades podem ser estritas.

O plano euclidiano. De acordo com o teorema de Pitdgoras, o comprimento do vetor r =
(x,y) € R?, ou seja, a distancia entre o ponto representado pelo vetor r e a origem, é dado pela

expressao
d(r,0) = /22 +y2.

Mais em geral, pela homogeneidade do plano euclidiano, somos levados a definir a distancia entre
os pontos r = (z,y) e v’ = (2, y’) como sendo o comprimento do vetor ¥’ — r, ou seja,

d',r) = V(@ =2+ (y —y)?.

Acontece que toda a geometria euclidiana do plano (distancias, &ngulos, paralelismo e perpendi-
cularidade, ...) pode ser deduzida a partir da nogéo algébrica de produto escalar/interno

r-rv=axr' +yy.

Por exemplo, os vetores r = (x,y) er’ = (2, y’) sdo perpendiculares/ortogonais quando r -1’ = 0,
ou seja, quando zx’ + yy’ = 0. O comprimento do vetor r fica entao igual a /T - r.

Determine um vetor ortogonal ao vetor (2, 3).
Calcule o comprimento do vetor (3,4).
Calcule a distancia entre os pontos (2,1) e (1,2).

Produto escalar euclidiano. O produto escalar/interno euclidiano entre os vetores x e y de
R™ é o escalar

X -y =211 +x2y2+~-~+xnyn‘ (2.1)

Usando o simbolo de somatdrio, o produto escalar fica x -y := Z?:l z;y;. Também conveniente
é utilizar o simbolo de Kronecker §;;, definido por

o 1 sei=}
0ij .—{ 0 seij (2.2)
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O produto escalar euclidiano é entao definido por
n n
oy = 3 e
i=1 j=1

Outra notacgao tradicional para o produto escalar é (x,y).
O produto escalar euclidiano satisfaz as seguintes propriedades fundamentais, embora elemen-
tares, das quais podem ser deduzidas a quase totalidade das consequéncias interessantes deste
capitulo. O produto escalar é simétrico, ou seja,

23)

para todos os vetores x,y € R™. O produto escalar é linear na primeira varidavel, ou seja é
homogéneo e aditivo,

’()\x)'y:)\()cy) e (x+y)~z:x-z+y~z‘ (2.4)

assim que
(Ax+py) z=Ax-2)+uy - 2)

para todos os vetores x,y,z € R™ e os escalares A\,u € R. Pela simetria (2.3), o mesmo
acontece quando consideramos combinacgoes lineares na segunda variavel, ou seja, o produto escalar
é também linear na segunda varidvel (os matemadticos dizem entao que o produto escalar euclidiano
é bilinear). Finalmente, um célculo mostra que o produto escalar de um vetor x com si préprio é
uma soma de quadrados das coordenadas, pois x - x = 2% + 23 + - - + 22. Consequentemente, o
produto escalar é positivo, ou seja,

’X-XZO e x-x=0sse x=0 (2.5)

A positividade (2.5) claramente implica que o tinico vetor x tal que x-y = 0 para todos os y € R"
é o vetor nulo O.
Os vetores x e y sao ditos ortogonais/perpendiculares quando x -y = 0. Uma notagdo conve-
niente pode ser x | y.

Mostre que o produto interno é simétrico, bilinear e positivo.

Verifique que os vetores da base canénica sao ortogonais dois a dois, ou seja, e; - e; = 0 se

i 7.
Se v é ortogonal a todos os vetores x € R", entao v = 0.
Calcule o produto interno entre x = (1,2) ey = (—1,1), eentre x = (0,1,7) ey = (-2, 3,0).
Determine se sdo ortogonais x = (1,2) ey = (—1,1), oux = (0,1,7) e y = (-2, 3,0).
Sex-y=x-zentdoy =2z "7
[Ap69] 12.8.

2.2 Norma euclidiana

Norma euclidiana. Pela positividade (2.5), o produto escalar de um vetor x € R"™ com si
préprio é um numero nao negativo, x - x > 0. A norma euclidiana do vetor x é a raiz quadrada
nao negativa deste ntimero, ou seja,

x| := vx-x
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Naturalmente, é mais facil “calcular” o quadrado da norma, ||x||* = x - x, que é apenas uma soma
de produtos, do que a propria norma, que envolve uma raiz quadrada. Como ja observado, no plano
euclidiano a norma representa o comprimento do vetor, de acordo com o teorema de Pitdgoras.

E claro, pela (2.5), que a norma é positiva, ou seja

x>0 e [}x||=0sse x=0] (2.6)

ou seja, o Unico vetor com norma 0 é o vetor nulo 0. O célculo (Ax) - (Ax) = A? (x - x) mostra
que a norma é positivamente homogénea, ou seja, satisfaz

TR (2.7)

Um célculo elementar, que usa apenas as propriedades do produto escalar, mostra que
Ix £ yl* = lIx|* + Iyl £2x -y (2.8)
Uma primeira consequéncia é o teorema de Pitigoras: se X e y sao ortogonais entao
Ix £ yII* =[x + lly[l*- (2.9)

Ao somar as duas equagoes (2.8) (ou seja, a expressdo com + e a expressdo com —), deduzimos
que a norma euclidiana satisfaz a identidade do paralelogramo

Ix +y? + lIx =yl = 2] + 2 |y|* (2.10)
Por outro lado, ao calcular a diferenca das duas equagoes (2.8), obtemos a identidade de pola-
ri2a¢ao

dx-y =[x +yl* =[x -yl (2.11)

Esta identidade é particularmente importante, pois mostra que o produto escalar pode ser recons-
truido a partir da norma euclidiana que define.

Um vetor é dito unitdrio se a sua norma ¢ igual a um. Todo vetor nao nulo x é proporcional

a um vetor unitdrio, por exemplo u = x/||x||. Este processo é chamado “normaliza¢ao”. O vetor

unitario u proporcional a um vetor nao nulo x nao é tnico, pois sempre podemos multiplicar u

por £1. O conjunto dos vetores unitdario do espago euclidiano R™ é chamado esfera unitdria de
dimensdo n — 1, e denotado por S*~1.

Mostre que a norma € positivamente homogénea e positiva.

Verifique que os vetores e; = (1,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...da base candnica sdo unitérios,
ou seja |le;|| = 1.

Verifique que se v # 0 entdo u = +v/||v|| é um vetor unitdrio paralelo a v.

Mostre que ||x +y| =[x —y|| sse x-y =0.

Verifique e interprete geometricamente a identidade do paralelogramo (2.10).

Verifique que o produto escalar euclidiano pode ser deduzido da norma usando a identidade
de polarizagao

x-y=7(lx+yl*=lx-yl*) .

ou também
x-y =3 (IIx+yl>=[xI> = lyl?) -

Calcule a norma dos vetores x = (1 —1), y = (-1,1,-1) e z = (1,2,3,4).
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Sejam x e y dois vetores nao paralelos (em particular, ndo nulos), e A > 0 um escalar positivo.

Entao
Pl Iyl Ity
=l llyll =+ yll
Fixado um ponto, por exemplo a origem O, desenhe os tridngulos OAB e OA’B’, onde A = O +x,

A =0+Xx,B=0+(x+y)eB =0+ Ax+Yy), e deduza/reconhega o teorema de Tales (ou
teorema da interse¢ado).

Normas e métricas nao euclidianas. Existem outras nocoes naturais de norma, e relativa
distancia, que nao sao definidas a custa de um produto escalar. Por exemplo,

n
[%[loo := max z;| e =) Jail
1<i<n
=1
E imediato verificar que || - [|oo € || - ||1 s@0 positivas, positivamente homogéneas e subaditivas.
Consequentemente, definem distancias, doo(x,y) = [Xx — ¥[lw € di(x,y) = ||x — y||, que sao

positivas, simétricas e satisfazem a desigualdade do triangulo.

2.3 Geometria euclidiana elementar

Projegoes. Os vetores x e y de R™ sao ditos ortogonais/perpendiculares quando x -y = 0. Uma
notagao é x L y. Esta relacdo é claramente simétrica (mas nao é nem reflexiva nem transitiva).

Como jé observado, a positividade do produto escalar (2.5) implica que o tnico vetor x ortogonal
a todos os vetores do espago euclidiano, ou seja, tal que x -y = 0 para todos os y € R", é o vetor
nulo x = 0.

Seja v € R™ um vetor nao nulo. Todo vetor x € R™ pode ser representado de maneira tnica
como soma

X =AV+W

de um vetor \v proporcional a v e um vetor w ortogonal a v. De fato, a condicao de ortogonalidade
(x — Av) - v = 0 obriga a escolher

XV
Ivi?

A (2.12)

O vetor \v é dito projecao (ortogonal) do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o coeficiente
A é dito componente de x ao longo de v. Em particular, a componente de x ao longo de um vetor
unitario u é o produto escalar x - u. Por exemplo, a componente do vetor x sobre o vetor e; da
base canénica é a coordenada x; = x - e;.

Desigualdade de Schwarz e angulos. Se x nao é proporcional ao vetor ndo nulo y (e, em
particular, nao é nulo), entéo o vetor x — Av, diferenca entre x e a sua projegdo Ay sobre y, nio é
nulo, logo tem norma estritamente positiva. Um cdlculo, ou o teorema de Pitdgoras (2.9) aplicado
aos vetores ortogonais Ay e x — Ay, mostra que o quadrado da norma de x — Ay é

xeyP
]2

Consequentemente (considerando também o caso trivial em que um dos vetores é nulo),

0< flx = Ayll* = |||
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Teorema 2.1 (desigualdade de Schwarz). O mddulo do produto escalar entre dois vetores x,y € R™
é limitado por

[yl < Ixlllyll] (2.13)

e a igualdade verifica-se sse os vetores X ey SG0 proporcionais.

A desigualdade de Schwarz (2.13) (também atribuida ao francés Cauchy e ao ucraniano Bunya-
kovski) implica que se x e y sdo vetores nao nulos entao
1< Xy <1.
[yl

Isto permite definir o dngulo (ou melhor, o coseno do dngulo) entre os vetores nao nulos x e y de
R™ como sendo o unico @ € [0, 7) tal que

Xy
cosf) = —— (2.14)
[l

Esta definigao é compativel com a nogao de ortogonalidade: dois vetores nao nulos sao ortogonais
quando cosf = 0, logo quando 0 = 7/2.

Métrica euclidiana. Consequéncia importante da desigualdade de Schwarz é que a norma
euclidiana é subaditiva, ou seja,

| I+ 1l < ] + Iyl (2.15)

para todos x,y € R™. De fato,
I + v = lIx[I” + [[ylI* +2x -y
< I[P+ NIy l* + 2] ]l pela (2.13)
2
= (lIxl + lly[h

e a desiguldade (2.15) segue ao calcular a raiz quadrada.
A distancia/métrica euclidiana entre os vetores/pontos x e y de R™ é definida por

[d(x,y) =[x = yl] (2.16)

E imediato verificar que d é uma “distancia”’, ou seja, que é simétrica,
d(x,y) = d(y,x)
nao negativa e nula apenas quando os vetores sao iguais,
d(x,y) >0 e d(x,y) =0 sse x=Yy
e satisfaz a desigualdade do triangulo
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Observe que a férmula explicita pela distancia é

d(X7Y) = \/(331 - y1>2 + (.’1?2 - 92)2 +oot (xn - yn)2

uma generalizacao natural do teorema de Pitagoras.

Verifique que os vetores e; = (1,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...da base candnica sao ortogonais
dois a dois, ou seja, e; -e; =0 se i # j.
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Calcule a componente de x = (1,2) ao longo de v = (—1,1), e a projegao de x = (0,1,7)
sobre v = (-2, 3,0).

Sejam x e y dois vetores ndo nulos, e considere os vetores unitarios u = x/||x|| e v=y/|ly|l
Calcule ||u £ v||? e mostre que —1 < u-v < 1. Deduza a desigualdade de Schwarz 2.1.

Mostre que se 6 é o angulo entre x e y entao

£yl = llx]I* + llyI* + 2|x[[|y | cos 6

Calcule o coseno do angulo entre x = (1,2) e y = (—1,1). Calcule o coseno do dngulo entre
x=(0,1,m) ey =(-2,3,0).

Calcule o coseno dos angulos do tridngulo de vértices A = (1,1), B =
Calcule o coseno dos angulos do tridngulo de vértices A = (1,2,5), B=(2,1,2) e C

Determine um vetor ortogonal ao vetor (1, —1), e um vetor ortogonal ao vetor (1, 3,6).

Determine a familia dos vetores (ou seja, todos os vetores) de R? ortogonais ao vetor (a, b).
Determine a familia dos vetores de R? ortogonais ao vetor (a, b, c).

Prove que d(Ax, Ay) = |A|d(x,y).

Calcule a distancia entre x = (1,2) e y = (—1,1), e a distancia entre entre x = (0,1,7) e
y = (727 33 O)

[Ap69] 12.11.

Trabalho e energia cinética. O trabalho (mecdnico) infinitesimal que realiza um campo de
forcas F ao deslocar uma particula (ao longo do segmento) do ponto r ao ponto r + dr (se o
deslocamento dr é “pequeno” entdo o campo pode ser considerado constante) é igual ao produto
escalar

dT :=F -dr.

Em particular, é nulo se o deslocamento é ortogonal & forga. Usando a equacao de Newton F = p,

com p = mv, e considerando m constante, temos que
dv 1
dT:F~dr:mE~th:mv~dv:m5d(v~v).
Portanto dT' = dK, ou seja, o trabalho infinitesimal é igual a variacdo infinitesimal da energia
cinética
1 2
K = sm|v[*.

Ao integrar, temos o teorema trabalho-energia: o trabalho T := f:ﬂl F . dr realizado sobre uma
particula por um campo de forgas F é igual a variagdo AK := K(t1) — K(t9) da energia cinética.

Bolas e esferas. A bola aberta e a bola fechada (ou circulo, se n = 2) de centro x € R™ e raio
>0 sao

B.(x):={y €eR" t.q. |ly — x| <r} e B.(x):={y €eR" t.q. |ly —x|| <r}

respetivamente. A esfera (ou circunferéncia, se n = 2) de centro x € R™ e raio r > 0 é

(5:(x) == {y €R" t.q. [ly — x| =1}
Em particular, a esfera unitdria de dimensao n — 1 é o conjunto

S"li= 51(0) = {x € R" t.q. ||x|| =1}

dos vetores unitarios de R™.
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Determine uma equacdo cartesiana da circunferéncia de centro (2, —1) e raio 7.

Diga quando (ou seja, para quais valores dos raios r e r’ dependendo dos centros x e x’) a
intersecao B, (x) N B, (x') é # (.

Verifique que B, (x) = Tx (M; (B1(0))) e S.(x) = T (M, (S"71)).
Centroide. O centroide do sistema de pontos x1,Xs,...,xy € R” é o ponto

1
C=—(x3+x2+ - +xn)

N
(o centro de massa de um sistema de particulas de massas unitérias colocadas nas posigoes
X1,Xa,...Xy). Observe que em dimensdo n = 1 o centrdide da colegdo de ntmeros x1, zg, ..., TN
é a média aritmética T := (x1 + x2,--- +an)/N.

Mostre que o centroide é o ponto y que minimiza a fungao

N
E) = lxk —ylI*.
k=1

Calcule o centroide do sistema composto pelos pontos (0,1), (2,2) e (3,0) do plano.

Mostre que o centroide de 3 pontos do plano, A, B e C, é a interse¢do dos segmentos que
unem os vértices do triangulo ABC aos pontos médios dos lados opostos.
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3 Retas e planos

ref: [Ap69] Vol 1, 13.1-8 ; [La97] Ch. I, 5-6

3.1 Equagoes paramétricas e cartesianas

Equagoes paramétricas e cartesianas. Curvas, superficies e outros subconjuntos de R"™ po-
dem ser definidos de forma paramétrica, ou seja, como imagens

A= f(S)={f(s) com seS}

de fungdes f : S — R" definidas em espagos de “parametros” S = [0,1],R,R?,... (por exemplo,
uma “trajetéria” t +— r(t) € R3, onde t é o “tempo”), ou de forma cartesiana, ou seja, como
“lugares geométricos”

B={xeR" t.q. fi(x)=0, fo(x)=0,...}

dos pontos de R™ onde as funcdes f; : R™ — R, f3 : R™ — R, ...se anulam.

Descreva e esboce os seguintes subconjuntos de R? ou R?.
{(z,y) € R? t.q. 2*+¢*=2} {(z,y) € R? t.q. zy =0}
{(1,1) +¢(0,3) com teR}  {(0,4,0)+¢(2,3,4) com teR}
{(cost,sint) com ¢ € [0, 2n]} {(cost,sint,s) comt € [0,27], s € R}
{(z,y) eR® t.q. 2* +9y* +2° <7} {(¢,|t]) com ¢t e [-1,1]} {(t,t*) com t € R}
{(z,y) € R? t.q. (1,2)-(2,y) =0} {(z,y) € R?* t.q. 22 —3y =0}
{(z,y) €R? t.q. (3,—1)(2,y) =2} {(z,y) € R? t.q. 22 —3y=1}
{(z,y) €ER* t.q. —3z+y=0e¢ z—Ty=0} {(z,y,2) €R® t.q. z+y+2z=0}
{(z,y) eR* t.q. z+y=2e 20—y=1} {(z,y,2) €R® t.q. z+y+z=1}
{(z,y,2) €R® t.q. 22 —3y—2=0e x+y+1lz=3}

Particula livre. A trajetéria t — r(t) € R3 de uma particula livre de massa m num referencial
inercial é modelada pela equagao de Newton

7 (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=0,
onde v(t) := r(t) denota a velocidade da particula no instante ¢, e a(t) := ¥(¢) denota a aceleragéo
da particula no instante t. Em particular, o “momento linear” p := mv, é uma constante do

movimento, de acordo com o principio de inércia de Galileo'® ou a primeira lei de Newton'!. As
solugoes da equacao de Newton da particula livre sao as retas afins
r(t)=s+vt

onde s,v € R3 sdo a posicao inicial e a velocidade (inicial), respetivamente.

4
rcey: Stot
7
‘/
r(o) =S
10« il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, cio¢ perpetuo.”

. [Galileo Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623]
11 «Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus

impressis cogitur statum illum mutare.” [Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687]
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Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ty, = 0, pela posigao
r(0) = (3,2,1) com velocidade #(0) = (1,2, 3).

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicdo r(0) = (0,0,0) no
instante tp = 0 e pela posi¢do r(2) = (1,1,1) no instante t; = 2. Calcule a sua “velocidade
escalar” (em inglés, speed), ou seja, a norma v = ||v||.

3.2 Retas

Retas. Um vetor nao nulo v € R™ define/gera uma reta
Rv := {tv com ¢ e R}

passando pela origem, o conjunto formado pelos vetores proporcionais a v. Dois vetores nao
nulos e proporcionais geram a mesma reta passando pela origem. De fato, se w = Av com A # 0,
entdo tv = sw quando ¢t = s\, e portanto Rv = Rw (as retas diferem apenas pela parametrizagao,
ou seja, a velocidade).
A reta (afim) paralela ao vetor ndao nulo v € R™ que passa pelo ponto a € R™ é

’ a+Rv:={a+¢v com tER}‘

O vetor v é dito vetor diretor da reta, e pode ser pensado como a “velocidade” da trajetéria/lei
horaria
r(t)y=a+tv

de uma particula em movimento retilineo uniforme, interpretando o parametro ¢ como um
“tempo”. O ponto a pode entao ser pensado como a “posicao inicial” da particula, e a prépria
reta é entao a “érbita” da particula, a imagem da reta real pela fungao/lei hordria ¢ — r(¢).
E importante observar que dois pontos r(t) e r(s) da reta coincidem sse ¢t = s, pois r(t) —r(s) =
(t — s)v, e o vetor v ndo é nulo. Isto permite falar de uma “ordem” entre os pontos da reta (a
ordem temporal, uma das duas possiveis), e dizer que quando s < u < t entdo o ponto r(u) estd
“entre” os pontos r(s) e r(t). Esta relacao é claramente independente da escolha do vetor diretor
v e de um ponto particular a da reta (embora mude o sentido das desigualdades se substituimos
v com —v). Em particular, a ordem permite definir o segmento entre dois pontos da reta: o
segmento entre r(s) e r(t), com s < t, é o conjunto dos r(u) com s < wu < ¢.

A+ o

t o t S

Duas retas afins, a+ Rv e b + Rw, sao ditas paralelas quando v e w sao proporcionais. Dadas
estas definigoes, puramente algébricas, de pontos e retas, os axiomas e os teoremas da geometria
de Euclides sao simples consequéncias.

E claro que duas retas afins a + Rv e b + Rw si@o iguais quando sdo paralelas e tém (pelo
menos) um ponto comum (por exemplo, quando b € a+ Rv ou a € b+ Rw). De fato, se w = \v
com \ # 0 e existem tempos ty e s tais que a + tgv = b 4+ sgw, entao

b+sw=a+tv+(s—sg)w=a+tv+(s—so)Av=a+ (to + A(so — s))v
e, vice-versa,

a+tv=b+sow+ (t—to)v=b+sow+ (t —to) A\ " w=b+ (so+ A" (t —ty)) W
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Uma consequéncia é que dada uma reta a+ Rv e um ponto b, existe uma tinica reta paralela a
primeira e passando por b, que é a reta b+ Rv (uma afirmacao equivalente ao “quinto postulado”
de Euclides, logo falsa nas geometrias nao-euclidianas ... ).

Outra consequéncia é que por dois pontos distintos a e b passa uma e uma unica reta, a reta

a+R(b-—a)

De fato, é claro que esta reta passa pelos dois pontos, quando ¢ = 0 ou 1. Por outro lado, se
c + Rw é uma reta passando por a e b, entao existem tempos ty e t1, necessariamente distintos,
tais que a = ¢+ tow e b = ¢ + t;w. Consequentemente, b — a = ({1 — tp)w, ou seja, o vetor w é
proporcional a b — a. Tendo um ponto em comum, as duas retas coincidem.

Uma forma mais simétrica da equagao paramétrica da reta passando por dois pontos distintos
a e b é obtida se observamos que a+t(b —a) = (1 —t)a+tb e chamamos t; = (1 —t) ety =t. O
resultado é que esta reta pode ser descrita como o conjunto dos pontos da forma

tla+t2b (31)

com tempos t1,ts € R que satisfazem t; + to = 1.

Também o segmento entre os pontos a e b, definido como o conjunto dos pontos a + t(b — a)
com 0 < ¢ < 1, assume uma forma mais simétrica: é o conjunto dos t1a + tob com tq,t5 > 0 e tais
que t1 +to = 1.

No espaco euclidiano R™, munido do produto escalar (2.1), é também possivel definir dngulos
e ortogonalidade. O angulo entre as retas afins a + Rv e b + Rw é o angulo entre os vetores
direccionais v e w, ou seja, o unico 6 € [0, 7) cujo coseno é cosf = v-w/(||v]/[|w]|). Em particular,
as retas sao ditas ortogonais quando w -v = 0.

Retas no plano. No plano R?, é possivel eliminar o parametro ¢ das equaces paramétricas
(z(t),y(t))) = a+tv de uma reta, e deduzir uma equagao cartesiana. Por exemplo, se a = (a1, az)
e v = (v1,vs), entdo
r=aj +1tvn
{ Yy = az +tug

Para eliminar o “tempo” t (sem fazer divisdes!) podemos multiplicar a primeira equagdo por v, a
segunda por v,

Vo = Waaq + tV1Vs

vy = viag + tuavy

e depois calcular a diferenca das duas equagoes. O resultado é a equagao cartesiana
Vo — V1Y = V2a1 — V102
com coeficientes v e v nao todos nulos. Finalmente,

a+Rv={(z,y) €ER® t.q. va(z—ay)—vi(y—az) =0}

Retas no plano euclidiano. No plano euclidiano R?, munido do produto escalar (2.1), um
vetor ndao nulo n € R? define uma reta normal

nL::{reR2 t.q. r-n:O}

formada pelos vetores ortogonais a n. De fato, se n = (n1,n2) com pelo menos uma coordenada
noa nula, podemos considerar o vetor v = (ng, —n1), e observar que um vetor genérico r = (z,y)
é ortogonal a n sse é proporcional a v. Consequentemente, nt = Rv.
A reta perpendicular/normal ao vetor ndo nulo n € R? que passa pelo ponto a € R? é

a+nt:={reR’tq (r—a) n=0}
e o vetor n é dito vetor normal & reta. Por exemplo, se a = (a3, a2) e n = (n1,n3), entao

a+nt ={(z,y) €R? t.q. na(w —a1) +mi(y — a) = 0}
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Mostre que se L = a+ Rv e L' = a’ + Rv’ sao duas retas paralelas, entao existe um vetor r
tal que L' =r + L.

Determine uma equagao paramétrica da reta que passa por (2,3) e é paralela a (—1,2)
Determine uma equagio paramétrica da reta que passa por (5,1, —2) e é paralela a (3, -7, 2).
Determine uma equagao paramétrica da reta que passa pelos pontos (3,3) e (—1,—1).
Determine uma equagio paramétrica da reta que passa pelos pontos (0,3,4) e (8,3,2).
Determine uma equagao paramétrica da reta 2z — 3y = 5 do plano.

Determine uma equagao cartesiana da reta que passa por (5,—1) e é paralela a (—6,2).
Determine uma equacao cartesiana da reta que passa por (0,0) e é perpendicular a (—2, —3).
Determine uma equagio cartesiana da reta (—2,3) + R(5,1).

Calcule o (coseno do) dngulo entre as retas x —y =0e —x +y = —T.

Determine um vetor normal & reta que passa pelos pontos (3,0) e (2,1).

Determine um vetor normal a reta 5x — 3y = 2 do plano.

Mostre que as retas y = ax + b e y = cx + d sao perpendiculares sse ac = —1.

Determine P € R? e v € R? tais que

{(z,y) €R? t.q. z+2y=—1}={P+1tv com teR}

As retas
{(z,y) €R? t.q. 20 —-3y=5} e {(z,9) €R? t.q. 32 —2y =75}

{(z,y) ER* t.q. 2+ Ty=3} e {(x,y) €R? t.q. —2z— 14y =0}

sao paralelas? Sao perpendiculares?
Determine as intersecoes entre as retas x — 2y =1 e —2x + 4y = 3.
Determine as intersecoes entre as retas 3r +5y =0e x —y = —1.

Determine as intersecoes entre as retas(3,1) + R(1,3) e (0,1) + R(—1, —2).
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Determine a familia das retas paralelas ao vetor v = (a, b) do plano.
Determine a familia das retas que passam pelo ponto (a,b) do plano.
Verifique que homotetias e translagoes enviam cada reta numa reta paralela.
[Ap69] 13.5.

Ternos pitagéricos, método da corda de Diofanto. Um terno Pitagérico é uma solucao
inteira da equagao

X?+y?=2"
Tais X,Y, Z € N representam os comprimentos inteiros dos lados de um triangulo retangulo. Um
exemplo bem conhecido é 3,4,5. Um terno Pitagérico é equivalente a uma solugao racional (ou
seja, com z,y € Q) de

1:2 4 y2 -1

(basta dividir por Z # 0), e portanto um ponto racional (x,y) € Q? da circunferéncia unitaria
S:={(z,y) € R? t.q. 22 +y*>=1} CR2%

Determine a (outra) interse¢do entre uma reta que passa pelo ponto (—1,0) e a circunferéncia
unitéria S := {(z,y) € R? t.q. 22 +y? = 1}. Mostre que quando o declive d da reta é racional,
ou seja d = U/V com U,V € Z, a intersegdo determina uma solugdo inteira de X? + Y? = Z2.
Verifique que esta solugao corresponde a solucao de Euclides

X =U?-V)W, Y =20VW, Z= U+ VW,

Razao afim. Se p, q e r sdo trés pontos de uma reta afim a + Rb, com p # q, entdo também é
possivel definir a razdo afim como sendo o tnico escalar (p,q,r) = A tal que

com U, VW € Z.

r—p=Aq-p)

(assim em [CLI1], mas outras definigbes equivalentes sao obtidas mudando a ordem dos vetores).
Este nimero é independente da escolha do vetor diretor v e do ponto inicial a, e é também
independente da nogao de distancia induzida pela métrica euclidiana (embora represente uma
razao entre dois comprimentos). Por exemplo, é igual a 0 quando r = p, é igual a 1 quando r = q,
e é igual a 1/2 quando r = q/2 4+ p/2 é o ponto médio do segmento que une q a p. Em geral,
se r = t1p + t2q com ¢ + t2 = 1, entdo (p,q,r) = t3. Consequentemente, se (p,q,r) = (p,q,r’)
entdo r =r’.
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Considere duas retas diferentes passando pelo ponto a, dois pontos p e q na primeira reta, e
dois pontos p’ e ' na segunda reta, tais que q estd entre p e a e também q’ estd entre p’ e a. Se
(a,p,q) = (a,p’,q’) entdo a reta passando por q e q’ é paralela & reta passando por p e p’.

Distancia entre um ponto e uma reta. No espaco euclidiano R™, munido do produto escalar
(2.1), é possivel definir distancias entre subconjuntos. A distancia entre A C R" e B C R™ é

d(A,B):= inf X —
(AB):= _int_ [x-yl

Por exemplo, é possivel calcular a distancia entre um ponto e uma reta. Seja r(t) = a + tv,
com t € R, a representacao paramétrica dos pontos de uma reta em R" passando pelo ponto a e
paralela ao vetor unitdrio (para simplificar os cdlculos) v. O quadrado da distancia entre r(t) e
um ponto b (por exemplo a origem) é um polinémio de segundo grau no tempo ¢,

|r(t) —b||> =t* +2((a—b)-v)t+ ||la—b|?.

Esta fungao assume um minimo quando o tempo ¢é igual a t = (b — a) - v (basta igualar a zero a
derivada em ordem a t). Portanto o ponto da reta mais préximo do ponto b é

rt)=a+((b—a)-v)v

Um célculo mostra que este é o (nico) ponto da reta onde r(f) — b é perpendicular ao vetor v. A
sua distancia do ponto b, que é portanto a distancia entre b e a reta a+ Rv, é ||b —r(f)||. Mais
facil é calcular o quadrado da distancia, que resulta ser

d(b,a+Rv)? = [b—a|? —|(b—a) v]

Outra forma de ver as coisas, sem utilizar ideias do cdlculo, é considerar a representagao de
b — a como soma
b—a=J\+w

de um vetor A\v paralelo a v e de um vetor w = b — (a + Av) ortogonal a v. Pela (2.12), a
componente de b — a na dire¢do de v é A = (b — a) - v. Entdo, se r(t) é qualquer outro ponto da
reta, a diferénca r(t) — (a+ Av) é proporcional a v, logo ortogonal a w. Pelo teorema de Pitdgoras

b —x(®)* = [lx(t) — (a+ Av)|* + [|w[* = [w]* = [[b — (a+ Av)|*

Consequentemente, o ponto (a+ Av) (que é o ponto r(t) calculado antes) é o ponto da reta mais
préximo de b.
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Em particular, no plano euclidiano R?, a distancia entre o ponto X e a reta R = a+n"', normal
ao vetor nao nulo n e passando pelo ponto a, é a norma da projegao de x — a sobre o vetor normal
n, ou seja

d(I‘,R) _ |(X_a) ) n)|

Il

Searetaé R={(r,y) €R? t.q. ma+ny+c=0},entdo

_max +ny + |

Mostre que ||a+tv|| > ||a| para cada tempo ¢ € R sse a-v = 0 (calcule o quadrado da norma
de a+ tv). Dé uma interpretagio geométrica.

Mostre que a norma de cada ponto r € a+n™' da reta que passa por a € R? e é perpendicular

ao vetor ndo nulo n € R? verifica
It > d = la-n|
[nl|

|x]| = d sse r ¢ a projegio de a sob sejar = {27n (obs io da reta ¢
e que [|r|| = d sse r é a projegao de a sobre n, ou seja r = om0 (observe que a equagao da reta ¢

r-n=a-n e use a desigualdade de Schwarz).
Calcule a distancia entre o ponto (8, —3) e a reta (1,0) + R(3, 3).
Calcule a distancia entre o ponto (2,4) e areta = —y = 0.
[Ap69] 13.5.

3.3 Planos

Planos. Dois vetores v,w € R” nao nulos e nao proporcionais geram um plano
Rv + Rw := {tv +sw com ¢,s € R} CR" (3.2)

passando pela origem. Os vetores v e w sao ditos geradores do plano, e os “tempos” t e s
do ponto genérico r(t,s) = tv + sw podem ser pensados como “coordenadas”. Cada ponto do
plano é determinado por um tnico par de coordenadas. De fato, se tv + sw = t'v + s'w, entao
(t—tv=(s—s)w, mas se t #t ou s # s isto significa que os vetores v e w sdo proporcionais.
Em particular, a origem pode ser representada como o ponto 0 = tv + sw do plano apenas quando
t=s5=0.E importante observar que esta condigao,

tv+sw=0 = t=s5=0

é de fato equivalente aos vetores v e w nao serem proporcionais (e generaliza ao caso de mais
vetores, dando origem & nocdo de ‘independéncia linear”). Isto também significa que a tdnica
intersegao entre as retas Rv e Rw é a origem. Portanto podemos pensar este plano como a reuniao
disjunta de retas paralelas a v e passando pelos pontos da reta Rw.

Os vetores v e w nao sao os unicos geradores do plano Rv + Rw, mas podem ser substituidos
por qualquer outro par de vetores nao proporcionais do plano. De fato, sejam

v =tov + sow e w =Hv+sw

dois vetores nao nulos do plano Rv + Rw. Se v/ e w’ sdo proporcionais, ou seja v/ = Aw’ com
A # 0 (a menos de trocar v/ com w’), entdo

tov + sow = A(t1v + s1w)
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e portanto
(to — )\tl)V + (80 — )\Sl)W =0

Isto implica que tg — Aty = so — As; = 0 (pois a Unica maneira de gerar a origem com v e w é
escolher coordenadas nulas), e portanto que spt; — s1tg = 0. Vice-versa, se sot; = $1tg entdo

t1v = titov + t1SoW = t1toV + S1tow = tow’

toW/ = t0t1V + toslw = t0t1V + Sotlw = tlv’

e portanto os vetores v/ e w’ sdo proporcionais (se tog # 0 ou t; # 0 pelas relagdes acima,
se tg = t; = 0 porque sdo os dois proporcionais a w). Consequentemente, v/ e w’ nio séo
proporcionais sse sot; — s1tg # 0. Esta é precisamente a condigao que permite resolver o sistema

v = tov + sow
w =tV 4+ 51w

e obter umas representacoes de v e w como combinagéoes lineares de v/ e w’, ou seja

{ v=—"1_ (—5v +50W)

sot1—s1to
w = t1v —tow’)

Sot1—81t0 (

(para obter v devem multiplicar a primeira identidade por s;, a segunda por sg, e calcular a
diferenca entre as duas, para obter w devem multiplicar a primeira identidade por ¢1, a segunda
por tg, e calcular a diferenca entre as duas) Consequentemente, todo ponto tv + sw pode ser
representado como t'v’ + s’w’, com certas coordenadas t’ e s’ que dependem de t e s, e vice-
versa. Finalmente, se v/ e w’ sao dois vetores nido proporcionais do plano gerado por v e w, entao
Rv + Rw = Rv’ + Rw’.

O plano (afim) gerado pelos vetores v e w que passa pelo ponto a € R™ é

a+ (Rv+Rw):={a+tv+sw com t,s€R}

€I v S

\ 05
0

O plano que passa por trés pontos distintos e nao colineares a, b e ¢ é, por exemplo, o plano
a+R(b—a)+R(c—a)
Uma forma mais simétrica da equagao paramétrica deste plano é
tia+ tab + t3c
com tempos tq,ts,t3 € R que satisfazem ¢ + to +t3 = 1.
Planos no espacgo de dimensao 3. No espaco R?, é possivel eliminar os dois “tempos” t e s
das equagdes paramétricas (3.2) de um plano e e deduzir uma equagdo cartesiana. Por exemplo,

o ponto genérico do plano a + Rv + Rw gerado pelos vetores ndo proporcionais v = (v, vs,v3) €
w = (w1, wy, w3) e passando por a = (ay,as,a3) é r = tv + sw, ou seja, tem coordenadas

T = aj + tvy + swq
Y = ag + tvg + swo
z = az + tvg + sws
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Para eliminar os dois parametros ¢ e s contemporaneamente, podemos multiplicar a primeira
equagao por a = viws — Vw1, a segunda por f = vswi —viws € a terceira por v = viws —vowy. Ao
somar as trés equagoes resultantes acontece que ficamos apenas (para a explicagao deste aparente
milagre devem esperar a introducao do produto vetorial) com a equacdo cartesiana

ar+ Py+vz=246
com coeficientes nao todos nulos, e termo constante § = aa; + Bas + vas.
Planos no espaco euclidiano de dimensao 3. No espaco euclidiano R?, munido do produto

escalar (2.1), um vetor nao nulo n € R3 define um plano normal nt := {x € R? t.q. x-n =0},
formado pelos vetores ortogonais a n.

O plano ortogonal /perpendicular /normal ao vetor ndo nulo n € R? que passa pelo ponto a € R3

[©N

at+nt:={xcR®tq (x—a) n=0}

O vetor n, que é definido a menos de um multiplo nao nulos, é dito vetor normal ao plano, e define
a reta normal ao plano. Em particular, é sempre possivel escolher um vetor normal unitério.

Por exemplo, uma equacao cartesiana do plano perpendicular ao vetor n = (m,n,p) € R que
passa pelo ponto a = (a,b,c) € R3 é

m(z—a)+n(y—>b)+plz—c)=0

O angulo entre dois planos de R? pode ser definido como sendo o angulo entre dois vetores normais
aos planos.

Determine uma equagao paramétrica do plano que passa pela origem e é gerado pelos vetores
(3,-7,2) e (—1.0,-1).

Determine uma equagao paramétrica do plano que passa pelo ponto (0, 3,4) e é gerado pelos
vetores (0,5,0) e (8,3,2).

Determine uma equacio paramétrica do plano {(z,y,2) € R? t.q. o +y+ 2 =1}.
Determine uma equacio paramétrica do plano {(z,y,z) € R? t.q. z = 0}.

Determine uma equagéo cartesiana do plano que passa por (—1,1,11) e é gerado pelos vetores
(1,0,0) e (0,1,0).

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa por (0,0,0) e é gerado pelos vetores
(3,-7,2) e (—1.0,-1).

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa por (3,3,3) e é paralelo ao plano
z+y+z2=0.

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa pelos pontos (0, 3,4), (0,5,0) e (8, 3,2).
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Determine uma equagao cartesiana do plano que passa por (0,0,0) e é perpendicular ao
vetor (—2,—3, —4).

Determine uma equacao cartesiana do plano que passa por (2, 1,0) e é perpendicular ao vetor
(9,3,0).

Calcule o (coseno do) dngulo entre os planos t —y+z=0e —z + 3y + 5z = —T.
Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0).
Determine um vetor normal ao plano z +y + z = 1.

Determine as intersecgoes entre os planos = + 2y + 3z = —1 e —2z + 4y — z = 3.

[Ap69] 13.8 ¢ 13.17.

Distancia entre um ponto e um plano em R3. Consideramos, no espaco euclidiano R?,
munido do produto escalar (2.1), um plano n* passando pela origem e normal ao vetor nao nulo
n. Todo vetor x € R? pode ser representado como soma x = An + v da projecio de x na direcio
de n (com A = x-n/|n||?) e de um vetor v ortogonal a n, logo um vetor do plano nt. Se w é
qualquer outro ponto do plano n', entdo o teorema de Pitdgoras diz que

I = wll* = [An[* + [[w — v[[* > [|An]*

Consequentemente, a distancia entre x e qualquer vetor do plano é sempre superior ou igual a
norma da projecao An, e esta distancia minima é atingida precisamente quando v = w.

Em geral, a distancia entre o ponto x e o plano P = a 4+ n' é portanto igual a norma da
projecao de x — a sobre n, ou seja,

Se o plano é P = {(z,y,2) € R® t.q. mz +ny+pz+c=0}, entdo

_ma4ny + pz +

Vm? +n? 4 p?

d((z,y,2), P)

Calcule a distancia entre o ponto (2,4,1) e o plano z+y+ z = 0.

Calcule a distancia entre o ponto (5,7,1) e o plano que passa por (2,0,3) e é normal ao
vetor (1,1,0).



3 RETAS E PLANOS

Calcule a distancia entre o ponto (15,11,17) e o plano z-y.

[Ap69] 13.17.
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4 Subespacos, bases e dimensao

vef: [Ap69] Vol 1,12.12-17 ; [La97] Ch. I, 1-5
4.1 Subespacos e geradores

A generalizagao natural de retas e planos passando pela origem, e relativos geradores, é a nocao
de subespaco linear.

Combinacgoes lineares. Uma combinagao linear dos vetores vi,vs,...,v, de R” com
coeficientes ty,ta, ...ty € R (que sdo escalares, logo nimeros reais neste caso) é um vetor

m
vV = Ztkvk =t1vy +tava+ -+t Vim
k=1
Um tal vetor v, obtido como combinagao linear dos vy’s, é também dito (linearmente) dependente

dos v ’s.

O vetor v é dependente do vetor w sse é proporcional a w.

Cada vg, com 1 < k < m, é dependente dos vetores vi,Vva, ..., V.

Se v é dependente dos vi, Vs, ..., Vv, mas ndo é dependente dos vi,Vva,...,V,;,_1, entdo v,,
é dependente dos vi,Vva,..., V1, V.

Se v é dependente dos vi,vsa,...,v,, € cada vi, com 1 < k < m, é dependente dos
Wi, W2,..., Wy, entao v é dependente dos w1, wa,..., W,.

Subespagos e geradores. Um subespaco vetorial/linear de R™ é um subconjunto nao vazio
V C R" que é preservado pelas operagoes de soma de vetores e produto por um escalar, ou seja,
tal que

se v, w eV e AER entaotambém v+weVe AveV.

Isto implica que se vq,vs,..., vy, € V e ty,to,...,t, s20 escalares arbitrarios entao também

m
Ztkvk =tvi+tovo+ -+t v, €V
k=1

Em outras palavras, um subespago é um subconjunto nao vazio de R™ que contém todas as
possiveis combinagoes lineares (finitas) dos seus vetores.

Em particular, todo subespago de R™ contem o vetor nulo 0 (a combinagao linear trivial, com
todos os coeficientes nulos), e o subespaco minimal é o subespago trivial {0}. O subespago maximal
é o préprio R™. E claro que a interse¢do N;Vy de uma familia de subespagos (finita ou néo) é
também um subespago de R™.

Exemplos de subespagos proprios e nao triviais de R™ sao os subespacos do género

Viy={xeR" t.q. 2, =0 Vk>m}

com 1 <m <n.
Retas e planos passando pela origem sao exemplos de subespagos de R". Uma maneira natural
de construir subespagos, que generaliza a construgao de retas e planos passando pela origem, é
a seguinte. Seja S C R™ um subconjunto nao vazio, finito ou nao. O conjunto das combinagoes
lineares finitas dos elementos de S

’Span(S) = {t181 + t2S2 + -+ + tSm com s; € 5, 1 € R} ‘
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é um subsespaco vetorial de R", dito subespaco gerado por S, ou também ezxpansdo linear de
S (em inglés, linear span). E o menor subespago de R™ que contém S, ou seja a intersecao de
todos os subespagos que contém S (que é um conjunto nao vazio, pois contém o préprio R™). Os
vetores de S sdo entdo chamados geradores do subespago Span(S), pois qualquer vetor de Span(S)
é “gerado”, ou seja, “produzido”, por elementos de S ao fazer combinacgoes lineares finitas.

Por exemplo, o subespago gerado por um vetor nao nulo v é a reta Span(v) = Rv. O subespago
gerado por dois vetores nao nulos e ndo proporcionais (ou seja, ndo dependentes) v e w é o plano
Span(v,w) = Rv + Rw. De fato, é tautolégico que um subconjunto V.C R™ é um subespago sse
contém todas as retas e os planos gerados pelos seus vetores (ndo nulos).

Decidir se um dado vetor v € R™ pertence ao subespaco Span(vy,vs,...,V,,) gerado pelos m
vetores vi’s significa decidir se existem constantes t;’s tais que v = t1vy +tovo + -+ - + £, Vi, OU
seja, resolver um sistema de n equagdes (uma para cada coordenada) nas m incégnitas t’s. Se
n > m isto é muito pouco provavel para vetores “genéricos” v.

Determine o subespaco de R? gerado por (3,—2) e (—6,4).
Determine o subespago de R? gerado por (1,0,0) e (0,1, 1).

O vetor (2,3,4) pertence ao subespago gerado pelos vetores (1,2,3) e (1,1,1) ? E o vetor
(4,3,2) 7

Diga se sdo subespacos vetoriais os seguintes subconjuntos de R? ou R?
{(t,3t) com t € R} {(2t,3t) com t € [0,1]} {(t = 1,2+ 3¢t) com t € R}
{(t,3s —t,s) com (t,s) € R?*} {(1 —t,t+5,5) com (t,s) € R?*}
{(z,y) € R? t.q. v —2y=0} {(z,y) € R? t.q. z—2y=1}
{(,y,2) €R® t.q. z—y+2=0e —20+y—2=1}
{(z,9,2) €R® t.q. 2+y+2z=0ex—-y—32=0}

A reuniao de dois subespacos vetoriais é um subespago vetorial?
Determine todos os subespacos vetoriais de R2.

Subespagos ortogonais. No espago euclidiano R™, munido do produto escalar (2.1), subespagos
podem ser definidos a custa de relagoes de ortogonalidade. Dado n € R™, o conjunto

nt = {x€R" t.q. n-x=0}

L+ é o préprio R™ apenas quando n é o vetor nulo,

é um subespaco linear de R™. Observe que n
pois se n # 0 entdo n' nio contém a reta Rn.

Dados ny,ns,...,n,, € R, a intersegao

nf ={x€R” t.q. n;-x=0 Vi=12,...,m}

DX

k

1

é também um subespago linear de R”. Em geral, dado um subconjunto arbitrdrio N C R™ (nao
necessariamente um conjunto finito ou um subespago), o conjunto

Nt:={x€R" t.q n-x=0 Vnec N}

é um subespaco linear de R™.

Fixado n € R™, o conjunto {x € R"® t.q. n-x =1} é um subespago linear de R™ ?
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[Ap69] 12.15.

4.2 Bases e dimensao

Um conjunto minimal de geradores de um subespago é chamado conjunto livre, ou linearmente
independente. Todo subespago é gerado por um numero minimal de vetores, chamados base, cuja
cardinalidade é chamada dimensao.

Conjuntos livres/linearmente independentes. E conveniente definir a dependéncia linear,
e portanto a sua negacao, como propriedade de um conjunto de vetores.
O conjunto finito formado pelos vetores vy, va, ..., v, de R™ é dito (linearmente) dependente
se existe uma combinagao linear nao trivial dos vi’ s que representa o vetor nulo, ou seja, se
existem coeficientes t’s, nao todos nulos, tais que

tivi +tovo+ -+t vy, =0

Isto significa que (pelo menos) um deles (um dos que tém coeficiente ndo nulo na expressao
acima) é dependente dos outros, ou seja, pertence ao subespago gerado pelos outros. Por exemplo,
se tl 75 0, entao V1 = _(t2/t1)v2 — (tg/tl)VQ — = (tm/tl)Vm.

E claro que todo conjunto que contém o vetor nulo é dependente, pois 0 + Ovg + -+ 4+ 0v,, é
uma combinacao linear nao trivial dos vetores 0, vs, ..., v,, igual ao vetor nulo.
O conjunto finito formado pelos vetores vq,va, ..., v,, é livre, ou (linearmente) independente
(ou os vetores vi,Vva,..., Vv, sdo livres ou (linearmente) independentes), se gera o vetor nulo
duma tnica maneira, ou seja, se a unica combinagao linear nula

t1V1 +t2V2+"'+thm:0

é a combinagcao linear trivial, com coeficientes t; = to = -+ = ¢, = 0 (ou seja, se a tnica solugao
do sistema homogéneo acima, de m equagoes nas m incognitas t1,ta,. .., ty,, € a solucdo trivial).
Teorema 4.1. O conjunto finito S = {vi,va,..., vy} C R™ € livre sse gera cada vetor de

Span(S) duma unica maneira, ou seja, se cada vetor v € Span(S) admite uma tnica representagdo
v:t1v1 +t2V2 +~-'—|—tmvm

como combinacgao linear dos vy ’s.

Demonstracdo. Se v = $1Vy + 8oV + -+ + §,, Vo, for outra representagao, com pelo menos um
ti # Sk, entdo (t1 — s1)vy + (t2 — s2)va + -+ + (tm — Sm )V Seria uma representagio nao trivial
do vetor nulo. A outra implicagdo é evidente. O

Um conjunto que contém o vetor nulo nao é independente.

Os vetores v e w sdo dependentes sse sdo proporcionais (ou seja, para incluir o caso trivial
em que um dos vetores é nulo, quando um dos vetores é proporcional ao outro).

Se S C R™ é independente, entao qualquer subconjunto 7" C S é independente. Equivalente-
mente, se S C R™ é dependente, entao qualquer conjunto 7' O S é também dependente.

Se s1,892,...,8,, sao independentes mas si,S2,...,S,,V sdo dependentes, entdao v é depen-
dente dos s1,S32,...,Sn.

Mostre que os vetores (a,b) e (c,d) de R? sao independentes sse ad — be # 0.



4 SUBESPACOS, BASES E DIMENSAO 47

Os vetores (1,2) e (—1,2) s@o independentes?

Os vetores (1,1,0), (0,1,1) e (1,0,1) sdo independentes?

Os vetores (1,2), (2,3) e (3,4) sdo independentes?

Os vetores (v/2,1,0), (1,v/2,1) e (0,1,/2) sdo independentes?

Verifique se (7, —1) é combinagao linear de (3,8) e (—1,0).

Verifique se (1,5,3) é combinagao linear de (0,1,2) e (—1,0,5).

Determine os valores de t para os quais os vetores (t,1,0), (1,¢,1) e (0,1,¢) sdo dependentes.
[Ap69] 12.15.

Bases e dimensdo. E razodvel esperar que um subespago de R"™, por exemplo o préprio R”,
deve ser gerado por um ntmero minimal de vetores, e deve conter um niimero maximal de vetores
independentes. A observagao importante é que o nimero de vetores independentes que cabem no
subespacgo gerado por um conjunto finito de vetores, independentes ou nao, satisfaz um “principio
de conservagao” ([Ap69] theorem 12.8 ou [La97] theorem 5.1): num espago gerado por m vetores
(independentes ou nao) nao cabem mais de m vetores independentes.

Teorema 4.2. Sejam X1,Xa,...,X,, vetores de R™, ndo necessariamente independentes. Todo
conjunto formado por m + 1 (ou mais) vetores y1,¥a,...,Ym+1 de Span(xy,Xsa,...,Xn,) € depen-
dente.

Demonstragdo. A prova é por indugdo sobre a cardinalidade m. O caso m = 1 é simples. Se x3
é o vetor nulo, o resultado é trivial. Se x; nao é nulo, e y; = tx; e y2 = sx1 sao dois vetores nao
nulos, entao é claro que sy; — tys = 0, e portanto y; e ys sao dependentes.

Assumimos entdo o teorema valido para m — 1, e consideramos m + 1 vetores y1,y2,. .., Ym+1
no espago gerado pelos m vetores X1, Xa, .. ., X;, assim que
m
Y = E ;X4 z:1,2,,m+1 (41)
Jj=1

com certos coeficientes a;;. Se em todas estas expressoes falta (ou seja, aparece sempre com

coeficiente a;,, nulo) x,,, entdo os y;’s pertencem de fato ao espago gerado pelos m — 1 vetores
X1,Xg,...,Xmnm_1. Pela hipétese indutiva sdo entao dependentes.

Se, por outro lado, na expressao de um dos y’s, que podemos considerar, a menos de reordenar

os vetores, ser o ultimo y,,11, aparece o X,, com coeficiente nao nulo, entao podemos dividir por

este coeficiente e representar
m—1

Xm = bym+1 + E CijX;j
Jj=1

Podemos entdo substituir esta expressao nas restantes (4.1), e assim representar

m—1
Yi=d¢Ym+1+Z€inj 1=1,2,...,m
Jj=1
Isto significa que os m vetores y; — d;ym+1, com ¢ = 1,2,...,m, pertencem ao espaco gerado
pelos x1,Xs2,...,X;,_1. Pela hipétese indutiva sao dependentes, e isto claramente implica que os

Y1,¥2,---,Ym+1 sao também dependentes. O
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Uma base de R™ é um conjunto livre de geradores de R™, que convém pensar como uma lista
ordenada de vetores. Em geral, uma base do subespaco linear V. C R™ é um conjunto livre de
geradores de V.

De acordo com o teorema 4.1, uma base de R™ é portanto uma lista B = (b, bs,...,b,,) de
vetores by € R™ tal que cada vetor x € R™ admite uma tnica representagao

X =t1by +toby + -+ +t,,b

como combinagdo linear dos vetores de B. Os coeficientes t;, sao ditos coordenadas/componentes
de x relativamente & base 5.
E tautoldgico que a base candnica, o conjunto formado pelos n vetores

e; =(1,0,...,0) e =(0,1,0,...,0) ... e,=(0,...,0,1),
é uma base de R™. De fato, todo vetor x = (z1,z2,...,2,) é uma combinac¢do linear dnica
X = x1€1 + Tses + --- + xpe,. Pelo teorema 4.2, qualquer outra base deve ser composta por
m < n vetores. Por outro lado, se uma base de R" é formada por m vetores, sempre o teorema
4.2 implica que n < m, pois os vetores da base candnica sao n vetores independentes gerados pela
base. Consequentemente,

Teorema 4.3. Toda a base de R™ é composta de n vetores.

Da mesma forma, é evidente que toda a base de um subespaco vetorial V. C R™ é composta
pelo mesmo ndmero de vetores. A cardinalidade de uma (e portanto de qualquer) base de um
subespago V C R" é chamada dimensdo do subespago, e denotada por dim(V). Em particular,
a dimensao do espago R™ é dim(R") = n. A dimenséo de um subespaco V. C R" gerado por m
vetores independentes é dim(V) = m. Por exemplo, a dimensao de uma reta passando pela origem
é um, a dimensao de um plano passando pela origem é dois, ... E conveniente dizer que a dimensao
do subespago trivial, que nao contém nenhum vetor nao nulo, é igual a dim({0}) = 0.

Teorema 4.4. Todo conjunto formado por n vetores independentes € uma base de R™.

Demonstra¢do. Sejam Xi,Xa,...,X, vetores linearmente independentes de R™. Se nao geram o
espaco total, entao existe um vetor x,, 1 que nao é combinacao linear dos xj,Xa,...,Xy,. E claro
que entao os Xi,Xa,...,Xn,Xy4+1 880 independentes, mas isto contradiz o teorema 4.2, pois R™ é
gerado pelos n vetores da base candnica. O

Em particular, um subespaco de dimensao n de R™ é necessariamente o préprio R™. Finalmente,
é util a possibilidade de completar qualquer sistema independente até formar uma base.

Teorema 4.5. Qualquer conjunto linearmente independente é um subconjunto de uma base de R™.
Ou seja, se X1,Xa, ..., Xy SGo independentes e m < n, entao existem vetores X1, Xm+2, - - - »Xn
tais que 0S8 X1,X2, ..., X, Xm+t1 - - - Xn, formam uma base de R™.

Demonstracdo. Se o espago gerado pelos vetores independentes X1, Xo, . . . , X, nao é todo R™, entao
existe um vetor nao nulo x,,41 que nao é combinacao linear dos x1,Xa, ..., X:,. E claro que entao
0S X1,X2, - . -y Xm, Xm+1 a0 independentes. Se nao geram todo R™, entao existe um vetor X,, 2 que
nao é combinacao linear dos x1,X2,...,Xmnm+1 ... B assim aseguir. Esta construgao deve terminar
quando sao atingidos n vetores independentes, pois apenas cabem n vetores independentes em R”,
e estes formam claramente uma base. O

Um corolario natural é que todo subespago de R™ admite uma base.
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Os vetores (1,1) e (1,—1) formam uma base de R? ?

Determine uma base de R? contendo o vetor (2, 3).

Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).

Verifique se os vetores (1,0) e (1,1) formam uma base de R2.

Verifique se os vetores (0,1,2), (—=1,0,3) e (1,1, —1) formam uma base de R3.

Calcule as coordenadas do vetor (1,1) relativamente a base de R? formada pelos vetores (1, 2)
e (—1,2).

Verifique se os vetores (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0) e (1,1,1,1) formam uma base de R*.
[Ap69] 12.15.

Sistemas ortonormados. No espago euclidiano R™, munido do produto escalar (2.1), hd uma
relagdo simples entre ortogonalidade e independéncia. Uma familia (finita ou infinita) de vetores
nao nulos v’s dois a dois ortogonais, ou seja, tais que v; - v; = 0 se i # j, é dita familia/sistema
ortogonal.

Teorema 4.6. Uma familia ortogonal de vetores nao nulos do espaco euclidiano R™ € indepen-
dente.

Demonstrag¢ao. Sejam vy,...,V,, vetores nao nulos e (dois a dois) ortogonais. Se
tivi +tovo+-- -+t vy, =0
entao, ao calcular os produtos escalares com os vetores vy, obtemos

0=wvy- (t1v1 +tovy + -+ - +tmvm)

= tx ||vill®

(pois todos os outros produtos escalares sdo nulos pela ortogonalidade). Sendo os ||vg| > 0, todos
os coeficientes t;, sdo nulos. O

Em particular, todo o conjunto ortogonal de n vetores vi,vs,...,v, nao nulos no espago
euclidiano R™ é uma base. Os vetores “normalizados” u, = vi/||vi|| formam entdo uma base
ortonormada, ou seja, uma base formada por vetores ortogonais e unitarios.

Por exemplo, a base candnica do espago euclidiano R", formada pelos vetores e, es, ..., e,, é
ortonormada. De fato é possivel construir muitas bases ortogonais, e portanto ortonormadas, de
acordo com o seguinte algoritmo.

Teorema 4.7 (ortogonalizacdo de Gram-Schmidt). Seja vi,va,..., um conjunto independente
de vetores do espaco euclidiano R™. Entdo existe um conjunto ortogonal ui,us,... tal que, para
todos m = 1,2,..., o espago Span(vy,va,..., V) gerados pelo primeiros m vetores v’s coincide
com o espago Span(uy, g, ..., Uy,) gerado pelos primeiros m vetores u’s.
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Demonstracdo. Basta definir o conjunto uy,us,...,ug,... recursivamente por

Vo - Uy

uy =vi Uz = Vva — 5 U1
[ |
V41 - U1 Vi+1 - U2 Vi+1 - Ug
uk+1vk+1< 5w g U2+ Uy
[y | [[uz]] ([ |

Ou seja, ugy1 € obtido retirando de vi11 a soma das suas projegoes sobre os uy, ..., u;. E imediato
verificar que ugy; nao é nulo (caso contrario vi41 seria uma combinagao linear dos vi,...,vg) e
é ortogonal ao subespaco Span(up,ug,...,u,), e portanto a todos os u; com i < k. O

Um coroldrio é que para todo subespago V. C R™ de dimensao dim(V) = m existe uma base
ortonormada ej, es,. .., e, de R" tal que V = Span(ej, es,...,e,). E entdo imediato verificar que
05 vetores €,,41,€m42, - . ., €, geram o subespaco ortogonal V+4. Consequentemente, as dimensoes
de um subespago e do subespaco ortogonal sao complementares, ou seja,

dim(V) + dim(V+) =n (4.2)
Coeficientes de Fourier. Se {si,ss,...,s,} é uma base ortogonal de R™, entdo cada vetor
x € R™ é uma combinagao linear tunica
X =1181 +toso + -+ t,Sn
Se calculamos o produto escalar desta espressao com cada s obtemos
x - s = t]|si]?

pois os outros produtos escalares sao nulos. Consequentemente, as componentes do vetor x sao

X - Sk

Isx |12

Em particular, se a base é ortonormada, entao as coordenadas de x sdo os “coeficientes de Fourier”

assim que
x=(x-81)s1+(x-82)82+ -+ (X-8,)Sp

Por exemplo, a base canénica i,j,k é uma base ortonormada do espaco euclidiano R3. As
coordenadas do vetor r = (z,y, z) relativamente a esta base sdo

Verifique se o conjunto formado pelos vetores (0,v/3/2,1/2), (0,—1/2,4/3/2) e (1,0,0) é

ortogonal e ortonormado.
Determine uma base ortogonal de R? contendo o vetor (1,1).
Determine uma base ortonormada de R? contendo o vetor (1/v/2,1/v/2).

[Ap69] 12.15.

4.3 Conjuntos afins

A generalizacao natural de retas e planos ndo necessariamente passando pela origem é a nogao de
subespaco afim.
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Conjuntos afins. Um subconjunto A C R™ é afim se contém a reta que passa por cada par
dos seus pontos, ou seja, de acordo com a (3.1), se para cada par de pontos a,b € A também todo
0s pontos

tia+tob

com ty + to = 1 pertencem a A.
Subconjuntos afins de R™ triviais sao o conjunto vazio () ¢ o préprio R”. Também um conjunto
{a} formado por tnico ponto é afim, por razdes triviais. E claro que todo subespago vetorial
V C R™ é um conjunto afim, que contém a origem. Vice-versa,

Teorema 4.8. Os subespacos vetoriais de R™ sdo os conjuntos afins que contém a origem.

Demonstragao. Seja A C R™ um conjunto afim tal que 0 € A. Se v € A e A € R entao também
Av = Av + (1 — )0 pertence a A. Portanto, A contém todos os miltiplos dos seus vetores. Por
outro lado, se v,w € A, entdo também pertence a A o vetor (1/2)v + (1/2)w = (1/2)(v +w), e
consequentemente o seu dobro, que é a soma v + w. O

Paralelismo. Se A C R™ é um conjunto afim e b € R™ é um vetor arbitrario, entdo também
A+b:={a+b:ac A}

¢ um conjunto afim. De fato, se a+ b e a’ + b, com a,a’ € A sdo dois seus pontos arbitrarios e
t1 +t2 = 1, entdo também t;(a + b) + tz2(a’ + b) = (t1a+ t2a’) + b é um ponto de A + b.
Os conjuntos afins A e A 4+ b sé@o ditos paralelos. E claro que ser paralelos é uma relacao de
equivaléncia entre conjuntos afins.
Acontece que todo conjunto afim A C R™ é paralelo a um tnico subespago vetorial V. C R”,
definido por
V=A-A:={a-a :aa €4}

(verificar que V é um subespago é um exercicio). Observe que esta férmula diz em particular que
dois pontos arbitrarios de A diferem por um vetor de um subespaco vetorial. Assim, todo conjunto
afim A C R™ é da forma

V+a={x+a:xeV} (4.3)

onde V C R™ é um subespago vetorial e a é um ponto (arbitrdrio) de A. Este conjunto afim
é também referido como “modelado” sobre o espago vetorial V. A dimensdo do subconjunto
afim A =V + a é entdo definida como sendo a dimensao do subespaco vetorial V sobre o qual é
modelado. Por exemplo, os conjuntos afins de dimensao um séo as retas afins, e os conjuntos afins
de dimensao dois s@ao os planos afins. O préprio espago R™ pode ser pensado como um conjunto
afim de dimensao n.

Prove que se A C R™ é um subconjunto afim entdo V. = A — A é um subespaco vetorial de
R™.

Independéncia afim. A intersegéo (), Ay de uma familia de subconjuntos afins A, C R” é um
subconjunto afim. E possivel portanto definir o “menor” subconjunto afim

AfE(S)

que contém um subconjunto arbitrério S C R", chamado subconjunto afim “gerado” por S.

E claro que uma reta afim é gerada por dois seus pontos distintos. Um plano afim é gerado
por trés pontos que nao pertencem a uma Unica reta afim. Uma questao natural é determinar a
cardinalidade minima de pontos necesséarios para gerar um subconjunto afim dado.

Consideramos um subconjunto afim A =V + ay C R™. Se by, bs,...,b,, é uma base de V,
entao o génerico vetor de V é t1by + toby + - - + £,,,b,,, onde os t;’s sao coeficientes arbitrarios.
Entao o genérico ponto de A pode ser representado de forma tnica como uma soma

ag + (t1b1 +toba + - - - + tyby,) = toag + t1ar +toas + - -+ + tany,
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se definimos a; = by +ag, a = by +ag, ..., a, = b, +ag, que sdo pontos de A, e o coeficiente
to=1—(t1 +t2+...,tm), assim que tg +t1 +to + -+t = 1.
Uma combinagao linear
toag + t1a1 +t2as + -+ +tpan

dos pontos ag, aj,as,...,a, com coeficientes satisfazendo ty +t; +t2 + --- + t,,, = 1 é chamada
combinagdo afim. A escolha de uma base de V permite entdo representar cada ponto de A de
forma 1nica como combinacao afim de m + 1 dos seus pontos.

Esta obervacao sugere a seguinte definicao. Os vetores ag,as, as,...,a, de R" sao afinmente
independentes, ou em posi¢do geral, se os vetores by = a; —ag, bo =as —ag, ..., by, =a,, —ag
sao independentes. Entao os by’s formam uma base de um subespaco V. C R™ de dimensao m < n,
e cada ponto do conjunto afim A = ag + V é uma combinagoes afim tnica

toag +t1a; +toag + - +tpan,

COHIto—‘rtl +t2++tm:1
Sé6 aparentemente esta definicao depende da ordem dos pontos ag’s, de acordo com a seguinte
observagao.

Teorema 4.9. Os pontos ag,ai,as,...,a, de R™ ndo sio afinmente independentes sse existem
coeficientes t.s nao todos nulos tais que

toag +t1a1 +tsas + - -+ tma,, =0 e to+t1+to+---+1t, =0 (44)
Demonstra¢ao. Consideramos as diferengas by = ap —ag, com k =1,2,...,m. Se os b’s ndo sao
independentes, entao existem escalares t1,ts,...,t,, nao todos nulos tais que t1by + tobs + --- 4
tmbm, = 0. Isto implica (4.4) se definimos tg = —(t; +t3 + -+ — t,). Vice-versa, assumimso que
existem coeficientes t},s ndo todos nulos que satisfazem as (4.4). Entao também os t1, t2, . . ., t,, nao
s@o todos nulos, pela segunda das (4.4). A primeira das (4.4) entao diz que t; by +taba+- - -+t by, =
0, e consequentemente que os by’s sao dependentes. O

Referenciais afins. Seja A C R™ um subconjunto afim de dimensdo m < n. Um referencial
afim de A é uma familia A = (ag, a1, as,...,a,,) de m + 1 pontos afinmente independentes de A.
E claro que as diferencas b; = a; —ag, bo =as —ag, ..., b, = a,;, — ag formam entao uma base
do espago vetorial associado V.= A — A (porque sdo independentes e tém a dimensao correta).
Consequentemente, cada ponto x € A é uma combinacao afim tnica

X =tpag + t1a; +t2as + - +ipay,

com tg+ty +to+---+t, = 1. Os escalaraes tg, t1,to, ..., t, sao chamados coordenadas afins, ou
baricéntricas , do ponto x no referencial A.

4.4 Conjuntos convexos

7

Conjuntos convexos. O segmento (afim) entre os pontos a e b de R™ é

ab={ta+ (1—t)b com te€0,1]}

(a érbita de uma particula livre que viaja com velocidade v = b — a de uma posic¢ao inicial a
durante um tempo 0 < ¢t < 1). Uma equacao paramétrica mais simétrica é t1a + tob com t; >0 e
to > 0 que satisfazem ¢ +to = 1.

E natural definir o trigngulo  de vértices a,b e ¢ (ndo colineares) como sendo o conjunto dos
pontos t1a + tob + tzc com coeficientes t1 > 0, to > 0 e t3 > 0 que satisfazem t + to + t3 = 1.
Observe que esta condigao também implica que 0 < ¢; < 1, e portanto o “peso” de cada vértice
nestas combinacoes lineares pode ser pensado como uma “probabilidade”. E também claro que

este tridngulo é a reuniao dos segmentos entre ¢ e os pontos do segmento ab.
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b b
.d ) :d
C

Pontos, segmentos e tridangulos admitem a seguinte generalizacao natural. A combinacdo con-
vera dos pontos xi,Xo,...,X;, € R™ é o conjunto

Conv(x1,Xa,...,Xm) = {t1x1 + taXa + -+ tymXy, com t; >0 e t1+ta+--+t, =1}

Podemos pensar que os coeficientes t;’s sdo “probabilidades”, de acordo com as quais os diferentes
pontos xi’s s@o “pesados”. O nome tem a ver com a nogao de “convexidade”. Um subconjunto
C C R™ é convero se contém o segmento entre cada par de seus pontos, ou seja, se x,y € C
implica que também t1x +toy € C'set; > 0ety >0 com t; + 1ty = 1.

O préprio R™ é convexo. Pontos, segmentos e tridngulos sao também convexos. E claro, em
geral, que combinagbes convexas sao conjuntos convexos. De fato, sejam a e b dois pontos de
Conv(xy,Xa,...,Xp), assim que a =) . t;x; e b = ). 5;%; com coeficientes nao negativos t; e s;
tais que >, t; = > . s; = 1. Entao, se 0 <t <1,

(1—tha+tb = ((1—t)t; +tsi)x;

K2

Os coeficientes (1 — t)t; + ts; sdo também nao negativos e somam

SA=ttittsi=0-)) ti+ty si=(1—t)+t=1

7

Isto prova que também (1 — t)a + tb € Conv(xy,Xa,...,X;,) se 0 <t < 1.

Fecho convexo. E claro que a intersecao de uma familia arbitraria de convexos é um conjunto
convexo. Consequentemente, por cada subconjunto A C R”, existe um convexo minimal que
contém A (a interse¢io de todos os convexos que contém A) chamado envoltdria/invélucro/fecho
conveza/o de A, e denotado por Conv(A). Calcular o fecho convexo de um subconjunto genérico
pode ser uma tarefa dificil. Um caraterizagao algébrica simples é possivel quando o conjunto é
formado por um numero finito de pontos.

Teorema 4.10. O menor convero que contém o0s pontos X1,Xso, ..., X, € R™ é a combinacdo
conveza Conv (X, X, ..., Xm)
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Demonstracdo. A prova é por indugao sobre a cardinalidade m, e depende da observacao que
Conv(x1,Xa, ..., Xm,Xm+1) pode ser pensado como a reunido dos segmentos entre X, 1 € 0s pontos
de Conv(xy,X2,...,Xm).

Se m = 1, o resultado é trivial. Assumimos o resultado valido para m pontos, e consideramos
um conjunto convexo C' que contém os m + 1 pontos xj1,Xa,...,Xm41. Seja X = Z:’j{l t;x; um
ponto de Conv(xy,Xs2,...,Xm+1), logo com t; > 0e > . t; = 1. Se ty41 = 1, entdo X = Xpy41, €
claramente x € C. Se, por outro lado, t,,+1 # 1, podemos dividir por (1 — ¢,,41) e representar

m
t;
x=(1—-t — Xx; | +t X
( m—i—l) (; 1_ tm+1 z> m+18&m—+1
ou seja, como ponto do segmento entre X,,+1 € y = Z:r;l ﬁ x;. Mas y é um ponto de
Conv(x1,X2,...,Xm), pois > i t; = 1 — tyq1. Pela hipétese indutiva, y € C' (pois C é um

convexo que contém os X1, Xs, ..., X, ). Pela convexidade de C, também x € C. O

Se 0s x;,’s sao pontos do plano, entao o fecho convexo é um poligono convexo. Um caso particular
importante é o fecho convexo dos vetores ey, es, ..., e, da base canénica de R", chamado simplexo
unitdrio e denotado por A"~! = Conv(ej,es,...,e,) C R", que é claramente um objeto de
dimensao n — 1.

Os convexos da reta real, ou seja, do espago vetorial R, sao os intervalos.
Mostre que segmentos e triangulos de R™ sao convexos.

O paralelogramo definido pelos vetores a e b, o conjunto das combinagoes lineares t1a + tob
com 0<t; <1e0<ty <1, é convexo.

No espago euclidiano R™ munido do produto escalar (2.1), as bolas abertas B,.(x) ou fechadas
B,.(x) sao convexas.

Dados um vetor nao nulo n o espago euclidiano R™ munido do produto escalar (2.1), e um
escalar b € R, os semi-espagos {x € R t.q. n-x>b}ou{x €R™ t.q. n-x > b} sdo convexos.

Translacoes e homotetias preservam os convexos, ou seja, se C' C R™ é convexo, entao também
C + a e A\C sao convexos, para todo vetor a € R™ e todo escalar A € R.
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Medidas de probabilidades. Uma (medida de) probabilidade num “espago dos acontecimentos”
finito Q = {wi,ws,...,w,} é uma funcio P : 2% := {subconjuntos A C Q} — [0, 1] aditiva, i.e.
tal que

P(AUB) =P(A) + P(B) se ANB=10,

(a probabilidade do evento “A ou B” é igual & probabilidade do evento A mais a probabilidade do
evento B se A e B sao eventos mutuamente exclusivos) que verifica P()) = 0 (a probabilidade do
“evento impossivel” é nula) e P(Q2) = 1 (a probabilidade do “evento certo” é um).

Cada vetor p = (p1,p2,...,pn) € R™ cujas coordenadas estao limitadas por 0 < p; < 1 e tal
que p1 + p2 + - - - + pp, = 1 define uma probabilidade P, por meio de

P(A) =) pi

w;EA

ou seja, p; = P({w;}). Portanto, o espago das medidas de probabilidades em 2 é o simplexo
(unitdrio)

A" i={p=(p1,p2,-..,pn) ER" com 0<p;<le pi+pr+--+p,=1}. (4.5)

Sejam p; e p2 dois pontos do simplexo unitario, ou seja, duas medidas de probabilidades no
conjunto finito . Dados 0 < p <1 e ¢ =1 — p, mostre que pp; + gp2 é também uma medida de
probabilidade.

Funcoes convexas e desigualdade de Jensen. Uma funcao real de uma variavel real f : I —
R, definda num intervalo I C R, é dita conveza se

flta+ (1 =1)b) <t f(a)+(1—1) f(b) (4.6)

para todos a,b € I e todo 0 <t < 1. Isto significa que o segmento do plano que une dois pontos
(a, f(a) e (b, f(b) do gréfico de f é formado por pontos (z,y) com ordenada y > f(x).

E util reformular esta propriedade em termos mais geométricos. O epigrafo de uma fungao
f: X — R é o subconjunto do produto cartesiano X x R formado pelos “pontos que estao acima
do grafico de f”, ou seja,

Epi(f) :={(z,y) € X xR : f(z) <y}

Uma fungao f : X — R, definida num conjunto convexo X C R"™, é convera se o seu epigrafo
Epi(f) é um subconjunto convexo de R x R ~ R"*1,

Também é 1til chamar céncava uma funcdo f(z) quando a funcdo g(x) = — f(x) é convexa.

Por inducao, usando o mesmo argumento da prova do teorema 4.10, é facil verificar que a
desigualdade (4.6) extende a seguinte versdo elementar (ou seja, finita) da desigualdade de Jensen:
se f: R — R é uma fung¢do convexa, e 0s t1, 2, ..., ¢, sao nimeros t; > 0 com soma y_,_, t =1,
entao

[z +tiws + -+ tpzn) S Uf(21) +taf(x2) + -+t fan) (4.7)

Seja f : I — R uma funcao real definida num intervalo I C R. Se f é derivavel, entdo f é
convexa sse [’ é nao-decrescente. Se f é duas vezes derivdvel, entao f é convexa sse f” > 0.

Observe que a funcao x — log x, definida em x > 0, é concava. Deduza, usando a desigualdade
de Jensen (4.7), a desigualdade das médias aritmética/geométrica

T1+ X2+ + Ty
n

Yr1xe - Tpn <

se 0s xj’s sao nimeros positivos.
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5 Produto vetorial, area e volume

ref: [Ap69] Vol 1, 13.9-17

5.1 Independéncia no plano e determinante.

A independéncia de dois vetores do plano pode ser testada ao calcular apenas um nimero, chamado
determinante, que representa uma area orientada.

Independéncia no plano e determinante. Os vetores v = (a,¢) e w = (b, d) s@o independen-
tes sse a Unica combinagao linear zv 4+ yw nula é a combinagao linear trivial, com x =0 e y = 0,
ou seja, sse a unica solugao do “sistema linear homogéneo”

ar+by = 0
cc+dy = 0

é a solucao trivial. Ao retirar b vezes a segunda equagao de d vezes a primeira equacgao, e depois
ao retirar ¢ vezes a primeira equagao de a vezes a segunda equacao, temos que

azx + by
cx + dy

0 N (ad—bc)x = 0
0 (ad —bc)y 0

Se ad — be # 0, entao tnica solugao do sistema é a solugao nula. Por outro lado, se ad — be = 0,
é imediato verificar que (d, —c) ou (—b,a) (ou qualquer vetor se v =w = 0) é uma solu¢do nao
trivial do sistema.

As quatro coordenadas dos dois vetores do plano podem ser arranjadas numa “matriz” (do
latim MATRIX, madre ou tdtero, e portanto a/o que da origem, que gera), neste caso uma tabela
de duas linhas e duas colunas,

a b
(¢ 3)

cujas colunas sdo as componentes dos vetores (a,c) e (b,d) (ou cujas linhas sdo as componentes
dos vetores (a,b) e (¢,d)). O determinante desta matriz 2 X 2 é o nimero

a b
Det(C d)_

Observe que trocar linhas com colunas nao altera o determinante, ou seja,

Z’::ad—bc

a
Cc

a
C

a c
b d

b j—
AR
Por outro lado, trocar a ordem das linhas ou das colunas produz uma mudanca de sinal no
determinante, ou seja,
c d
a b ‘

a a
Cc C

bl_ |b
d| d
A conclusao da discussao anterior é que

Teorema 5.1.  Os vetores (a,c) e (b,d) sdo independentes sse ‘?g| # 0.

Diga se os vetores (—1,4) e (3, —12) sao independentes.
Diga se os vetores (5,7) e (2,9) sdo independentes.

Determine os valores do pardmetro real ¢ tais que os vetores (¢t,1 —¢t) e (1+t,t) sdo indepen-
dentes.
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Determinante e area. O paralelogramo gerado/definido pelos vetores v = (a,c) e w = (b, d)

de R2 é o conjunto P = {tv+sw com 0 <t s <1} C R2. A sua drea é igual ao médulo do

determinante da matriz (‘Cl Z), ou seja,

d

Area (P ) = ‘Det( CCL b >‘ = |ad — bc|

Naturalmente, nao temos nesta altura uma definigao rigorosa de area de uma regiao do plano, ou
de volume de uma regido do espaco, ... Apenas sabemos que a drea de um quadrado de lados
unitario é igual a 1, e portanto sabemos calcular areas de retangulos e de tridngulos retangulos
usando as propriedades naturais que esperamos tenha uma area, aditividade e homogeneidade.

Prove a férmula acima para a drea do paralelogramo (retire da area do retdngulo de base
a+ b e altura ¢ + d as dreas dos retangulos e tridangulos que sobram ...).

Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetores (0,1) e (1,1), e do paralelogramo
definido pelos vetores (5, —2) e (—3,1).

Calcule a drea do tridngulo de vértices (3,2), (6, —4) e (8,8).

5.2 Produto vetorial

Produto vetorial. No espaco euclidiano R? (e apenas no espaco desta dimensdo, por acaso o
espago onde vivemos!), munido da base ortonormada candnica 1i,j,k (e a ordem é importante), é
possivel definir uma operagao bindria natural que associa a um par ordenado de vetores um terceiro
vetor com um significado geométrico interessante. O produto vetorial, ou externo (em inglés cross
product) dos vetores r = (x,y,2) er’ = (a’,y’,2") é o vetor

’r x1' = (y2' — 2y, —x' + 22’ 2y —ya') ‘ (5.1)

Sendo cada coordenada do produto vetorial uma funcdo linear das outras duas coordenadas dos
dois vetores, é claro que o produto vetorial é distributivo sobre a adigdo e compativel com a
multiplicacao escalar. Em outras palavras, o produto vetorial é “bilinear”, ou seja, é linear em
cada variavel, no sentido em que satisfaz

(Ar + pr') x " = Mr x r”’) + p(r’ x )
rx (Ar' + pur’”) = Ar x ') + p(r x r'")
Também evidente é que o produto vetorial é “anti-simétrico”, ou seja,
rxr =-r' xr

Em particular, isto implica que o produto vetorial de um vetor com si préoprio é o vetor nulo, ou
seja, r X r = 0.
Um cdlculo mostra que os produtos vetoriais entre os vetores da base canénica i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) e k =(0,0,1) sao

]ixj:k jxk=1i e kxi:j\ (5.2)

(para decorar estas férmulas basta observar a ordem ciclica dos vetores). De fato, a prépria
definigdo (5.1) é uma consequéncia destes trés produtos bésicos, assumindo a bilinearidade e a
anti-simetria.

Mais uns cdlculos elementares (mas chatos!) mostram que o produto vetorial satisfaz a identi-
dade de Jacobi

’ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb):0‘ (5.3)
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(observe a ordem ciclica dos vetores também nesta férmula) e a identidade de Lagrange

> 2 = [l [Jx"]J* = (- x)? (5-4)

Esta férmula diz que a norma do produto vetorial mede a discrepancia entre as quantidades
que entram na desigualdade de Schwarz 2.1. Em particular, a norma é nula, e portanto o proprio
produto vetorial é nulo, sse os vetores sao dependentes, ou seja, proporcionais. Por outro lado,
lr x ¢|| = ||r||||r’]|] sse r e r’ s@o ortogonais.

Finalmente, se os vetores r e r’ sdo independentes, e portanto geram um plano Rr + Rr’, entao
o produto vetorial néo é nulo. Um célculo mostra que (r x ') -r = (r x r') - ' = 0, e portanto o
vetor r X r’ é ortogonal a este plano.

Mostre que o produto vetorial é bilinear e anti-simétrico.
Se v x k =0, o que pode concluir sobre o vetor v? Esevxi=vxj=07?

Mostre que r X v’ = 0 sse r e r’ sdo dependentes, ou seja, proporcionais (use a identidade de
Lagrange e a desigualdade de Schwarz).

Calculer- (r xr’) er’ - (r x r’) e deduza que r x r’ é ortogonal ao plano Rr + Rr’.

Considere a equagao paramétrica r = a + tv + sw do ponto genérico do plano passando por
a € R? e gerado pelo vetores independentes v e w. Calcule o seu produto escalar com o vetor
n = v x w, normal ao plano, e deduza a equagio cartesiana do plano (r — a) - n = 0.

O produto vetorial néo é associativol Por exemplo, i x (i x j) # (i x i) x j.

Verifique a identidade de (5.4). Ou seja, calcule explicitamente os dois polindmios de grau 4
nas coordenadas dos dois vetores, ||r x r'||? e ||r||? [|t/||* — (r - /)2, e verifique que sdo iguais.

Verifique a formula de Lagrange

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (5.5)

Calcule r x ¥’ quando r = (1,-1,1) e ' = (2,-2,2) ou quando r = (—2,-1,3) e’ =
(m,—m,0).

Produto vetorial e determinante. Cada coordenada do produto vetorial r x r’ é igual, a
menos de um sinal, ao determinante da matriz 2 x 2 obtida usando como linhas as duas outras
coordenadas dos vetores r e r’. De fato, uma representacao formal do produto vetorial entre os
vetores r = (z,y,2) er’ = (¢, y',2') é

i
rxr = “Det| =z Y
1,/ y/ Z/

/ /

Yy z

Ty
[

Y

”

i k
z

=i +k

P Y A
Jx/ o

onde a tdltma expressao define o determinante da “matriz” 3 x 3 formada usando como primeira
linha os trés vetores da base candnica e como segunda e terceira linhas as coordenadas dos dois
vetores r e r’ (naturalmente, esta tabela ndo deve ser chamada matriz, pois estamos a misturar
nela elementos de natureza diferente).

Calcule r x ' quando r = (3,—2,8) er' = (1,1,1) ou quando r = (—m,e,10) e v’ = (7,5,3)

[Ap69] 13.11.
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Produto vetorial e drea. A norma do produto vetorial r x r’ é

[l < v'[| = [[e]| 1’| | sin 6] | (5.6)

onde # é o angulo entre os vetores r e r’. De fato, se r e r’ sdo independentes entao a identidade
de Lagrange (5.4) e a definigdo (2.14) implicam

e e 2 = [ell? )2 = ()2
= [[e[* [l']|* (1 — cos®6)
Se, por outro lado, r e r’ sao dependentes, a igualdade é trivial.

Portanto, o produto vetorial r X r’ é um vetor ortogonal ao plano Rr + Rr’ cuja norma é igual
a area do paralelogramo definido pelos vetores r e r’, ou seja,

Area ({tr+ st/ com 0<t,s<1})=rxr/||

E interessante observar que esta férmula diz que a area de um paralelogramo no espago é igual

a raiz quadrada

da soma dos quadrado das areas das projegoes do paralelogramo nos trés planos y-z, -z e x-y.
Uma espécie de teorema de Pitdgoras para dreas!

Calcule a drea do paralelogramo de lados OP e O_Q, onde P=(2,4,—-1) e @ = (1,-3,1).
Calcule a drea do tridngulo de vértices (1,2,0), (2,3,4) e (—1,0,0).

Orientagao. Por outro lado, o sinal do produto vetorial depende da “orientacao” escolhida pela
base canénica i, j, k. Na orientacao “destra”’, o produto vetorial r x r’ tem a orientacao do polegar
da nossa mao direita se o indicador representa o vetor r e o dedo médio representa r’ (assim que
r pode ser transformado no vetor r’ por meio de uma rota¢do de um angulo agudo em torno de
rxr').

Produto vetorial e vetor normal. Se u e v sao dois vetores linearmente independentes de
R3, entdo o produto n = u x v é um vetor nao nulo ortogonal ao plano Ru + Rv. E claro entdo
que os vetores u,v,n sao independentes. De fato, se zu + yv + zn = 0, e calculamos o produto
escalar desta expressao pelo vetor n, obtemos z||n||? = 0 (pois n é ortogonal a u e v), e portanto
z = 0. Mas a independéncia dos u e v entao implica que também x = y = 0. Consequentemente,
pelo teorema 4.4,

Teorema 5.2.  Seu eV sdo linearmente independentes e n = u X v, entdo o conjunto {u,v,n}
¢ uma base de R3.

Em particular, se u e v sao vetores unitdrios e ortogonais, entao pela (5.4) também n=uxv
é unitario, e o conjunto {u,v,n} é uma base ortonormada de R3.

Uma consequéncia é que, como a intuigdo sugere (ndo cabe mais que uma reta ortogonal a um
plano no espago de dimensao 3)

Teorema 5.3. Todo vetor w ortogonal aos vetores independentes u e v € proporcional ao produto
vetorial n = u X v.

Demonstracdo. Sendo u,v,n uma base de R?, todo vetor do espaco é w = zu + yv + zn para
alguns coeficientes z,y e 2. Se w é ortogonal a u e v, entdo ||wl||?> = zn-w. Por outro lado, como
também n é ortogonal a u e v, entdo n-w = z ||n||?. Consequentemente,

Iwl* [n]* = 2 (- w) [In]|* = (n - w)?

e, pela desigualdade de Schwarz 2.1, caso da igualdade, os vetores w e n sao proporcionais. [
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Mostre que se u e v sao nao nulos e ortogonais, e n = u X v, entao valem as relagoes
(uxv)xu=v e vx(uxv)=u

(use a férmula de Lagrange (5.5)).

O plano gerado pelos vetores linearmente independentes u e v no espaco R? é

Ru+Rv=(uxv)! ={reRtq r-(uxv)=0}
Determine um vetor normal aos vetores (2,3, —1) e (5,2,4).
Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).
Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0, 1,0), (1,1,0) e (0,2, 3)
Determine uma equagio cartesiana do plano gerado pelos vetores (—3,1,2) e (1,5,—2).
Determine uma equagéo cartesiana do plano que passa pelos pontos (1, 1,1), (1,0,0) e (0,1, 0).
Determine uma equagao cartesiana do plano {(1 + ¢+ s,t — s,5t) com (t,s) € R?}.
[Ap6Y9] 13.11.

Forca magnética. A forca de Lorentz que experimenta uma particula com carga eléctrica ¢ e
velocidade v num campo elétrico E e magnético B é (nas unidades do S.I.)

F=¢(E+vxB)

Mostre que num referencial inercial em que o campo elétrico é nulo, i.e. E = 0, e portanto a
tinica forga é for¢a magnética qv x B, a energia cinética K := im||v||? é conservada, calculando a
derivada

%mHVH?) =mv- v

7 (
e utilizando a equagao de Newton mv = F.

Momento angular e torque. O momento angular (relativo & origem do referencial) de uma
particula de massa m > 0 colocada na posicao r € R? com momento linear p = m#, é o produto
vetorial

L:=rxp
A derivada do momento angular de uma particula sujeita a lei de Newton p = F é igual ao bindrio
(ou torque) T :=r x F, pois

L=r xp+rxp
=rxF.

sendor x p =0.

O momento angular do sistema de n particulas de massas m;, colocadas nas posicoes r; € R?
com momentos lineares p; := m;r;, comi=1,2,...,n, é

n

L::Zrixpi

=1

Sejam R := 77 >-"" | m;r; o centro de massa do sistema e P := MR = """ | m;I; 0o momento
. n
linear do centro de massa, onde M := 3" | m; denota a massa total. Mostre que

L=RxP+ L

onde L' := " | r} x p}, com r = R+1’, 6 0 momento angular relativo ao centro de massa.
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5.3 Produto misto

Os produtos escalar e vetorial podem ser combinados para definir um produto que deteta a
independéncia de trés vetores no espaco R® e calcula o volume orientado do paralelepipedo que
eles definem.

Produto misto/triplo escalar e determinante. O produto misto/triplo (escalar) dos vetores
r=(z,y,2), v = (z/,y,2') er” = (z",y",2") do espago euclidiano R?, nesta ordem, é o escalar

r-(r' xr”)

A férmula explicita é

!’ 1 1,1 1 1,1 !0

r- (' xr'’) =" -2y —yl@'2" —22") + 2(2"y" — y'2")

:xy’z” —xy”z'—i—x”yz/ _m/yzl/+m/y//z_x//y/m

E 1til observar que é uma soma de todos os possiveis produtos de coordenadas diferentes dos trés
vetores, com sinais positivo ou negativo dependendo se a permutagao é par ou impar, a comegar
pela permutagao inicial xy’z”’. Mais importante é que a representagao do produto vetorial como
determinante formal produz uma maneira “visual” de calcular o produto misto. O produto misto
é igual ao determinante da matriz 3 X 3 cujas linhas sao as componentes dos trés vetores, que é
definido pela seguinte férmula, & custa do determinante de uma matriz 2 x 2,

x z
/ " —D / y/ ’ ,_ ! ! L4 ! !
r-(r' xr") = Det r Yy =z =T " n|—Y " n | T2 " "
" " " € z € z
Outra notagdo para o determinante de uma matriz 3 x 3 é
T Yy =z T Yy =z
Det | o/ o 2 | =|2a2 o 2
1 1 1 1 /! "
Yy

(esta notagao pode gerar confusdes quando tentamos calcular o médulo do determinante . .. )

O determinante é uma funcao dos trés vetores que formam as linhas da matriz. E fAcil verificar
que o determinante nao muda se trocamos as linhas pelas colunas. E também facil verificar que
mudar a ordem das colunas ou das linhas na matriz (ou seja, dos vetores no produto misto) sé
pode alterar o sinal do determinante, e o sinal muda quando trocamos as posicoes de apenas duas
linhas ou de duas colunas. Ou seja, o sinal do determinante, pensado como funcao das trés linhas
ou das trés colunas, depende da “paridade” da permutagao destes trés vetores. Por exemplo,

T y z T x/ 1 x/ y/ Z/ x/ y/ /
! ! ! _ ! 1! _ _ 1 1 1 _
oy =y vy =—| z vy =2z ¥y N |=...
x// y// Z// 2 Z/ ZI/ :L_// y// Z/I T y z
ou, em termos do produto misto,
r-(r'xr)=r - @"xr)=r" - (rxr)=-r- " x1')=—1"-(rx1")= ...

Consequentemente, é claro que o produto misto é nulo se pelo menos dois dos trés vetores forem
iguais, ou proporcionais. E também nulo se um dos vetores pertence ao plano gerado pelos outros
dois. De fato,

Teorema 5.4.  Os vetores a, b, ¢ do espaco euclidiano R? sdo independentes (e portanto formam
uma base) sse a- (b X c) # 0.



5 PRODUTO VETORIAL, AREA E VOLUME 62

Demonstra¢do. Se a, b, c sd@o dependentes, entdo existe uma combinagao linear nao trivial tal que
rza+ yb+ zc = 0. A menos de trocar os nomes dos vetores, podemos assumir que x # 0. Isto quer
dizer que a = —(y/z) b — (z/x) ¢, ou seja que a pertence ao plano gerado por b e c. Entao

a-(bxc)=—(y/x)b-(bxc)—(z/x)c-(bxc)=0

pois b e ¢ sao ortogonais a b x c.
Vice-versa, assumimos que a-(bxc) = 0. Se bxc = 0, entéo os vetores b e ¢ s a0 proporcionais,
e a fortiori também os vetores a, b, ¢ sdo dependentes. Se, por outro lado, n = b x ¢ # 0, entao
os vetores b, ¢, n formam uma base de R?, pelo teorema 5.2. Isto implica que a = zn 4+ yb + zc, e
consequentemente
0O=a-(bxc)=(en+yb+zc) - (bxc)=z|n|?

porque b x ¢ é ortogonal a b e ¢. Como n # 0, isto implica que « = 0, e portanto que a é uma
combinagao linear de b e ¢, ou seja, que a, b, c sao dependentes. O

Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando a = (1,1,0), b= (1,3,1) e c = (0,1, 1).

Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando a = (—2,5,1), b =(0,3,0) e ¢ = (6,7, —3).
Diga se os vetores (7,2,3), (—1,—5,3) e (0,1, —3) sdo independentes.

Diga se os vetores (1,0,1), (0,1,0) e (1,1,1) sao independentes.

Determine os valores de ¢ para os quais os vetores (¢, 1,0), (1,¢,1) e (0,1, ¢) sdo independentes.
[Ap69] 13.14.

Determinantes e volumes no espaco. A férmula (5.6) e a definicao (2.14) implicam que o
médulo do produto misto é

|a- (b xc)| = [[all[[b] [|c[| | sin(6) cos(¢)]|

onde # é o angulo entre b e ¢, e ¢ é 0 angulo entre a e b x ¢. Por outro lado, o sinal do produto
misto depende da orientagao dos vetores, e é positivo se a, b, ¢ sao orientados como os vetores i, j, k
da base canénica, pois i- (j x k) = ||i||? = 1.

O paralelepipedo  gerado/definido pelos vetores a, b e ¢ de R? é o conjunto

P={ta+sb+uccom 0<t su<l}.

Consideragoes elementares dizem que seu volume deve ser igual produto da drea da base, por
exemplo o paralelogramo gerado por b e ¢, que é igual a ||b]|||c||| sin 8|, vezes a norma da projecéo
de a sobre o vetor unitario normal ao plano gerado por b e ¢, que é igual a ||a|| cos ¢|. Consequen-
temente, o volume do paralelepipedo é

a; a2 as
Volume ({ta+ sb +uc com 0<t,s,u<1})=|a-(bxc)|=|Det| b ba b3
C1 Co C3

Calcule o volume do paralelepipedo definido pelos vetores i +j, j + k e k +i.
Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores (3,3,1), 2,1,2) e (5,1,1).

Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores (0,0,1), (5,7,—3) e (—9,0,0).
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Regra de Cramer. Resolver o sistema de trés equacoes lineares

mr+by+cz = di
asx + by +coz = ds
azx + b3y +c3z = ds

nas trés incégnitas x, y e z, significa representar o vetor d = (dy, da, d3) como combinagao linear
ra+yb+zc=d

dos vetores a = (a1,a2,a3), b = (b1,ba,b3) e ¢ = (¢1, ¢2, c3) com coeficientes x, y e z.

E claro que o sistema admite sempre uma solugao, para qualquer vetor d, sse os vetores a, b, c
sdo independentes, e portanto formam uma base de R3. Pelo teorema 5.4, isto acontece sse o
produto misto a - (b x ¢) é diferente de zero. Menos evidente é que o produto misto permite
determinar uma férmula para a solugao, em termos dos vetores a, b, ¢ e d. De fato, se calculamos
o produto escalar desta representacao de d pelos vetores b x ¢, depois ¢ x a e finalmente a x b,
obtemos as trés identidades

za-(bxc)=d-(bxc)
yb-(cxa)=d-(cxa)
zc-(axb)=d-(axb)

(observe que este truque generaliza o que foi utilizado para provar que dois vetores do plano sdo
independentes sse o determinante da matriz 2 x 2 formada pelas coordenadas é diferente de zero,
mas que agora estamos a eliminar duas varidveis de cada vez!) O coeficiente de x,y e z, é sempre
o mesmo. Portanto, se o produto misto a - (b x c) é diferente de zero (ou seja, se o determinante
da matriz 3 X 3 cujas colunas sao os vetores a, b e c ¢é diferente de zero, ou seja, se os trés vetores
sao independentes), entdo o sistema admite uma unica solugdo (z,y, z), dada pela regra de Cramer

seguinte:
d-(bxc) c-(dxa) a-(bxd)
r= —7T——— = = 7= —"
a-(bxc) Y a-(bxc) a-(bxc)
Observe que o denominador é o determinante da matriz 3 X 3 cujas colunas sao os vetores a, b e
c, e o numerador da i-ésima coordenada é obtido ao substituir, nesta matriz, a i-ésima coluna pelo

vetor d.

Resolva os sistemas

r+y+=z = 6 x4+2y—3z = 4
20 +y+32z = 9 20 —3y+z2z = 1
3r—y—>5z = -—17 3r—y—2z = 5
Nabla, gradiente, divergéncia, rotacional e laplaciano. Os produtos escalares e vetorial

sao também usados para definir certos operadores diferenciais importantes da fisica-matematica.
O operador nabla é o operador diferencial formal

0 0 0

V=i— +j5 +k—

ox J(‘?y 0z
que pode agir sobre campos escalares ou vetoriais definidos numa regido do espaco euclidiano R3.
Por exemplo, o gradiente do campo escalar f(x,y, z) é o produto formal

0 0 0
foo0f L 0

grad(f) ::Vf:é?iml+87yj+$

A divergéncia do campo vetorial F(x,y, z) = (A(z,y, 2), B(z,y, 2), C(x,y, z)) é o produto escalar

formal
_ 0A 0B oC

le(F)SZV'F—g +87y +a
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O rotacional do campo vetorial F = (A, B, () é o produto vetorial formal

oC OB\ . 0A oC\ . 0B 0A
curl(F).VXF(ay aZ>1 +<82 836>J+(833 6y>k

A divergéncia do gradiente do campo escalar f é

O operador A = V-V, ou também V2, é chamado laplaciano, ou operador de Laplace, e é um dos
operadores mais importante da fisica matematica, pois aparece nas equacoes da corda vibrante,
das ondas, do calor, de Poisson, de Schrédinger, . . .

Verifique qua a férmula de Lagrange (5.5) implica

Vx (VxF)=V(V -F)—AF

(onde o laplaciano do campo vetorial é definido coordenada por coordenada).
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6 Numeros complexos

ref: [Ap69] Vol. 1, 9.1-10
6.1 O corpo dos niimeros complexos

Os numeros complexos formam um corpo que estende o corpo dos nimeros reais, e cujas
operacoes refletem a geometria euclidiana, ou melhor, conforme, do plano.

Histéria muito breve. Os ndmeros complexos foram inventados/descobertos no século XVI
como un truque “soffstico” para resolver polinémios do género x> + px 4+ ¢ = 0. Hoje em dia,
fazem parte da formulagao das leis fundamentais da Natureza, como, por exemplo, a equacdo de
Schrodinger

oy R

da mecanica quantica, ou os integrais de Feynman

/ iSIEl /B Dy
paths

da teoria quantica dos campos.

Nas palavras de Roger Penrose [Pe05],

complex numbers, as much as reals, and perhaps even more, find a unity
with nature that is truly remarkable. It is as though Nature herself is
as impressed by the scope and consistency of the complex-number system as
we are ourselves, and has entrusted to these numbers the precise operations
of her world at its minutest scales.

O corpo dos nimeros complexos. Do ponto de vista algébrico/abstrato (para um matemaético
que sabe o que é uma “extensao” de um corpo), o corpo dos nimeros complexos é C := R(i), onde
i =—1.

Mais compreensivel (para um matemético que sabe o que é um “anel”) é dizer que é o quociente

C:=R[X]/ (X2 +1)

do anel R[X] dos polinémios na incégnita X com coeficientes reais mdédulo o ideal gerado pelo
polinémio X2 4+ 1. Um polinémio arbitririo na incégnita X é uma expressao formal do género
p(X) = ap, X"+ - -+a1 X +ag, com coeficientes reais a € R. Somas e produtos entre polinémios sdo
definidos da forma natural. No quociente, dois polinémios p(X) e ¢(X) sao identificados se diferem
por um polinémio da forma f(X)(X2+1), onde f(X) é um polinémio arbitrario. Isto significa que
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podemos simplificar e substituir cada fator X2 + 1 por 0, ou seja, cada segunda poténcia X? por
—1. Mas entdo também podemos substituir X3 = X X2 = —X, depois X* = XX3 = —-X? =1,
.... E claro portanto que todo polinémio pode ser identificado, no quociente, com um polinémio
de grau apenas um, do género a 4+ bX, com a,b € R. O ntmero complexo que tradicionalmente
chamamos i, cujo quadrado satisfaz i2 4+ 1 = 0, é precisamente a imagem de X no quociente.

Na pratica, para seres humanos, C é o conjunto das expressoes formais

z=x+ 1wy

com z,y € R, que chamamos (e pensamos) “numeros complexos”, munido das operagdes bindrias
“soma” e “multiplicagao” definidas usando as usuais regras algébrica dos polinémios com coefici-
entes reais na incégnita “” e no fim usando a substitui¢do i2 = —1. O resultado é que a soma é
definida por

e a multiplicacao é definida por

(z1 +iy1) - (22 + iy2) = 2172 + iT1Y2 + (Y172 + Y10

. (6.2)

= (z122 — Y1y2) + i (T1y2 + Y122) -

E subentendido que dois nimeros complexos x1 + iy2 e T2 + iy2 sdo (considerados) iguais sse

T1 = To €Y1 = Yo. E também conveniente denotar simplesmente x +i0 = z e 0 + iy = 7y. Em

particular, x — x 4 ¢0 define uma inclusdao R C C, e as operacoes definidas acima sao as usuais
operagoes no corpo dos reais.

Sei:=0+41i-1€C,entdoi-i=—1, ou seja, £i sdo (as Unicas) “raizes quadradas de —1”. De
fato (e esta é a origem das férmulas acima, que portanto ndo devem ser decoradas), somas e mul-
tiplicagoes entre nimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operagoes
entre nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo 7 - ¢ por —1.

E natural identificar os nimeros complexos z = x + iy com 0s pontos/vetores (z,y) do plano
R2, e denotar a correspondéncia com z +iy ~ (z,y). A retareal R C C é naturalmente identificada
com o eixo dos z’s em R?, e a reta “imaginaria” iR C C é naturalmente identificada com o eixo
dos y’s.

Z=xeY

Entao a soma 21 4 z5 corresponde & soma dos vetores z; &~ (x1,¥1) € 22 & (22, y2) do plano. O
conjunto C, munido da operagao + definida em (6.1), é um grupo abeliano aditivo, cujo elemento
neutro é 0 := 0 + 0. O oposto do nimero complexo z = x + iy é o nimero complexo —z =
(—x) + i(—y) (denotado simplesmente por —z = —x — iy), que verifica z + (—z) = 0. Somar um
namero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde a fazer uma translagao no plano.
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Todo z = z + iy # 0 admite um unico inverso multiplicativo, um nimero complexo 1/z tal que
z-(1/2) =(1/z) - z = 1, dado por

1 T .y

= —1
2z 'l:2+y2 1.2+y2

(6.3)

como é facil verificar (observe que z # 0 sse #? + y? > 0). Portanto, o conjunto C* := C\{ 0},
munido da operagao - definida em (6.2), é um grupo abeliano, o grupo multiplicativo dos ntdmeros
complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 + 0.

As poténcias inteiras de um nimero complexo sao definidas por recorréncia: z"t! := 2. 2", se

n > 1, sendo 2% ;= 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sio definidas por z=" = (1/2)".
Por exemplo, i = —1,ei ! =1/i = —i.
A propriedadde distributiva (z1 + 23) - 23 = 2123 + 2223, que implicitamente foi usada na

definicao da multiplicagao e que portanto é valida para todos triplos de ntimeros complexos, mostra
finalmente que C é um corpo. Em particular, um produto de dois nimeros é nulo, ou seja, zw = 0,
sse pelo menos um dos fatores é nulo, ou seja, z =0 ou w = 0.

O corpo dos numeros complexos contém, como subcorpos, o corpo dos reais R, que por sua
vez contém o corpo Q dos racionais. No entanto, nao é possivel estender a ordem de R a uma
ordem de C que seja compativel com as operagoes: o corpo dos niimeros complexos nao é um corpo
ordenado.

Calcule

2+i3)+(B3—-42) (1—i)-(2—i) (1+i)+(1—1d)-(2—1h)

Na identificagao C ~ R? definida por x + iy ~ (x,y), o produto (a + ib)(z + iy) é dado por

a —b x
b a Y
Em particular, se a 4+ ib # 0, entdo o produto é

JET R <c0s9 —s1n9) (a:)

sinf  cosf Y

onde 6 é um angulo tal que cosf = a/va?+b? e sinf = b/v/a? + b%. Esta férmula revela o
significado geométrico da multiplicagao: a multiplicacao por um niimero complexo a + b diferente
de zero corresponde a uma rotagdo de um angulo # e uma homotetia de razao va? + b2.

Represente na forma z + iy os seguintes niimeros complexo

3 1 2—i  1—i i

. 1_32 .17 2i3
! Tri 11 13 24 1B ! (21

Verifique que, dado z = x + iy, a tnica solugdo de (z + iy)(a + ib) = 1 é dada pela férmula
(6.3), ou seja, a = z/(x? + y*) e b = —y/(z* + y?) (por exemplo, resolvendo um sistema de 2
equagdes lineares nas incégnitas a e b).

Ao acrescentar a raiz quadrada de —1 aos nimeros reais acontece um primeiro milagre: todo
niimero complexo (por exemplo, real) admite umas raizes quadradas. Verifique que o quadrado de

1 1
V3 e+ vTTR) riyfy (e vETR)

e do seu oposto é igual a z = x + iy.
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Conjugagao. O corpo dos numeros complexos também admite uma involu¢do (uma trans-
formagio que é a prépria inversa) que respeita as operagoes algébricas. O conjugado de z = x + iy

é
Z:i=x—1y,

ou seja, a imagem do ponto z + iy = (x,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C. Em
particular, ¢ e o seu conjugado i = —i sao as duas raizes de —1.

A conjugacao é um “automorfismo” de C, ou seja, respeita soma e produtos:
21 F=72+7 e Zl 23 =21 - 23 (6.4)

(a segunda identidade néo é 6bvia, mas um “milagre” que relaciona multiplicacdo e geometria
euclidiana do plano). Observe também que a conjugacdo é uma involugao, ou seja, z = z.
Os ntuimeros reais
zZ+z zZ—Z

x=R(z) = 5 e y=S(z) := %

sao ditos parte real e parte! imagindria do nimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe
que z = Z sse z é real, ou seja, sse J(z) = 0.

Norma e médulo. A conjugacao permite definir a norma (no sentido da teoria de nimeros) do
nimero complexo z = x + iy como

N(z2) =2z =212+ (6.5)

que, sendo uma soma de quadrados de niimeros reais, ¢ um nimero real nao-negativo. O mddulo,
ou valor absoluto, de z = x + iy é a raiz quadrada de N(z), ou seja,

2| == V2Z = /a2 + 92 (6.6)

De acordo com o teorema de Pitdgoras, é igual & norma euclidiana do vetor (z,y) € R%. Em
particular, |z| = 0 sse z = 0.

Z
(2]
7
=
E claro que |z| = |Z]. Menos evidente, consequéncia da segunda das (6.4), é que o valor absoluto

é multiplicativo, ou seja,
2w = |z [w] (6.7)
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Consequentemente, |1/z| = 1/|z| se z # 0, e, mais em geral, |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso
multiplicativo de um nimero complexo z # 0 é entao
1/2=%/|2%.

Os nuimeros complexos “unitarios”, ou seja, de mdédulo igual a um, definem a circunferéncia

unitdria
S:={z€C;|z|]=1}cC
Pela (6.7), o produto de dois ntimeros complexos unitdrios é ainda untdrio. Assim, S é um

subgrupo do grupo multiplicativo C*, isomorfo ao grupo U(1) das transformagdes unitdrias do
espago euclidiano complexo C.

Portanto, a inversao z — 1/z de um ndmero complexo nao nulo corresponde a uma “reflexao”
na circunferéncia unitaria, a transformacio z — 2* := z/|z|?, seguida por uma conjugacio z* + z*,
uma reflexdo na reta real.

o Z

&

Verifique a seguinte identidade entre ntimeros reais
(a® 4+ b%)(c* 4+ d?) = (ac — bd)?* + (ad + bc)?
e deduza a (6.7). Outra possibilidade, menos misteriosa, é partir pelas fatorizagoes
a? +b* = (a+ib)(a — ib) & +d* = (c+id)(c—id)
multiplicar as duas, rearranjar os fatores a direita, multiplicar os primeiros dois e os ultimos dois

(a® + %) (c* + d?) = (a +ib)(c +id)(a — ib)(c — id)
= ((ac — bd) + i(ad + b)) ((ac —bd) —i(ad + bc)) = ...

até observar que ...

Inteiros gaussianos, somas de quadrados e ternos pitagoricos. Os inteiros gaussianos sao
os numeros complexos da forma z = a +ib com a e b inteiros. Formam o subconjunto Z +iZ C C,
identificado ao reticulado Z? C R? dos pontos do plano com coordenadas inteiras. E evidente,
pelas férmulas (6.1) e (6.2), que somas e produtos entre inteiros gaussianos também sdo inteiros
gaussianos, ou seja, que os inteiros gassianos formam um anel. E também evidente, pela (6.5), que
a norma, ou seja, o quadrado do médulo de um inteiro gaussiano é um numero inteiro, soma de
dois quadrados.

Sejam z = a + ib e w = ¢ + id dois inteiros gaussianos. Se calculamos o quadrado em (6.7), e
usamos a prépria definigdo (6.6), obtemos

(a® + %) (¢® + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)? (6.8)

Esta é conhecida como identidade de Diofanto, ou de Brahmagupta-Fibonacci, que diz que “um
produto de duas somas de dois quadrados é também uma soma de dois quadrados”.
Em particular, quando z = w = a+ b, temos (lendo a férmula acima de direita para esquerda)

(a® —?)* + (2ab)? = (a® +b?)°
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Esta é conhecida como férmula de Euclides '*> e, ao variar os inteiros a > b > 1, produz uma
infinidade de “ternos pitagéricos” m?+n? = p? (e, de fato, todos as ternos pitagéricos “primitivos”,

ou seja, os ternos (m,n,p) sem fatores comuns!).

Raizes de polinémios reais de grau dois. Um polinémio de grau dois com coeficiente reais é
uma funcio do género f(x) = ax®+bxr+c, com a,b,c € R e a # 0. Para calcular as suas raizes, ou
seja, os pontos onde f(z) = 0, podemos dividir por a, e considerar o polinémio ménico (ou seja,
tal que o termo de grau maior tem coeficiente unitério)

f(z) =22 +2az+p
com 2a = b/a e 8 = ¢/a (coloquei o fator 2 para simplificar os célculos seguintes). Ao “completar
o quadrado”, observamos que
24202+ B=22+2az+a*—a?+ 1
=(z+0a)*+ (807
e portanto as raizes sao solugoes de

(z+a)?=a% - 3.
O nimero 6 := o — # é chamado discriminante do polinémio. Se § > 0, temos duas raizes reais
24 = —a + /9, eventualmente coincidentes quando § = 0. Em termos dos coeficientes originais
a, b, c, esta é a famosa formula resolvente

b+ Vb2 — 4dac

A
2a

Se § < 0, e portanto § = —w? para algum w > 0, o polinémio nio admite raizes reais. No entanto,
podemos observar que (+iw)? = §. Entao temos duas rafzes complexas e conjugadas

’zi:—a:tiw.‘

Nos dois casos, o polinémio ménico fatoriza como produto

f(2) = (2= 21)(z - 2-)

de duas raizes, iguais se 6 = 0, e simétricas em relagdo ao eixo real se § < 0.

Resolva as seguintes equagoes

22 —2:42=0 224+2+1=0
6.2 Representagao polar e raizes

A férmula de Euler revela a relagdo entre o produto entre nimeros complexo e as homotetias
e as rotagoes do plano.

Representacao polar. A representacdo polar do nimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R?

é

onde p = |z] = /22 +y? > 0 é o mddulo de z, § = arg(z) € R/27Z é um argumento de z, ou
seja, um angulo tal que z = pcos(f) e y = psin(d) (logo definido a menos de multiplos inteiros de
27), e o niimero complexo unitério e’ € S é (provisoriamente) definido pela formula de Buler

e’ .= cos(f) +isin(6). (6.9)

12Buclides, Elementos, Livro X, Proposicdo XXIX.
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a custa, portanto, das fungdes trigonométricas cos e sin, supostas definidas anteriormente (e.g.
num curso de cdlculo). Observe que

0 | —if 0 _ —ib
cos(0) = e’ te ™ e cos() = &
2 2

Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um nimero z o
unico argumento que satisfaz Arg(z) € (-, 7.

by

\@

Produto em representagao polar. Se z; = pleiel e 29 = p26i92

para seno € coseno mostram que

, entao as férmulas de adicao

2175 = pypae’¥1702) (6.10)

2

Por exemplo, o quadrado de um niimero complexo z = pe ¢ é 22 = p? e 20, Também, se z5 # 0,

1 ﬁei(91*92)
22 P2

Estas formulas mostram que o grupo multiplicativo dos complexos diferentes de zero é um produto
C* = Rf_ x S do grupo multiplicativo dor reais positivos e da circunferéncia unitaria. Também
revelam, mais uma vez, o significado geométrico da multiplicacdo entre nimeros complexos.

Uma primeira consequéncia é que o inverso do ntimero complexo z = pe?, com p > 0, é
27t = p~le™®.  Outra é que a multiplicacio por z = pe'® # 0, no plano C ~ RZ?, ou seja,
a transformagio w — zw, corresponde a uma homotetia w — pw de razao |z| = p > 0 (uma
dilatacdo ou contracdo se p # 1) e uma rotacio w — ¢ w de um angulo 6.

%z

Sz CrD
/.7 \Cbé

]

Em particular, a multiplicacdo por um nimero complexo de médulo um, ou seja, da forma, e’
com 6 real, corresponde a uma rotagao anti-horaria de um angulo 6. Por exemplo, a multiplicacao
por i = e'™/2 é uma “raiz quadrada’ da rotacio z — ¢z = —z de um angulo 7, logo uma rotacao
de um angulo 7/2 (chamada “rotagdo de Wick” pelos fisicos).

Exponencial. A férmula de Euler (6.9) e a propriedade (6.10) permitem definir o exponencial
de um nimero complexo arbitrario z = x + 1y como

z

e :=e% e =¥ (cosy + isiny) (6.11)

Assim, o médulo de e* é igual ao niimero real e*, que é estritamente positivo, e o argumento de
e* é igual a y, a parte imagindria de z. Em particular, e* # 0. E imediato entao verificar, usando a



6 NUMEROS COMPLEXOS 72

equacao funcional do exponencial real e as férmulas de adi¢ao trigonométricas, que o exponencial
complexo satisfaz a regra do produto
ez+w — ez ew

ou seja, define um homomorfismo do grupo aditivo C no grupo multiplicativo C*. Em particular,
e ® =1/e%.

Descreva as imagens das retas orizontais e verticais, e em particular dos eixos real e ima-
ginario, pela fungao exponencial.

Raizes. Se n = 1,2,3,..., entdo cada nimero complexo w #* 0 possui exatamente n raizes
n-ésimas, ou seja, n nimeros complexos z que resolvem

Z'=w.

Para encontrar estas raizes, é conveniente usar as coordenadas polares. Se w = pe’®, com p # 0,
entao z = re'? satisfaz 2" = w se
P etny — pele

Isto quer dizer que 7 é a raiz n-ésima (positiva) do ntimero positivo p, e que ny = 0 + 27k, onde
k é um inteiro arbitrario. Os valores de k que diferem por multiplos de n dao origem as mesmas
solucdes. Consequentemente, as raizes n-ésimas de w = pe sdo os n niimeros complexos

2 = Wei(9+2ﬂ'k)/n

comk=0,1,2,...,n—1.
Particularmente importante é o caso w = 1. Os numeros complexos

Ck - eiQﬂ'k/n

com k= 0,1,2,...,n — 1, que resolvem ((;)” = 1, s@o chamados raizes n-ésimas da unidade.
Formam os vértices de um poligono regular de n lados, inscrito na circunferéncia unitaria. Observe
que (, = (Ql)k, onde ¢; = €2™/™ é uma raiz “primitiva”. Também, C;Cnr = 1, ou seja, Co_p =
1/¢x. Consequentemente, as raizes n-ésima da unidade formam um subgrupo de ordem n do grupo
multiplicativo S. A identidade elementar

(z=1DE" 42" 42+ 1) =2" -1

mostra que as raizes n-ésimas da unidade, que permitem “construir” um poligono regular de n
lados, sao raizes também do polinémio ménico

Zn_l+Zn_2+'--—|—Z+1

° ven/. TR/
2% /3, 4 5
e e

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:
—1 1—1 1+ 3—4

Verifique que o conjugado de z = pe’? é Z = pe~*.
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Calcule

eiﬂ' e—iﬂ'/Z \/; /—i 144 \4[2-
Resolva as equacdes 2> =1, 2> =1 e 2% = 81.

Verifique que (14 2+ 22 +--- 4+ 2")(1 — 2) = 1 — 2! e portanto, se z # 1,
1_Zn+1
I4z4+22+ 2= —"

1—=z

0

Considere z = €¥ com 6 # 277Z e real, calcule a parte real e deduza

1+ cos(6) + cos(26) + - - + cos(nb) = % + W

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1) entao

l+w+w?+w+ ...+ 1 =0.

Use a representacao polar e a férmula de Euler (6.9) para provar a férmula de de Moivre
(cos() +isin(f))" = cos(nd) + isin(nf) . (6.12)
Deduza férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

para valores pequenos de n.

Deduza que existem polinémios algébricos T,,(z) de grau n > 0, (chamados polindmios de
Chebyshev) tais que
cos(nd) = T,,(cos 6)

(observe que as poténcias pares de sin # podem ser substituidas por poténcias pares de cos 6 usando
a identidade trigonométrica), e calcule os primeiros.

(G u) (2eh)

Norma e métrica euclidiana. E evidente que a parte real e a parte imaginaria de um ntimero
complexo z = x + iy sdo limitadas pelo médulo, ou seja, |z| < |z| e |y| < |z]. Por outro lado, um
célculo direto mostra que |z + w|? = |2|? + |w|? &£ 2R(2w). Portanto, sendo |R(zw)| < |2||w], o
modulo satisfaz a desigualdade do triangulo

Calcule

[ 124w < J2] + [w]] (6.13)

A desigualdade do tridngulo diz que |z| é uma norma, e portanto
d(z,w) := |z — w|

é uma métrica no plano complexo. Ou seja, é positiva quando z # w, nula sse z = w, e satisfaz
a desigualdade do tridangulo
d(z,w) < d(z,p) +d(p,w).

De fato, como ja observado, é a métrica euclidiana de C ~ R?, definida pelo produto escalar
euclidiano

((,y), (@) = 2z’ + yy' = R ()

Um caso particular da desigualdade do tridngulo é |z + iy| < |z| + |y|, e diz que o médulo de
um numero complexo é limitado pela soma dos médulos das suas partes real e imaginaria.
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Diga quando vale a igualdade na (6.13).

Verifique que o produto escalar euclidiano entre os vetores z e w de C ~ R? é igual a
(z,w) = N(z, W)
Deduza que coseno e seno do angulo 6 entre tais vetores (supostos nao nulos) sdo

cosg = X)L, Rzw)
2| |w] |2 |w]

Mostre que
|2+ wl® + |z —wl* =2 (]2 + |w]*)

Prove a desigualdade
|z £ w| = [|z] — fw]|

O norma do supremo no plano C ~ R? ¢ defninida por ||z + iy|| := max{ |z|,|y|}. Mostre
que as normas || - || € | - | s@o equivalentes, ou seja,

l2lloo < 2] < V2[l2lloc (6.14)

(é caso particular de um teorema mais geral, que diz que todas as normas de um espaco vetorial
de dimensao finita sdo equivalentes). Estas desigualdades dizem que |z| é pequeno quando ||z é
pequeno, e vice-versa. Portanto, as topologias (i.e. as nogoes de aberto, de limite de uma sucessao,
...) geradas pelas duas normas sao equivalentes.

6.3 Polinémios e fatorizacao

O “teorema fundamental da dlgebra” afirma que um polinémio de grau n possui exatamente n
raizes no plano complexo, se contadas corretamente.

Polinémios. Usando repetidamente somas e multiplicagoes, é possivel construir os polindmios
f(2) =anz" +an 12"+ Farz+ag (6.15)

com coeficientes a, € C, sendo pelos menos um deles nao nulo. O grau de um polinémio é o maior
dos indices dos seus coeficientes nao nulos. Assim, o grau do polinémio (6.15) é deg(f) = n se
ap # 0. Por exemplo, uma fungao constante f(z) = a é um polinémio de grau 0, uma funcao afim
f(2) = az + B com a # 0 é um polinédmio de grau 1, uma fungao quadrédtica f(z) = az? + Bz + 1~
com « # 0 é um polinémio de grau 2, ...

Somas e produtos finitos de polindémios sao polindémios. Portanto, o espago Pol dos polinémios
forma um anel comutativo, cuja identidade é o polinémio constante f(z) = 1. E claro que todo po-
linémio de grau n é proporcional a um polinémio mdnico de grau n, um polinémio cujo coeficiente
de grau maximo é igual a b, = 1, ou seja, do género

g(z) = 2"+ by 12" P bz by

Observe também que deg(fg) = deg(f) + deg(g), desde que f e g sejam diferentes do polinémio
nulo h(z) = 0 (que portanto ndo convém chamar “polinémio”!).

E possivel dizer aguma coisa sobre o grau de uma soma de polinémios, ou seja, deg(f + g) ?

E sobre o grau de uma composicdo de polinémios, ou seja, deg(f og) ?
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Zeros e fatorizagao. Os zeros, ou raizes, do polindémio (6.15) s@o os pontos p onde f(p) = 0,
que formam o conjunto Z(f) := { p € C t.q. f(p) = 0}. E claro que as raizes de f(z) sao
também raizes do polinémio ménico f(z)/ay,, e vice-versa.

Polinémios com coeficientes reais podem nao ter raizes reais, como no caso do polinémio
quardtico 2 + 1. Por outro lado, em 1799 Gauss (aos 22 anos) deu pela primeira vez umas
provas razoavelmente corretas do que hoje é chamado “teorema fundamental da algebra” (que
seria mais correto chamar, como também sugerido por van der Werden [Wa91], “teorema funda-
mental da teoria dos nimeros complexos”), que os matemé&ticos resumen ao dizer que “o corpo dos
numeros complexos é algebricamente fechado”. Apesar do nome tadicional, deve ser considerado
um teorema de anélise, pois as suas provas mais elementares usam pelo menos o teorema de Wei-
erstrass sobre a existéncia de maximos de fungoes continuas definidas em compactos, assim como
a bi-dimensionalidade do plano complexo.

Teorema 6.1 (Gauss). Todo polindmio de grau n > 1 admite (pelo menos) uma raiz em C.

Demonstragao. E claro que, a menos de dividir pelo coeficiente de grau méximo, basta provar o
teorema para um polinémio ménico f(z) = 2" + 12" 4+ 4+ a1z+ag comn > 1. E também
claro que se |z| = R é suficientemente grande entdo também |f(z)| ~ R™ é grande, por exemplo
superior ao valor de |f(0)] = |ag|. Pelo teorema de Weierstrass, a fungdo continua z — |f(z)]
atinge um minimo no disco fechado |z| < R, e, pela observagao anterior, este minimo é atingido
num ponto p com |p| < R, e é também um minimo absoluto de |f(z)| no plano complexo. A menos
de uma translagao (ou seja de considerar o polinémo f(z — p)) podemos assumir que o minimo é
atingido na origem, e portanto que o polinémio tem a forma

f(2) =a+2™(bg+brz 4 -+ bpz")
com by # 0, m > 1, e que o seu minimo mddulo é |f(0)] = |«|. Queremos provar que a = 0, ou
seja, que a origem é uma raiz do polinémio f(z). Seja entdo o = pe?® # 0. O polinémio é da forma
a+ 8(z), onde B(z) é um polinémio de grau > m > 1 que se anula na origem. Se o médulo de z é
muito pequeno, entao
B(z) =z"(bg +b1z+ -+ bkzk) ~ z™bg .

Ao variar z numa circunferéncia suficientemente pequena a volta da origem, 3(z) dé pelo menos

uma volta (de fato, m voltas) em torno da origem, e portanto necessariamente o seu argumento

assume valores préximos do oposto do argumento de «. Entao, se a # 0 e § é pequeno, é claro
que |a + 8| < |a|, como mostra a figura seguinte.

Mais precisamente, num ponto onde 3(z) ~ ce " com e <« P

f(2) = la+ B(2)| = |pe’ +ee ™| =p—e<]a,
o que contradiz o fato de |a| ser o minimo absoluto de |f(2)]. O
Se p é uma raiz do polinémio f(z) de grau n > 1, entao f(z) = (z — p) g(z) onde g(z) é um

polinémio de grau n — 1 (exercicio). O teorema de Gauss 6.15 ent@o implica o seguinte

Teorema 6.2 (teorema fundamental da dlgebra). Um polindmio f(z) = anz™ + -+ a1z + ag de
grau n > 1 fatoriza no produto

fR)=an(z—p1)(z—p2)...(z—pn), (6.16)

onde p1,p2, ..., Pn $G0 as suas n raizes (ndo necessariamente distintas).
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A fatorizagdo (6.16) é tnica, a menos de permutacoes dos fatores. Vice-versa, é evidente
que existe um nico polinémio ménico de grau n cujas raizes sao n nimeros complexos distintos
D1,D2, - -, Pn, Pois basta multiplicar os (z — pi)’s.

Se uma raiz p é repetida exatamente k vezes, ou seja, se

f(z)=(z—p)*g(z)

com g(p) # 0, entdo o inteiro k € N é chamado multiplicidade da raiz p, ou também “ordem de
f no ponto p”, e denotado por ord(f,p) = k. E natural chamar os pontos p onde f(p) # 0 pontos
de ordem ord(f,p) = 0. A maneira correcta de “contar” o ntimero de zeros de um polinémio é

1Z(f)| = _ord(f,p)
peC

(observe que a soma é finita porque apenas um nimero finito de pontos tém ordem # 0). O
teorema fundamental da dlgebra diz entdo que esta soma é igual a |Z(f)| = deg(f).

Verifique que ordem do produto pontual de dois polinémios é igual a soma das ordens dos
fatores, ou seja, ord(f - g,p) = ord(f,p) + ord(g,p).

Raizes de polinémios reais. Se p é uma raiz do polindmio f(2) = a,2" + ay_12" 1 +--- +
a1z + ag, entdo p é uma raiz do polinémio f(z) := @, 2" +---+ @y 2 + g, obtido de f(z) trocando
cada coeficiente pelo seu conjugado. Se os coeficientes de f(z) sdo reais (i.e. aj = @), entdo f = f.
Consequentemente,

Teorema 6.3.  As raizes nao reais de um polinémio com coeficientes reais ocorrem em pares de
numeros complexos conjugados, p e D.

Ou seja, o conjunto Z(f) das raizes de um polindmio real é simétrico em relagdo ao eixo real
do plano complexo.

Se p uma raiz do polinémio (6.15) de grau n > 1, entao
f(2) = f(z) = f(p) = an(z" =p") + -+ ar(z —p).
Use a identidade
b pF = (r—p) (P ARt 2 R

e deduza que f(z) = (2 — p) g(z) onde g é um polinémio de grau n — 1.
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7 Espacos lineares

ref: [Ap69] Vol. 2, 1.1-10 ; [La97] Ch. III

7.1 Espacos lineares

As propriedades abstratas de R™ sao convenientemente axiomatizadas na nogao de “espago
liner /vetorial”, fundamental em matematica assim como em fisica.

Espacos lineares/vetoriais. Um espaco linear/vetorial real, ou espago linear definido sobre o
corpo R dos nimeros reais, ¢ um conjunto V, formado por objetos v’s chamados vetores, munido
de duas operacgoes: a soma de vetores, que envia todo par de vetores v e w no vetor

V+Ww,

que satisfaz os axiomas

EL1 (propriedade associativa) u+ (v+w) = (u+v)+w,

EL2 (propriedade comutativa) v+w =w + v

EL3 (existéncia do elemento neutro) existe um vetor 0 tal que 0 + v = v para todo v
EL4 (existéncia do oposto) para todo v existe um vetor v’ tal que v+ v/ =0

e a multiplicagdo/produto por escalares, que envia um vetor v e um nimero A € R no vetor
AV

que satisfaz os axiomas

EL5 (ezisténcia da identidade) 1v =v

EL6 (propriedade associativa) (Ap)v = A(pv)

ELT7 (propriedade distributiva para a adi¢ao escalar) (A + p)v = Av + pv
ELS8 (propriedade distributiva para o adi¢io vetorial) A(v +w) = Av + Aw

Se substituimos o corpo R dos nimeros reais pelo corpo C dos niimeros complexos, obtemos
a definicdo de espago linear/vetorial complexo. Os ndmeros reais ou complexos, dependendo do
caso, sao chamados escalares do espago vetorial. E também possivel e interessante definir espacos
vetoriais sobre outros corpos, como corpos finitos ...

Um espago formado apenas pelo vetor neutro/nulo (que deve existir pelo axioma EL3) é um
espago vetorial que os matemdticos chamam “trivial”, por ser o menor possivel (e pouco interes-
sante), e costuma ser denotado por 0 := {0}. O préprio R, munido das operagdes soma e produto,
é um espaco vetorial real, o mais simples que nédo seja trivial. Da mesma forma, o corpo complexo
C é um espago vetorial complexo.

Os axiomas EL1-8 implicam uma série de propriedades naturais, que costumamos usar quase
sem pensar, e cujas provas podem ser exercicios uteis. O elemento neutro é unico. O oposto de
cada vetor v é tinico, e ¢ igual a —v := (—1)v. B imediato verificar que (—A\)v = —(Av) = A(—v)
e que —(v4+w) = (—=v) 4+ (—w). E entdo conveniente simplificar estas férmulas usando a notacio
v —w :=v+(—w). Os produtos Ov e A0 de um vetor arbitrario por 0 ou de um escalar arbitrario
pelo vetor nulo 0 sdo iguais ao vetor nulo 0 (e, por esta razao, o escalar 0 é por vezes confundido
com o vetor nulo 0, sem perigo de ambiguidade). A propriedade distributiva também implica que
v+ v=2v,que v+vVv-+v=3v,...e portanto que

Zv:v+v+-~-+v:nv

k=1 n vezes
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Mais importantes sdo as leis do corte seguintes. Se Av = 0, entdo v = 0 ou A = 0. Conse-
quentemente, se A\v = uv entao v.= 0 ou A = pu, ou também, se Av = A\w , entao v = w ou
A=0.

O arquétipo de um espaco vetorial real é, naturalmente, o espago vetorial R™ das n-iplas
x = (x1,Z2,...,%,) de nimeros reais z; € R, munido das operagoes “adigdo” e “produto por um
escalar” definidas na secdo 1. Em particular, sdo espacos vetoriais o “plano” R? da geometria de
Euclides e o “espaco” R? da mecanica Newtoniana.

Mostre que o elemento neutro 0 de um espago vetorial é tnico, e que Ov = 0 para todo v.

Mostre que o oposto de cada vetor v de um espago vetorial é unico, e igual a —v := (—1)v
(o que justifica a notagdo).

[Ap69] Vol 2 1.5.

O espago linear complexo C". O protétipo de um espago vetorial complexo é o espago

C"=CxCx---xC
N———

n vezes

das n-uplas z = (z1, 29, .. ., 2,) de ntimeros complexos z; € C, munido da adi¢do, definida por

’Z‘FW:: (21+w1722+w2,---72n+wn)‘

e da multiplicagao por um escalar, definida por

(A2 = (Ao, Az, Az |

onde agora os escalares A sdo nimeros complexos. O vetor nulo é o vetor 0 := (0,0,...,0). O
oposto do vetor z = (21,29, ...,2,) é 0 vetor —z:= (—1)z = (=21, —22,...,—2,). A multiplicagao
pelo escalar 1 transforma um vetor em si préprio, ou seja, 1z = z, e a multiplicacao pelo escalar
“zero” produz o vetor nulo, ou seja, 0z = 0. E imediato verificar que as operagoes assim definidas
em C™ satisfazem os axiomas ELI1-8.

Também é possivel definir a conjugagdo, a involugdo que envia o vetor z = (z1, 22,...,2,) 1O
vetor

Z = (Z(,7Z2,- -, Zn)

E entao imediato verificar que a conjugagao respeita as somas, ou seja,

mas é anti-linear, no sentido em que

Az =)\ 7Z
se A € C é um escalar. E uma involugao, ou seja, é igual a prépria inversa, pois

@ =z

para todo vetor z. Os vetores que satisfazem z = z formam o subconjunto R™ C C", formado
por n-uplas de ntimeros reais. Os vetores que satisfazem z = —z formam o subconjunto iR C C",
formado por n-iplas de nimeros imaginérios puros. Todo vetor z € C™ é uma soma unica

Z=X+1y

de um vetor real x = (z) e de um vetor imagindrio puro iy = i<(z), definidos por

R(z) :=

(z+7) e Xz) == (z—-7%)

DN =
S
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Subespacgos e geradores. Seja V um espaco vetorial, real ou complexo. A combinagdo linear
(finita) dos vetores vi,va,..., vy, € V com coeficientes os escalares A1, A, ..., Ay, € 0 vetor

m
AV +Avo + - Ay vy, = Z AkVi
k=1

Pelas propriedades associativa e comutativa, EL1 e EL2, podemos nao usar paréntesis na notagao,
e este vetor nao depende da ordem dos adendos.

Um subconjunto nao vazio W C V que, munido das operagoes definidas em V, é ele préprio
um espago vetorial (ou seja, tal que w+w’ € W e A\w € W para todos os w,w' € W e A € R) é
dito subespaco (linear/vetorial) de V.

E claro que um subconjunto nao vazio W C 'V é um subespaco sse contém todas as combinagoes
lineares

AV + uw

dos seus vetores v,w € W com coeficientes arbitrarios A, i1, e, consequentemente, as combinacoes
lineares finitas dos seus vetores com coeficientes arbitrarios. Em particular, todo subespaco contem
o vetor nulo 0 (a combinagao linear trivial), e o subespago minimal de V é o subespago trivial {0},
também denotado simplesmente por 0. O subespago maximal é o proprio V. E claro também que
a intersegdo NV, de uma familia (finita ou néo) de subespagos Vi, C V é também um subespaco
de V.
Se S C V é um subconjunto arbitrdrio (finito ou ndo) de V, o conjunto Span(S) das combinagoes
lineares finitas
AV 4+ Aove + -+ AV

com v € S e coeficientes )\ escalares arbitrarios, é um subsespago de V, dito subespago gerado
por S, os expansao linear do subconjunto S. Os vetores de S sao entao chamados geradores do
subespago Span(.S).

E claro que se W C V é um subespago, entdo Span(W) é o préprio W.

Transformacgoes lineares e isomorfismos. E importante observar que muitas propriedades
interessantes dos espagos vetoriais ndo dependem da “natureza” dos seus elementos (pontos, veto-
res, sequéncias, fungdes, ...) mas apenas da estrutura algébrica descrita nos axiomas EL1-8 e nas
suas consequéncias. As nocoes naturais de “morfismos” (ou seja, transformagoes que respeitam a
estrutura) entre espagos lineares e portanto de “equivaléncias” sdo as seguintes.

Uma transformacgao linear entre os espagos lineares V. e W (sobre o mesmo corpo, real ou
complexo) é uma aplicacdo T : V. — W que respeita as operagoes de soma e produto por escalares,
ou seja, tal que para cada dois vetores v, v’ € V e cada escalar \

T(v+Vv)=T(v)+T(K) e T(A\v) =AT(v)

E imediato verificar que uma transformacao linear envia o elemento neutro no elemento neutro, e o
oposto de um vetor no oposto da sua imagem. O estudo das transformagdes lineares é o objeto dos
restantes capitulos destas notas. Nesta altura, é apenas importante para definir a seguinte nogao.
Um isomorfismo (linear) entre os espagos lineares V. e W (sobre o mesmo corpo) é uma
transformacdo linear bijetiva ® : V — W. A aplicagao inversa ®~! : W — V (que existe porque
® ¢ injetiva e sobrejetiva), definida por ®~!(w) := v se ®(v) = w, também ¢ linear. De fato, se
O(v) =we &(v') =w e A é um escalar, entdo (v +v') =w + w’ e ¢(Av) = Aw, e portanto

P HwHw)=v+v =0 (w)+ o H(w) e ot Aw) = Av = 0 H(w)

E claro que a existéncia de um isomorfismo entre dois espagos vetorias é uma relacao de equi-
valéncia, pois a identidade é um isomorfismo de um espago em si proprio, e a composicao de dois
isomorfismos é também um isomorfismo. Dois espagos vetoriais isomorfos sao indistinguiveis en-
quanto espagos lineares. Uma notagdo para indicar que dois espagos lineares sdo isomorfos, sem
necessariamente especificar o isomorfismo ¢ (que nao é tnico se os espagos nao sdo triviais!), é
Vx~W.
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Verifique que a composicao de dois isomorfismos é um isomorfismo.

e.g. O plano complexo enquanto espago vetorial real. O plano complexo C pode ser
considerado um espaco vetorial real. O niimero complexo z = = + iy pode ser representado como
uma soma formal 1 + yi. A soma entre z ~ z1 +yi e 2/ = 2’1 + yi é entdo definida por

(21 +yi) + (@1 +y1) := (z +2')1 + (y + )i
e o produto do escalar A € R vezes o vetor z ~ 21 + yi é definido por
Azl +yi) == (\2)1 + ()i

E imediato verificar que 21 + yi — (z,y) define um isomorfismo entre o espago vetorial real C e
o0 espaco vetorial real R?. E por esta razao que o corpo dos niimeros complexo é chamado “plano
complexo”.

7.2 Espacos de funcoes

Os espacos interessantes em anélise, em fisica e em engenharia, sdo espagos de funcoes, chamados
“espagos funcionais”.

Vetores & funcgoes. Os espacgos vetoriais mais familiares sao, naturalmente, o plano e o
espaco da geometria de Euclides. Consequentemente, visualizamos vetores como setas saindo da
origem. No entanto, as coordenadas do vetor (2,4, 3) podem representar os valores da temperatura
medida em trés diferentes dias, por exemplo, domingo, segunda e terca-feira. Uma visualizacdo
mais natural deste vetor, sendo que o nosso tempo tem uma orientagao natural, é entao a segunda,
mostrada no desenho. Tecnicamente, este é o grafico de uma funcao definida no conjunto finito
formado pelos pontos/dias 1,2, 3, com valores z[1] = 2, z[2] =4 e z[3] = 3.

3 (¢,4.3%)

4,
. , .3
)
o L] .
| 2 3

Se observamos temperaturas durante muitos, ou até idealmente infinitos, dias, entdo a imagem
natural do vetor é o grifico de uma sucessao de ntmeros (...,2,4,3,...), dependendo de um
tempo parametrizado por nimeros inteiros. Ou seja, um valor x[n] para cada tempo n, que para
os engenheiros é um “sinal discreto”. Vista de muito longe, ou seja, idealizando o tempo como
um continuo, esta parece o grafico de uma fungdo f(¢) de uma varidvel real, que os engenheiros
chamam “sinal continuo”.

aa,”Ao‘i,,,,_‘.,‘w.. t CT.MQ_.

Vice-versa, um sinal continuo f(¢) podes ser observado apenas em miiltiplos inteiros de um
“tempo de amostragem” 7 > 0, e transformado num sinal discreto x[n] := f(n7), com n € Z ou
N, que é uma sequéncia. Um problema natural é tentar “reconstruir” o sinal continuo a partir da
sua amostragem ...
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Espacos de fungoes. Seja X um conjunto arbitrario. Denotamos por F(X,R), ou mais sim-
plesmente por RX, o espaco

F(X,R) := {fungbes f: X — R}

de todas as fungoes com valores reais definidas em X. Da mesma forma, denotamos por F (X, C)
ou CX o espaco de todas as funcoes com valores complexos definidas em X. Os elementos destes
espagos sao também denotados brevemente por x +— f(z), ou simplesmente por f(z) ou apenas f,
quando o contexto permite. S&o espagos vetoriais reais e complexos, respetivamente, se munidos
das operagoes “adi¢ao” e “produto por um escalar” definidas por

(f+9)(@) = f(x) +g(x) e AN)() == Af(z)

O elemento neutro é a fungao identicamente nula, 0(x) = 0 para todos x € X. O oposto da fungao
f(t) é a funcao definida por (—f)(z) = —f(x). Dois vetores deste espago, ou seja, duas fungoes
f e g, s@o iguais sse f(z) = g(z) para todos os z € X (devem pensar que os valores f(x) sdo as
“coordenadas” do vetor f, uma para cada ponto z de X).

Também interessantes sao os “campos vetoriais”, fungoes com valores num espago vetorial
como R™ (campos de forca, de velocidade, campo eletro-magnético, ...). Mais em geral, se V é
um espaco vetorial, entdo o espaco VX = F(X, V) tem uma estrutura natural de espaco vetorial
(real ou complexo, dependendo de V).

Engenheiros e fisicos estdo por exemplo interessados em “sinais” f(t) (a intensidade de uma
onda de som, onde t é o tempo), ou “fungdes de onda” ¥(r,t) (em mecanica quantica), ou outros
“campos” u(r,t) (um deslocamento, um campo de velocidades, o campo eletro-magnético, ...)
que resolvem certas equagoes diferenciais parciais como a equacao de onda, de calor, de Laplace,
de Schrédinger, . ..

e.g. Espagos de fungoes sobre conjuntos finitos. Se X é um conjunto finito composto
por n elementos, por exemplo X = {1,2,...,n}, entdo R¥ é simplesmente o espago vetorial R"™.
As n-tplas (z1,22,...,z,) de nimeros reais podem ser pensadas como os valores x,, = f(n) das
fungoes f : X — R. De fato, é esta a maneira mais natural (“funtorial”, de acordo com Gromov)
de ver os espacos vetoriais de dimensao finita.

Funcgoes continuas e diferenciaveis. Seja X C R um intervalo da reta real, como por
exemplo (0,1), ou [0,1], ou o prépria reta real R. Sao espagos vetoriais, reais ou complexos, o
espago C°(X) das fungdes continuas f : X — R, os espagos C*(X) das fungdes com k derivadas
continuas, o espago C*(X) das fungdes infinitamente derivdveis. As inclusdes séo

C®(X)cC---ccH (X)cch(X)c---cC'(X) cRX

Também é possivel definir espagos de fungoes diferencidveis definidas em regioes X C R™, ou em
objetos mais interessantes chamados “variedades diferencidveis” ...

Polinémios. O espago Pol(R) := RJ[t] dos polinémios p(t) = a,t™ +- - - +a1t+ag com coeficientes
reais na varidvel ¢ (e grau n arbitrario) é o subespaco de C*°(R) gerado pela familia enumergvel
dos monémios 1,¢,t2,¢3,.... O espago Pol,(R) dos polinémios reais de grau < n é um subespago
de Pol(R). Também, Pol,(R) C Pol,,(R) se n < m.

Da mesma forma, é 1til considerar os espagos lineares complexos Pol,, (C) C Pol(C) dos po-
linémios com coeficientes complexos . ..

Sucessoes. O espaco R® := RN é o espaco das sucessdes reais, cujos elementos podem ser
pensados como “vetores infinitos” x = (21, x2,...,Zn,...), com x, € R. Subespagos naturais sao
0 espaco b das sucessoes limitadas, o espago ¢ das sucessoes convergentes, o espago ¢y das sucessoes
que convergem para 0, e o espago £ das sucessoes com suporte compacto (i.e. tais que x,, = 0 se n
é suficientemente grande). As inclusoes sao

{CeycCechbcRY.
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Da mesma forma, é possivel considerar o espaco R? das sucessdes “bi-infinitas”, cujos elementos
s80 x = (...x_9,T_1,Z0,X1,T2,...), € 08 seus subespacos naturais.

Também é 1til considerar espacos de sucessdes complexas, CN ou CZ, e seus subespacos signi-
ficativos.

O conjunto dos polinémios de grau exatamente igual a n é um subespago vetorial de Pol(R)?

O conjunto das fungdes nao negativas, ou seja, tais que f(t) > 0 pra todo ¢, é um subespago
do espaco RF ?

O conjunto das fungoes f : R — R tais que f(1) = 0 é um subespaco de R® ? E o conjunto
das fungoes tais que f(1) =17

Verifique que
G,0+a1t+a2t2+"'+antn = (a05a1;a25"'aa7l)

define um isomorfismo entre os espagos lineares Pol, (R) e R™*1,

Considere o espago vetorial C*°(R) das fungdes reais infinitamente derivaveis definidas na
reta real. Diga se sao subespagos vetoriais os seguintes subconjuntos

{feC®R) tq f(0)=0} {feC?R) ta. f(0)=1}  {feCPR) t.q. f(0)=f(1)}

{feC™[R) tq. fO)-f()+f(2)=0}  {[feCR) tq f(1)+f(2)+f3)=4}
{feCP®R) tq. f(0)=0} {[feCR) tq. f/(0)=0}

{ feC™R) t.q. f'(0)— f"(0) =0}
{ feC®R) tuq. f'(t)—f(t)+ f(t)=0 Vt} {feEC®R) tq. f'+2f +3f=t Vt}

7.3 Independéncia, bases e dimensao

A independéncia linear num espaco vetorial é definida como no caso de R™.

Conjuntos livres/linearmente independentes. Seja V um espago linear. O conjunto S C V
(finito ou nao) é livre/(linearmente) independente  se gera cada vetor de Span(S) duma tnica
maneira, e portanto (pela mesma prova do teorema 4.1) sse gera o vetor nulo duma tnica maneira,
ou seja, se a Unica combinacao linear finita nula

A1S1+ Aesa+ -+ Aps;, =0

com vi,Vs,...,V,;, €5 éa combinacao trivial com coeficientes Ay = Ao =--- = A, = 0.
Caso contrério, o conjunto é dito (linearmente) dependente. Isto significa que (pelo menos) um
dos vetores é dependente dos outros, ou seja, pertence ao subespaco gerado pelos outros. E claro
que todo conjunto que contém o vetor nulo é dependente (por razoes triviais).

Verifique se cost e sint sdo linearmente independentes no espago C*(R). E os vetores cos? ¢,
sinte1/27

Verifique se os vetores (1,—1,1,-1,1,—1,...) e (1,1,1,1,1,1,...) sdo linearmente indepen-
dentes no espaco R* das sucessoes reais.
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Dimensao finita e bases. O espago linear V, por exemplo um subespaco de outro espago
vetorial, tem dimensdo finita, ou € finitamente gerado, se admite um conjunto finito de geradores.

Seja 'V um espago linear de dimensao finita, real ou complexo. Uma base de V é um conjunto
livre de geradores de V. E conveniente pensar nas bases como conjuntos ordenados, ou seja, listas.
Assim uma base (ordenada) é uma lista B = (by, ba,...,b,) de vetores by, € V tal que cada vetor
v € V admite uma e uma unica representacao

V=U1b1 +’Ugb2+"'+’0nbn

como combinagao linear dos by’s. Os escalares v; sdo as componentes, ou coordenadas, do vetor
v relativamente & base B. E claro, pela prova do teorema 4.1, que as coordenadas de um vetor
relativamente a uma base sao unicas.

O teorema 4.2 e as suas consequéncias tém provas que apenas dependem da estrutura de R™
enquanto espago vetorial, e portanto continuam vélidos para espacgos vetoriais arbitrarios. Em
particular, se o espaco linear V (por exemplo, um subespago V de um espago linear) admite um
conjunto finito de geradores, entdo a sua dimensio dim(V) (também denotada por dimg V ou
dim¢ V, dependendo se o espaco é real ou complexo) pode ser definida como sendo o ndmero de
elementos de uma base.

Teorema 7.1. Seja 'V um espago vetorial de dimensao finita dim(V) = n. Entdo todo conjunto
livre de n vetores € uma base, e toda base € formada por n vetores.

Também importante é a possibilidade de completar um conjunto livre até formar uma base.

Teorema 7.2. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita dim(V) = n. Todo conjunto

livre de m < n wetores € um subconjunto de uma base. Ou seja, se 0s vetores €1,€a,...,€, SG40
independentes, entao existem vetores €,41,...,€, tais que €1,€2,...,€n,€mnit1,..., €, € uma base
de V.

Também é claro que

Teorema 7.3. Se X € um subespaco do espago de dimensao finita V, entao

dim(X) < dim(V)

Se (b1, bs,...,b,) é uma base do espaco linear V, entéo todo vetor v € V admite uma tnica
representacao v = viby + vobs + - - + v, b,. E imediato verificar que a aplicagdo

v i (v1,V2,...,0p)

define um isomorfismo V ~ R™ ou C" (dependendo se o espago linear é real ou complexo). O
isomorfismo inverso é (vq,va,...,v,) — v1by + vabs + -+ - + v, b,,. Assim,

Teorema 7.4. Todo espago linear V de dimensao finita dim(V) = n € isomorfo a R™ ou C™,
dependendo se real ou complexo.

Naturalmente, o isomorfismo nao é tnico, pois depende da escolha de uma base.

Verifique que
1t U

é uma base do espago Pol,,(R) dos polinémios de grau < n, que portanto tem dimensao n + 1.

Determine as coordenadas do polinémio f(t) = (1—t)? relativamente & base ordenada (1, ¢,t?)
de POIQ (R)

[Ap69] Vol 2 1.10.
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Polinémio interpolador de Lagrange. Se pg,p1,p2,...,Pn sa0 n+ 1 pontos distintos da reta
real (ou da reta complexa), entdo
f(z) = (z=po)(z = p1)(z = p2) ... (= — Pn)
=" —(po+pr+pat-Hp) 2"+ + (1) (popipa - Pa)
¢ um polinémio ménico de grau n que se anula (apenas) nos p’s. Fixado & = 0,1,...,n, o
polinémio

fe(2) = £2)/(z =) = [[(z = )
ik
¢ um polinémio moénicos de grau n que se anula nos p; com j # k e que assume um valor
fx(pk) # 0 no ponto pg. Entéo os

fu(z) = L)

fi(pr)
sdo polinémios moénicos de grau n que se anulam nos p; com j # k e valem {;(pr) = 1. Se
Qg, 0, g, . . ., Ay, 880 141 nimeros reais (ou complexos) arbitrarios, nao necessariamente distintos,

entao
n
9(2) = o li(2)
k=0

é um polinémio de grau < n tal que g(pr) = oy para todo k =0,1,2,...,n, chamado polinémio

interpolador de Lagrange.

Verifique que os ¢;’s (ou os fi’s) sdo linearmente independentes (calcule uma combinagao
linear nos pontos py’s), e portanto formam uma base de Pol,, (C).

Deduza que o polinémio interpolador de Lagrange g(z) é o unico polinémio de grau < n cujo
gréfico passa pelos n + 1 pontos (pg, ax) € C x C.

Dado um polinémio genérico f(z) = an2z™ + -+ + a1z + ap de grau < n, calcule as suas
coordenadas na base formada pelos £} ’s.

Quaternioes. Numa tentativa de estender o corpo dos niimeros complexos e assim representar
os pontos do espaco de dimensdo 3, Hamilton descobriu '* que era necessario prescindir da comu-
tatividade do produto e acrescentar mais uma dimensao. O resultado é um espago vetorial real
de dimensao 4, denotado por H em sua homenagem, munido de um produto associativo, mas nao
comutativo, que admite um inverso de cada vetor nao nulo (os matemdticos dizem uma “dlgebra
associativa com divisdo”). Uma base deste espago é formada por objetos que denotamos 1,1, j, k.
Os quaternides sdo entao expressoes formais

’ $:$01+$1i+1‘2j+£3k‘

com coeficientes xj € R. A soma e o produto por um escalar s@o definidos da maneira natural,
(I‘o]_ + Ili +$2j + ’Jlgk) + (IL’O + Z’li +$2j + l’gk) = (1’0 + yo)]_ + (’l}l + yl)i + (LL'Q + yg)j + (133 + yg)k

e

E til (e isto é o espirito das intengdes da Hamilton e da notagao) identificar os quaternides i, j, k
com os vetores homénimos da base canénica de R3, e o quaternido 1 com o escalar 1. Desta forma,
um quaterniao é uma soma formal x = xg + x de um escalar xg € R, chamado “parte real”, e um
vetor X = xi + 22j + 23k € R?, chamado “parte vetorial”. Soma e produto por um escalar sio
simplesmente

(o +%x)+ (Yo +y) = (zo +y0) + (x+y) Ao +x) = (Az0) + AX

13W.R. Hamilton, On Quaternions; or on a new System of Imaginaries in Algebra. Letter to John T. Graves
(17 October 1843).
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Os quaternides “escalares/reais”, do género t = tp1 com tg € R, formam um subespago isomorfo
aR.
O produto entre dois quaternioes é definido declarando que 1 é a identidade, logo satisfaz
1x = x1 = z para todo = € H, que os quaternioes escalares comutam com todos os outros, que os
produtos entre os outros elementos da base sao

lii=-ji=k jk=-kj=i ki=-ik=j ii=jj=kk=ijk=—1] (7.1)

(algumas derivam das precedentes), e finalmente estendido usando a propriedade distributiva. O
produto que assim resulta é associativo mas nao comutativo. A férmula final para o produto entre
dois quaternides é simplificada se observamos que as primeiras trés destas relagoes (7.1) corres-
pondem aos produtos vetoriais (5.2) entre os vetores da base canénica de R3. Na notagio vetorial,
o produto entre dois quaternioes é portanto definido por

(o +%x)(yo +y) = (Toyo — X+ y) + (Toy + yox + X X y) (7.2)

(os fisicos podem reconhecer na parte real do produto a métrica de Minkowski do espago-tempo
da relatividade restrita). Os quaternides escalares formam um corpo isomorfo a R. Também é
facil verificar que os quaternioes “complexos”, do género tyl + t1i com tg,t; € R, formam um
corpo isomorfo a C. Por outro lado, o produto entre dois quaternioes com parte escalar nula, logo
essencialmente dois vetores de R3, é um quaternido

0+x)0+y)=x-y+xXYy

cuja parte escalar é o produto escalar entre os vetores, e cuja parte vetorial é o produto vetorial
entre os dois vetores (e esta é a origem dos nomes destes dois produtos).
O conjugado do quaternidao x = g + x é o quaterniao T := zo — x. A conjugagio é claramente
uma involugao, mas acontece que nao respeita exatamente os produtos, pois

Ty =77 (7.3)

como consequéncia da (7.2) e da anti-simetria do produto vetorial. No entanto, o produto
T = Tx de um quaterniao com o seu conjugado, em qualquer ordem, é um escalar, logo um
namero real e nao negativo

T = :cg +x-X
A sua raiz quadrada é chamada norma de z, e denotada por ||z|| = v2Z. E claro que um
quaterniao é nao nulo sse a sua norma ¢ diferente de zero, logo positiva. Isto permite calcular o
inverso multiplicativo de todo quaterniao nao nulo x pela mesma férmula que define o inverso de
um numero complexo nao nulo:
-1 T
)2
Naturalmente, o “quociente” entre dois quaternides x e y, com x # 0, é qualquer uma das duas

expressdes 'y ou yx !, em geral distintas.

Hoje sabemos '* que as tnicas algebra associativas com divisio de dimensdo finita sobre os
reais sao R, C e HL.

Considere dois quaternides a = ag +a e b = by + b, por exemplo com coordenadas inteiras.
O escalar bb comuta com todos os quaternioes, e portanto, pela (7.3),

lall? [5]2 = a@bb = abla = (ab)(ab) = [|ab|?
Calcule as trés normas, e deduza a identidade dos quatros quadrados de Euler
(a + af +a3 +a3) (b5 + b7 + b3 +b3) = (aobo — arby — asby — asbs)?
+ (aoby + arbo + azbs — asbs)?
+ (agby — aibs + agby + asby)?
+ (agbs + arbs — asby + azbo)”

MF G. Frobenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare Forme, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 84 (1878), 1-63.
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Diz que um produto de duas somas de quatros quadrados (por exemplo, de nimeros inteiros)
¢ também uma soma de quatros quadrados (de nimeros inteiros), logo estende a identidade de
Diofanto ou de Brahmagupta-Fibonacci (6.8).

Dimensao infinita. Um espago linear que nao é finitamente gerado, ou seja, que nao admite
um conjunto finito de geradores, é dito espago de dimensdo infinita. Esta expressao quer apenas
dizer que o espaco nao tem dimensao finita. Acontece que tentar definir uma dimensdo quando
0 espago nao ¢ finitamente gerado nao é 1til, por exemplo nao permite provar um resultado que
estende o teorema 9.10.

Por exemplo, o espago Pol(R) dos polinémios com coeficientes reais na incégnita ¢ tem dimensao
infinita. De fato, o conjunto infinito e numerdvel dos monémios e, (t) = t", com n =0,1,2,3,...
é um conjunto independente (dois polinémios sdo iguais sse todos os coeficientes sao iguais). Por
outro lado, um conjunto finito de polinémios nao pode gerar o espaco, pois tendo um grau maximo
finito, nao pode gerar polinémios de grau arbitrariamente grande.

A fortiori, tém dimensdo infinita os espacos CF(R) das funcdes com k derivadas continuas
definidas na reta real (ou num intervalo, ...), onde k = 0,1,2,...,00. Da mesma forma, tém
dimensao infinita os espagos £ C ¢o, C ¢ C b C R* ou C*> das sucessoes, reais ou complexas.

Usando o axioma da escolha, é possivel mostrar que todo espago linear admite uma base, ou seja,
um conjunto livre de geradores. No entanto, em particular nos problemas praticos da fisica e da
engenharia, é tipicamente mais 1til tentar aproximar vetores/funcées genéricos com combinagoes
lineares finitas de um conjunto numeravel de vetores independentes particularmente “simples”
ou significativos. Este é o espirito, por exemplo, da teoria das séries de Fourier, que estuda a
possibilidade de aproximar (relativamente a alguma nogao de distdncia conveniente) uma fungao
f(t) periddica de periodo 27 por meio de “polindémios trigonométricos”, combinagdes lineares finitas
ZngN et de harménicas e . ..

Verifique que o conjunto numeravel dos mondmios
et)=1 e(t)=t et)=t> e3t)=1t>...
é linearmente independentes no espago Pol(R) dos polinémos com coeficientes reais. Sendo também

um conjunto de geradores, é uma base: todo polinémio é uma combinacao finita tinica dos e’s.

Verifique qua o conjunto numeravel das “harménicas” h,,(t) = !, com n € Z, é um conjunto
independente no espago das fungoes peridédicas de periodo 27 com valores complexos.

Verifique que o conjunto nio numeravel dos exponenciais e*, com A € R, é um conjunto
independente no espaco linear C°(R) das fungoes continuas de uma varidvel real.

Superposition principle in quantum mechanics. If a physical system can be prepared in
each of the states |1), |2}, |3), ..., for example corresponding to certain values A1, A, Az, ... of a
certain observable L, then the most general state is a superposition

[y =1 |1) + 12 |2) + 3 ]3) + ...

with complex coefficients v, € C. The observation of the observable L in the state |¢) will then
give one of the value )\, (and not a value in between!) with relative frequency (if the experience

15«Any state may be considered as the result of a superposition of two or more other states, and indeed in an
infinite number of ways. Conversely any two or more states may be superposed to give a new state ... The non-
classical nature of the superposition process is brought out clearly if we consider the superposition of two states, A
and B, such that there exists an observation which, when made on the system in state A, is certain to lead to one
particular result, a say, and when made on the system in state B is certain to lead to some different result, b say.
What will be the result of the observation when made on the system in the superposed state? The answer is that the
result will be sometimes a and sometimes b, according to a probability law depending on the relative weights of A
and B in the superposition process. It will never be different from both a and b [i.e, either a or b]. The intermediate
character of the state formed by superposition thus expresses itself through the probability of a particular result for
an observation being intermediate between the corresponding probabilities for the original states, not through the
result itself being intermediate between the corresponding results for the original states.”
’ P.A.M. Dirac [Di47]
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is repeated a large number of times) proportional to |1,|?. States of a quantum system therefore
live in a complex linear space H (which typically is infinite dimensional). Actually, proportional
states must be considered as equal, which amounts to say that we may only consider normalized
states, those with |1 |2 + [12]? + |13]? + - -+ = 1, and do not distinguish between those which differ
by a multiplicative phase e!® (although this ambiguity is then central in quantum field theory).
Therefore the state space of a quantum system is a projective space PH of a complex linear space

H.

Rational linear independence on the line. The real numbers z1, zs, ..., x, are said linear
independent over the field of rationals if the only solution of

k1$1+k2$2+"'+kn$n:0

with k; € Z is the trivial solution k1 = ko = --- = k,, = 0.

Show that (any finite subset of) the sequence
log2, log3, logh, log7, ... logp,

of natural logarithms of prime numbers is linear independent over the rationals (use the unique
factorization of an integer into prime factors) '°.

7.4 Produtos e quocientes

Somas. Sejam X e Y dois subespagos do espaco vetorial V. A soma é definida como
X+Y ={x+ycomxeXe yeY}

o conjunto dos vetores que podem ser obtidos somando um vetor de X e um vetor de Y. E claro
que é um subespago de V| de fato o “menor” subespaco que contém X e Y (mais precisamente,
a intersecdo de todos os subespacos que contém X e Y). Da mesma forma é definida a soma
X1+ Xo+ -+ X,,, de uma familia finita de subespagos X C V, o conjunto das possiveis somas
vi+ vy + -+ v, com vy € Xg.

Usando sucessivamente o teorema 7.2 é possivel ver que a dimensao de uma soma pode ser
calculada por meio da seguinte formula de Grassmann.

Teorema 7.5 (Grassmann). Se X e Y sdo subespacos de dimensoa finita do espago linear V,
entao

dim(X +Y) = dim(X) + dim(Y) — dim(X NY’)

Demonstracdo. Sejam m = dimX e n = dimY =. Seja e1,...,e; uma base de X NY, logo
com k = dim(X NY) < min{m,n}. Pelo teorema 7.2, existem vetores e} ,,...,e, tais que
0S €1,...,ex, €, ,...,€, formam uma base de X, e existem vetores e ,...,e) tais que os
e1,...,eg, eg_H, ...,€e formam uma base de Y. E claro que os vetores
/ / 1 1!
ela"'aekvek+1>'~'7emaek+17"'7en

geram X + Y. Falta provar que sao independentes, logo que formam uma base, pois entao
dm(X+Y)=k+(m—-k)+(n—k)=m+n—k
Assumimos ent@o que existem coeficientes t;’s, t)’s e t/’s tais que

tiey + - +tpep +tp €+t e+t el Htnel =0 (7.4)

16H. Bohr, 1910.
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Isto diz que

trey + -+ trep 1€y o e, = — (i el o+ el)

logo que )/, e/, +---+the; € X NY, por estar em Y e também em X. Entao existem
coeficientes s;’s (Unicos) tais que

1 " " 1
Uyl €y + - H 1€, = 5180 + - + spep

Pela independéncia dos e, ..., e, €} TR e’  todos os coeficientes desta expressao sdo nulos,
: " _ 4! / Y
e em particular tj , =--- =1t =0. A (7.4) entdo fica

tier + - +tper +ty 1€+ + 1€, =0

Finalmente, a independéncia dos ey, ... e, e} ,...,e,, também implica que t; = --- = t} =
/ _ — 4
==t =0, O

Somas diretas. Sejam X e Y dois subespacos do espago vetorial V. Se cada vetor v e X +Y
admite uma tinica representacao v =x+y comx € X ey € Y, entao a soma X +Y dos subespacos
X e Y é chamada soma direta, e denotada por

XaoY

E claro que isto acontece quando X NY = 0. Pelo teorema 7.5, a dimensdo de uma soma direta
de subespacos de dimensao finita é

dim(X ®Y) = dim(X) + dim(Y)

Se o espago total é uma soma direta V = X &Y de dois subespacos X e Y, entdo X e Y sado
chamados subespagos complementares, ou também o subespago Y é dito complementar do subespago
X, e vice-versa. Se V tem dimensao finita, entao o teorema 7.5 diz que dim(V) = dim(X)+dim(Y").

X®Y

X+Y

(S}

Se o espago total V tem dimensao finita, entao todo subespago X admite um complementar Y,
embora nao univocamente determinado. De fato, se e, es,..., e, é uma base de X, e os vetores
€m+t1,€mt2,---,€n sa0 escolhidos de maneira tal que a reunido e, es, ..., e, forma uma base de
V (usando o teorema 7.2), entao é facil ver que o subespago Y gerado pelos €,,41,€m12,...,€, €
um complementar de X.

Em geral, um subsespagco X C V é uma soma direta X = @]’ ; X}, de uma familia finita de

subespacos X}’s se todo vetor v € X ¢ representado de uma tnica maneira como soma
V=V]+Vy+-+Vpy

de vetores vy € Xj.
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e.g. Por exemplo, o plano R? é, por definicio, uma soma direta das retas Ri e Rj. Também é
uma soma direta das retas Ri e R(i+j). De fato, um complementar da reta Ri no plano é qualquer
reta nao horizontal, do género R(«i + 5j) com 8 # 0.

O espaco R? é uma soma dos planos/subespacos z = 0 e x = 0, mas nao é uma soma direta
deles, pois (z,y,2) = (z,y,0) + (0,0, 2) = (z,0,0) + (0,y,2) = (x,y/2,0) + (0,y/2,2) = .... Por
outro lado, R? é uma soma direta do plano z = 0 e da reta Rk. Também ¢é uma soma direta do
plano z = 0 e da reta R(1,2,3) ...

e.g. FuncgGes pares ou impares. Uma funcao f : R — R é dita parse f(—t) = f(t) para todos
t € R, e é dita fmpar se f(—t) = —f(t) para todo ¢ € R. Os conjuntos

RE:={f:R=>R tq f(—t)==%f(t) Vt}

das funcdes pares ou fmpares sdo subespacos do espaco vetorial real RR de todas as funcdes reais de
uma varidvel real. A intersecdo é o subespaco trivial formado pela fun¢ao identicamente nula. Toda
fungdo f(¢) é uma soma tinica de uma fungéo par e uma fungéo fmpar, pois f(t) = f(t) + f—(¢)

se
1

fe(6) = S(f() £ f(=1))

e é claro que f+ € RY. Portanto, o espago das funcgdes reais de uma varidvel real é uma soma
direta RF = RE SRR,

Produtos. Também é possivel definir de forma coerente a soma direta dois espacos lineares
que ndo sdo necessariamente subespagos de um espaco dado. A soma direta (também chamada
biproduto, ou produto cartesiano) dos espagos lineares V e W, definidos sobre o mesmo corpo, é
0 espago linear V@& W cujos vetores sao os pares ordenados (v,w) € V. x W de vetores v € V e
w € W, munido das operagoes

(v,w)+ vV, W)= (v+v,w+w) e Av,w) = (Av, \w)

O vetor nulo é (0,0) (o par ordenado formado pelos vetors nulos de cada um dos dois espagos).
Entdo v — (v,0) e w — (0, w) definem isomorfismos de V e W em subespagos Ve W de VW,
respetivamente, e é claro que V@& W =V & W. Uma outra notagao natural para os vetores da
soma direta é v & w.

e.g. Somas diretas e produtos cartesianos. Naturalmente, a soma direta R @ R é o plano
cartesiano R?, a soma direta R2 @ R é o espaco R?, ...

Considere, no espago Pol3(R) dos polinémios de grau < 3, o subespago X formado pelos
polinémios tais que f(0) = 0. Determine a dimenséo e uma base de X, um complementar Y de
X, e uma base de Y.

Espaco quociente e co-dimensao. Seja W um subespago do espacgo linear V. O espaco
quociente 'V /W é o conjunto das classes de equivaléncia pela seguinte relacao de equivaléncia:
dois vetores v e v’ estdo na mesma classe sse diferem por um vetor de W, ou seja, se v/ = v + w
com w € W. Uma notagao natural para a classe de v é

v] =v+W

(a classe de v é o “plano paralelo a W que passa por v”). O espago quociente tem uma estrutura
natural de espago linear, se soma e produto por um escalar sao definidos por

M+ =v+v] e Alv] = [Av]

respetivamente (a prova que esta definigdo ndo depende dos representantes das classes é un
exercicio). A correspondéncia v — [v] define uma transformagéao linear 7 : V.— V /W, chamada
“projecao”.
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Se o espago quociente V /W tem dimensao finita, entdo a sua dimenséao é chamada co-dimensdo de
W (enquanto subespago de V), e denotada por

codim(W) := dim(V /W)

Se V tem dimensao finita, entao também W tem dimensao finita, e a dimensao do espaco total
é uma soma

dim(V) = dim(V/W) + dim(W)

assim que codim(W) = dim(V) — dim(U). De fato, se os ey, ..., e, formam uma base de W,
entao é possivel completar o sistema acrescentando os vetores €,,+1,€m+1,-.-,€, até obter uma
base de V. E depois imediato verificar que as classes [€m,+1], [€m+2], - - ., [€n] formam uma base de
V/W.

Se 0 espaco linear é uma soma direta V.= X @Y, entdo o espaco quociente V/Y é naturalmente
isomorfo a X. De fato, cada vetor é uma soma tnica v = x +y de um vetor x € X e um vetor
y € V, assim que a classe [v] pode ser identificada de maneira tnica com o vetor x € X, e
vice-versa. Em particular,

dim(X ®Y) = dim(X) + dim(Y)
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8 Formas lineares e espaco dual

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-8 ; [La87] Ch. IV-V

8.1 Formas lineares

Linearidade. Se cada kilo de © custa A euros e cada kilo de # custa B euros, entdo a kilos de
Q e b kilos de # custam aA + bB euros. Ou seja, a funcio “prego” P satisfaz

P(aQ +b#h) =a-P(Q)+b- P(M)

Esta propriedade é chamada linearidade.

Por outro lado, a superficie e o volume de um cubo de lado 2¢ sao 4 e 8 vezes a superficie e o
volume de um cubo de lado ¢, respetivamente (e esta é uma das razoes pela existéncia de dimensoes
tipicas de animais e plantas, como explicado por D’Arcy Thompson'”). Sdo fungdes nao lineares
do lado /.

Dé exemplos de fungoes lineares e de fungoes nao lineares.

Formas lineares. Seja V um espago linear real (ou complexo). Uma fungao real f: V — R (ou
complexa f: V — C) é dita aditiva se Vv,w € V

[F(v+w) = f(v) + f(w)]

e é dita homogénea se VveVeVAeR (ouVAeC)

fAv) = Af(v)

Uma fungao real £ : V — R (ou complexa & : V — C) aditiva e homogénea, ou seja, tal que

[EOW + pw) = NE(V) + pé(w)| (8.1)

para todos vetores v e w e todos escalares A e p, é dita forma linear, ou co-vetor (ou funcional
linear quando V é um espago de funges). A (8.1) pode ser iterada, assim que uma forma linear
envia uma combinagao linear numa combinagao linear, ou seja,

E(tivi +tava+ -+t Vi) = 1i€(vi) +12€(va) + - + 1 &(Vim)

Uma notacao simétrica para o valor da forma linear £ sobre o vetor v é
(& v):=&(v).

Formas lineares em R”. Uma funcao linear f : R — R é determinada pelo seu valor A = f(1)
(o nimero 1 deve ser pensado como um vetor que forma uma base de R enquanto espago vetorial),
pois, pela homogeneidade, os seus outros valores sao

f@)=f-2) = f)x =

Uma forma linear f : R? — R é determinada pelos seus valores a = f(i) e b = f(j) sobre os
vetores da base candnica, pois, pela (8.1),

f(a,y) = f(@i+y)) =xf() +yf() = ax+ by

Também, uma forma linear f : R3 — R é determinada pelos seus valores a = f(i), b = f(j) e
¢ = f(k) sobre os vetores da base canénica, pois

f(z,y,2) = f(xi+yj+2k) =2f({) +yf(§) + 2f(k) = ax + by + cz

7D’ Arcy Wentworth Thompson, On growth and form, 1917 and 1942.
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Em geral, uma forma linear f : R™ — R é determinada pelos seus valores a;, = f(ey) sobre os
vetores da base canénica e, es,...,€,, pois

f(l‘hl’g, N ,In) = f(xlel —+ Io€o —+ -4 :z:nen)
=z1f(er) +z2f(e2) +- -+ znf(en)

= 0171 + A% + -+ AnTp

e.g. Projegoes coordenadas. As projecoes m, : R® -+ R, com k = 1,2,...,n, definidas por
(21, X2y oo, Tpn) = Tk (8.2)

sao formas lineares.

Mostre que uma funcdo homogénea f : R — R é necessariamente uma homotetia f(z) = Az,
com A = f(1) € R. Deduza que uma fungdo homogénea f : R — R é também aditiva, e portanto
linear.

Diga se as seguintes fungoes f : R®™ — R sao ou nao lineares:
x> 3x x> 2x—1 x +— sin(27rz) (z,y) — 3x — by (z,y) — 2° —zy
(z,y,2) — 2z —y+ 32 (x,y,2) =2 —y+32+38 (z,y,2)— 0 (z,y,2) — V3
Seja f : R? — R uma forma linear tal que f(i) = 5 e f(j) = —2. Determine f(z,y).

Seja f : R® — R uma forma linear tal que f(i) = —3, f(j) = 1 e f(k) = 7. Determine
f(@,y,2).
8.2 Espaco dual

Espago dual. Seja V um espaco linear real (ou complexo). O espago V* := Homg(V,R) (ou
Homg¢(V, C)) das formas lineares definidas em V, dito espago dual (algébrico) de V, é um espago
linear real (ou complexo) se a adigdo e o produto por um escalar sdo definidos por

respetivamente, e a forma nula 0* € V* é definida por (0*,v) = 0 para todo v € V.

Espacgo dual em dimensao finita. Se o espaco vetorial V tem dimensao finita, ese ey, eq, ..., e,
é uma base (por exemplo, a base canénica de V ~ R"), entdo uma forma linear £ é determinada
pelos seus valores &; := (€, e;) nos vetores da base, pois se v =wvje; + vzes + - - - + v, €, entao

(&,v) = (&, vie; + vaea + - -+ vpey)
vi (€. e1) +va (€ e2) +ooFu(€ien) =E&ui+Euat o+ &

Portanto, também o espaco dual V* tem dimenséo finita dim(V*) = dim(V'), e uma sua base, dita
base dual, é o conjunto ordenado dos co-vetores e}, e3, ..., e’ definidos por

(ej,ej) = dij

(o simbolo de Kronecker ¢;; é definido em (2.2)). As coordenadas da forma linear § = &1ef +
&e5+- - -+ &, e relativamente & base dual sdo os nimeros & = (£, €;), assim que (§,v) = >, &v;.
Observe que a k-ésima coordenada do vetor v relativamente & base e, es,...,e, é precisamente
v = (e}, V).
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Se V = R" e os vetores e, es,...,e, sdo os vetores da base candnica, entao as formas e da
base dual s@o os projegoes 7y definidas em (8.2). Uma maneira conveniente de representar o valor
(€,x) da forma linear £ sobre o vetor x é usando o “produto linhas por colunas”

Z1
€2

Ex)=EX=(& & ... &)

L

do vetor linha

E= (& & ... &)

(que representa a forma linear &) pelo vetor coluna

1
T2

Tn

que representa o vetor x.

Dual do espago dual. Cada vetor v € V define uma forma linear € — (£, v) em V*, e portanto
existe uma inclusdo V- C (V*)*. Se V tem dimensao finita, entao todas as formas lineares g € (V*)*
sao deste género, ou seja, podem ser representadas como g(€) = (£, v) para algum v € V. De fato,
fixada uma base e;, es, ..., e, de V, e portanto a sua base dual e, e3, ..., e), de V*, basta escolher
v = v1€1 + v2es + - - - + v, e, com coeficientes v; = g(ef). Portanto, o espago dual do espago dual
é isomorfo ao préprio espago, ou seja, (V*)* ~ V. E ttil também observar que a correspondéncia
entre bases duais é simétrica: a cada base de V* corresponde uma base dual de V, e a primeira é
também a base dual da segunda.

Formas lineares e produto escalar no espago euclidiano R™. No espago euclidiano R"”,
munido do produto escalar (2.1), hd uma relacdo simples entre formas e vetores. Todo vetor
y € R" define uma forma linear y* € (R")* de acordo com

xm (yhx) =y x (8.3)

(a linearidade é consequéncia da linearidade do produto escalar).

Vice-versa, toda forma linear em R™ é deste género. Para provar isto, convém escolher uma
base ortonormada, por exemplo a base candnica e, es,...,e,. Entao é claro que uma forma &,
com coordenadas &, = (£, ey) relativamente & base dual, é igual a & = y* se definimos o vetor
y = &1eg + Eyey + -+ + e, Assim, a correspondéncia y ~— y* é um isomorfismo R™ ~ (R")*
entre o espago euclidiano R™ e o seu dual (R™)* (que depende da estrutura euclidiana, ou seja, do
produto escalar euclidiano). O isomorfismo inverso (R™)* ~ R™ pode ser denotado por & — 5".

Determine o vetor y = (£1,&,...,&,) € R™ que define as seguintes formas lineares y# no
espaco euclidiano R™:

x> 3z (z,y) =0 (z,y) — b+ 9y

(x,y,2) — =3+ Ty — 2 (x1,22,...,Tpn) — 32k com0<k<n
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Valores médios de variaveis aleatorias. Consideramos um espaco de probabilidades finito, ou
seja, um conjunto finito Q = {wy, ws, ..., w,} dos acontecimentos elementares e uma medida de pro-
babilidades PP : 2 — [0, 1], definida por meio de um vetor de probabilidades p = (p1,pz, .- .,Pn) €
A1 de maneira tal que P({wy}) = pr e portanto, se A C Q entdao a sua probabilidade é
P(A) = >, ca Pk - Uma varidvel aleatoria (real) ¢ uma funcao X : @ — R. Se denotamos os seus

valores por xp := X(wy), podemos pensar que uma varidvel aleatéria é simplesmente um vetor
(x1,29,...,2,) € R™. O valor médio, ou valor esperado, ou esperanca, da varidvel aleatéria X é
0 nimero

EX :=pix1 +poxa + -+ ppp

E claro que esta operacdo é linear, ou seja, E(X+Y)=EX +EY e E(AX) = AEX. Portanto,
a esperaca E define um funcional linear no espaco linear ~ R" das variaveis aleatdrias. Tem a
particularidade de ser “positivo”, pois EX > 0 se os valores de X sao xj > 0.

Sejam X uma varidvel aleatdria real (num espago de probabilidades finito) e ¢ : R — R uma
fungdo convexa, e consideramos também a varidvel aleatéria (X)) := g o X. A desigualdade de
Jensen (4.7) implica

¢ (EX) < E(p(X))

Por exemplo, ao tomar a funcdo convexa x — €%, esta desigualdade diz que e®X < E (eX ) Esta
é a desigualdade de Jensen '® que generaliza a espacos de probabilidades ndo necessariamente
finitos, e que joga um papel importante na mecéanica estatisica e na teoria da informagao.

8.3 Nucleo e hiperplanos

Nrcleo e hiperplanos. Seja V um espago linear. O nicleo/espago nulo (em inglés kernel) da
forma linear £ € V* ¢

’Ker(f) ={x€eVtqg (£&x) =0} ‘

E claro que o ntcleo é um subespago vetorial de V. O nitcleo da forma nula é, naturalmente, o
préprio espago V.

Se &€ nao é a forma identicamente nula, entdo o seu nicleo é um subespaco préprio de V, pois
existe pelo menos um vetor v onde (€, v) = o # 0. Consequentemente, existe um vetor v; tal que
(€,v1) =1 (basta escolher vi = a~! v). Vice-versa, dado um vetor nao nulo vi num espaco linear
de dimensao finita V, existe uma forma & € V* tal que (£, v1) = 1 (basta escolher uma base de V
contendo o vetor vy, e depois o vetor vi da base dual).

Se a forma & néo é nula, e se vi é um vetor tal que (€,vi) = 1, entdo cada vetor x € V pode
ser representado de uma inica maneira como soma

X=Av] +W

de um vetor proporcional a v e de um vetor w € Ker(£€). De fato, a condigdo x — A\vy € Ker (&),
ou seja, (£&,x — Avy) = 0, obriga a escolher o valor A = (£, x). Portanto,

Teorema 8.1. Se & é uma forma linear ndo nula no espago vetorial V, e se vi € um vetor tal
que (€,v1) = 1, entdo o espago total é uma soma direta

V = Ker(§) @ Rvy

do nicleo de & e da reta gerada pelo vetor vy.

18J.L.W.V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs moyennes, Acta Mathematica
30 (1906), 175-193.
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Ker(s)

O nicleo Ker(¢) de uma forma nao nula € é chamado hiperplano do espago linear V, ou
seja, subespaco di “co-dimensao” 1 (falta apenas uma reta para reconstruir o espago total). Em
particular, se V tem dimensao finita, entdo também Ker (&) tem dimenséo finita e

’dim(Ker(E)) +1= dimV‘

O hiperplano afim que passa pelo ponto a € V e é paralelo ao hiperplano Ker(¢) é
a+Ker(§)={veVtqg (&v)=2A} onde A = (€, a) .

No espago R™ euclidiano, onde o produto escalar define um isomorfismo (8.3) entre vetores e
formas, o nicleo de uma forma & é simplesmente o hiperplano Ker(¢) = y* ortogonal ao vetor

y=¢.

e.g. Hiperplanos coordenados. O ntcleo da projecao 7 : R™ — R, definida em (8.2), é o
hiperplano { z; = 0} .

Mostre que o nicleo de uma forma linear £ € V* é um subespaco linear de V.

Equacgoes lineares. Uma “equagao linear homogénea”
a1x1 + asxrs + - -+ apx, =0

nao trivial, ou seja, com pelo menos um coeficiente ay # 0, nas incégnitas =1, xs,...,z, define
um hiperplano de R", um subespaco vetorial de dimensao n — 1. E o nicleo da forma £ =
aje}+ases+- - -+anel, ouseja, no isomorfismo entre (R”)* e R™ definido pela estrutura euclidiana,
o hiperplano a* ortogonal ao vetor a = (a1, as,...,a,). Uma “equacio linear”

a1r1] + asxo + -+ apTy, = b

define um hiperplano afim H C R™ (que nao passa pela origem se b # 0). Um tal hiperplano afim
divide o espago em duas “metades”, o semi-espaco aberto H; C R™ dos pontos que satisfazem

a1T1 + asxo + -+ apTy, > b
e o semi-espago aberto H_ C R™ dos pontos que satisfazem
a1T1 + asxo + -+ apTy, < b

Mostre que o segmento entre a € H; e b € H_ contém um (dnico) ponto do hiperplano H.

Integral. Em dimensao infinita, o espago dual deixa de ser isomorfo ao préprio espaco. Certos
objetos basicos da andlise matematica sao formas lineares. Por exemplo, o integral

b
1(f) = / f(t)dt
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é uma forma linear no espago C°([a, b]) das fungdes continuas no intervalo [a, b] C R. O seu nicleo é
o hiperplano das fung¢oes com média nula no intervalo. Toda func¢ao continua pode ser representada
de forma tinica como soma f(x) = ¢+ g(z) onde ¢ = I(f) é uma constante (a média de f vezes o
comprimento do intervalo) e g(x) = f(z) — I(f) é uma fungdo com média nula.

Dada uma fungéo h(t), por exemplo continua, também é possivel definir a forma linear

b
()= [ ron
a
uma média pesada dos valores de f(t).
Delta de Dirac. Outra forma linear importante na analise das EDPs da fisica-matematica foi

“inventada” pelo fisico Paul Dirac, e formalizada pelo matemdtico Laurent Schwartz. A delta de
Dirac (no ponto 0) é definida por

)=+ [ T sy = f(0)

E uma forma linear no espaco C°(R) das funcdes continuas f : R — R. Se pensamos, informalmente,
que os valores f(t) sao as “coordinadas” do vetor f, uma para cada t, entdo a delta de Dirac é o
vetor da base dual que corresponde a coordenada ¢ = 0. O nicleo de § é o conjunto das fungoes
(continuas) tais que f(0) = 0, que é um hiperplano do espaco C°(R).

Intersecoes de hiperplanos e sistemas homogéneos. Sejam &;,&,,...,&,, formas lineares
em R™ (ou, em geral, num espago linear de dimensao finita). Entao a interse¢ao dos nicleos

W= ﬂ Ker(&)

k=1
é um subespago vetorial de R™. Se & = (a11,a12,...,01n), & = (a21,a22,...,02,)s ., &, =
(@m1,@m2, - - - Amy) denotam as coordenadas das €,’s na base dual da base candnica de R™, entao
os vetores de W sdo as solugoes x = (x1,xa, ..., x,) do “sistema linear homogéneo”
a1 1 +a12x2 + -+ a1 Tp =0
a21 T1 + Q22 Tg + -+ + A2 Ty, =0
(8.4)
am1 Z1 + G2 T2+ -+ GpnTn = 0
Teorema 8.2. Se as formas lineares €1,&,,...,&,, € (R™)* sdo linearmente independentes (e

portanto m < n), entdo a interse¢ao
m
W= n Ker(§},)
k=1

€ um subespaco vetorial de co-dimensao m, e portanto de dimensao n —m.

Demonstracdo. De fato, se completamos o sistema de formas independentes até obter uma base
€., 6 & i1 €, de (R™)*, e se by, by, ..., b, denota a base dual de R™ (definida pelas
condicoes (§;,b;) = d;;), entdo nas coordenadas relativas a esta base o sistema homogéneo é

1 =0, x9=0, Tm =0,

e as solugoes sao todos os vetores do género x = y,+1bm+1 + Tmt2bmie + - - - + 2, by, Portanto,
W ~ R" ™ e uma sua base é formada pelos vetores b,,11, bymta, ..., by. O
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Naturalmente, se uma das formas lineares que definem o sistema homogéneo, por exemplo
§,,, ¢ uma combinagao linear das outras, entao a equagdo que define, neste caso m-ésima, pode
ser retirada do sistema homogéneo (11.3) sem alterar o espago das solugdes. De fato, se &, =
b1&, + 0285+ -+ b—1&,,,_1, entao o nicleo de §,, contém a intersecao dos ntcleos das outras
formas lineares £,,&5,...,&,,_1-

Determine o espago das solugoes dos seguintes sistemas lineares homogéneos:

3r+2y =0 T — 2y =0

S5e—y =0 —3z+6y =0
3z4+2y+z =0 T+2y+z =0
Sr+3y+3z =0 2z —y — 62 =0
—r+y+z =0 —xr+3y+7z =0

Aniquilador. Sejam V um espago vetorial e V* o seu dual algébrico. O aniquilador (em inglés
annihilator, do latim NIHIL=nada) do subconjunto S C V é

Annih(S) :={€ € V" t.q. (£,v) =0 paratodo v € S}

ou seja, o conjunto das formas que se anulam em todos os vetores de S. Outra notacao utilizada
para o aniquilador é S°.

E imediato verificar que o aniquilador de um conjunto arbitrario S C V (finito ou néo) é um
subespago linear de V*, e é claro que Annih(S) = Annih(Span(S)). O aniquilador do conjunto
vazio é Annih(()) = V*, e o aniquilador do espaco total V é o subespaco trivial formado por apenas
a forma nula. Se S C S’ C V, entdo ¢ evidente que Annih(S’) C Annih(S5).

No espago euclidiano R™, onde o produto escalar define um isomorfismo natural (R™)* ~ R", o
aniquilador de um subconjunto S é o subespaco ortogonal S=.

Também é possivel definir o aniquilador de um subconjunto T'C V* como

Annih(T) :={v eV tw. (£ v)=0 paratodo £ €T}

(e ndo como um subespaco do dual do espago dual!) Desta forma, o aniquilador do conjunto
{&} C V* formado por apenas um vetor do espago dual V* coincide com o nicleo Ker(£€) da forma

¢

Nesta linguagem, o teorema 8.2 é traduzido no seguinte.

Teorema 8.3. Sejam V um espago linear de dimensdo finita e W C 'V um subespago linear.
Entao
dim(W) 4+ dim(Annih(W)) = dim(V)

Demonstrag¢ao. Basta observar que se by, bo, ..., b, é uma base de V tal que W = Span(by, ..., by),
entdao Annih(WW) é o subespago de V* gerado pelos vetores by ,..., b}, da base dual. O

Mostre que Annih(S) + Annih(7T") C Annih(S N7T) e Annih(S UT) = Annih(S) N Annih(7T).
Deduza que se V,W C V sdo subespagos entdo Annih(V + W) = Annih(V') N Annih(W).

Mostre que se X é um subespaco do espaco linear de dimenséo finita V entdo Annih(Annih(X)) =
X.
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Wild additive functions in the real line. For real valued functions of a real variable
f : R — R, homogeneity implies additivity, since x + y = (1 + y/x)x (if  # 0, of course), and
therefore an homogeneous function satisfies

fle+y) = f(A+y/o)x) = 1 +y/x)f(z) = f(z) + (y/2)f(x) = f(z) + [(y).

Surprisingly, there exist additive functions which are not homogeneous (hence not linear), at least if
we accept the axiom of choice. Indeed, additivity only implies linearity on “rational lines” Qz C R,
ie.

flrz) =rf(x) Vr=p/qg€Q and Vz € R.

Therefore, if we could choose a different slope Ag;, hence a different homogeneous function rz
Agarx, for any orbit Qz of the quotient space Q\R, the resulting function f : R — R would be
additive but not homogeneous. Any such wild additive but not homogeneous function f : R — R
cannot be continuous, and indeed has a dense graph.

Let f : R — R be an homogeneous function, and z € R. For r = p/q € Q with p,q € Z
and g # 0, show that f(rz) = f(px/q) = pf(z/q) and also f(x) = f(qz/q) = qf(z/q). Deduce
that f(rz) = rf(z) for all r € Q. Let f : R — R be an additive but not homogeneous function,
so that there exists two points a,b € R where f(a)/a # f(b)/b. This implies that v = (a, f(a))
and w = (b, f(b)) are linearly independent vectors, hence a basis, of R%. From Rv + Rw = R?,
deduce that the “rational plane” Qv + Qw is dense in R?, i.e. ant point r = (x,y) € R? may be
approximated with arbitrary precision by a point in Qv + Qw, i.e. for any r = (z,y) € R? and
any ¢ > 0 there exist rationals A\, A" € Q such that ||r — (Av + A'w)|| < . Use again the additivity
of f to show that this implies the existence of a point ¢ € R such that ||r — (¢, f(¢))|| < e.
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9 Transformacoes lineares

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-8 ; [La87] Ch. IV-V

9.1 Transformacoes lineares

Homomorfismos/transformagoes lineares. Uma transformagao/aplicacao linear, ou homo-
morfismo, entre os espacos vetoriais V e W (reais ou complexos, os dois definidos sobre o mesmo
corpo) é uma fungao L : V — W aditiva e homogénea, ou seja, tal que

L(v+v'")=L(v) + L(v") e L(O\wv) =\L(v)

respetivamente, para todos v,v € V e todo escalar \. Combinando as duas propriedades, uma
transformacao linear é também caraterizada pela propriedade

| LW+ MV') = AL(v) + N L(¥')

Por inducdo, a linearidade implica que a imagem de uma combinagao linear (finita) dos vetores
vi’s com coeficientes t;’s é uma combinacao linear

L (t1v1 —+ t2v2 —+ -+ tm,vm) = tlL(Vl) —+ tQL(VQ) —+ ... tmL(Vm)

das imagens L(vy)’s com coeficientes t;’s. A homogeneidade também implica que a imagem do
vetor nulo é o vetor nulo, ou seja, L(0) = 0, e que L(—v) = —v. E usual omitir as paréntesis, e
denotar a imagem L(v) do vetor v simplesmente por Lv.
Um exemplo trivial é a transformacdao nula 0 : V. — W, que envia todo vetor no vetor nulo, ou
seja, 0(v) = 0.

e.g. Transformacgoes lineares de R™ em R”. Uma funcao T : R™ — R™, ou seja, um
“campo vetorial” em R™, é definida por n “campos escalares” Ty : R™ — R, com 1 < k < n, de
acordo com

(1,22, .y xm) = (Th(z1, 22, .. ), To (X1, X2y oy T )y ooy T, T2y oo Tm)

Mas a soma e o produto por um escalar no espacos R™ sao definidos coordenada por coordenada.
Consequentemente, 7' é linear sse todas as suas “coordenadas” Ty sao (formas) lineares. Isto
significa que as coordenadas de uma transformacao linear genérica T : R™ — R™ sao fungoes do
género

Ti(x1, %2, ..., Tm) = Qp1Z1 + QR2Za + -+ + QmTm

onde os aj;, com 1 <i<nel<j<n,sao “coeficientes” reais arbitrarios.

O espacgo linear das transformacgoes lineares. O espago Lin(V, W) das transformagoes
lineares de V em W é um espaco linear (real ou complexo) se a adi¢ao e a multiplicagdo por um
escalar sao definidas por

(L+ M)(v):=L(v) + M(v) (AL)(v) := AL(v)

O elemento neutro é a transformacao nula 0 : V. — W. O oposto da transformacao linear L é a
transformacao —L, que envia (—L)(v) = —L(v).

Endomorfismos/operadores. Em particular, é um espago linear o espaco End(V) := Lin(V, V)
dos endomorfismos de V, as transformagdes lineares L : V — V de um espaco linear em si préprio.
Os endomorfismos de um espago vetorial sao também chamados operadores, em particular em di-
mensao infinita, quando o espago é um espaco de fungoes.

Um exemplo elementar mas bdsico é a transformacdo identidade Iy : V — V (denotada
simplesmente por I ou também 1 quando o espago V é claro pelo contexto), que envia todo vetor
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em si préprio, ou seja, I(v) = v. Outro exemplo importante é, se A é um escalar, a homotetia
My 'V — V, também denotada simplesmente por A, que envia cada vetor v no seu miiltiplo Av.

Se o espago linear é uma soma direta V = X @ Y de dois subespagos, e L € End(X) e
M € End(Y') sdo dois endomorfismos, é definido o endomorfismo “soma direta” L & M de acordo
com

(LeM)(x+y):=Lx) +M(y)

Se L: V — W §é uma transformagéo linear, entdo L(0) =0 e L(—v) = —L(v).

Uma transformacao linear L : V — W envia retas afins a+Rv C V em retas afins b+Rw C
W, se b =L(a) ew = L(v) # 0, ou em pontos b, se L(v) = 0. Em particular, envia retas
Rv C V passando pela origem em retas Rw C W passando pela origem ou na prépria origem.

Diga se as seguintes aplicagoes de R™ em R™ sao lineares.
(z.y) = Bz —by,x —y)  (v,9) = (2% 2y)
(z,y,2) = (1,9 +2,2) (2,9,2) = (2,9 +2,0)

(x,9,2) > (x —y, 2 +y,3c+2y —2)  (v,9,2) = (1,2,3)
(x1,22,...,25) — (0,0,1) (x1,22,...,25) — (0,0,...,0) € R™

Diga se as seguintes aplicacdes de T : R? — R? sio lineares.
T transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta y =0

T transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta y =z
T transforma o ponto de coordenadas polares (r, ) no ponto de coordenadas polares(2r, 6)

T transforma o ponto de coordenadas polares (r,6) no ponto de coordenadas polares (r,0 + 7/2)

Seja L : V. — W uma transformacao linear. Se Se V' C V é um subespago linear de V e
entdo a imagem L(V') é um subespago linear de W. Se W C W é um subespago linear de W e
entdo a imagem inversa L~!(W) é um subespaco linear de V.

As translagoes de R"™, as transformagoes v — v+a com a € R", sao transformagoes lineares?
As homotetias de R™, as transformacoes v — Av com A € R, sdo transformagdes lineares?
[Ap6Y] Vol 2 2.4.

Transformacgoes afins. As transformacoes lineares enviam subespacos lineares em subespacos
lineares, respeitando a estrutura linear, ou seja, somas e produtos por um escalar. Também interes-
sante é considerar trasnsformagoes que enviam subespagos afins em subespacos afins, respeitando
a estrutura afim.
Sejam V e W dois espacos lineares. Uma transformacao afim é uma transformacao f : V- W
tal que
ftaivi +tave + -+t vy) =t f(ve) +taf(ve) + -+t f(Vi) (9.1)

para todos vetores vi,Vvs,..., v, € V e escalares t1,ts,...,t, taisque t; +t2+---+%t, =1. Em
particular, uma transformagao afim envia subespacos afins em subespacos afins.
Seja b = f(0) € W a imagem da origem. Se v € V é um vetor arbitrdrio e ¢ um escalar, a
(9.1) implica que

fv) = ftv+ (1 =1)0) = tf(v)+ (1 - 1) f(0) = tf(v) + (1 - )b
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e portanto que
f(tv) =b =t (f(v) —b)

Entao, se definimos a transformacao L : V — W de acordo com
Lv):=f(v)—b

observamos que L é homogénea, ou seja, satisfaz L(tv) = tL(v) para todo vetor v e escalar t.
Também, se v e v’ sdo dois vetores de V, entdao a (9.1) implica que

Lv+v) = f(v+v)—b=f(v+v'—0)—b
fV)+ (V)= f(0)=b=f(v)-b+ f(v)-b
=L(v)+ LK)

e portanto que L é também aditiva. A conclusao é que L é uma transformacao linear. Vice-versa,
se L : V — W é uma transformagao linear, e b € W é um vetor arbitrario, é imediato verificar
que f:V — W, definida por f(v) := L(v) + b é uma transformacao afim. Finalmente,

Teorema 9.1. Uma transformacao f : 'V — W entra os espacos linares V. e W € afim sse existem
uma transformacdo linear L : V. — W e um vetor b € W tais que

| f(v) = L(v) -~ b|

Em outras palavras, uma transformacao afim é a composicao de uma transformacao linear e
de uma translagao. Em particular, toda transformacao linear é afim, e uma transformagao afim é
linear sse envia a origem na origem.

e.g. Por exemplo, translagoes v — v+b e homotetias v — Av, com A escalarsao transformacgoes
afins de um espago linear no préoprio. Também afim é a composicdo v +— Av + b

Verifique que se L : V — W é uma transformacao linear, e b € W é um vetor arbitrario,
entdo f: V. — W, definida por f(v) := L(v) + b é uma transformagao afim.

Diga se as seguintes aplicagoes de R™ em R™ sao afins.
(z,y) = Bz =Sy +Lao—y-3) (z,9)~ (@ +Lay—1)
(@,y,2) = (z,y+2.2)  (z,9,2) = (Ly, 1)

Transformacoes lineares determinadas pelos valores numa base. Se V tem dimensao
finita, e by, bo, ..., b, é uma sua base, entdao uma transformacao linear L : V — W ¢ determinada
pelos seus valores wi, = L(by) sobre os vetores da base. De fato, um vetor arbitrério v =v1by +
vobg + - - - + v, b, tem imagem
L(V) = L (’Ulbl —+ ’U2b2 —+ 4 Unbn)
= UlL(bl) + UgL(bQ) =+ + ’UnL(bn)

=UVIW1 + VW2 + - -+ U, Wy

Por exemplo, uma transformacao linear T' : R™ — R™ é determinada pelos n vetores wj =
T(er) € R™, as imagens dos vetores eq, es,...,e, da base canénica de R"™. O seu valor sobre um
vetor genérico x = (r1,Za,...,Tn) é

T(x1,22,...,Tn) = T1W1 + ToWa + -+ + T, Wy,
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e.g. Por exemplo, se a transformagao linear 7' : R? — R3 envia T(1,0) = (2,3,4) e T(0,1) =
(5,6,7), entdo a imagem do vetor genérico (z,y) = (1,0) + y(0,1) é

T(z,y) = 2T(1,0) +yT(0,1) = 2(2,3,4) + y(5,6,7) = (22 4 5y, 3z + 6y, 4z + Ty)

Seja L : R? — R? uma transformagao linear tal que L(1,1) = (1,4) e L(2,-1) = (-2,3).
Determine L(5,—1) (observe que 1 +2-2=5e¢1+42-(—1)=—1).

Determine a transformacdo linear T' : R? — R? (ou seja, a imagem T'(z,y) de um vetor
genérico) tal que
T(i)=2i+] e T(G)=1i-3j
Determine a transformacao linear T : R3 — R3 tal que
T(i+j) =3i e Ti+k)=2j—k e Tk+1i)=>5i+]

9.2 Nucleo e imagem

Ntcleo e imagem de uma transformacao linear, e as suas dimensoes, sao umas medidas da falta
de injetividade e sobrejetividade, respetivamente.

Nicleo e monomorfismos. Seja L : V — W uma transformacao linear entre os espacos lineares
V e W. O nicleo/espago nulo (em inglés, kernel) de L é

[Ker(L):={veV tq L(v)=0}CV|

E imediato verificar que Ker(L) é um subespaco vetorial de V. De fato, se L(v) = L(v') =0 e X
é um escalar, entdo também L(Av) = AL(v) =0e L(v+Vv') = L(v) + L(v') = 0. O nticleo é uma
medida da falta de injetividade, de acordo com o seguinte

Teorema 9.2. Uma transformacao linear € injetiva sse o seu nicleo € trivial.

Demonstrag¢ao. Se L(v) = L(v') para dois vetores distitos v # v’, entdo a diferenga v — v’ é um
vetor nao nulo de Ker(L), pois L(v —v') = L(v) — L(v') = 0. Vice-versa, se v é um vetor nao
nulo de Ker(L) e v/ é um vetor arbitrario, entdao L(v' +v) = L(v’) + L(v) = L(v'), e portanto v’
e v/ + v sao dois vetores distintos com a mesma imagem. O

Uma transformagao linear injetiva é chamada monomorfismo.

Teorema 9.3. Um monomorfismo L : V. — W preserva a independéncia, ou seja, envia um
conjunto independente de vetores em um conjunto independente de vetores.

Demonstra¢io. Sejam vi,va,..., vy, € V) e sejam wy = L(vy),wWa = L(va),..., Wy, = L(vy,) as
suas imagens pela transformacao linear L : V. — W. Se os wy’s sao dependentes, entao existem
coeficientes t;’s nao todos nulos tais que t;wy + towsg + - - - + t,, W,,, = 0. Pela linearidade

L(t1v1 +tovyg 4+ -+ -+ tmvm) =tiwy +towg + -+t Wy, =0

Se L é injetiva, entao t1vi+tavo+- - - +t,, vy, = 0 e portanto os vi’s também sao dependentes. [
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Imagem e epimorfismos. Seja L:V — W uma transformacao linear entre os espacos lineares
V e W. A imagem (em inglés, range) de L é

[Im(L) := L(V) = {L(v) com vEV}CW)|

(o que costuma ser chamado “contradominio” da fungéo). A imagem é um subespaco vetorial
de W. De fato, se w = L(v) e w' = L(v') com v,v' € V, e XA é um escalar, entdo w + w’ =
L(v)+ L(v') = L(v+ V') e também Aw = AL(v) = L(\v).

E uma tautologia que

Teorema 9.4. Uma transformagao linear L : V. — W € sobrejetiva sse a sua imagem Im(L) € o
proprio W.

Uma transformagao linear sobrejetiva é chamada epimorfismo.

Teorema 9.5. Um epimorfismo L : V — W envia um sistema de geradores de V. em um sistema
de geradores de W.

Demonstragao. Seja S C 'V um sistema de geradores de V, e L(S) C W o conjunto das suas
imagens. Se L é sobrejetiva, todo w € W é igual a w = L(v) para algum v € V. Mas v é uma
soma finita v = t181 +t282 + - - - + ;8. de elementos s € S. Consequentemente, pela linearidade,

w=L(v)=L(t1s1 + tasa + -+ tmSm)
= tlL(Sl) =+ tgL(SQ) + e+ tmL(Sm)

ou seja, é uma soma finita de L(sy) € L(S5). O

Uma transformacao linear genérica L : V — W pode entao ser pensada como um epimorfismo
de V sobre Im(L). De acordo com o teorema 9.5, se o conjunto S C 'V gera o espaco V, entdo o
conjunto L(S), formado pelas imagens Lv com v € S, gera a imagem Im(L) C W.

Nulidade e ordem. A dimensao k = dim(Ker(L)) do ntcleo, se finita, é dita nulidade (em
inglés, nullity) de L, e denotada por Null(L). A dimensao r = dim(Im(L)) da imagem, se finita, é
dita ordem (em inglés, rank) ou carateristica de L, e denotada por Rank(L). Acontece que, quando
V tem dimenséo finita dim(V) = n, estes dois nimeros satisfazem um “principio de conservagao”
que diz que k + 1 = n.

el
@
oL
° 4 — O
¥ . Tu(c = R"
Teorema 9.6 (teorema da ordem-nulidade). Seja L : V. — W uma transformacao linear. Se

V tem dimensao finita, entdo também a imagem L(V') tem dimensdo finita e

| dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) = dim(V) |

ou seja, Rank(L) + Null(L) = dim(V).
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Demonstra¢io. Sejam n = dim(V), m = dim(Ker(L)), e seja vy,..., Vv, uma base de Ker(L).
Se k = n, entdo a imagem Im(L) é trivial, e o teorema é verdadeiro. Se m < n, de acordo com
o teorema 4.5 existem Vi, 41,...,V, tais que 08 vi,Va..., Vi, Vint1,. .., Vv, formam uma base de
V. Queremos entao mostrar que os vetores wi = L(vy,41), Wo = L(Vina2) 5 -+ oy Wpem = L(Vy)

geram Im(L) e sdo independentes, assim que dim(Im(L)) = n—m. Se w € Im(L), existe um vetor
vV =a1vy + aava + - - + a, Vv, tal que w = L(v). Mas
w = L(a1vi + asva + -+ apvy)
= am,+1L(Vm+1) + am+2L(Vm+2) + -+ anL(Vn) = Om+1 W1 + A 4+2W2 + -+ aWhom
porque os Vi,...,V,, estdo no nicleo de L. Isto prova que os wi,Wa, ..., W,_., geram Im(L).
Por outro lado, se os wi,wo,..., W, _,, s@o dependentes, entao existem coeficientes by nao todos

nulos tais que
biywi +bawa + - + by Wy, =0

Pela propria definicao dos wy’s e a linearidade de L,
L(b1Vvpt1 +baviga +-- 4+ bpymvy) =0

Isto quer dizer que v/ = b1 Vi1 +baVipo +- -+ bp_mvy, € Ker(L). Entdo, sendo vy, va, ..., vy,
uma base do ntcleo, temos também

!/
V =c1Vi+cve+ -+ Vi
para alguns coeficientes c¢;’s. Consequentemente,
/ !/
0=v' -V =cvi+cevot -+ cnVm — (biVimg1 +b02Vigo + -+ bnemva)

Sendo pelo menos um dos by # 0, isto contradiz a independéncia dos vy’s. Consequentemente,
0S8 W1, Wa, ..., Wn_pn, sdo independentes, logo formam uma base de Im(L). O

Em particular, uma transformagao linear L : V — W entre dois espagos lineares de dimensao
finita nao pode ser injetiva se dim(W) < dim(V), e nao pode ser sobrejetiva se dim(W) > dim(V).
Por outro lado, quando dim(V) = dim(W), entéo teorema 9.6 implica o seguinte

Teorema 9.7. Uma transformacgao linear L : V. — W entre dois espacos lineares da mesma
dimensao finita, ou seja, dim(V) = dim(W), € injetiva sse é sobrejetiva sse € bijetiva.

e.g. Consideramos a transformacao linear 7 : R? — R? definida por T'(x,y) = (2 + y,z + ).
O nicleo é o conjunto dos vetores v = (x,y) tais que T(v) = 0, ou seja,

20 +y = 0
z+y = 0

E facil ver que a tnica solucao deste sistema linear é a solugao trivial z = y = 0. Consequen-
temente, o nicleo de T' é o subespago trivial Ker(7) = 0. A imagem é o conjunto dos vetores
w = (a,b) tais que existe um vetor v = (x,y) tal que T'(v) = w, ou seja,

2e+y = a
r+y = b

A solucao, de fato unica, deste sistema existe para todos a e b, e é dadaporzx =a—bey = 2b—a.
Consequentemente, a imagem de 7' é o préprio plano Im(7') = R?. Assim, a nulidade é 0 e a ordem
é 2.
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e.g. Consideramos a transformacao linear S : R? — R? definida por S(z,y) = (2z+vy, —x —y/2).
O nicleo é o conjunto dos vetores v = (z,y) tais que S(v) = 0, ou seja,

2z 4y = 0
—rz—y/2 = 0

Sendo a segunda equagdo um multiplo da primeira, o nicleo de S é a reta Ker(S) = {2z +y = 0}.
A imagem é o conjunto dos vetores w = (a, b) tais que existe um vetor v = (z,y) tal que S(v) = w,
ou seja,

204y = a
—x—y/2 = b
Uma solugao deste sistema existe apenas quando a = —4b. Consequentemente, a imagem de .S é

a reta Im(S) = {x + 4y = 0}. Assim, a nulidade e a ordem séo iguais a 1.

Considere, no espaco euclidiano R™ | a tansformacao linear T : x — v - x, onde v é um vetor
nao nulo fixado. Calcule o nticeo e a imagem.

Considere, no espaco euclidiano R3 , a tansformacao linear T : x — v X X, onde v é um vetor
nao nulo fixado. Calcule o nticeo e a imagem.

Determine o nicleo, a imagem, a nulidade e a ordem das seguintes transformacoes lineares
L(z,y) = (z+y,z—y)  L(z,y)=(y,—z) L(z,y) = (2 +y,y) L(z,y) = (z+y,3z—2y)
L(z,y, z) = (22, 3y,0) L(z,y,2) = (x, 2 +y,c+y+2) L(z,y,2) =(x+y,y+ 2,2 +)
L(z,y,2) = (0,0,0)  L(z,y,2) = (z,y)  L(z,y) = (0,2,9)

Determine o ntcleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacdo T : R?2 — R2 que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

Determine o ntcleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacdo T : R2 — R2 que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a origem.

[Ap69] Vol 2 2.4.

9.3 Algebra dos operadores

Composicao de transformacgoes lineares. Sejam L : V — W e M : W — Z duas trans-
formagoes lineares entre os espacos lineares V. e W e entre os espagos lineares W e Z (todos
definidos sobre o mesmo corpo), respetivamente. A transformacdo composta ML : V — Z, defi-
nida por

(ML)(v) := M(L(v))

é também uma transformacao linear. De fato, se v,v' € V e A é um escalar, entdo
(ML)(v + V') = M(L(v + V') = M(L(v) + L(v"))
= M(L(v)) + M(L(v')) = (ML)(v) + (ML)(¥')

(ML)(AW) = M(L(A)) = M(AL(v)) = AM(L(v)) = A(ML)(v)
pela linearidade de M e L.

Da mesma forma, é uma transformacao linear a composicao de um numero finito de trans-
formacgoes lineares. A composicao de transformagoes lineares é associativa, ou seja,

L(MN) = (LM)N

(como a composicao de fungdes ndo necessariamente lineares) e satisfaz as propriedades distribu-
tivas

(L+ M)N=LN+MN  L(M+N)=LM+ LN

(que justificam a notagdo “multiplicativa” LM em vez de L o M).
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Mostre que a composta de dois monomorfismos é um monomorfismo, e que a composta de
dois epimorfismos é um epimorfismo.

Algebra dos endomorfismos. Em particular, a composicao de dois endomorfismos de um
espago vetorial V é um endomorfismo de V. A n-ésima iterada do endomorfismo L € End(V) é o
endomorfismo L™ definido indutivamente por

=, Lt =pLrn sen>1.

Se I denota o endomorfismo identidade, entdo IL = LI = L para todo L € End(V). Assim, os
endomorfismos End(V) de um espago vetorial formam uma dlgebra associativa.

A composicao nao é comutatival Ou seja, em geral LM é diferente M L. Os endomorfismos
L, M € End(V) comutam (ou sao permutdveis) se LM = M L. A obstrugao é o comutador, definido

por
[L,M]:=LM — ML,

que € igual a transformacao nula sse L e M comutam. E claro que todo endomorfismo comuta com
si préprio. Também, todo endomorfismo comuta com a identidade I e com os seus multiplos Al.
De fato, é possivel provar que os tnicos endomorfismos que comutam com todos os endomorfismos
sao precisamente os multiplos da identidade, ou seja, as homotetias.

Calcule a composi¢do M L quando
L(z,y) = (x +y,x — y) M(z,y) = 2x — 3y

L(x,y,z)=(x—-y+z2-y) My =(z,y,2+y)

Calcule o comutador entre os endomorfismos do plano E, (x,y) = (y,0) e E(x,y) = (z, —y).
Se [L,M]=0e[M,N] =0, é verdade que [L,N] =07
Determine todos os endomorfismos do plano que comutam com a inversao J(z,y) = (y, ).

Prove que os tnicos endomorfismo de um espago vetorial V que comutam com todos os
L € End(V) sao os multiplo da identidade, ou seja, da forma M = AI para algum escalar \.

Verifique que se L e M sao dois endomorfismos, entao
(L+M)?=L>+LM+ ML+ M?

e, se [L,M] = 0, também (L + M)? = L? + 2LM + M?. Deduza férmulas andlogas para as
poténcias superiories ...

Seja L : End(V) um operador. Observe que L/ = LIL* e portanto se L*v = 0 entdo
também L**/v = 0. Deduza as desigualdades

{0} =Ker(L") c Ker(L) C Ker(L?) C
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Operadores translacao, derivacao, multiplicacao e primitivagao. Em anélise, e no estudo
das equagés diferenciais da fisica-matematica, sao importantes certos operadores diferenciais e
integrais definidos em espagos de fungoes.

Consideramos o espaco linear R¥ das funcdes reais de uma varidvel real, e os seus subespacos
naturais C¥(R) das fungoes com k derivadas continuas, com 0 < k < oo. Fixado a € R, o operador
translacdo T, : R® — R¥ envia uma funcio f(z) na funcao

(Taf)(2) = f(z +a)

O operador derivacao envia uma fungéo derivdvel f(z) na fungio

(Df)(z) = f'().

Pode ser pensado como uma transformagdo linear D : C¥*1(R) — CF(R), ou também como un
endomorfismo de C*°(R). Naturalmente, D é igual ao limite lim._,q (T — I) /&, que existe desde
que pensado no subespaco das funcdes derivaveis. As suas poténcias D?,D3,...D* ... sdo os
ingredientes das equacgoes diferenciais ordinarias.

O operador multiplica¢do envia uma func¢éo f(x) na funcido

(X)) (@) =z f(z).

O operador primitivag¢do envia uma funcao integrével (na reta real ou num intervalo da reta) f(z)
na funcao

(7))@= | " p)dt

(fixado um ponto inicial arbitrario ¢). Pode ser pensado como uma transformagoa linear R :
CF(R) — C**1(R), ou como um endomorfismo de C°(R) ou de C*=(R).

A &lgebra do grupo de Weyl-Heisenberg'? (em dimensdo um) é gerada pelos operadores mul-
tiplicagao e derivagdo. Os operadores @ = X e P := —ihD (onde h é a constante de Planck
reduzida) representam a posi¢do e o momento, respetivamente, de uma particula quantica livre na
“representagao de Schrodinger”. Os operadores P e () ndo comutam, pois

[@Q,P] =ih
e esta é a causa do “principio de incerteza de Heisenberg”.

Determine o nicleo e a imagem dos operadores D e R, definidos em C*(R).

Mostre que DR = I (isto é o teorema fundamental do célculo de Newton) mas RD # I.
Descreva o nticleo e a imagem de RD.

Calcule o comutador [D, X] entre os operadores derivacdo e multiplicacdo definidos em

C=(R).

Derivadas e primitivas discretas. Consideramos o espaco linear RY0 das sucessdes = =
(zo,21,22,...) com z € R. Podemos pensar que z, é o valor do “sinal” z no “tempo” n.
Podemos “integrar” a sucessao e obter a sucessdo Sz, definida por (Sz)p:=0e

n—1
(S)p =Y ap=wo+ai+ - +aor  se n>1.
k=0

O operador S pode ser chamado operador soma, ou também primitiva discreta. Também é possivel
definir a derivada discreta (para frente) (em inglés, forward discrete derivative) de x como sendo
a sucessao Dz definida por

(Dx)y i= Tpy1 — Ty, -

190s fisicos dizem “grupo de Weyl”, que era um matematico (colega de Einstein em Zurich e depois em Princeton),
e os matemadtico dizem “grupo de Heisenberg”, que era um fisico, um dos pais da mecanica quantica.
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E claro que S e D sao versoes discretas dos operadores primitivacao e derivagdo, respetivamente.
De fato, é imediato verificar que o teorema fundamental do cdlculo de Newton e a regra de Leibniz
sao traduzidos nas relagoes

(DSx), =z, and (SDx),, =z, — x0,

respetivamente. Observe D e S nao comutam, e que o comutador [D,S] é o operador que envia
a sucessao xr na sucessao constante igual a xg.

Projecoes. Se o espaco vetorial é uma soma direta V.= X @ Y, entdo é possivel definir uma
“projecao” P : V — V sobre o subespago X da seguinte maneira: como todo vetor é uma soma
Unicav=x+ycomx € X ey €Y, entao

Px+y):=x

E evidente que Ker(P) =Y e Im(P) = X, e que o operador P satisfaz P2 = P.
Em geral, um endomorfismo P : V — V de um espaco vetorial que satisfaz a relacao algébrica

pPl=p

é chamado projecao.

Exemplos triviais sdo o operador identidade I e o operador nulo 0 (observe que os nimeros 0 e 1
sdo as Unicas solugoes da equagao algébrica 22 = z). Exemplos nio triviais sio as projegoes m<y :
(1,22, 2n) = (T1,...,7%,0,...,0) sobre os subespagos R¥ C R"™ definidos pelas primeiras
k < n coordenadas de R™. Outros exemplos sao as projecoes ortogonais sobre subespagos do
espaco euclidiano R”.

Se P é uma projecao, entdo também o endomorfismo Q = I — P é uma projegao, pois satisfaz

Q*=(I-PP*=1-2P+P>’=1-P=Q

Também é evidente que QP = PQ = 0, ou seja, Im(P) C Ker(Q) e Im(Q) C Ker(P). De fato, é
imediato verificar que Im(P) = Ker(Q) e Ker(P) = Im(Q). Mas a soma é o operador identidade
P+ @Q = I. Isto claramente implica que o espaco total é uma soma direta

V =Im(P) @ Ker(P)

Relativamente a esta decomposicao de V, a prépria projecdo é uma soma direta P = 1 & 0
do operador identidade em X = Im(P) e do operador nulo em Y = Ker(P). Finalmente, as
projecoes estao biunivocamente associadas a representacoes de um espaco como soma direta de
dois subespagos.

Em geral, uma familia de projegdes Py, P, Ps... é ortogonal se P,P; = P;P; = 0 (ou seja, se
Im(P;) C Ker(P;) e Im(P;) C Ker(F;)) cada vez que i # j (esta nocao é algébrica, e ndo depende
de um produto escalar!). Se o espago é uma soma direta V. = X; & X5 & - - - @ X,,, de uma familia
finita de subespacos X;, entao é possivel definir umas projecoes P; : V— V, comi=1,2,...,m,
da seguinte maneira: como todo vetor é uma soma Unica v = x1 + X3 + - - - + X, de x; € X, entao

Pi<X1 +X2+~-~+Xm) =X
E imediato entdo verificar que as P;’s sao ortogonais, e que o operador identidade é uma soma
I:P1+P2+"'+Pm
destas m projecoes.
Verifique que séo projegdes as transformagoes (que ndo sdo projegoes ortogonais!)

T(z,y) = (z,2)  T(x,y) = (=y,y)

Determine nicleo e imagem.
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Sejam P uma projegao e Q = I — P. Verifique que Im(P) = Ker(Q) e Ker(P) = Im(Q).

Verifique que se P é uma projecao entao todo vetor é uma soma tinica v = x+y de um vetor
x € Im(P) e um vetor y € Ker(P).

Dé exemplos de duas projecdes diferentes P, P’ : R? — R? com a mesma imagem, por exemplo
Im(P) = Im(P’) =Ri.

Operadores nilpotentes. Particularmente importante, para a compreensao dos operadores
genéricos, é a seguinte classe de endomorfismos. Um operador N : V — V ¢é dito nilpotente se
alguma sua poténcia é nula. Isto significa que existe um expoente minimal m > 1 tal que N™ = 0,
ou seja, Ker(N™) = V. Por outro lado, os niicleos de um operador (ndo necessariamente nilpotente)
satisfazem as inclusoes

{0} =Ker(N) C Ker(N) C Ker(N?) C

pois N¥+J = NIN* e portanto se N*v = 0 entdo também N**/v = 0. Se o espaco tem dimensio
finita dim V = n e N é nilpotente, entdo a poténcia minimal tal que N™ = 0 satisfaz

0 = dim Ker(N°) < dimKer(N) < dimKer(N?) < ... < dimKer(N™ 1) < dimKer(N™) =n

e portanto necessariamente m < n. Consequentemente, também Ker(N™) = V. Os operadores
nilpotentes sdo moralmente “raizes de zero”, e como tais devem ser considerados “desprezaveis”
ou pelo menos “pequenos” em algum sentido.

e.g. Consideramos o endomorfismo L(z,y,2) = (y, z,0) de R?® ~ Ri @ Rj @ Rk. O seu niicleo é
Ri e a sua imagem é Ri @ Rj. O quadrado L?(z,y, 2) = (2,0,0) tem niicleo Ri & Rj e imagem Ri.
O cubo L3 é o operador nulo, cujo niicleo é o préprio R3.

e.g. Deslocamentos em dimensao finita. Mais em geral, os deslocamentos esquerdo L :
R™ — R"™ e direito R : R™ — R", definido por

L(z1,29,...,2n) = (2,23,...,Zn_1,0) e L(zy,z9,...,2,) = (0,21,22,...,Tp_1)

respetivamente, sao nilpotentes, pois L™ = R™ = 0.

e.g. Derivacgao de polinémios de grau limitado. O operador derivagao D, pensado definido
no espaco Pol, (R) dos polinémios de grau < n, é nilpotente, pois claramente D" = 0 (ou seja,
a derivada (n + 1)-ésima de um polindmio de grau < n é nula).

9.4 Transformacoes lineares invertiveis

Transformacoes lineares invertiveis. Sejam V e W dois espagos vetoriais, reais ou complexos.
A transformacdo linear L : V. — W ¢é invertivel se admite uma transformag¢do inversa, uma
transformaciio L=! : W — V tal que

L'L=1Iy e LL™' =TIw,

ou seja, L~ (L(v)) = v para todo v € V e L(L~!(w)) = w para todo w € W. E um fato geral,
vélido para fungdes ndo necessariamente lineares, que uma fungdo é invertivel sse é injetiva (néo
existem dois elementos do dominio com a mesma imagem, em inglés, one-to-one) e sobrejetiva
(todo elemento do contradominio é imagem de pelos menos um elemento do dominio, em inglés,
onto). A transformacdo inversa é entdo definida por L™ (w) := v se v € V é o tnico vetor tal
que L(v) =w € W.
Esta definicao nao é consensual. E usada, por exemplo, por Serge Lang in [L.a87] e por Sheldon
Axler in [Ax15]. Por outro lado, Tom Apostol em [Ap69] chama “invertiveis” todas as trans-
formagoes injetivas, que portanto admitem uma inversa esquerda (e consequentemente direita)
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definida apenas na imagem Im(L), e ndo necessariamente em todo o contradominio W. Natu-
ralmente, uma transformacao injetiva é invertivel no nosso sentido se pensada como uma trans-
formagao L : V — Im(L).

Um argumento standard mostra que a inversa de uma fungao bijetiva é unica. No caso de
transformagoes lineares, temos também

Teorema 9.8. A inversa de uma transformacao linear invertivel é também uma transformacao
linear.

Demonstragio. Se L(v) =w e L(v') = w’, a linearidade de L implica que L(v + V') = w + w'.
Consequentemente,
LY w+w)=v+v =L Yw)+ L (W)

Se A\ é um escalar, a linearidade de L também implica que L(Av) = AL(v) = Aw. Consequente-
mente,

L7'Ow) = v = ALYV

Em dimensao finita, os teoremas 9.3 e 9.6 implicam que

Teorema 9.9. Se os espacos lineares V. e W tém dimensao finita e igual, entao wma trans-
formagao linear L : V. — W € invertivel sse Ker(L) = {0} sse Im(L) = W sse envia bases de V
em bases de W.

Em particular, um endomorfismo de espago vetorial de dimensao finita é invertivel sse é injetivo
sse é sobrejetivo.

Uma transformacao linear invertivel L : V. — W é também dita isomorfismo (linear) entre
os espagos lineares V e W, e os dois espagos sao ditos isomorfos. E imediato verificar que a
composicao LM de duas transformacoes invertiveis é também invertivel, e a sua inversa é

(LM)™ =MLt

A transformacao identidade é claramente um isomorfismo de um espago com si préprio. Conse-
quentemente, a existéncia de um isomorfismo entre dois espagos lineares é uma relagao de equi-
valéncia.

E claro que um isomorfismo entre espacos lineares de dimensao finita apenas pode existir quando
as dimensoes sao iguais. De fato,

Teorema 9.10. Dois espacos vetoriais de dimensdo finita (sobre o mesmo corpo) sao isomorfos
sse tém a mesma dimensao.

Demonstracao. O teorema 9.6 implica que dois espagos isomorfos tém a mesma dimensao, pois o
ismorfismo tem nulidade igual a zero. Vice-versa, sejam V e W espagos lineares de dimenséao n,
e sejam by, bo, ..., b, uma base de V e ¢y, co,...,c, uma base de W. Entao é imediato verificar
que a transformagao

z1b1 + x9by + - + x,b,, = x1C1 + X2C2 + - - - + T,.Cp,

¢ um isomorfismo entre os dois. O
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Involugoes. Um endomorfismo R : V — V que satisfaz a relacao
R*=1

ou seja, igual ao seu préprio inverso R~! = R, é chamado involugdo. Um exemplo trivial é o
operador identidade. Exemplos nao triviais sao as reflexdes, como a transformagao R(z,y) = (y,x)
do plano.

Se P é uma projecao, entao R = 2P — I é uma involugao. Vice-versa, se R é uma involugao
entdo P = (I + R)/2 é uma projegao.

Grupo dos automorfismos. Os endomorfismos invertiveis de um espago linear sao chamados
automorfismos. Exemplos sdo a transformagao identidade I, ou as homotetias A\I com A # 0.

Seja 'V um espago linear de dimensao finita. Se by, bs, ..., b, é uma base ordenada de V, e
se T': 'V — V é um automorfismo, entao as imagens ¢, = Te; também formam uma base de
V. Vice-versa, dadas duas bases ordenadas by, bs,...,b, e c1,ca,...,c, de V, existe um tinico

automorfismo 7' : V — V que envia a primeira base na segunda, ou seja, ¢ = Tby.

O conjunto Aut(V) dos automorfimos de um espago linear V forma um “grupo”, no seguinte
sentido. A cada dois automorfismos L e M pode ser associado um automorfismo “produto” LM,
a composicao. Existe um automorfismo I, a identidade, tal que

LI=IL=1L
para todo automorfismo L. Todo automorfismo L admite um automorfismo inverso L~!, tal que
LL7'=L"'L=1

Em geral, o produto nao é comutativo, ou seja, LM pode ser diferente de M L.

Diga se L é invertivel e, caso afirmativo, determine a imagem Im(L) e a transformacao inversa
L(z,y,z) = (x+y,y+ 2,2+ ) L(z,y, z) = (32, 2y, 2) L(z,y,z) = (y,2,0)
L(z,y,2)=(@+y+zy2) Ly =0y Ly =@-z2+y0)
Determine a transformacao inversa de uma homotetia x — Ax de R™, com A # 0.

Mostre que se L : V — V é invertivel entdo também L™ é invertivel e (L")~! = (L=1)".

Mostre que se L : V — Ve M : V — V comutam, entdo também as inversas L= e M !
comutam, e (LM)™ = L"M".

Mostre que operador S : R" — R™ definido por
S(x1, w2, ..., 2n) = (T2, 23, .., Tpn, T1)

(que representa uma translago no espago das fungdes no grupo finito Z/nZ) é invertivel, e calcule
a sua inversa (observe que S" =1) ...)

O operador multiplicagdo, definido por (X f)(z) := z f(z), em C*°(R), é invertivel?

O operador deslocamento o : RN — RY, definido por

(1‘1,332,.1‘3,...) — (£2,$3,I4,...),

é invertivel?

[Ap69] Vol 2 2.8.
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10 Transformacoes lineares e matrizes

ref: [Ap69] Vol 2, 2.9-16 ; [La87] Ch. IV

10.1 Matrizes

Matrizes. Uma matriz real (ou complexa) m x n é uma fungao real (ou complexa) A definida
no produto cartesiano {1,2,...,m} x{1,2,...,n}, que associa portanto um nimero A(%, j) = a;;
a cada par ordenado de inteiros (i,j) com 1 <i<mel<j<n.

Mais conveniente é “visualizar” uma matriz como uma tabela retangular

a1 ai2 . A1n

a921 as9 . a9n
A= (aij) =

Am1 Am2 ... Amn

de m - n nimeros reais (ou complexos) dispostos em m linhas e n colunas. O numero real (ou
complexo) a;; é dito elemento/componente/entrada ij da matriz A. Os vetores

alj

agj
Ai = (a1, 042,...,0in) €R? e Asj = : €R™

amj

sao ditos i-€ésima linha e j-ésima coluna da matriz A, respetivamente. Em particular, uma matriz
com m linhas e apenas uma coluna é um vetor de R™ representado como um vetor coluna, e uma
matriz com n colunas e apenas uma linha é um vetor de R” representado como um vetor linha. Se
o numero de linhas é igual ao nimero de colunas, ou seja, se n = m, a matriz é dita quadrada de
ordem n.

Listas de listas. As matrizes ocorrem principalmente, no contexto da algebra, enquanto “co-
ordenadas” de transformagoes lineares (ou de certos “tensores”), como veremos a seguir. No
entanto, podem simplesmente ser pensadas como listas formadas por listas. Numa linguagem de
programacao como Python , a matriz

pode ser definida como

A= [[1| 2; 3]! [4| 5! 6]]

uma lista formada pelas duas listas A[0] = [1, 2, 3] e A[1] = [4, 5, 6].

Por exemplo, o sensor de uma boa camara digital contemporanea captura uma imagem divi-
dindo a luz em 5568 x 3712 pixel (ou seja, aproximadamente 20.7 Megapixel). A imagem é assim
codificada numa matriz A = (a;;) de dimensao 5568 x 3712. Numa imagem em preto e branco,
cada pixel pode assumir valores inteiros entre 0 < a;; < 2® = 256 (ou seja, um nimero de 8 bits,
entre 00000000 e 11111111), que correspondem a diferentes gradagoes de cinzento (uma imagem
em cores parametriza cada pixel com 3 niimero de 8 bits, associados a trés cores basicas, e camaras
reais também registam outras informagoes ...). E claro que uma imagem tipica do mundo real
(uma chita que corre atrds de uma gazela na savana) nao é que uma matriz de bits, uma lista de
listas, sem mais estrutura matematicamente interessante . ..


https://www.python.org
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Espaco linear das matrizes. Fixados os inteiros m e n, o espago Mat,, x,(R) (ou Mat,, x»(C))
das matrizes reais (ou complexas) m x n é um espago linear real (ou complexo) se a adigdo e a
multiplicagao por um escalar sao definidas por

A + B = (aij + b”) (§ A = ()\aij)

se A= (a;j) e B = (bi;) € Maty,xn(R), e A € R (ou C). Por exemplo,

1 2 N (145 2+ ([ 6 8
3 4 T\ 347 4+ —\ 10 12
12 3\ -1 3.2 33\ (3 6 9
4 5 6 ) -4 3.5 3.6 )\ 12 15 18

O elemento neutro, ou vetor nulo, é a “matriz nula” 0 = (0) (denotada por O,,x, quando a ordem
néo é subentendida), cujas entradas sao todas nulas, e que satisfaz A+0 = A para toda a matriz A.
A matriz “oposta” da matriz A é a matriz —A := (—1)A, tal que A+ (—A) = 0. Entao, podemos
simplificar a notagao e escrever A — B := A + (—B).

A dimensao do espago Mat,,, x, (R) é igual ao produto m-n, o nimero de elementos das matrizes.
De fato, uma base natural é o conjunto das matrizes I;;’s que tém um unica entrada ndo nula, e
igual a um, na posigao ¢j, ou seja, as matrizes do género

o ... 0 ... 0
o ... 1 ... 0 — 1
Lij = : : : (10.1)
o ... 0 ... 0O
/]\
J

ao variar 1 <i<mel < j<n.E tautolégico que toda matriz m x n é uma combinacao linear
Unica
A= E E A4 Iij
1<i<m 1<j<n

com coordenadas reais ou complexas a;;’s, e esta representacao define um isomorfismo natural
Mat,, xn(R) & R™™ ou Mat,, x»(C) = C™" (que depende, naturalmente, da escolha de uma ordem
para os pares (4, j); uma possibilidade natural é dizer que (¢, j) < (i’,5’) se i <14’ ou, quando i = ¢/,
se j <j').

e.g. Espaco linear das matrizes 2 x 2. Por exemplo, as matrizes

1 0 0 1 0 0 0 0
111=<00> 112=<00) 1212(10) I22=<01>

formam uma base do espago linear Matax2(R) ou Matayo(C). Uma matriz genérica é uma com-
binagao linear

b
( Z d > :aIu +b[12+6[21 +d_[22

Algebra das matrizes. Se A = (a;;) € Mat,,x,(R) e B = (b;;) € Mat,, «,(R), entdo o produto
(linhas por colunas) das matrizes A e B (nesta ordem) ¢é a matriz AB = (¢;;) € Maty,xp(R)
definida por

Cij 1= Z ik by (10.2)
k=1
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Ou seja, o elemento ¢;; do produto C' = AB ¢ igual ao produto escalar c¢;; = A, - B.; entre a
i-ésima linha de A e a j-ésima coluna de B (ou, melhor, é o valor (A;., B,;) da forma linear A,
sobre o vetor B,;). Por exemplo, se

. 1
a=(120) e s

entao

N
s
H
w =

(1,2,3) - (1,3, 5) (1,2,3) -
B ( 3,5) :
(|11 +2-3+3.5] [1-24+2.443-6] <22 28>
’.1_’_.34,_.5".4'_.4_.‘ 49 64
Observe que o produto AB apenas pode ser definido quando o nimero de colunas de A (a dimensao
do espago onde vivem as linhas de A) é igual ao ntmero de linhas de B (a dimensdo do espago

onde vivem as colunas de B).
Em particular, o produto linha por colunas de uma matriz linha

A =(a1,a2,...,an),
por uma matriz coluna
by
bo
B = .
by

é um escalar
AB = a1by +asbs +---+apb, =a-b

igual ao produto escalar a - b dos vetores a = (aj,as,...,a,) ¢ b = (by,ba,...,b,). Mais em
geral, consideramos as duas formas de pensar uma matriz A € Mat,, «x,(R). Se pensamos que A é
composta pelas suas linhas ay, as, ..., a,,, que sdo vetores de R", entdao o produto AB é um vetor
coluna de R™ com coordenadas ay - b , ou seja,

— ap — bl ajp - b
- ag - b2 ag - b
AB = L ) =
- a, - by, a, - b
Por outro lado, se pensamos que a mesma matriz A é composta pelas suas colunas ¢, Co, ..., Cy,

que sao vetores de R™, entao o produto AB é o vetor de R™

I by | | |
AB = Ci Co ... Cp, . =b1 C1 +b2 Co ++bn Cp

combinacao linear das colunas de A com coeficientes as coordenadas de b.
A matriz identidade de dimensao n é a matriz quadrada I € Mat,, x,,(R) definida por
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(também denotada por I,, quando a dimenséo nao é subentendida), onde o simbolo de Kronecker
di;, definido em (2.2), é igual a 1 se ¢ = j e igual a zero se i # j. E imediato verificar que

IA=A e BI =B

para todas as matrizes A e B (quando o produto faz sentido).
O produto é “associativo”,

| A(BC) = (AB)C |

e satisfaz as “propriedades distributivas” & esquerda e & direita,

|A(B+C)=AB+AC e  (A+B)C=AC+BC

Estas propriedades sdo consequéncias imediatas da definigao (10.2) e das leis associativas e distri-
butivas da aritmética elementar. Sao também consequéncias naturais da interpretagao do produto
em termos de composicao de transformagoes lineares, explicada na secao 10.2, que é a verdadeira
motivagao do produto linhas por colunas. E também evidente que se A é um escalar entao

(M) B = A(AB) = \(AB)
Juntamente com a associatividade, isto implica que o produto é bilinear, ou seja, satisfaz
A(AB + uC) = AAB + pAC e (M + uB)C = MAC + uBC

para todos escalares A e u, e para todas matrices A, B,C com as dimensoes corretas para as
somas e os produtos serem definidos.
Em particular, o produto de duas matrizes quadradas n x n é ainda uma matriz quadrada
n X n. Assim, os espagos Mat,,x,(R) e Mat,, «,(C) formam umas “dlgebras associativas”, ou seja,
uns espacos lineares onde estd definido um produto bilinear e associativo munido de uma identidade
multiplicativa.

e.g. Algebra das matrizes 2 x 2. Por exemplo, o conjunto

=(50) (00 a=(0h) k(1Y)

(apesar da notacao, nada a ver com os vetores da base candénica do espago de dimensao 3!) é
também uma base do espago linear Matay2(R), ou seja, toda matriz 2 x 2 é uma combinacao linear
tnica M = z1 + yi + zj + wk. Os quadrados satisfazem

os produtos mistos satisfazem
ij=—ji=k jk=-kj=—i ki=-ik=j,
e portanto ijk = 1. Esta é também conhecida como algebra dos co-quaternides.

Niumeros complexos e matrizes reais 2 x 2. Mais interessante é que a dlgebra das matrizes
reais 2 X 2 “contém” a &dlgebra dos numeros complexos. A cada ndmero complexo z = = + iy é
possivel associar uma matriz real 2 x 2 definida por

— _ (T 7Y

onde I denota a matriz identidade e
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Observem que a matriz J satisfaz J> = —I (que lembra a identidade i2 = —1). A imagem desta
aplicagdo M : C — Matgx2(R) é um subconjunto préprio do espago linear de todas as matrizes
reais 2 X 2, o plano das matrizes ( fg ) definido pelas equagbes a —d = 0 e b+ ¢ = 0 (ou seja,
o plano das matrizes reais 2 X 2 “anti-simétricas” e com “traco nulo”, usando uma linguagem que
serd introduzida a seguir).

E imediato verificar que este é um isomorfismo entre as duas estrututras algébricas. Ou seja,
a soma z + w entre os nimeros complexos z e w corresponde & soma M (z + w) = M(z) + M(w)
entre as matrizes, e o produto zw entre os nimeros complexos z e w corresponde ao produto
M (zw) = M(z) M(w) entre as matrizes (que é portanto comutativo para esta classe de matrizes).
O determinante da matriz M(z) é

Det M (z) = 2° + y* = |2|?,

o quadrado do valor absoluto de z. Em particular, se z # 0 entdo a matriz M(z)~! := M(1/z2)
satisfaz M (z) "M (z) = I. Também interessante é observar que M (Z) = M(z)' (a “transposta”
da matriz A, definida a seguir, 6 uma matriz A" cujas linhas sio as colunas de A).

Considere as matrizes
1 -1
1 2 5 6 7
A_<3 4> B_<7 6 5) c={ -1 1
Calcule 34, AB, BC, CA, A— BC, ...
Existem matrizes A # 0 e B # 0 tais que AB =07
Seja A = (a;;) € Mat,x,(R) e sejam I;; € Mat,x,(R) as matrizes definida em (10.1), que
formam uma base do espaco linear Mat,,«,(R). Verifique que I;; A é uma matriz quadrada cuja
Gnica linha ndo nula é a i-ésima, e que esta linha é igual a j-ésima linha de A. Vice-versa, verifique

que Al;; é uma matriz quadrada cuja tnica coluna nao nula é a j-ésima, e que esta coluna ¢ igual
a i-ésima coluna de A. Ou seja,

0o ... ay; 0
0 0 0 ; : .
0 Qg 0
IijA = ajl1 ... Qi ... Gjp — 1 e AIZJ = :

. . . 0 ... Apj 0

0 0o ... 0 )

J

(10.3)

10.2 Matrizes e transformacoes lineares

Matriz de uma transformacao linear. Uma transformagao linear L : V — W, definida num
espaco de linear dimensao finita V, é determinada pelos seus valores nos vetores de uma base. De

fato, se B = (b1, ba,...,b,) é uma base ordenada de V = R", e os vetores
w; = L(bj)
com j =1,2,...,n, sao as imagens dos by’s pela transformacao linear L, entdo a imagem do vetor

genérico X = x1by + x2by + - + x,b, é

L(X) = L(.lel + Jizbg + -4 ﬂl‘nbn)
= $1L(b1) + CCQL(bQ) + -4 JinL(bn)

=T1W1 + ToWo + -+ T, W, .
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Em particular, os vetores wy,...,w,, geram Im(L) C W.

Se também W tem dimensao finita, e C = (c1,c¢a,...,Cy) é uma base ordenada de W =~ R™,
entdo podemos definir os a;; como sendo as coordenadas dos w;’ s relativamente a base C, ou seja,
W; = dai; C1 +a2jc2+~~~+amjcm
com j=1,2,...,n. Em outras palavras, se cj,c5,...,c’ denota a base dual, entao
Q5 = <Ci,Lbj> (104)

Entao a imagem do vetor genérico x = x1by + x2bs + -+ - + x,b, €

L(X) =L ijbj = ZI‘JL(bj)

m n
= E E aij .’Ej C;

i=1 \j=1

n m
= E Stl'j E aijci
j=1 =1

Portanto, as coordenadas do vetor y = L(x) na base escolhida C sao

n
Yi = E Qij Tj
j=1

Os nimeros a;; sao os elementos de uma matriz A = (a;;) € Mat,,«x»(R), a matriz que representa
a transformagdo L nas bases escolhidas, ou também “a matriz de L relativamente as bases B e C”
(uma notagao pedante deve lembrar que a matriz depende da transformagao e das duas bases, e
portanto deve ser algo do género Ag’c ...). As colunas de A sdo os vetores L(b;)’s na base dos
Ci7S.

i=1,2,...,m.

Transformagao linear definida por uma matriz.  Vice-versa, fixadas as bases candnicas dos
espagos R™ e R™ (ou duas bases de dois espagos lineares de dimensao finita n e m, respetivamente),
uma matriz A € Mat, x,(R) define uma transformacao linear L 4 : R™ — R™ da seguinte maneira.
Se X e Y denotam os “vetores coluna” (matrizes com apenas uma coluna)

x1 Y1
€2 Y2
X = c R" e Y = . cR™
Tn Ym
e
a1 ai2 A1n
a21  Aa22 a2n
A= € Mat,,xn(R),

Am1l  Am2 Amn

entao a transformagao linear L 4 : R™ — R™ é definida pela equagao matricial

X Y = La(X) := AX |

ou seja, explicitamente,

Y1 a1 a2 A1n A
Y2 a21  A22 QA2n, z2
Ym am1  Am2 Qmn, Tn
a1 a12 A1n
azi az2 A2n
=T + T2 + -+ T
Gm1 Am?2 Amn
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De acordo com a definicao de produto linha por colunas, isto quer dizer precisamente que as coor-
denadas de Y = L4(X), a imagem do vetor X de coordenadas x1,2a, ..., Ty, S840 y; = 2?21 ai;Tj,
comi=1,2,...,m. As colunas de A sao as imagens dos vetores da base canénica de R".

E claro que as matrizes A+ B e AA definem as transformacoes L4 + L e AL 4, respetivamente.
Assim, a correspondéncia A — L4 é um isomorfismo entre os espagos vetoriais Mat,,«,(R) e
Lin(R™,R™). O isomorfismo inverso sera denotado por L — Ay,

Finalmente, as matrizes podem ser pensadas como “coordenadas” de transformagdes lineares
entre espacos vetoriais de dimensao finita, como tais dependentes da escolha de umas bases, que
podem nao ser candnicas.

E sem duvida til aprender a ler e manipular matrizes, e ¢ um dos objetivos desta UC. No
entanto, nao deixam de ter sentido as palavras de Emil Artin:>* ‘It is my experience that
proofs involving matrices can be shortened by 50% if one throws the matrices out.’

Formas lineares e matrizes linha. Se, fixada uma base, representamos os vetores de R"
como vetores coluna, entao as formas lineares, na base dual, sdo representadas por vetores linha,
e a dualidade é dada pelo produto linhas por colunas. De fato, o produto linhas por colunas

T
T2

X=(& & ... &) =&111 + &7 + - + Ty

(1]

do vetor linha
== (51 & oL fn)

pelo vetor coluna

representa o valor (£,x) da forma linear € = &1ef + &eb + - + £,e € (R™)* sobre o vetor
X =x1€1 + To€s + -+ e, € R™.

Fixados 1 <i<mel <j<n,sejal;; € Mat,,x, (R) a matriz cuja tnica entrada ndo nula
é a unidade na posigao ij, definida em (10.1). Verifique que o operador L : R — R™, definido
pela matriz I;; relativamente as bases e, es,...,e, de R” e by, by, ..., b,, de R™, envia

L (1‘181 + xo€9 + - - - + xnen) = Ijbi

Em particular, a sua imagem ¢é a reta Im(L) = Rb; gerada pelo i-ésimo vetor da base de R™, e
o seu nticleo ¢ o hiperplano Ker(L) = Ker(e}) = {(z1,22,...,7,) t.q. z; = 0}, o espago nulo da
forma e} € (R")*.

Determine a matriz que define a transformagao
L(z,y) = (z—y,20-3y)  L(z,y,2)=Br+y—z-x+2y+2)

L(z,y,2) = (3z,3y, 32) L(z,y) = (x + y,x — y, 22 — Ty)
L(x7y72):(x7y) L(m,y7z):(x,z)

Determine a transformacao linear L : R®™ — R™ definida pela matriz

(1 3) (501) 8;1 (1 3)
-2 0 3 1 2 1 3 -2 0

20E. Artin, Geometric Algebra, Interscience, 1957.
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Determine a matriz 2 x 2 que define a transformacio T : R2 — R? que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta y = —x
transforma o ponto de coordenadas polares (r,#) no ponto de coordenadas polares(r/2, )

transforma o ponto de coordenadas polares (r,6) no ponto de coordenadas polares (r,0 — 7/2)
[Ap6Y] Vol 2 2.12.
[Ap69] Vol 2 2.16.

Carateristica. Seja L : R™ — R™ a transformacao linear X — Y = AX, definida pela matriz

A € Mat,xn(R). Se Ey, Es, ... E, denotam os vetores coluna da base candnica de R", ou seja,
1 0 0
0 1 0
Fq = . , Es = . . E, = . ,
0 0 1

entao o produto AE, = A, é a k-ésima coluna da matriz A, que representa portanto a imagem
L4(Ey) do vetor Ej.
A imagem do vetor (coluna) genérico X = x1Fy +x9F>+ ..., 42, E, € R"™ é uma combinagao
linear
AX = 21Ag + 22400+ -+ 2pAin

das colunas da matriz A. A ordem da transformacao linear L4, ou seja, a dimensao de Im(L ) C
R™ . é portanto igual ao niimero de colunas linearmente independentes de A. E também chamada
carateristica da matriz A, e denotada por

| Rank(A) := dimIm(L )]

Por outro lado, o vetor X € R™ pertence ao espago nulo Ker(L4) da transformacao linear L 4
se AX =0, ou seja, se

A, - X=0 Ay - X =0 cor A - X =0,

onde A = (ai1,ai2,...,0;,) € R™ é a i-ésima linha da matriz A. O espago nulo é portanto o
espago ortogonal ao subespaco vetorial Span(Ai., Ao, ..., Am«) C R™ gerado pelas linhas de A,
ou seja,

Ker(L4) = Span(Ai., Ao, ..., Ami) .

Pela (4.2), a sua dimensao ¢ igual a n — k, se k é o nimero de linhas linearmente independentes
de A. Em particular, sendo dimKer(L4) + dimIm(L4) = n pelo teorema 9.6, a carateristica da
matriz Rank(A) é também igual ao nimero de linhas linearmente independentes de A. Resumindo,

Teorema 10.1. A carateristica Rank(A) de uma matriz A € Mat,«n(R), ou seja, a ordem da
transformagao linear L € Lin(R™ R™), ¢ igual ao nimero de colunas linearmente independentes
assim como ao numero de linhas linearmente independentes da matriz.

Calcule a carateristica das seguintes matrizes

1 0 1 2 0 0 3 0 cosf) —sinf

0 2 0 2 1 2 4 0 sinf  cos@
0 0 3 1 2 3 1 2 3 4 1 2 3 4 5
01 2 01 0 01 2 3 2 4 6 8 10
1 2 3 2 0 6 0 0 1 2 36 9 12 15
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Produto e composigao. Se uma primeira matriz A € Mat,, x,(R) define a transformagao
linear L4 : R™ — R™, e se uma segunda matriz B = (b;j) € Matpxm(R) define a transformacao
linear Lp : R™ — RP, entdo a matriz produto BA € Mat,y,(R) define a composi¢do LgL4 :

R™ — RP. Ou seja,

De fato, se as coordenadas de Y = L 4(X) sdo yx = Z?:l axj x; e as coordenadas de Z = Lg(Y')
$80 z; = Y oy bik Yk, entao

n

m m n m
z = Zbik Yk = Zbik Zakj z; | = Z (Z bik akj) Zj
k=1 k=1 j=1 k=1

Em notagao matricial, as coisas sao ainda mais simples:

se Y=AX e Z=BY entdio Z=BAX|

Assim, o produto linha por colunas corresponde & composicao entre transformacoes lineares.
A associatividade e a bilinearidade do produto sao entao também consequéncias das andlogas
propriedades da composicao entre transformacoes lineares.

Considere as transformacdes lineares T': R?* — R? e S : R? — R? definidas por T'(z,y,2) =
(rt—y+z,x+y+2z2) e Sy = (r+y,x—y,x), respetivamente. Determine as matrizes das
composicoes ST : R3 — R3 e T'S : R2 — R2.

10.3 Transposta e dualidade

Matrizes transpostas. Seja A = (a;;) € Mat,,,«,(R) uma matriz. A matriz transposta  é a
matriz AT = (aj;) € Matym(R), definida por aj; = aj; (ou seja, as linhas de AT sdo as colunas
de A e vice-versa). Por exemplo,

. 1
se A:(1 2 3) entao AT = 2
3

E imediato verificar que (AT)T = A e que (AB)T = BTAT (quando o primeiro produto faz
sentido).

Uma matriz quadrada A ¢ dita simétrica se A= AT (ou seja, se a;; = aj;) e anti-simétrica se
AT = —A (ou seja, se a;; = —aj;).

Verifique que (A7) = A e que (AB)T =BT AT.

Mostre que matrizes simétricas e matrizes anti-simétricas formam dois subespacgos do espaco
Mat,, x»(R) das matrizes quadradas, e calcule as dimensoes.

Mostre que, se A é uma matriz quadrada, entdo A+ A" é simétrica, e A— AT é anti-simétrica.
Deduza que cada matriz quadrada pode ser decomposta de maneira tinica como soma A = A, +A_
de uma matriz simétrica A, = (4 + AT)/2 e uma matriz anti-simétrica A_ = (4 — AT)/2.

Matrizes transpostas e produtos escalares. Se X e Y sdo dois vetores/matrizes coluna do
espaco euclidiano R™, entdo YT é um vetor/matriz linha, e o produto linha por coluna YT X ¢é

igual ao produto escalar
VIX=Y -X.
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Se A € Mat,xm(R) é uma matriz cujas colunas sdo os vetores Y7,Ys,...,Y,, de R", entdo o
produto
ATX

é um vetor de R™ de coordenadas Y, - X. Em particular, X estd no niicleo de AT sse é ortogonal
as colunas de A, que geram a imagem de A.
Em termos mais abstratos, seja A € Mat,, x,(R) uma matriz que define a transformagao linear
La:R" — R™ que envia X — AX. Entdo a matriz transposta AT € Mat,,x,(R) define a
transformacdo linear L4 : R™ — R™, que envia Y — ATY, tal que

Y- AX =(ATY) X |,

pois Y - AX =YTAX = (ATY)TX = (ATY) - X.
Teorema 10.2. Seja A € Mat,,x,(R), e AT a sua transposta. Entdo

Ker(AT) = (ImA)* e Ker(AT)t =ImA

Demonstragio. Se Y € Ker(AT), entdo 0= (ATY) X =Y - (AX) para todo X, e portanto YV’
é ortogonal a imagem de A. Vice-versa, se Y € (ImA)*, entdo 0 = Y - (AX) = (ATY) - X para
todo X, e portanto ATY = 0, ou seja, Y estd no nicleo de AT. Isto prova a primeira igualdade.
A segunda é andloga, e pode ficar com exercicio. O

e.g. Por exemplo, consideramos o vetor coluna

A= 2
3

O transposto é o vetor linha AT = (1,2,3), que define uma forma linear L+ : R® — R que
envia X — ATX = A- X. O seu nticleo Ker(AT) é o plano z + 2y + 3z = 0. Por outro lado, a
imagem de A, pensada como uma transformacao linear L4 : R — R3, é a reta paralela ao vetor A,
que ¢é ortogonal ao plano.

Calcule o operador transposto de L(z,y) = (z + y,z — y), de M(z,y) = (x + y,y) e de
N(z,y) = (y, z).

Transformacao dual. O verdadeiro significado da matriz transposta fica escondido pelos iso-
morfismos entre R™ e o seu dual definido pelo produto escalar. Seja L : V — W uma transformacao
linear entre os espacos vetoriais V.e W. A transformagdo transposta, ou dual, é a transformacao
linear LT : W* — V* entre os espacos duais definida por L& := £ o L, ou seja,

(LTE,v) = (&, Lv) (10.5)

se £ € W* e v eV éum vetor arbitrario (uma notagdo mais natural é L*, que tem o difeito de
ser também a notagao preferida para o operador adjunto ...). A linearidade é evidente. E também
claro que esta definicao nao depende das bases, e de fato faz sentido também em dimensao infinita.
E facil verificar que a transformacdo transposta de uma soma é a soma das transpostas, ou
seja,
(L+T)" =LT+7T7

e que
(AL)T =ALT
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se A é um escalar. Ou seja, a transposicdo L ++ LT é uma transformacao linear de Lin(V, W)
em Lin(W*, V*).
Também é imediato verificar que a transformagao transposta de uma composicao é

(Ln)"=1" LT

Observe a ordem invertida, que é a tnica que faz sentido se as dimensoes dos trés espagos
envolvidos sdo diferentes. Os matematicos dizem entao que a transposicao é uma operacao “contra-
variante”, pois inverte as diregoes das setas..

Se os espagos tém dimensao finita, entao, fixadas uma base ordenada (b1, ba,...,b,) de V = R”
e uma base ordenada (c1,ca,...,Cp) de W = R™, a transformagao linear L é definida por uma
matriz A = (a;;) € Mat,,«x,(R), e envia o vetor x de coordenadas z;’s no vetor y = Lx de

coordenadas
n
Yi = E AijTj -
=1

Em termos de vetores coluna, a transformacio é X — Y = AX. Uma forma linear £ € W* ¢

representada na base dual de W por um vetor linha = = (£1,&2,...,&n), € 0 seu valor sobre o
vetor Y é simplesmente (€,y) = Z;il &yi, o produto linhas por coluna ZY. Entao a forma L*&
é representada, na base dual de V, por um vetor linha =’ = (¢1,&5,...,£.) tal que, de acordo com
a (10.5),

m n

n n m
DGri =D & | D auwy | =) > &aiag
i=1 i=1 j=1

j=1i=1

ou seja, na notacao matricial
Z'X =ZAX

Pela arbitrariedade de X, e a associatividade do produto entre matrizes, isto significa que a forma
LT¢ é representada pelo vetor linha =/ = ZA. As coordenadas da forma ¢’ = L*¢ sao dadas por

m
&= Z&aij :
i=1

A transformacdo LT : W* — V* é portanto definida, nas bases duais, pela matriz transposta
AT € Mat, xm(R).

Considere o operador derivacao D : Pol,, (R) — Pol,(R), e as forma lineares I, € Pol,, (R)*
definidar por (I, f) = fol f(t)dt e (5, f) = £(0), respetivamente. Calcule D' I e DT4.

Dualidade. A relacdo de dualidade entre uma transformagao linear L : V. — W e a sua
transposta LT : W* — V* é refletidas em certas relacdes entre os espacos nulos e as imagens de L
e LT. A primeira observacio é quase tautoldgica.

Teorema 10.3. O niicleo de LT € o aniquilador da imagem de L, ou seja,

Ker(L") = Annih(Im(L))

Demonstracio. Se € € KerLT entdao (LT¢,v) = (€,Lv) = 0 para todo v € V. Isto significa que
& anula todos os vetores Lv, ou seja, que &€ estd no aniquilador da imagem de L.

Vice-versa, seja € uma forma no aniquilador de Im(L). Entao (€, Lv) = 0 para todos v € V.
Mas entdo (LTE,v) = (€, Lv) = 0 para todos v € V. Isto significa que LT¢ é a forma nula. [
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Se V e W tém dimensdo finita, é entdo possivel relacionar as dimensdes dos niicleos de LT e
L. De fato, usando os teoremas 8.3 e 9.6, a dimensdo do ntcleo de LT é

dim(Ker(L ")) = dim(Annih(Im(L)))
= dim(W) — dim(Im(L))
= dim(W) — dim(V) + dim(Ker(L))

e portanto
dim(V) — dim(Ker(L)) = dim(W) — dim(Ker(L"))

O seguinte teorema é o dual do 10.3 e a versao abstrata do teorema 10.1 sobre uma matriz e a
sua transposta.

Teorema 10.4. Seja L : V — W uma transformacgao linear entre espagos de dimensao finita.
Entao
Im(L ") = Annih(Ker(L))

dim(Im(L ")) = dim(Im(L))

Demonstra¢ao. Se € = L*n é a imagem de uma forma n € W*, e se v € Ker(L), entao

(&,v) =(L*n,v) =(n,Lv) =0

Isto prova a inclusdo Im(LT) € Annih(Ker(L)) (que portanto vale também em dimensio infinita).
Para provar a outra inclusao basta provar que os dois espagos tém a mesma dimensao. Esta é uma
consequéncia da segunda parte do teorema e dos teoremas 8.3 e 9.6. Usando os teoremas 8.3 e
10.3

dim(Im(L")) = dim(W ") — dim(Ker(L"))
= dim(W) — dim(Annih(Im(L)))
= dim(Im(L))

O

Mostre que uma transformagao linear L : V — W entre espagos de dimensao finita é sobre-
jetiva sse a transformacdo dual LT : W* — V* & injetiva.

Mostre que uma transformagao linear L : V — W entre espagos de dimensao finita é injetiva
sse a transformacao dual LT : W* — V* é sobrejetiva.

Einstein’s sum convention. It is often important to take care of the distinction between vectors
and co-vectors, and then different types of tensors, as well as to shorten formulas and computations.
One possibility is the convention introduced by Einstein. We denote the coordinates of vectors
using upper indices as x = (2') € R", and denote the coordinates of co-vectors using lower
indices as £ = (§;) € (R™)*. The pairing between a co-vector £ and a vector x reads (£,x) =
Sl + & + -+ &,27, and is shortened as

<€a X> = gixi

Einstein’s convention being that a repeated index which appears once as an upper index and
once as a lower index implies summation. Using Einstein’s sum convention, the coordinates of the
image y = T'x of a linear transformation represented by the matrix T = (¢';) are given by

yi _ tij )
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The composition of T = (t;) followed by S = (s';) is then represented by the matrix ST with
entries 4
$'k tkj

This notation is particularly useful in differential and Riemannian geometry, the language of
Einstein’s theory of gravitation, the general theory of relativity?', where important objects are
“tensors”, as the metric itself g,,, or Riemann curvature R%g.s . For example, the squared norm
of a four-vector x reads g,,z"z", the Ricci curvature is the contraction R,. = R",,. of the
Riemann curvature, ...

Payoff matrices and minimax equilibria. Matrices are also part of the language of game
theory, as founded by von Neumann 22 ...

21CW. Misner, K.S. Thorne and J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973.
22J. von Neumann and O. Morgenstern, Theory of Games and Economic Behavior, Princeton University Press,
1944.
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11 Operadores e matrizes quadradas

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-8 ; [La87] Ch. IV-V

11.1 Algebra das matrizes quadradas

Endomorfismos e matrizes quadradas. Seja V um espaco vetorial de dimensao n, por exem-
plo o préprio R™. Fixada uma base (por exemplo, a base canénica de R™), o espago linear
End(V) := Lin(V, V) dos endomorfismos de V é isomorfo ao espago linear Mat,, «,, (R) das matrizes
“quadradas” n x n reais, os seus elementos sendo as transformacoes lineares

X—=Y=AX

ou seja, x; — Y; = Zj a;j x;, com X € R" e A € Mat,, «,(R). O caso complexo é analogo.
Naturalmente, a transformacgao “identidade” x — x é definida pela matriz identidade I, e a
transformacao “nula” x — 0 é definida pela matriz nula 0. Uma homotetia x — Ax é definida pela
matriz A\I.
A composigao de dois endomorfismos corresponde ao produto de matrizes, ou seja,

LAOLB :LAB

Em particular, a k-ésima iterada L* = Lo Lo ---o L (k vezes) do endomorfismo L : X + AX ¢é
representada pela k-ésima poténcia de A, definida recursivamente por

AV =1 e ARt — A Ak se £>0.

Um espaco linear munido de um produto bilinear é chamado dlgebra. E o caso do espago
End(V) munido da lei “composi¢do”, e do espago Mat, x,(R) munido do produto linhas por
colunas. Assim, a correspondéncia A — L4 é de fato um isomorfismo entre dlgebras.

Matrizes diagonais. A diagonal da matriz quadrada
a1 ai12 e A1n
a1 a922 N agn
A pr—
an1 an2 e Ann
é o conjunto ordenado dos elementos “diagonais” a11, agg, ..., Gn, (em vermelho na imagem).

Uma matriz quadrada é uma matriz diagonal se os elementos que nao pertencem a diagonal
sao nulos, ou seja, se é da forma

A1 0 0
n 0 X 0
A :diag(/\l,/\27...,/\n) = Z/\ifii = .
i1 : : . :
0o ... 0 X\,

O conjunto Diag, (R) das matrizes diagonais n x n reais é claramente um subespago linear de
Mat, x»(R). Um célculo elementar mostra que o produto de duas matrizes diagonais é também
uma matriz diagonal, cujas entradas sao os produtos das entradas dos fatores:

0 0 ... X\ 0 0 ... pup 0 0 cee Anlin

Assim, Diag,, (R) é uma subdlgebra da dlgebra das matrizes quadradas n x n.
Em particular, calcular poténcias de uma matriz diagonal A é facil: A* é ainda uma matriz
diagonal, com entradas iguais as poténcias A\¥ das entradas de A. Isto permite calcular polinémios,
logo séries de poténcias, e finalmente fungoes analiticas de matrizes diagonais ...
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Matrizes nilpotentes e unipotentes. A matriz quadrada N é dita nilpotente se existe um
inteiro &k > 1 tal que N*¥ = 0. A matriz quadrada U é dita unipotente se a diferenca U — I é
nilpotente, e portanto existe um inteiro k tal que (U — I)* = 0. Tipicas matrizes nilpotentes e
unipotentes (mas nao as Unicas, naturalmente!) sdo matrizes do género

0 * ... =x% 1 =
0 0 ... =% 0 1
N = L e U=I1+N =

00 ... 1

S e

0 0
respetivamente, com entradas n;; = 0 se ¢ > j as primeiras, e com entradas u; = 1 e u;; = 0 se
i > j as segundas (as outras entradas sendo arbitrdrias, logo representadas por *’s).

Calcule as poténcias A°, A, A% A3 ... A*  ...quando
1 1 0 1 0 1 1 0
i=(o1) a=(0s) 2=(ho) 2-(05)
0 1 1 1 0 0 1 1 1
A= 0 0 1 A= 0 2 0 A= 0 2 1
0 0 O 0 0 3 0 0 3

Determine as matrizes A € Matoy2(R) tais que A% = 0.
Determine as matrizes A € Matoy2(R) tais que A% = I.

Mostre que (a matriz que representa) uma projecdo ortogonal P : R™ — R™ sobre um
subespago néao trivial R™ C R™ (por exemplo, a projecao (z1,...,%,) — (21,2Z2,...,Zm,0,...,0)
com m < n) satisfaz P? = P.

Determine a matriz que representa o operador derivacao, definido por (Df)(t) := f'(t), no
espago Pol, (R) =~ R™*! dos polinémios de grau < n, por exemplo na base formada pelos monémios
1,t,t2/2,t3/6,...,t" /n! (comege pelos casos n = 2 ou 3). Mostre que é nilpotente.

Comutador. A composicao de transformagoes lineares, e portanto o produto de matrizes, nao
sdo comutativos! Ou seja, em geral, AB # BA (e a possibilidade de definir AB n&o implica a
possibilidade de calcular BA).
As matrizes quadradas A, B € Mat,x,(R) (e portanto os endomorfismos que representam),
comutam entre si/sdo permutdveis se
AB = BA.

A obstrugao é o comutador, definido por

[A,B] := AB — BA|

que é nulo sse as matrizes comutam. O comutador é linear em cada varidvel, ou seja,
[A+B,Cl=[A,C]+[B,C]  [AA,B] = A4, B]

anti-simétrico, ou seja,

[AvB] = 7[B3A]

e satisfaz a identidade de Jacobi

[[[4, B],C] +[[B, CJ, Al + [IC, 4], B] = 0

como é possivel verificar com um calculo elementar.
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Em particular, cada matriz quadrada A € Mat,,«,(R) define um operador £ 4 : Mat,, xn(R) —
Mat,, . (R) no espaco linear das matrizes quadradas, dado por

LiB:= AB — BA (11.1)
E claro que L é o operador nulo. A identidade de Jacobi diz entao que
La[B,Cl=[LaB,Cl+ B, LaC]

Esta férmula lembra a regra de Leibniz, e portanto diz que £ 4 é uma “derivacao” na dlgebra das
matrizes quadradas, se o produto é o comutador.

Considere as matrizes 2 x 2
s(3%) me(3)) (1))
Calcule os comutadores [E, EL] , [E,E_] e [E+,E_].
Mostre que cada matriz quadrada A comuta com si prépria, ou seja, [4, A] = 0.
Mostre que duas matrizes diagonais comutam.
Mostre que um multiplo AI da matriz identidade comuta com toda matriz.
Mostre que se A e B comutam, entdo também comutam todas as poténcias A™ e B™.
Mostre que se A e B comutam entdo (A + B)(A — B) = A% — B2,

Mostre que se uma matriz quadrada A comuta com B e C' entao comuta também com toda
combinagao linear 8B + yC. Deduza que uma matriz A € Mat,x,(R) comuta com todas as
matrizes quadradas M € Mat,,«,(R) sse comuta com todas as matrizes I;; definidas em (10.1)
(que formam uma base de Maty, «,(R)). Verifique, usando as (10.3), que A comuta com todas as
I;;’s sse é um miltiplo da matriz identidade. Deduza que as tinicas matrizes que comutam com
todas as matrizes de Mat, x,(R) sdo os multiplos da matriz identidade, ou seja, as matrizes da
forma AI.

11.2 Matrizes invertiveis

Operadores invertiveis em dimensao finita sdo representados por matrizes invertiveis.

Inversao de transformagoes do plano. A matriz 2 x 2

A=)

representa o endomorfismo genérico do plano La(x,y) = (ax + by, cx + dy). A transformagao
L4 é invertivel se para cada vetor (a, 3) € R? é possivel encontrar um vetor (z,y) € R? tal que
La(z,y) = (o, ), ou seja, resolver o sistema linear

axr+by = « N (ad—bc)x = da—cp
cx+dy = f (ad—bc)y = aff —ca

(0 segundo sistema é obtido ao retirar b vezes a segunda equagao de d vezes a primeira equagao,
e depois ao retirar ¢ vezes a primeira equacdo de a vezes a segunda equagdo). Portanto, a trans-
formagao L4 ¢é invertivel sse DetA := ad — bc # 0, e a sua inversa é a transformagao linear

(dao — ¢B,a8 — ca),

_ 1
Ly (0 f) = ad — be
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representada pela matriz

1 d —b
A7l = .
ad—bc( —c a >
I

Um céalculo mostra que esta matriz satisfaz A=1A = AA~! =

Calcule a inversa das transformagoes lineares do plano definidas pelas matrizes
1 0 2 0 0 1 2 1
0 -1 0 3 -1 0 11

Automorfismos e matrizes invertiveis. A matriz quadrada A € Mat,, «,(R) é invertivel (ou
ndo-singular, ou reqular) se existe uma matriz quadrada A=! € Mat,,«,(R), dita inversa de A,
tal que

AtA=AA"=T (11.2)

A inversa de uma matriz, se existir, é inica. De fato, se BA = AB =1e¢ CA = AC = I, entédo
B =BI =B(AC)=(BA)C=1IC=C.

A transformacao linear L4 : R™ — R", representada pela equagao matricial X — Y = AX, é
invertivel sse a matriz A é invertivel, e a sua inversa é a transformacao linear Y — X = A~1Y,
definida pela matriz A~!. Isto acontece quando o nicleo da transformaco linear L4 é trivial, e
portanto a carateristica da matriz A (o nimero de linhas ou de colunas linearmente independentes)
é n. A transformacao linear L4, logo matriz A, é invertivel sse para todo (y1,y2,...,yn) € R" 0
sistema linear

a11T1 + a12T2 + -+ + A1n Ty = N
G21 X1 + Q22 T2 + -+ 4 Q2p T = Y2
(11.3)
Am1T1 +@m222+ +AmnTn = Yn
admite uma e uma unica solugado (z1,s2,...,T,). Os coeficientes b;;’s que determinam esta

solucao de acordo com
n
zi =Y bijy;
j=1

sao as entradas da matriz A™' = (b;; ).
Se A = (a;j) é invertivel, entdo as entradas da inversa A~1 = (b;;) satisfazem as n? equagoes

lineares
n
> " bi ar; = 0
k=1

Se A e B sao invertiveis (e tém a mesma dimensao), entao também a matriz produto AB é invertivel,
e a sua inversa ¢

(4Bt =B'4!

De fato, BT'A7'AB = B™'B =1, e ABB™'A™! = AA~! = I. Por inducdo, a inversa de
um produto finito ABC'... é o produto (ABC...)"! =...C~'B~!A~!. Em particular, se A é
invertivel, entdo todas as suas poténcias A¥, com k > 1, sdo invertiveis, e

(4 = (a4

Por esta razdo, é conveniente denotar a inversa de A* por A,
També 1til é observar que se A # 0 é um escalar diferente de zero e A é invertivel entdao também
AA é invertivel, e

I
M) = <A
(A4) 3
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Se A é invertivel entdo também a transposta AT é invertivel, e

(A t=@h’

De fato, (A™H)TAT = (AA )T =Te AT(AHT = (44T =1, pois T = 1.

Finalmente, é 1til observar que vale a seguinte “lei do corte”: se A, B, C' sdo matrizes quadradas
da mesma ordem, AB = AC ou BA = CA, e A é invertivel, entdo B = C. Basta multiplicar os
dois membros da igualdade por A~! & esquerda ou & direita, respetivamente, e usar as (11.2).

e.g. Matrizes diagonais invertiveis. Por exemplo, uma matriz diagonal

A0 ..o 0
0 X ... O
A= . . . :
0 0 ... X

é invertivel sse todos os A; sao diferentes de zero, e a sua inversa é

A0 o0
= 0 A ... 0
0 0 At

e.g. Matrizes diagonais superiores invertiveis. Uma outra classe de matrizes invertiveis é
importante na resolucdo algoritmica de sistemas lineares. Uma matriz quadrada S = (s;;) é dita
diagonal superior se é da forma

)\1 * *
0 X

S=1 . .
0 0 ... X\

ou seja, se todos os elementos abaixo da diagonal forem nulos (ou seja, se s;; = 0 quando 7 > j).
Os #’s denotam escalares arbitrarios. Se os termos diagonais sgr = Ar forem todos diferentes de
zero, esta matriz é claramente invertivel. De fato, a equagdo SX = B para o vetor coluna X
(ou seja, o sistema linear nas incégnitas x1,xa, ..., x,) admite uma tnica solu¢do para qualquer
vetor coluna B. As coordenadas desta solugao podem ser calculadas recursivamente a partir da
ultima. De fato, a ultima equagdo, A,z, = b, determina z,, = b,/\,. A pentltima equagao,
An—1Zn—1 + Sn—1.nTn = bp_1, determina z,_1 = (by—1 + *b,)/Ap_1 ... , e assim a seguir. De
fato, nao é dificil verificar que a matriz inversa é também diagonal superior, com entradas diagonais
que sdo os inversos das entradas de S, ou seja, do género

)\1_1 * *
0 !

St = ) )
0 0 D Yt

Naturalmente, o mesmo é possivel dizer para matrizes diagonais inferiores ...

Mostre que, se A, B € Mat,, «,(R), entdo BA =1 = AB = I (ou seja, uma inversa esquerda
é também uma inversa direita, logo uma inversa).

Se A, B,C € Mat,x,(R), AB = CA e A é invertivel, é verdade que B =C ?
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Diga se as seguintes matrizes sdo invertiveis e, caso afirmativo, calcule a inversa.

(0 &%) (or) (S0) (00)

) (50) |

OO =
S RN
=N W

Existem infinitas matrizes quadradas 2 x 2 A tais que A2 =1 ?
As projecoes sao invertiveis?

Seja P uma matriz quadrada tal que P? = P (ou seja, uma matriz que representa uma
projegao). Mostre que I + P é invertivel e calcule a sua inversa (procure a inversa do género
I+ aP com « escalar).

Seja N uma matriz (quadrada) nilpotente, ou seja, tal que N* = 0 para algum inteiro minimal
k > 1. Mostre que N nao é invertivel. Mostre que I — N ¢é invertivel, e que a sua inversa é

(I-N)"' =T+ N+N>+... 4 N:!

(sugestao: multiplique por I — N ...)
[Ap69] Vol 2 2.20.

11.3 Exemplos geométricos

Rotacoes do plano. Uma rotacao anti-horaria de um angulo # envia o ponto do plano
de coordenadas polares (p, ) no ponto de coordenadas polares (p, p + 6), e fixa a origem. Em
particular, envia o vetor unitério i em (cos#,sinf) e o vetor unitério j em (—sind,cosf). Envia
o ponto genérico de coordenadas cartesianas (1 cos ¢, 7 sin ¢) no ponto de coordenadas cartesianas
(rcos(p+0),rsin(p + 0)). As férmulas de adigao das fungoes trigonométricas implicam que

rcos(p+6) \ [ r(cospcosd —sinpsinf) \ [ cos§ —sinf 7 Cos
rsin(p+60) )\ r(sinpcosf+ cospsind) |\ cosf sinf rsing
e portanto que a rotacdo é uma transformacdo linear Ry : R? — R? definida, na base canénica,

pela matriz
R — cosf —sinf (11.4)
9=\ sinf cosh ' ’

<’3‘r<8

c9lh
A 4
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Em particular, uma rotacdo de um angulo nulo, ou multiplo inteiro de 27w, é a transformacao
identidade, definida pela matriz Ry = I. As férmulas de adi¢ao também mostram que as poténcias
de uma rotagao sao rotagoes, e de fato

Ro?> =Ry Ro® =Ry Ry™ = Ry .
Também ¢é imediato verificar que
RoyR g=R g Rg=1,

o seja, as rotacoes sao invertiveis, e a inversa de uma rotagao anti-horaria de um angulo 6 é uma
rotacao anti-horaria de um angulo —f. Em geral, a composicao de duas rotagoes de angulos 6 e ¢
é uma rotacao de um angulo 6 + ¢, ou seja,

Ry Ry = Rops.

Esta férmula também mostra que as rotacoes do plano comutam, ou seja, Rg Ry = R¢ Ro.
Um caso particular é a matriz
0 -1
J= Ry = ( - )

que define uma rotacdo de 7/2. O seu quadrado é J? = —1I, assim que J é uma “raiz quadrada”
de —I. Se identificamos os pontos (z,y) do plano com os nimeros complexos z = = + iy, a matriz
J define a transformacio z — iz, ou seja, uma multiplicacdo por i (um ntimero tal que i = —1).

Mostre que uma matriz quadrada do género

a —b
representa a composicao de uma rotagao e uma homotetia, ou seja, é igual a A = p Ry para algum
angulo 6 e razao p = Va2 + b2.

Determine umas matrizes quadradas 2 x 2 tais que B3 = —J ou A* = —1I.

Reflexoes no plano. Uma reflexdo T : R? — R? ao longo de uma reta passando pela origem
satisfaz a identidade T2 = I, e portanto é uma involucdo. Por exemplo, as matrizes +F, com

10
N

definem reflexdes nos eixos dos = e dos y, respetivamente. A reflexdo numa reta genérica £ de
equagao cartesiana y cos @ = xsinf (ou seja, com declive tan ) pode ser obtida como a composigao

cos20  sin20 ) (11.5)

Fo=RoER_g = ( sin260 — cos 260

ou seja, transformando a reta ¢ no eixo dos z, aplicando a reflexao no eixo dos z, e depois voltando
a transformar o eixo dos x na reta /.

D o , S

@

]

c
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Outro ponto de vista é considerar um vetor unitdrio u = (cos#,sinf) que gera a reta ¢, e
observar que, se v.= Au + w é a decomposigao de vetor genérico v como soma de um vetor \u
proporcional a u e um vetor w ortogonal a u, entao a reflexao deve enviar

v T(V)=Au—w

Sendo A = u- v (pois u é unitdrio) e w = v — Au, temos finalmente
T(v)=2(u-viu—v

Em coordenadas cartesianas (associadas a uma base ortonormada), isto significa

T(z,y) = 2(xcos @ + ysinh)(cos b, sin ) — (z,y)
= ((2cos®0 — 1)z + (2sinfcos ) y, (2cosfsinb) = + (2sin* 6 — 1) y)
= ((cos20) z + (sin20) y, (sin20) x — (cos 260) y)

A matriz que define T' é a matriz (11.5).

Mostre que uma matriz quadrada do género

a b
B =
representa a composicao de uma reflexao e uma homotetia, ou seja, é igual a B = p Fp para algum

angulo 0 e razao p = va? + b2.

Considere duas reflexées Fy e F,. Identifique os produtos FyF, e F,Fy. Deduca que toda
rotacao do plano é a composigao de duas reflexces.

Projecoes ortogonais no plano. Uma projecdo ortogonal P : R? — R? sobre um subespaco
V C R? satisfaz P? = P. Por exemplo, a projecio sobre a reta y = 0 é definida pela matriz

10
0 0 )"
Em geral, a projegao ortogonal sobre a reta Ru definida pelo vetor unitdrio u = (cos 6, sin 6) envia
Pu = u, e é nula, ou seja, Pw = 0, sobre o vetor ortogonal w = (—sin 8, cos #). Consequentemente,
o seu valor sobre um vetor genérico v = (x,y) é dado por

Pv=(v-u)u= (z cos’0 +y cosfsinf, x cosfsinb + y sin® )

e portanto a sua matriz na base candnica é

Q= ( cos?f  cos@siné ) .

cos fsin 6 sin® 0

D

~

P,
O )P )\

S U
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Cisalhamentos.  Um cisalhamento (em inglés, shear) horizontal é uma transformagao do plano
(z,y) — (x + ay,y), definida pela matriz

com « # 0. Em particular, o quadrado unitédrio de lados i e j é enviado no paralelogramo de lados
ieai+]j (que tem a mesma drea). E evidente que as poténcias de um cisalhamento sdo ainda
cisalhamentos, e que de fato

s (1 3« 3 (1 2« n_ [ 1 no
Sa_<0 1) Sa_<0 1) sa_<0 1)

Da mesma forma ¢é possivel definir cisalhamentos verticais.

— >
A ST
v
> -
Q
? S5
Calcule S, S5 , e determine a inversa de S,.
Deslocamentos. Os deslocamentos esquerdo e direito sao os operadores L : R" — R" e
R :R"™ — R"™ definido por
L(zy,29,...,2n) = (z2,23,...,2p,0) e R(zy,x9,...,2n) = (0,21, 22, ..., Zp_1)

respetivamente. Na base candnica, sao definidos pelas matrizes nilpotentes

0 1 0
0 1 1 0
N = . (§] NT - c. T
0 1 1 0
0 1 0
respetivamente. Observe que N é também a matriz que representa o operador derivagao D no
espaco Pol,,(R) dos polinémios de grau < n na base 1, t, t2/2, ..., t"/nl.
Calcule as poténcias N2, N3,.... Mostre que N e N nfo sio invertiveis.

Translagoes na circunferéncia discreta. Também importante é o operador 7' : R* — R"
definido por
T(x1,22,...,Tpn) = (T2, X3y ..., T, T1)

que pode ser pensado como uma translagé no espago das fungées no grupo finito Z/nZ. Observe
que T™ = I. Em particular, T é invertivel e o operador inverso é S = T"~!, definido por

S(,’El,.’L’Q, s 7-Tn) = (.’L‘n,xl,fEQ, LA 'anfl)
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A matriz que representa o operador 7" na base candnica é

0 1

0 1
0 ... 0 1
1 0 ... 0

Esta matriz, e as suas poténcias, sao conhecidas como “matrizes circulantes”. Observe que C
satisfaz C™ = I, assim que é uma raiz n-ésimas da matriz identidade.

Calcule as poténcias e a inversa de C.

11.4 Mudancga de bases e matrizes semelhantes

A escolha de um referencial conveniente pode ajudar na compreensdo de um fenémeno. Um
exemplo famoso é a diferenca entre as dérbitas dos planetas no sistema de Ptolomeu (descritas
pelos gregos por meio de um “deferente” e um certo nimero de “epiciclos”) e as érbitas elipticas
no sistema de Copérnico, dependendo se o referencial é soliddrio com a Terra e com o Sol. Da
mesma forma, o estudo de uma transformacao linear, por exemplo um operador, pode ser muito
simplificado ao escolher umas bases oportunas.

Mudanca de bases/coordenadas. Sejam B = (by,bs,...,b,) e B = (b},b},...,bl) duas
bases ordenadas do espaco vetorial V. Entao existem duas matrizes quadradas n x n (reais ou
complexas, dependendo se os espagos sao reis ou complexos), U = (u;;) e U’ = (uj;), tais que que

i=1 i=1

para todo 57 =1,2,...,n. Mas
n n n n n
SR SO o] D SR B o 0 ot I
i=1 i=1 k=1 k=1 \i=1

e portanto, pela (11.6) e pela unicidade das coordenadas, Y ., u},u;; = 6;, ou seja, U'U = I.
Isto significa que a matriz U é invertivel, e que a sua inversa é

U/ — U—l
Uma caraterizagao mais abstrata dos coeficientes u;;’s e u;;’s ¢ a seguinte. Se (b}, b3,...,b})
e (b,",bL", ..., b/") denotam as bases ordenadas duais de B e B’, respetivamente, entao
_ * / A 1% .
Uij = <bi7bj> € Uy = (b; ", bj)

Um vetor genérico v € V tem uma representagao v = Z?:l x;b; na base B e uma representacao
v =" | zib; na base B. Para compreender a relagao entre as coordenadas z;’s e as coordenadas
x}’s, basta observar que, pelas (11.6),

n

n n n n
_ . R i ! / _ !/ . !/
v = E z;b; = E Z; E u;;b; | = E E u;;xj | by
j=1 j=1 i=1 =1

i=1 \j=

n n n n n
v = g z;b; = g x5 g u;b; | = g g uj; T; | by
i=1 i=1 i i
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Consequentemente, pelas unicidade das coordenadas,

n n
_ oy ! / .
Ty = g Uj; T; e T = g Ujj T (11.7)
i=1 j=1

A notagao matricial é mais eficaz. A matriz

U1 U2 ... Uip
U21 U2

U =
Unp1 Up2 ... Unpnp

cujas colunas sao as coordenadas dos vetores da base B’ relativamente & base B, é a matriz que
realiza a mudanca de coordenadas. A matriz inversa U’ = U~! tem como colunas as coordenadas
dos vetores da base B relativamente & base B’. Se X e X’ sao os vetores coluna de coordenadas
x;’s e x}’s respetivamente, entdo a mudanga de coordenadas (11.7) assume a forma

| X=UX  outambém X' =U"!X] (11.8)

As matrizes U e U1 podem ser pensadas como matrizes das derivadas parciais, pois é claro,
pelas (11.7), que u;; = 0x;/0x; e vij = Ox;/0x;. Nesta notagao, as férmulas (11.7) para a
mudanga de coordenadas parecem tautolégicas (o que explica o valor da notagdo de Leibniz para

as derivadas):
n n
/ a.’IJ; 8:51 ’
xr. = — T € xTr; = €T, .
7 E : ) z /)
= Oz ox’,

j=1 "7

e.g. Um vetor v € R? é determinado pelas suas coordenadas (z, y) relativamente a base canénica,
ou seja, é v = xe; + yes. Os vetores €] = (3,1) e e, = (5,2) sdo independentes, e portanto
formam também uma base de R?. O mesmo vetor v é portanto também uma combinacdo linear
v = 2'e] + y'e}, destes vetores, com certas coordenadas (2’,y’). A mudanca de coordenadas é

realizada pela matriz
3 5
7=(13)

cujas colunas sdo as coordenadas dos €} ’s relativamente aos e’s, ou seja,
z\ _ (35 x’
y ) \1 2 y'
2\ (2 =5 x
v ) -1 3 y

Considere, no plano R?, a base formada pelos vetores €] = (1,1 e e}, = (1,—1). Calcule as
coordenadas do vetor v = 3i — 7j nesta base. Determine as coordenadas relativas a base candnica
do vetor w = 2e] + 3e),.

e, vice-versa,

Considere o espago linear Pola(R) dos polinémios reais de grau < 2. Uma base natural é
formada pelos monémios bg(t) = 1, by (t) = t e ba(t) = t2, pois nesta base o polinémio p(t) = ag +
ait+ ast? tem coordenadas (ag, a1, az). Mostre que b(t) =1, b (t) =t —1eby(t) = (t—1)(t—2)
também forma uma base de Pola(R), e determine a matriz U da mudanca de coordenadas. Calcule
as coordenadas de p(t) = 2 — 3t + 5t relativamente & base dos b} ’s.
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Efeito sobre as matrizes que representam transformacoes lineares. Seja L: V- W
uma transformagao linear entre os espagos vetoriais de dimensao finita V e W, reais ou complexos.
Fixadas uma base ordenada B = (b, ba,...,b,) de V e uma base ordenada C = (c1,¢a,...,Cpm)
de W, os vetores destes dois espacos sdo representados por vetores coluna X = (21, 7a,...,2,)" e
Y = (y1,%2,---,Ym) ", respetivamente. A transformacdo L é entdo definida por uma matriz m x n
A = (a;;), e é dada por

X—Y=AX
ou seja, em coordenadas, por x; > y; = Z;L:1 aij Tj.
Sejam B’ = (b},b),...,bl) e’ = (c},c),...,cl,) umas outras bases de V e W, respetiva-
mente. De acordo com as (11.8), as coordenadas X' = (2}, 2h,...,2/)" e Y/ = (44,45 - y) "

dos vetores dos dois espacos nas novas bases sao dadas por X' = U"! X eY’ = V! Y, onde
U = (us5) é a matriz invertivel n x n tal que b = 377" uijb; e V = (vy;) é a matriz invertivel
m x m tal que ¢; =3 ;" v;; ¢;. Entao

XY =AX = X' =U'X =Y =vV1ly=VTAX = VAU X"'.

2

Consequentemente, a matriz da transformacgao L relativamente as bases ordenadas B’ e C’ é
A =Vv'AUu
ou seja, a transformagéo linear L é definida, nas novas coordenadas x;’s e y.’s, por

X' =Y =AX

Matrizes semelhantes. O caso mais importante é o caso de um endomorfismo, ou seja, um
operador L : V. — V. Se A é a matriz n X n do endomorfismo L € End(V) relativamente & base
B, entao a matriz de L relativamente & base B’ é

A =U"1tAU (11.9)

Obsevem que entdao A = UA’U~!. Matrizes quadradas A e A’ (da mesma dimensao) relacionadas
pela identidade (11.9), para alguma matriz invertivel U, séo ditas semelhantes/similares ou
também conjugadas. Representam o mesmo endomorfismo em bases possivelmente diferentes. E
um exercicio verificar que a semelhanga é uma relagao de equivaléncia.

e.g. Por exemplo, consideramos, no plano euclidiano, o problema de determinar a matriz A que
define a reflexao R : R? — R? na reta y = 2z relativamente a base canénica. Na base €] = (1,2)
e e, = (—2,1), os vetores que geram a reta y = 2x e a reta ortogonal, esta reflexdo é muito mais
simples, pois claramente envia Re| = €] e Re, = —e,. Isto significa que a matriz A’ que define
esta reflexdo nas coordenadas ', 3’ relativa a esta base é

, (1 0
v=(o %)

A matriz mudanga de coordenadas, cujas colunas sao os vetores da nova base relativamente a
base canénica, é
1 -2
(2 7)
Portanto, pela (11.9),
_ 1 -2 1 0 1/5 2/5 -3/5 4/5
_ / 1 _ _
A=UAU (2 1 > <0 _1> <_2/5 1/5)( 45 3/5

Finalmente, nas coordenadas x, y relativas a base condnica, esta reflexao é

R(z,y) = ((=3z +4y)/5, (4x + 3y)/5)
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Conjugacao. Cada matriz nxn invertivel U define um operador My : Mat, xpn, (R) = Mat, x,(R),
chamado conjugacdo, de acordo com

MyA:=UAU? (11.10)
E imediato verificar que M7 é o operador identidade, e que
My = (M)
Também, se U e V sao invertiveis, entao

Myy = My oMy

Verifique que se A’ = U7'AU entdo A = UA'U! e vice-versa.
Verifique que a semelhanca é uma relagao de equivaléncia.
Verifique que se A e A’ sao semelhantes e A é invertivel entao também A’ é invertivel.

Verifique que se B = U 'AU entdo B*¥ = U~'AFU para toda poténcia k > 0, e, se A é
invertivel, também para toda poténcia k € Z.

Determine a matriz de L(z,y) = (3z,2y) relativamente & base by = (1,1) e by = (1, —1).

Seja T : R2 — R? a reflexdo na reta y = x. Determine a matriz de T relativamente & base
candnica e relativamente & base (1,1) e (1, —1).

Seja T : R? — R? a reflexio na reta y = v/3z. Determine a matriz de T relativamente & base
candnica.

Seja T : R? — R? a projecao ortogonal sobre a reta x +y = 0. Determine a matriz de T'
relativamente a base candnica.

Determine a matriz que representa o operador derivacao D : Pol3(R) — Poly(R), definido por
(Df)(t) := f'(t), relativamente as bases ordenadas (1,t,t2,t3) e (1,t,t?). Determine umas bases
de Pol3(R) e Polz(R) tais que a matriz que representa D seja diagonal.

Polinémios de operadores e matrizes. Seja L : V — V um operador definido no espago
vetorial V, real ou complexo. A cada polinémio f(z) = ag+ajz+az2?+- - -+a,,2™ com coeficientes
escalares (ou seja, reais ou complexos dependendo se o espago é real ou complexo) numa incégnita
z é possivel associar um operador f(L): 'V — V| definido por

f(L) :=aol + a1 L + ayL? 4 --- + a,, L™

onde I denota o operador identidade. Esta definicao é bem posta porque todas as poténcias de L
e os seus multiplos comutam entre si. De fato, todos estes operadores f(L), combinagdes lineares
de poténcias de L, comutam.

E claro que se o polinémio f(z) é uma soma f(z) = p(z)+q(z) de dois polinémios, entdo f(L) =
p(L) 4+ ¢(L). Também evidente é que se o polinémio f(z) fatoriza num produto f(z) = p(z) q(z)
de dois polinémios, entdo também o operador f(L) fatoriza no produto f(L) = p(L) q(L), ou seja,
na composigao dos dois operadores p(L) e q(L).

Se V tem dimensao finita, e se a matriz quadrada A representa o operador L numa base fixada,
entdo as mesmas consideracoes se aplicam aos polinémios f(A), que sdo entdo matrizes quadradas
que representam os operadores f(L). Se mudamos base, e representamos o mesmo operador com
a matriz semelhante B = U1 AU, entdo também

f(B)=U""f(AHU

para todo polinémio f(z), pois isto acontece com as poténcias de B.
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Operadores diferenciais. Por exemplo, se p(z) = az? + bz + ¢ é um polinémio de grau dois e
D ¢é o operador derivagao, definido por (Df)(¢t) = f'(¢) no espago linear C*°(R), entdo o polinémio
p(D) é o operador diferencial L = aD? + bD + cI, que envia a funcio f(t) em

(L) = af"(t) + bf'(t) + cf(2)

O nicleo deste operador é entao o espago das solugoes da equagao diferencial ordindria linear de
segunda ordem

af’"(t) +bf'(t) +cf(t) =0

Da mesma forma, um polinémio p(z) de grau m em D define um operador diferencial p(D) de
ordem m, e o seu nucleo é o espaco das solugoes de uma equagao diferencial ordinaria linear de
ordem m.

Verifique que o niicleo de D — X\ é a reta dos exponenciais f(t) = ce’.

Determine o nticleo das poténcias (D — \)F.

11.5 Tracgo

Traco de uma matriz. Seja A = (ai;) uma matriz quadrada n x n, real ou complexa. O trago
(em inglés, trace) de A é a soma dos elementos da diagonal, ou seja,

’TF(A) =al1 —|—a22 + - —|—ann

Por exemplo,

1
Tr| 4
7

oo Ot N
O O W
I
—_

+
ot
+
NeJ
I
—_
Ut

E imediato verificar que o trago é uma funcao linear da matriz (ou seja, uma forma linear no
espaco linear das matrizes quadradas), pois satisfaz

Tr(AA) = A Tr(A) Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B)
se A e B sdo matrizes n X n e A é um escalar. Outra propriedade elementar é que
Tr (A") = Tr(A) (11.11)

que pode ser verificada diretamente.
Menos 6bvio é que se A e B sao duas matrizes quadradas n X n, entao

Tr(AB) = Tr(BA) (11.12)
embora os produtos AB e BA sejam, em geral, diferentes. De fato,
TI‘(AB) = Z Z aikbki e TI‘(BA) = Z Z bikaki
ik ik
e estas duas expressoes sao claramente iguais. Observe que isto implica que tracos de comutadores

sdo nulos, ou seja, Tr([4, B]) = 0.

Trago de um operador. Seja L : V — V um operador definido no espago vetorial V, real
ou complexo, de dimensao finita. Fixada uma base de V, o operador é definido por uma matriz
quadrada A. De acordo com a (11.9), uma mudanca de base transforma a matriz A na matriz
semelhante A’ = U~! AU, onde U é uma matriz invertivel. Pela (11.12),

Tr(A') = Tr(U 1 AU) = Te(AUU ) = Tr(A)
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ou seja, o traco de uma matriz depende apenas da sua classe de semelhanca. E portanto possivel
definir o tragco do operador L como Tr(L) := Tr(A), onde A é a matriz que representa L numa
base arbitréria.

Uma defini¢ao intrinseca (e que generaliza em dimenséao infinita), de acordo com a (10.4), é
entao a seguinte. Seja eq, ey, ..., e, uma base arbitrdria de V, e seja e],e3, ..., e asua base dual
de V*. O trago do operador L : V — V ¢é

Tr(L) = > (e}, Le;)

i=1

Para compreender o significado geométrico do trago (relacionado a volumes e derivadas) é
preciso esperar a introducdo do “determinante” e a definigdo/cdlculo do “exponencial de uma
matriz”. Isto sera feito na UC de Complementos de Célculo e de Geometria Analitica.

Determine o trago da matriz ou do operador identidade num espaco linear de dimensao n.
Determine o trago da homotetia x — Ax em R".

Mostre que o traco de uma projecao P é igual & ordem de P, ou seja, a dimensao da imagem
Im(P).

Mostre que o traco de um produto finito de matrizes quadradas nao depende da permutagao
ciclica dos fatores, ou seja, Tr(ABC'...Z) =Tr(BC ... ZA) =Te(C...ZAB) = ...

Mostre que, por outro lado, Tr(ABC) pode ser diferente de Tr(BAC).
Mostre que o trago de uma matriz (quadrada) anti-simétrica é nulo.

Mostre que ndo existem duas matrizes quadradas A e B tais que o comutador seja um multiplo
nao nulo da identidade, ou seja, [A, B] = AI com A # 0 (calcule o trago do comutador ...). Os
operadores posigdo () e momento P na mecanca quantica satisfazem [Q, P] = iAl ...

Produto escalar de Frobenius. O traco permite definir um produto escalar, logo uma norma,
interessante nos espacos das matrizes, nao necessariamente quadradas. Sejam A = (a;;) e B = (b;;)
duas matrizes m x n, reais ou complexas. Entao

(A,B)p :=="Tr (ZTB) = zm:zn:@bij
i=1 j=1

Pela (11.11) esta espressao é “hermitica”, ou seja, satisfaz

(A, B)p = (B, A)p
Em particular, é simétrica se A e B sdo matrizes reais. E também definida positiva, pois
m n
(A, A =0 g
i=1j=1

é uma soma de quadrados, logo nao negativa e nula sse A e a matriz nula. Consequentemente,
|A||F == y/(A, A) p é uma norma no espaco linear das matrizes mxn, chamada norma de Frobenius.
Quando m = 1, este é o produto escalar hermitico usual entre vetores de Mat, ,,(C) = C".
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Grafos, passeios, caminhos e lagos. Matrizes sao também 1iteis para descrever estruturas
diferentes, aparentemente desligadas de espagos lineares e transformagoes. Um grafo G é formado
por conjunto finito de “vértices” ou “estados”, que podemos numerar, logo denotar por V =
{1,2,3,...,n}, e um conjunto de “arestas” ou “conexdes”, um subconjunto F do espago dos pares
nao ordenados de vértices diferentes. £ conveniente pensar um grafo como um objeto geométrico,
formado pelos pontos 1,2,3...,n € V e por um caminho ¢ ~ j que une os pontos i e j de cada
aresta {i,j} € E. Mais conveniente ainda é definir o conjunto das arestas usando uma matriz de
adjacéncia: uma matriz quadrada A = (aij) € Mat, x, com entradas a;; = 1 se existe uma aresta
entre os vértices i e j, ou a;; = 0 caso contrario. Observe que a matriz A preserva o cone positivo
e é simétrica. Vice-versa, uma matriz quadrada e simétrica A de 0’s e 1’s, nula na diagonal, define
um grafo G4, cuja matriz de adjacéncia é A.

Um passeio (os ingleses dizem walk) de comprimento m > 1 é uma sequéncia i, i1, 42, .. ., im
de m + 1 vértices tais que cada vértice é conexo ao sucessivo por meio de uma aresta, ou seja,
i ~igtr1 5e k=0,1,2,...,m—1. Fixado um comprimento m > 1, seja P(m) = (P;;(m)) a matriz
que calcula a cardinalidade

P;;(m) := #{ passeios de i a j de comprimento m}

dos passeios de comprimento m que unem o vértice inicial ¢ ao vértice final j. E tatutolégico que
P;;(1) = a;j, ou seja, que P(1) = A. Por outro lado, ¢ claro que

Pij(m+1) = ZPik(m) Py;(1)
%

pois um passeio de comprimento m + 1 entre ¢ e j é composto de um passeio de comprimento
m entre ¢ e um vértice arbitrario k£ seguido por um passeio de comprimento 1 entre k e 5. Mas
esta soma é precisamente a defini¢do de produto linhas por colunas entre as matrizes P(m) e P(1).
Sendo P(1) = A, temos entdo que a matriz P(m) é a m-ésima poténcia

P(m)=A™
da matriz de adjacéncia A. A métrica natural no conjunto V' dos vértices é entdo definida por
N . om
d(i, j) = H}rllnpij

se i # j. Pode ser extendida de forma natural ao objeto geométrico G = V U FE, declarando
que as arestas sao isométricas a segmentos de comprimento um entre os vértices que unem. Um
passeio é fechado se os vértices inicial e final sdo os mesmos. O nimero F(m) de passeios fechados
de comprimentos m no grafo é claramente

F(m) = ZPM(m) =Tr(A™)

Esta contagem considera diferentes lagos que sao geometricamente iguais, pois diferem apenas
numa permutagao ciclica dos seus vértices, ou sao obtidos ao percorrer um nimero inteiro de vezes
um mesmo lago de comprimento menor ...

Sao possiveis variagoes, como a possibilidade de ter arestas entre um vértice e o préprio, con-
siderar apenas arestas orientadas, ou a possibilidade de multiplas arestas entre o mesmo par de
vértices, ou também arestas pesadas ... e nestes caso é claro como modificar a matriz pde ad-
jacéncia para codificar as informagoes suplementares. Estes objetos tém intimeras aplicagoes . . .
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12 Sistemas lineares
ref: [Ap69] Vol 2, 2.17-18 ; [La97] Ch. II
12.1 Sistemas lineares no plano e no espaco
Peppermint Patty’s problems.
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ex: “A man has a daughter and a son.. The son is three years older than the daughter ...In one
year the man will be six times as old as the daughter is now, and in ten years he will be fourteen

years older than the combined ages of his children ... What is the man’s present age?”

ex: “In driving from town A to town D you pass first through town B and then through town C.
It is 10 miles farther from A to B than from B to C and 10 miles farther from B to C than from
C to D. If it is 390 miles from A do D, how far is it from A to B?”%

“A man has twenty coins consisting of dimes and quarters® ...If the dime were quarters and
the quarters were dimes, he would have ninety cents more than he has now ...How many dimes
and quarters does he have?”

ex:

23Peppermint Patty, in Peanuts, by Charles M. Schulz, December 6th, 1968.
24A dime is a 10 cents coin, and a quarter is a 25 cents coin.
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Real life linear systems. Systems of linear equations occur in many different contexts, such
as: electric circuits (voltage and currents at different elements, according to Kirchoff’s laws), struc-
tural analysis (forces, stresses and deformations at different joints and nodes of a building), signal
processing (algorithms like linear filters, Fourier transforms, image processing, ...to manipulate
and understand data), control systems (linear differential equations which model the behaviour of
machines, robots, ... ), optimization problems, linear programming, chemical engineering, mecha-
nical systems, ... It is often the case that such real life linear systems involve huge numbers of
unknowns and parameters.

Equacgoes lineares na reta. Uma equagao linear
ar=1=

na reta real R (ou na reta complexa C, ou, em geral, num corpo), com a # 0 (caso contrério é
apenas a afirmagao b = 0), admite uma unica solucdo = = b/a.

Equacgoes lineares no plano. Uma equagao linear

ar+by=-c
no plano cartesiano R?, com n = (a,b) # (0,0), define uma reta afim R C R% A equacio
homogénea associada

ax +by=0

define uma reta que passa pela origem, ou seja, um subespaco vetorial nt = Rv C R? de
dimenséo 1 (por exemplo, com v = (b, —a)). Se rg = (z9,yo) é um ponto de R, ou seja, (apenas)
uma solucao de ax + by = ¢, entao o espago de todas as solugoes é R = rg + Rv. Ou seja, as
solucoes de ax + by = ¢ sao dadas por

(z,y) = ro +tv = (20,%0) +t (b, —a)

ao variar o parametro t € R.
Um sistema de duas equagoes lineares

ar+by =
dz+by = ¢

descreve a intersecio (RN R’) C R? entre duas retas afins R e R'. Esta intersecio pode ser vazia
(retas paralelas e distintas), pode ser uma reta ax + by = ¢ (equagdes proporcionais/equivalentes),
ou pode ser um tnico ponto.

A 1ltima possibilidade é o caso genérico, e acontece quando os vetores normais n = (a,b) e
n' = (a/,b') sdo linearmente independentes. A menos de reordenar as equagdes, podemos assumir
que a # 0. Entéo o sistema é equivalente (eliminando z na segunda equagdo) ao sistema “em
escada de linhas”

{ ax+ by = c

b//y — C//
com b’ = —a'bjaecd = —d'c/a, e portanto (pois no caso genérico também b” # 0) ao sistema

“diagonal”
{ x = «
y = B
com a = (c—bf)/ae =c"/b. A tnica solucao é neste caso o ponto (a, j3).

Verifique que a solucao do sistema genérico é o ponto (a, 8) de coordenadas

o e — b 5= ac’ —a'c
o T oab =V

abl — a’b

Interprete estas férmulas usando determinantes de matrizes 2 x 2.



12 SISTEMAS LINEARES 143

Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

z+y = 0 T+y
z—y = 0 T—y

20 20—y =13
2 —x+2y =7

Equacgoes lineares no espago. Uma equagao linear
ar+by+cz=d

no espaco R?, com n = (a,b,c) # (0,0,0), define um plano afim P = {n-r=d} C R3. A equagao
homogénea associada
ar +by+cz=0

define o supespaco vetorial n+ C R3.
Um sistema de duas equagoes lineares

d
d/

ax + by + cz
adr+by+dz

descreve a intersecao (P N P) C R? entre dois planos afins P e P’. Esta intersecdo pode ser
vazia (dois planos paralelos e distintos), pode ser um plano ax + by + cz = d (duas equagoes
proporcionais/equivalentes), ou pode ser uma reta. A tltima possibilidade é o caso genérico, e
o sistema é equivalente (eliminando x na segunda equacdo, se a # 0) ao sistema “em escada de

linhas”
ar+ by+ cz = d
bl/y + C//Z — dl/

A 1ltima varidvel pode ser pensada como um parametro z = t da reta:

tes (ot +7, Bt +6,1).

Um sistema de trés equagoes lineares
ax + by + cz = d

dr+by+dz = d
a'v+b'y+c'z d"’

descreve a intersecio (P N P’ N P"”) C R3 entre trés planos afins P, P’ e P”. Esta intersegio
pode ser vazia (dois planos paralelos e distintos, ou um plano paralelo & reta de intersegdo entre
os outros dois), pode ser um plano ax + by + ¢z = d (equagdes proporcionais/equivalentes), pode
ser uma reta (sistema equivalente a um sistema de duas equagdes), ou pode ser um tnico ponto.
A 1ltima possibilidade é o caso genérico, e o sistema é equivalente (eliminando x na segunda e na
terceira equagdo, se a # 0, e depois y na terceira, se b’/ # 0) ao sistema “em escada de linhas”

ar+ by+ cz = d
b///y + c///Z — d///
C/l//z — d//l/

coma # 0,0 #0e " #0, e portanto ao sistema “diagonal”

X = Q
Y = g
z = 7

/11

com~y=d"/" = (d"—"y)/b" ea=(d—cy—>bB)/a. A tnica solucdo é neste caso o ponto

(o, B,7).
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Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

3r—y =0 r+y+z = 1 v = 3
rz+y+z =1 r+y—2z = 0 iinrz i ?

Determine a pardbola y = ax? + bz + ¢ que passa pelos pontos (0, 1), (1,3) e (—1,4) do plano
z-y.

12.2 Sistemas lineares

Para tratar sistemas de um numero grande de equagoes num nrhero arbitrario de incégnitas é
necessario introducir uma notacao conveniente.

Sistemas lineares. Um sistema de m equagoes lineares nas incdgnitas x1,z2,...,T, é um
conjunto de m equagoes lineares

1171 +a12x2 + -+ 010 Tp = b
a21 1 + A2 T + -+ - + G2n Tn bo

(12.1)

Am1T1 + Am2 T2+ -+ A Ty, = bm

com a;; e by nimeros reais (ou complexos). A matriz A = (a;;) € Mat,,xn(R) é dita matriz
dos coeficientes do sistema, e os nimeros by sao chamados termos independentes. Em notacao
matricial, o sistema é

AX =B

se B = (b1,ba,...,by,)" €R™e X = (21,22,...,2,)" € R" sdo vetores coluna.
O sistema homogéneo correspondente/associado é o sistema

1171+ a1222 + -+ a1 Tp =0
21 T1 + @22 T2 + -+ - + A2n T =0
(12.2)
Am1 1+ A2 T2+ -+ amp Ty = 0
onde todos os termos independentes sao nulos, ou seja, em notagao matricial,
Uma solugdo do sistema linear é uma n-ipla (x1,2s,...,x,) de niimeros, ou seja, um vetor

x € R", que satisfazem as m equagoes (12.1). Um sistema linear pode ter uma solugdo tdnica
(sistema possivel e determinado), ter uma familia (uma reta afim, um plano afim, ...) de solugoes
(sistema possivel e indeterminado), ou ndo ter nenhuma solugao (sistema impossivel). O sistema
homogéneo (12.2) admite pelo menos a solugdo trivial (0,0,...,0).

Solugoes de um sistema linear. Também util é o ponto de vista “funcional”. A matriz
A = (a;j) € Mat,,«x,(R) dos coeficientes de um sistema linear define uma transformacao linear
L4 :R™ —» R™, que em notagdo matricial envia X — Y = AX. O sistema linear (12.1) é portanto
equivalente a equacao linear

LA(X) =b

onde b = (by,ba,...,by) € R™. Uma solugdo é portanto um vetor x € R™ cuja imagem pela
transformagao L4 é o vetor b. O espago da solugdes é a imagem inversa L' ({b}).
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Do ponto de vista “geométrico”, o vetor x = (x1,%2,...,2,) € R™ é solugdo do sistema

AX = B se

ar aiz ain by

a1 azo azn, ba

z1 . + Z2 . R ) . =

Gm1 Am2 Qmn bm

ou seja, se
xlel + 33214*2 + -+ an*n =B

onde A,; = (a1, a2, ... ,amj)T € R™ é a j-ésima coluna da matriz A. Portanto, o sistema admite
(pelo menos) uma solugao (ou seja, é possivel) sse B é uma combinagao linear das colunas da
matriz A, ou seja, sse B € Span(A.1, 4.2, ..., Aw,). Em termos abstratos,

Teorema 12.1. O sistema La(x) = b € possivel, ou seja, admite (pelo menos) uma solugio, sse
b € Im(LA)

A dimensao da imagem da transformagao linear L 4, ou seja, o nimero de colunas linearmente
independentes da matriz A, é r = Rank(A) = dim(Im(L4)), a ordem de L4. Podemos acrescentar
a matriz A uma coluna formada pelo vetor B, e considerar a “matriz aumentada”

a1 ai2 e A1n bl

a1 as9 e a9n bQ
(A|B) :=

Am1 Am2  ---  Qmn bm

O teorema anterior diz entao

Teorema 12.2 (Kronecker-Capelli). O sistema AX = B € possivel sse a carateristica da matriz
aumentada (A|B) € igual a carateristica da matriz A.

O sistema linear homogéneo (12.2) é equivalente & equagdo homogénea
LA (X) =0

Por defini¢do, as suas solugoes sao os vetores do ntcleo Ker(L4s) C R™, que é um subespago
de dimensdo k = dim(Ker(L4)), a nulidade de L4. Do ponto de vista geométrico, o vetor
X = (x1,22,...,7,)" € R" é solugdo do sistema homogéneo se

A X =0  Ag-X=0 ... A -X=0,

onde A;. = (ai1,a42,...,a;,) € R™ é a i-ésima linha da matriz A, ou seja, se é ortogonal ao espago
vetorial Span(Ai., Asx, ..., Ams«) gerado pelas linhas de A. A dimensao do espago das solugoes do
sistema homogéneo é portanto também igual a k = n —r’, se ' é o niimero de linhas linearmente
independentes de A. Pelo teorema 9.6, k + r = n, assim que o ntimero de linhas linearmente
independentes de A é igual a 7' = r = Rank(A).

Se X e X’ sao solugoes do sistema AX = B, entdo a diferenca Z = X — X’ é solucao do
sistema homogéneo AZ = 0. Vice-versa, se X é uma solugao do sistema AX = B e Z é uma
solugao do sistema homogéneo AZ = 0 entdao X' = X + Z é também uma solucao do sistema linear
AX’ = B. Portanto, o conjunto das solucoes de um sistema linear possivel é caraterizado pelo
seguinte “principio de sobreposi¢ao”

Teorema 12.3 (principio de sobreposicao). Se x € uma (apenas uma!) das solugoes do sistema
linear possivel L 4(x) = b, entdo o espago d(e todas )as solugdes é o subespago afim

x + Ker(Lya)
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A maneira tradicional de enunciar o principio de sobreposicao é a seguinte: “a solugao geral
de uma equagao linear é obtida somando a uma solugao particular a solucao geral da equacao
homogénea associada”. Ou seja, se X é uma solugao do sistema possivel AX = B, e se os vetores
Fy, F,, ..., F} formam uma base de Ker(L ), assim que satisfazem o sistema homogéneo AF; = 0,
entao a “solugao geral” do sistema é

X+t By +itoFo+ -+t Fy

com t1,ta,...,t; pardmetros reais.
A solugao do sistema possivel AX = B é tinica quando k& = 0, ou seja, quando o nicleo de L4
é trivial e portanto Rank(A) = n. Neste caso a transformagéo linear L : R” — Im(L4) admite
uma inversa L, : Tm(L4) — R”, e a solugdo é dada por X = L*(B).
Particularmente importante é o caso em que m = n, de um sistema linear AX = B definido
por uma matriz quadrada A € Mat, «,(R), equivalente ao problema L 4(x) = b para o operador
L4 :R™ — R™. Neste caso L4 é sobrejetiva sse € injetiva, logo sse € invertivel. Consequentemente,

Teorema 12.4. Seja L, : R™ — R™ um operador. O sistema linear La(x) = b admite uma
(tinica) solugdo para cada b € R™ sse o sistema homogéneo La(x) = 0 apenas admite a solugdo
trivial, ou seja, sse Ker(L4) = 0.

Na pratica, isto significa que AX = B admite uma solucdo para cada B sse a matriz quadrada
A é invertivel, e neste caso a solucao é

X=A"'B

Também ttil é reformular este teorema no seguinte principio geral sobre problemas lineares,
chamado “alternativa de Fredholm” (importante para certos operadores definidos em certos espagos
de dimensao infinita chamados “espagos de Banach”). Seja L : V. — V um operador definido no
espaco linear V, e seja LT : V* — V* o operador transposto. Dado b € V, ou o sistema linear nao
homogéneo Lv = b admite uma solugéo v, ou existe uma forma & € V* tal que ( £, b) # 0 (logo
nao nula) e L*¢€ = 0. De fato, se Lv =b e se (€,b) # 0 entdo (L*E,v) = (&, Lv) =(£,b) #0, e
isto significa que L*& nao é a forma nula. Consequentemente,

Teorema 12.5 (alternativa de Fredholm). Seja L : V — V um operador, e LT : V¥ — V* o
operador transposto. Entao,

ou o problema nao homogéneo Lv = b admite uma solugao para todo b € V,

ou o problema homogéneo adjunto LT&€ = 0 admite uma solugdo nio nula.

Em particular, dada uma matriz quadrada A, o sistema AX = B admite solugoes para todo B
sse o sistema homogéneo ATZ = 0 admite apenas a solucdo nula.

Estude os seguintes sistemas (ou seja, diga se sdo possiveis e, caso afirmativo, determine o
espago das solugoes)

2c+y =-1 r+y =11 20 -3y =-1

r—y =3 x—y =33 —6z+9y =0
20 —by+4z =-3 3x+y—10z =1
{ r+y—z =1 r—2y+z =5 —2x—-by+T7z =2
r—4y+62 =10 r+3y—z =0

[Ap69] 16.20.
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Circuitos elétricos resistivos e leis de Kirchoff. A corrente I que passa pela resisténcia
R > 0 devida a uma queda de potencial V é, de acordo com a lei de Ohm, solugao da equacao

linear
RI=V

Mais em geral, as correntes Ii’s que circulam num circuito formado apenas por resisténcias Ry’s
e pilhas V;’s sao determinadas pelas leis de Kirchoff, que dao origem a um sistema de equacgoes
lineares ndo homogéneo para as I’s. A solugéo existe e é inica por razoes fisicas: basta construir
o circuito, ligar as pilhas e observar !

Tomografia e problemas mal-postos. E verdade que genéricos sistemas lineares de n equacoes
em n incognitas admitem solugoes tnicas. Por outro lado, problemas matematicos ou tecnoldgicos
“naturais 7 podem ser “mal postos”, ou seja, podem ter solugbes que nao sao uUnicas ou, em
dimensao infinita, que nao dependem com continuidade dos dados.

O problema da tomografia é o de reconstruir uma densidade f(r), definida numa regido do plano
ou do espago, a partir dos seus integrais [ f(a+tv)dt ou [[ f(a+tv+sw)dtds ao longo de fatias de
dimensio um ou dois. E claramente um problema linear, estudado na teoria da “transformada de
Radon” e usado por exemplo na imagiologia médica (TAC, NMR, ...). Uma idealizacao elementar
do problema, sugerida por Oliver Knill, consiste em reconstruir uma distribuicao de 4 ntumeros
x,y, z,w num quadrado

y
Z | w

a partir das somas das linhas e das colunas, os nimeros a = x+y, b=z4+w,c=z+zed=y+w.
O sistema linear é

1 1 0 O T a
0 0 1 1 Y _ b
1010 z I
01 0 1 w d

E claro que o sistema é indeterminado, pois a matriz quadrada que define o sistema nao é invertivel
(a soma das primeiras duas linhas é igual a soma das ltimas duas linhas). Por razées bem mais
complexas, também o problema de inverter a transformada de Radon é mal-posto.

Qual é o niicleo da matriz? (basta olhas para o quadrado ...)

12.3 Eliminagao de Gauss-Jordan

E importante dispor de um algoritmo que resolva, quando possivel, um sistema linear.

Eliminagao de Gauf3-Jordan. Consideramos o sistema linear AX = B de m equagoes em n
incégnitas

1171 +a12T2 + - 4 1 Ty =b
a1 T1 + a2 T + - -+ + a2n Ty = by
Am1 X1+ Q2 T+« + Qmp Ty :bm

O método de eliminacdo de Gauf$-Jordan consiste em efectuar uma série de operagoes algébricas
sobre as equagoes, e portanto sobre as linhas da “matriz aumentada”

a1 ai2 ce A1n bl

a921 a2 e a9n bz
(A|B) :=

Am1 Gm2 -  Qmnp bm

até chegar a um sistema equivalente, ou seja, com as mesmas solugoes, mais simples.
As operacoes permitidas, chamadas operacdes elementares, sdo as seguintes:

DA FARE
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EG1 trocar duas equacoes,
EG2 multiplicar (todos os termos de) uma equagao por um escalar néo nulo A # 0,
EG3 somar a uma equagao um miltiplo o de outra equagcao.

Estas operagbes sao reversiveis, e as operagoes inversas sdo também operagoes elementares (a
inversa de EG1 é a prépria, a inversa de EG2 com escalar A é uma EG2 com escalar A™!, e a inversa
de EG3 com escalar « consiste numa EG3 com escalar —a). E claro portanto que nao alteram
o espaco das solugoes. Dois sistemas lineares, AX = B e A’X = B’, obtidos um do outro por
meio de operacoes elementares sdo ditos equivalentes. As matrizes A e A’ sdo também chamadas
“equivalentes”.

O objetivo do método de eliminacao de Gauss é efetuar uma série de operagoes elementares até
obter um sistema equivalente A’X = B’ com A’ “matriz em escada de linhas” (ou “escalonada”,
em inglés, row echelon form), ou seja, da forma

S

I
S OO O x
S OO X* *
OO O ¥ ¥
S O Xt ¥ ¥
O * ¥ * ¥
O ¥ ¥ ¥ ¥

onde os “pivots” * (ou “leading coefficients”) sao os elementos # 0 mais & esquerda de cada
linha nao nula, e o pivot de cada linha é situado mais a direita do pivot da linha superior . As
linhas nulas, se existirem, sdo as ultimas. Este processo, que transforma a matriz A do sistema
numa matriz equivalente em escada de linhas A’, é chamado elimina¢do de Gauss, ou também
condensacao. E claro que é sempre possivel.

As operacgoes elementares podem ser interpretadas como operagoes sobre as linhas de A. E
evidente que as operagoes elementares ndo mudam a carateristica r = Rank(A) de uma matriz
(pois nao alteram o espago das solugdes da equagdo, e em particular da equacao homogénea, que
é um subespago de dimenséo k = n — r). Consequentemente, a carateristica da matriz A é igual
a carateristica da matriz em escada de linhas A’, que é claramente igual ao niimero de linhas nao
nulas, ou seja ao numero dos pivots. Em particular, o método de eliminacao de Gauss pode ser
usado como um algoritmo para calcular a carateristica de uma matriz, ou seja, como um algoritmo
para calcular o niimero de vetores independentes numa familia finita de vetores, as linhas de A.

E finalmente possivel mudar a ordem das varidveis, assim que a matriz A’ assume, na base
reordenada, a forma

A=

OO O Ot
(=l
S O X ¥x ¥
O ¥ * ¥
O ¥ ¥ ¥ ¥
O ¥ ¥ ¥ ¥

0

A partir desta matriz em escada de linhas, a solugdo, ou a familia paramétrica de solugoes, pode
ser facilmente calculada como nos exemplos anteriores em dimensao um, dois e trés.

Se o numero n das incégnitas é superior & carateristica r da matriz (ou seja, ao nimero dos
pivots), entdo as r varidveis que correspondem aos pivots sdo fungbes das restantes k = n — r
variaveis, os parametros das solucoes.

O caso mais importante é quando o numero n das incoégnitas € igual ao nimero m das equagoes,
e a carateristica da matriz é r = n, assim que a solugao é tinica. A matriz escada de linhas A’ é
entdo uma matriz quadrada diagonal superior, com entradas diagonais aj,, diferentes de zero (os
pivots). A matriz aumentada do sistema tem a forma

/! /
al; % ... % 1
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A dltima equagao, ay,,z, = b, determina x,,. A peniiltima equacdo, a;,  , 1Tn—1 + a5, 1 ,Tn =
b, _,, determina x,_1 em funcdo do valor ja calculado de x,. ...e assim a seguir, até obter a
solugao tUnica do sistema. Esta ultima séries de operagoes é chamada “back-substitution”, e é
claro que também consiste em operacoes elementares. O resultado final é um sistema definido pela
matriz identidade, e portanto por uma matriz aumentada do género

10 ... 0f o

01 ... 0| ®

00 ... 1| v
A tinica solugao é (z1, T2, ..., zy,) = (b, 05, ...,00).

Calculo da matriz inversa. Quando A é uma matriz quadrada, o calculo da solucao de
AX = B, enquanto funcao do vetor B, é equivalente a inversao da matriz A. O método de Gauss
pode ser usado entdo para calcular a matriz inversa. De fato, as colunas de A~! sdo as solucdes
dos sistemas AX = Ey, se E,, com k = 1,2,...,n, denotam os vetores colunas da base candnica
de R™. Podemos entdo aplicar a eliminacdo de Gauss a todos estes problemas AX = Fj, logo a
matriz aumentada

aill ai12 e A1n 1 0 ... 0

a1 Q92 ... Q92n 0 1 0

Anl Qp2 ... Gppn 0O 0 ... 1
até chegar ao problema equivalente

1 0 0 bir bz ... bin

0 1 0| b1 by ... Doy

0 0 ... 1| bur bpa .. bpn

Os b;;’s sdo entdo os elementos da matriz inversa, ou seja, A~ = (b;;).

e.g. Um sistema com solugao tinica. Por exemplo, queremos resolver o sistema

2¢ +y -2z =1
r -2y +z =2
3r +y -3z =-5

Se trocamos primeira e segunda linhas, ficamos com o sistema equivalente

r -2y +z =2
2¢ +y -2z =1
3r +y -3z =-5

Se retiramos da segunda linha o dobro da primeira, e depois da terceira linha o triplo da primeira,
obtemos o sistema equivalente

r 2y =z =2
5y —4z =-3
Ty —6z =-—11

Se agora retiramos 7 vezes a segunda linha de 5 vezes a terceira linha, ficamos com o sistema
equivalente em escada de linhas

r =2y +z =2
5y —4z =-3
—2z =-34

A terceira equagao diz que z = 34/2 = 17, entdo a segunda equacao diz que y = (—3+4-17)/5 = 13,
e a finalmente a primeira equagdo diz que x = (2+2-13 — 17) = 11.



12 SISTEMAS LINEARES 150

e.g. Um sistema com uma familia de solugoes. Por outro lado, consideramos o sistema

r -2y +z =2
2 +y -2z =1
3r -y —z =3

Se retiramos da segunda linha o dobro da primeira, e depois da terceira linha o triplo da primeira,
obtemos o sistema equivalente

r 2y 4=z =2
5y —4z =-3
5y —4z = -3

A segunda e a terceira linhas sao iguais! Entao, retirando da terceira a segunda linha, ficamos
com um sistema de apenas duas equacoes em escada de linhas

r -2y +z =2
5y —4z = -3

A varidvel z pode entao ser considerada um parametro, assim que o sistema determina x e y em
funca de z, pois podemos escrever

r —2y =2—-z
oY =-3+4+4z

Finalmente, se chamamos z = 5t (o parametro das solugdes), entdo a segunda equagao diz que
y=(-3+42)/5= —% + 4t, e a primeira equacao diz que x = 2 — z + 2y = % + 3t. Temos assim
uma reta de solugoes, a reta (4/5,—3/5,0) + R (3,4,5).

Usando operagoes elementares sobre as linhas, transforme a matriz A dada numa matriz em
escada de linhas, e calcule a caracteristica de A.

2 2 1 12
A=|[1 3 1 A= 0 1
12 2 3 4
01 3 -2
A=|2 1 -4 3 A:(éi‘ll 22>
2 3 2 -1

Resolva os seguintes sistemas lineares usando o método de eliminagao de Gauss.

3x+2y+2z =1

3z+2y+2z =1 20 +y + 4z =2
B 2 —6y+4z =3 _
Elxm—:-?)yijz :2—1 Ty Tz =2 6—2—:-2/2 — 10z :—4110

Y N 2z — 5y +52 =-—1 y -
_ r+2y+3z+4w =3 _

R :; 52 + 6w _ RS :1_3
T+ erz :1 z+ 8w =1 -z :0
Yy o T —y+ 8w = Y o

[Ap69] 16.20.

Dé exemplos de
e um sistema de 2 equagodes lineares com 2 incégnitas com solugao unica,
e um sistema de 2 equagodes lineares com 2 incognitas sem nenhuma solucgao,

e um sistema de 3 equacoes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja uma
reta afim.
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e um sistema de 3 equacoes lineares com 3 incégnitas com solugao tnica,

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incognitas tal que o espago das solugbes seja um
plano afim.

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incognitas tal que o espago das solugbes seja um
subespago vetorial de dimensao 1.

Operacgoes sobre as linhas e matrizes elementares. No caso de sistemas de n equagoes em
n incégnitas, as operagoes elementares do método de Gauss podem convenientemente ser interpre-
tadas e calculadas como produtos da matriz quadrada A que define o sistema por certas “matrizes
elementares”.

Fixada a dimensdo n, denotamos por I;; a matriz quadrada n x n definida em (10.1), cuja tnica
entrada nao nula é o elemento da i-ésima linha e a j-ésima coluna, que é igual a 1 (j& observamos
na se¢ao 10 que estas matrizes formam uma base do espago linear das matrizes n x n).

Se A é uma matriz quadrada, entdo o produto I;;A é uma matriz quadrada cuja tnica linha néo
nula é a i-ésima, e esta linha é igual a j-ésima linha da matriz A. Consequentemente, a operacao
EG1, trocar as linhas i e j (naturalmente com i # j), corresponde a substituir a matriz A pela
matriz A’ = EA, onde E é a matriz elementar

Eij =TI+ Iji + Z Tk (12.3)
k#i,j

obtida da matriz identidade I ao trocar as linhas i e j.
A operacio EG2, multiplicar a i-ésima linha por uma constante ndo nula A, corresponde a
substituir a matriz A pela matriz A’ = FA, onde E é a matriz elementar

Mi(A) = AL + ) Ik (12.4)
ki

obtida da matriz identidade I ao multiplicar a i-ésima linha (ou seja, a i-ésima entrada diagonal)
por A.
Finalmente, a operacao EG3, somar & i-ésima linha « vezes a j-ésima linha (com i # j),
corresponde a substituir a matriz A pela matriz A’ = FA, onde E é a matriz elementar

Si‘(()é) =1+ OéEij (125)

obtida da matriz identidade somando a vezes Ej;;.

As matrizes do género (12.3), (12.4) e (12.5) sdo chamadas matrizes elementares. S&ao in-
vertiveis, e a inversa de uma matriz elementar é também uma matriz elementar (pois as operagoes
elementares sdo reversiveis, e as inversas sdo operagoes elementares).

A matriz escada de linha A’ obtida ao aplicar a eliminagao de Gauss é portanto um produto
A" = Ei...E3E1A de um certo nimero de matrizes elementares F;’s pela matriz original A.
Consequentemente, A é invertivel sse A’ é invertivel. Por outro lado, a matriz quadrada em escada
de linha A’, que é uma matriz diagonal superior, é invertivel sse os termos diagonais a; forem
todos diferentes de zero. Neste caso, é também facil ver que mais umas operagoes elementares (que
fazem a back substitution) podem transformar a matriz A’ na matriz identidade I. Finalmente,

Teorema 12.6. Uma matriz quadrada A € invertivel sse existem matrizes elementares E1,Fs ..., Ey
tais que
E,...EoE1A=1

ou seja, sse € um produto A = E{FE) ... E; de matrizes elementares.

Seja A uma matriz quadrada. Descreva os produtos I;;A e Al;; em termos das linhas e das
colunas de A.

Calcule as inversas das matrizes elementares F;;, M;(\) e S;;(a), definidas em (12.3), (12.4)
e (12.5) (com A # 0), e verifique que também sao elementares.
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Computational cost of Gaussian elimination. Real world linear systems of interest in engi-
neering involve large matrices, with hundreds or even thousands of entries. Gaussian elimination
is clearly the simplest algorithm that can be implemented in a computer. It is a good exercise to
write such a code, in your favourite programming language. Below, I show the most simple-minded
code in Python that solves a linear system of n equations in n unknown with a unique solution,
written without worrying about possible divisions by zero (but a real code must treat such cases!).

# scienific libraries
import numpy as np

data

3 # number of variables

np.array([[1, 2, 31,[5, 6, 71, [13, 17, 661],float) # matrix of the linear | map
np.array([1, 11, 111],float) # vector of the r.h.s.

np.zeros{n) # vector of the unknowns / solution

io = np.zeros(n)

S X oo 3 #

et nnn

a

# Gaussian elimination
for 1 in range(n-1):
for j in range(i+l, n):
ratio = alj,1i] 7/ ali,il
b[jl = blj]l - ratio * b[il
for k in range(n):
alj,k]l = alj,k] - ratio * ali,kl

# back substitution
x[n=1]1 = b[n-1] / aln-1,n-1] #last coordinate of the solution
for i in range(n-2,-1,-1):
somma = b[i] # partial sum
for j in range(i+l,n):
somma = somma - al[i,j] * x[j]
x[i] = somma / ali,il

# output

print( '\n The upper-diagonal equivalent matrix is \n A = ' + str(a))
print( 'the r.h.s. is B = ' + str(b))

print( 'and the solution is X = ' + str(x) )

It important to estimate the time needed for the algorithm to solve the problem. In a first
approximation, this amounts to estimate the number of elementary algebraic operations (sums,
multiplications and divisions) that a machine must perform. The loop in lines 16 and 17 requires
about n — ¢ multiplications and n — i sums, hence ~ 2(n — i) operations (we may safely disregard
the 3 operations of lines 14 and 15). The loop at line 13 performs therefore something like 2(n —i)?
operations. Finally, the initial loop at line 12, hence the whole Gaussian elimination algorithm,

performs something like
n

1
2
2(n—1i)>~ Zn?
- 3

3
(up to leading order) elementary operations. A similar analysis shows that back substitution,
which consists of two loops, only requires something of order ~ n? operations. Therefore, the
entire Gauss-Jordan algorithm that solves a linear system of n equations in n unknowns has an
“algebraic cost” (which is different from the real “computational cost”, since we are disregarding
the actual complexity of making multiplications or divisions ...) of order O(n?). This means that
if solving a system of N equations in N unknowns requires 7 seconds, then solving a similar system
of 10- N equations in 10- N unknowns, hence only a factor 10 larger, requires something like 1000 7
seconds (a ratio that makes the difference between one second and three hours!).

There exist more sophisticated algorithms that reduce the cost to something like O(n?-®) or even
O(n?376+) and also Monte Carlo (i.e. probabilistic, originally proposed by John von Neumann and
Stan Ulam) algorithms that run in much smaller time. The computational cost can be substantially
reduced if we know (as is the case in many real situations) that the involved matrix A is a “sparse
matrix”, i.e. has a lot of zeroes in some precise sense. This is an important theme in contemporary
computational mathematics ...

Equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes. O ntcleo do operador de-
rivagao (Df)(t) = f'(t) é o espago de dimensdo um das fungoes constantes f(t) = ¢. As solugoes
da equagao diferencial linear

Df =9,


https://www.python.org
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onde ¢(t) é uma funcao integravel dada, sao f(t) = (Pg)(t) + ¢, onde (Pg)(t) = fotg(s) ds é uma
solugdo particular, e ¢ = f(0) é uma constante arbitraria, solugdo geral da equacdo homogénea
Df=0.

Uma equacdo diferencial linear com coeficientes constantes é uma equagao do género

anD"f+---+a1Df +ag=g,

para a funcdo f(t), onde os aj sdo coeficientes (reais ou complexos) e g(t) é uma fungdo dada
(uma forga quando n = 2). Pode ser pensada como Lf = g se L é operador diferencial

L:=a,D"+---4+a1D+agl.
O nucleo de L, o espaco das solugoes da equagdo homogénea associada
@, D" f + -+ aDf +ag =0,

¢ um espago vetorial de dimensiao n. De fato, h(t) = e** é uma solugio de Lh = 0 se z é uma
raiz do polindmio carateristico an,z™ + ---+ a1z + ap = 0. No caso genérico, este polinémio tem
n raizes complexas distintas z1, 2, ..., 2, (conjugadas em pares se os coeficientes ay, forem reais,
como acontece s equagoes tipicas que descrevem o mundo real). Os exponenciais hy(t) = e***, com
k=1,2,...,n, formam entdo uma base de H = ker(L) ~ C". Se f(¢) é uma “solugao particular”
(ou seja, apenas uma!) da equacdo Lf = g, entdo o espago das “todas as solugoes” de Lf =g é o
espaco afim f 4+ H. Ou seja, a “solugdo geral” é uma combinagao linear

f(t) +cre®t + coe™t 4 - cpent

com ¢y, Ca, ..., ¢, coeficientes arbitrérios (determinados pelas condigbes iniciais).
O caso nao genérico em que algumas raizes do polinémio carateristico tém multiplicidade >
1 é tratado na UC de Complementos de Calculo e de Geometria Analitica, e envolve “quase-
polinédmios”, ou seja, produtos p(t)e** de exponenciais vezes polinémios. Determinar uma solugao
particular é também simples quando a forga é um quase-polinémio g(t) = p(t)e?t, pois neste caso é
sempre possivel arranjar um quase-polinémio f(t) = q(t)e**, com deg(q) < deg(p) + n, que resolve
Lf = g (método dos coeficientes indeterminados).
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13 Volume e determinantes

ref: [Ap69] Vol 2, 3.1-17 ; [La97] Ch. VII

13.1 Formas alternadas e volumes

Motivagoes geométricas. A maneira mais transparente de definir determinantes é, na minha
opinido, a maneira axiomdtica de Emil Artin, adotada, por exemplo, em [Wa91] e [Ap69].

O volume de uma regiao “razodvel” @ C R™ é definido/calculado aproximando a regido com
reunides de hipercubos de lado r suficientemente pequeno, cujo volume é r™ (as regides para as
quais estas aproximagoes fazem sentido, sem entrar em detalhes dificeis de analise, sao chamadas
“mensurédveis”). Um operador linear L envia hipercubos em paralelepipedos. A linearidade de L
diz que os volumes destes paralelepipedos apenas dependem das dimensoes dos hipercubos, e nao
das posigoes. Consequentemente, é claro que a razao entre o volume da imagem L(2) e o volume
de €2 é um numero que nao depende da regiao €2, mas apenas do operador L.

L{R
LL

@D

E suficiente portanto, pela homogeneidade de L, compreender o volume da imagem do hipercubo
unitdrio @ = [0,1]™. Esta imagem L(Q) é um paralelepipedo cujos lados sdo as colunas da matriz A
que define L na base canénica. Queremos portanto calcular o volume de um paralelepipedo, ou seja,
definir uma funcao que associa um volume a uma n-upla de vetores, os seus lados. O problema é
que se um lado do paralepipedo é multiplicado por um fator A, entdao o volume deve ser multiplicado
por || E mais conveniente definir um “volume orientado”, ou seja, um volume com um sinal que
toma conta da ordem dos lados, pois desta forma as propriedades naturais dos volumes podem ser
traduzidas nos simples axiomas algébricos que caraterizam as formas alternadas, de acordo com
Emil Artin. O determinante de um operador é, finalmente, um escalar

Vol(L(2))

Det(L) = + Vol(9)

que mede a distorgao que o operador produz nos volumes, com um sinal que toma conta da
orientagao.

Por exemplo, se L é diagonal e positivo, ou seja, é representado na base candnica por uma
matriz diagonal com entradas positivas A1, Ao, ..., A, entao a imagem do hipercubo unitario tem
volume igual ao produto dos lados, e portanto o determinante de L serd Det(L) = AjA2...\,. Uma
isometria, um operador que preserva as distancias euclidianas, preserva também os volumes (pois
envia o hipercubo unitério num hipercubo de lado um), logo deve necessariamente ter determinante
de médulo um. Por exemplo, uma rotagao do plano, que também preserva a orientacao, deve ter
determinante 1. Por outro lado, uma reflexao do plano, que muda a orientacao preservando as
distancias, deve ter determinante —1.

Uma consequéncia natural desta interpretacao geométrica é que o determinante é multiplica-
tivo: o determinante da composicao de dois operadores, ou seja, do produto de duas matrizes,
é igual ao produto dos determinantes dos dois operadores. Em particular, deve ser possivel cal-
cular determinantes fatorizando um operador genérico como produto de isometrias e operadores
diagonais e positivos ...
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Formas alternadas. Uma n-forma linear mno espaco vetorial R™ é uma fungao escalar

F:R"xR"x---xR" =R

n vezes

que envia n vetores ordenados vq,vs, ... v, de R" num escalar F(vy, va,...V,), que é multilinear,
ou seja, homogénea e aditiva em cada varidvel. Homogénea significa que

F(...;,Av,...)=AF(...,v,...) (13.1)
e aditiva significa que
F...,v+w,...)=F(..,v,...)+ F(...,w,...) (13.2)

Em particular, a homogeneidade implica que F' assume o valor nulo se uma das variaveis for igual
ao vetor nulo, ou seja, F(...,0,...)=0.
Uma n-forma linear F' é alternada se é nula quando duas vardveis sdo iguais (ou, pela homo-
geneidade, proporcionais), ou seja, se

F(...,v,...,v,...)=0 (13.3)

Uma forma alternada é também anti-simétrica, pois uma consequéncia da (13.3) é que o valor da
forma muda de sinal ao trocar duas varidveis, ou seja,

F(...,v,...,w, ...)==F(..,w,...,v,...) (13.4)

(a prova consiste em calcular F(...,v+w,...,v+w, ...) e usar a linearidade ...) Vice-versa,
é claro que (13.4) com v = w implica (13.3), assim que as duas propriedades sao equivalentes.
Uma consequéncia da aditividade (13.2) e da (13.3) é também que o valor de uma forma
alternada nao muda se somamos uma variavel a outra, ou seja,

F(...,vye..,w, ... )=F(..,v+w,...,w,...) (13.5)

Finalmente, usando repetidamente a homogeneidade e a (13.5), o valor de uma forma alternada
é nulo se uma das varidveis é uma combinagao linear das outras, ou seja, se as n varidveis sao
linearmente dependentes.

Ainda nao sabemos se formas alternadas nao triviais, ou seja, nao identicamente nulas, existem.
Fixada uma base de R™, por exemplo a base canénica ey, es,...,e,, uma n-forma F' é deter-
minada pelas suas “coordenadas”

fijk.,. = F(ei, ej, €L, .. )

pois, pela linearidade em cada variavel,

F(x,y,z,...)= Z Yz ... Fle;,ej,ep,...)
ijk...

Se a n-forma F ¢ alternada, entdo as coordenadas com (pelo menos) dois indices repetidos sao

nulas, ou seja, f. ;. ;.. = 0. Assim, apenas podem ser diferentes de zero as coordenadas cujos
indices sdo permutacoes (fungdes bijetivas) do conjunto {1,2,...,n}. Pela (13.4), as coordenadas
sao também anti-simétricas, ou seja, f. ;. j.. = —f j. ...

E um fato que toda permutacio o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} pode ser obtida da permutacdo

identidade, definida por og(k) = k, usando transposigoes (trocas entre as posigdes de apenas dois
elementos) repetidas. O nimero N de transposigdes que envia a permutacao identidade oy em o
nao é, naturalmente, tinico, mas é bem definida a sua “paridade” sgn(o) := (—1)", que assume os
valores +1 dependendo se N é par ou fmpar (isto é intuituivamente ébvio, podem ler uma ideia
da prova no préximo pardgrafo) .

Consequentemente, se a coordenada de uma forma alternada F' sobre os vetores ordenados da
base canédnica é f12.., = A, entao as outras coordenadas nao nulas sdao £\, dependendo da paridade
da permutacgao, ou seja, sdo iguais a f,(1)0(2)...0(n) = A - 5g0(0).

Em outras palavras, o espaco Alt"(R™) das n-formas alternadas em R™, que é claramente um
espaco linear, tem dimensao igual a 1. Temos portanto o seguinte teorema de unicidade.
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Teorema 13.1. Ezxiste uma tunica n-forma alternada D em R™ normalizada de maneira tal que
D(ey,eq,...,e,) =1.

Uma forma alternativa e 1til de formular este teorema de unicidade é a seguinte. Toda n-forma
alternada F' em R™ é proporcional a D, ou seja, é igual a F = AD se A = F(e1,ea,...,€,) é 0 seu
valor nos vetores da base candnica, ou seja,

F(vi,va,...,vy) = F(er,ea,...,e,) D(vy,va,...,V,) (13.6)

A “n-forma alternada canénica” D é também chamada “determinante”. As suas coordenadas
na base candnica sdo os nimeros

Eijk... ‘= D(ei, €j,€k;. .. ) )
definidos por e;x... = 0 se dois indices sao iguals, e ;5. = sgn(o) se ijk--- =o(1)o(2)o(3)...
onde ¢ é uma permutagao de {1,2,3,...,n}. A colecdo dos nimeros €;;;... é chamada simbolo de
Levi-Civita. O valor da forma candnica D sobre os vetores X,y,z,... é

D(x,y,2,...) = Z Eijh... LiYj 2k - - -
ijk...

Mostre que, se F' é uma forma bi-linear, entdo F(x,x) = 0 implica F(x,y) + F(y,x) =0
(calcule F(x+y,x+y)...)

Verifique que a tinica 2-forma alternada no plano R? normalizada de maneira tal que D(e;, es) =
1é
D(ae; + bey, ce; + des) = ad — be.

Mostre que o valor de uma n-forma alternada é nulo se uma das varidveis é uma combinagao
linear das outras, ou seja, se as n varidveis sao linearmente dependentes.

Permutations, transpositions and parity. Existence of a non-trivial alternating forms de-
pends, in our discussion, on existence of the parity of a permutation of a finite set. Here we sketch
a possible proof. The first observation is that any permutation of the set {1,2,..., N} is a compo-
sition of transpositions, permutations that only exchange two positions, say ¢ and j # ¢ (you may
try to prove it by induction). We also note that transpositions are involutions, i.e. they are their
own inverses. The second observation is that we may restrict to “adjacent transpositions”, those
between two successive positions, say i and ¢ + 1. Indeed, any transposition may be obtained as a
composition of a minimal number of adjacent transpositions, which is an odd number (if you want
to exchange ¢ and j, you may perform |j — i| adjacent transpositions to bring ¢ to the position
of j, and then back |j — i| — 1 adjacent transpositions to bring j at the position of i, for a total
of 2|7 —i| — 1 adjacent transpositions). Therefore, a generic permutation o may be written as a
composition o = 7, ...7y71 of a certain number of adjacent transpositions 7. This representation
is clearly not unique. So, suppose that the same permutation may also be written as a possibly
different product ¢ = 7, ...747] of adjacent transpositions. We want to prove that n and m
share the same parity, i.e. that they are both even or odd. We then observe that the composition
oo™t =1, (1), .. TyT) T = 7, .. TemiT{Th ... 7], Tepresents the identity permutation as
a composition of n + m adjacent transpositions. So, we want to prove that n 4+ m is even. This
amounts to prove the following.

Teorema 13.2. If the identity permutation is represented as a composition Ty . .. o1 of k adjacent
transpositions, then k is even.
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To help seeing what is going on, we may associate to such a composition a diagram, with
the planar trajectories of N numbered “particles” (here a picture would help). The i-th particle
starts at the position 7. Every unit of time, the two particles which occupy the positions involved
in the transposition 7y, then 7o, ..., and finally 7, flip. Since the final permutation is the trivial
one, the position of the ¢-th particle at the final time k is again i. Now, for any chosen pair of
particles, say the i-th and the j-th with ¢ < j, the number k;; of flips between the two must be
even (possibly zero), since the two particles start and end at the same positions, in particular with
the same order. But the total number of flips, i.e. the total number of adjacent transpositions, is
the sum k = ZKj k;;. This number is even, being the sum of even integers.

Formas alternadas e volumes de paralelepipedos. O paralelepipedo delados vi,va, ..., v,
no espaco R™ é o conjunto

P:{t1V1 +t2V2+"'+thn com tl,tg,...,tn € [0,1]}

A n-forma alternada candnica D calcula o volume orientado dos paralelepipedos, um volume
com sinal positivo ou negativo dependendo da maneira em que os lados sao ordenados. De fato,
uma pequena reflexdo mostra que um volume orientado satisfaz as propriedades que definem a
forma candnica, ou seja, é linear em cada varidvel/lado, é nulo quando dois lados sdo iguais
ou proporcionais, e é normalizado de maneira tal que o hipercubo cujos lados sao os vetores
ordenados da base candnica tem volume igual a um. Em dimensao dois, isto pode ser observado
muito facilmente. E interessante observar que assim como o produto escalar, uma forma bilinear
simétrica, contém informacao sobre projecoes, ou seja, sobre o coseno do angulo entre dois vetores, o
determinante, uma forma bilinear anti-simétrica, contém informagoes sobre drea de paralelogramos,
ou seja, sobre o seno do angulo entre dois vetores.

Finalmente, o volume (n-dimensional) do paralelepipedo P é igual ao valor absoluto do valor
da n-forma candnica sobre os lados vi,va,...,Vv,, ou seja,

[Vol(P) = [D(vi.va... v,

13.2 Determinante

Determinante de uma matriz. Uma matriz quadrada A = (a;;) € Mat, «,(R) pode ser
pensada como uma lista de n vetores de R™, as suas n colunas

ari ai2 A1n

a21 a22 a2n
A*l = . A*2 = . cee A*n =

anl An2 Qpn

O teorema de unicidade 13.1 implica entao que existe uma tnica forma multilinear alternada nas
colunas da matriz e normalizada de maneira tal que o seu valor sobre a matriz identidade I seja
(pois a matriz identidade é a matriz cujas colunas sdo os vetores da base candnica, ordenados da
maneira natural). Esta fungao, definida por

| DetA = D(A1, Aua, -, Aun) | (13.7)

é denotada por Det : Mat, «, — R e chamada determinante (de ordem m). Outra notagao
também utilizada é DetA = |A|. Usando o simbolo de Levi-Civita, o determinante pode ser
definido pela férmula

DetA = Z Eijk... i1 52 AE3 - . . . (138)
ijk...

Mais explicita é a férmula

DetA = Z sgn(0)ay(1)1 Go(2)2 - - - Go(n)n (13.9)
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onde a soma é sobre toda as permutagoes o : {1,2,...,n} = {1,2,...,n}.
O determinante de ordem n, sendo linear em cada coluna (ou linha), é homogéneo de grau n.
Ou seja, se A € Mat,x,(R) e A € R, entao

Det (AA) = A" DetA
o que é natural sendo também um volume orientado.

Teorema 13.3. O determinante de uma matriz quadrada A € igual ao determinante da matriz
transposta AT, ou seja,

] DetA” = DetA (13.10)

Demonstra¢do. Se usamos a féormula (13.9) para o determinante de AT e reordenamos os termos
da soma de maneira tal que o segundo indice dos elements da matriz seja crescente, obtemos

DetAT = Z sgn(o) ay (1) A25(2) - - - Ano(n)

= Z SgIl(O') Ag-1(1)1 Gg=1(2)2---Ao—1(n)n

onde 0! é a permutacdo inversa de o. Observamos finalmente que as paridades de uma per-
mutagao e da sua inversa sao iguais, sendo a composicao a permutagao identidade, e que somar

sobre todas as permutacoes ¢ é equivalente a somar sobre todas as permutacdes o~ !, assim que

DetA' = Z Sgn(ail) Gg-1(1)1 Go=1(2)2 - - - Go=1(n)n = DetA
o—1

O

Assim, o determinante de uma matriz pode também ser definido como o valor da forma alter-
nada canénica D sobre as suas linhas, ou seja,

] DetA = D(Ary, Aoe, ..., Apy)

(13.11)

Se as colunas (ou as linhas) de uma matriz quadrada A sdo vetores linearmente dependentes,
entdo DetA = 0. Por exemplo, o determinante de uma matriz quadrada com uma coluna ou uma
linha nula é igual a zero.

Célculo de determinantes. O determinante da matriz identidade, cujas colunas sao os vetores
FEq, Es, ..., E, da base canénica, é igual a

Detl =1

E possivel calcular determinantes de algumas matrices usando as propriedades (13.1), (13.2), (13.3)
e a normalizacdo D(ej,es,...,e,) = 1. As férmulas ficam logo compridas, pois o nimero das
permutagoes de n elementos é n!, e o fatorial cresce muito rapidamente.

Por exemplo, é um exercicio verificar que o determinante de uma matriz 2 x 2 é

D ailr a2 _
et = Q11 G22 — G12 021
a21 a22

(ou seja, que esta é a tnica 2-forma alternada nas colunas de A que assume valor unitdrio se as
colunas sao os vetores ordenados da base canénica). Também é relativamente simples verificar que
o determinante de uma matriz 3 x 3 é

a1l a2 ais

a2 a2 a1 Az a1 a22
Det a1 Qg Q23 = aq1 Det 3 — a2 Det 3 + a13 Det
aszz2 ass a3y ass a31 as2
a31 asz2 @33
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Mais importante é que esta férmula sugere a possibilidade de dar uma definicdo recursiva do
determinante . ..

O célculo do determinante de uma matriz diagonal é uma consequéncia da homogeneidade e
da normalizacao, e é igual ao produto dos termos diagonais, ou seja

A0 0
0 Ao 0

Det . ) . =AMA2 - Ay
0 0 ... X\

(quando os Ay sdo positivos, este é o volume de um paralelepipedo de lados dois a dois ortogonais
de comprimentos Ag’s).

Usando repetidamente a (13.1) e a (13.5), este é também o caso do determinante de uma matriz
diagonal superior (ou inferior), ou seja,

)\1 * *
0 )\2 *

Det . . =AMy Ay
0 0 ... A\

De fato, se uma das entradas diagonais for zero, entao uma coluna da matriz é dependente de
outras, e portanto o determinante é nulo. Se, por outro lado, todas as entradas diagonais forem
diferentes de zero, entdo é possivel subtrair de cada coluna umas oportunas combinacoes lineares
de outras colunas até obter uma matriz diagonal com o mesmo determinante.

Calcule o determinante das seguintes matrizes quadradas

1 0 0 1 1 2 2 3 cos —sinf
0 -1 1 0 3 4 0 5 sinf cosé

3 00 110 0 2 3 0 0 1
05 0 0 1 1 0 0 7 010
0 0 7 1 01 4 5 6 1 00
Mostre que
1 1
Det| a b ¢ |=(0b-a)c—a)(c=0)
a®? b

Calcule o determinante de 2A e —A sabendo que A é uma matriz 5 X 5 com determinante
DetA = —3.

Verifique que uma equacio cartesiana da reta que passa pelos pontos (a,b) e (c,d) de R? é

B b z y 1
Det( * ¢ Y =0 ou Det| a b 1 =0
c—a d-—25b
c d 1

[Ap69] 3.6.
Determinante e produtos. A propriedade mais importante do determinante, consequéncia
natural da sua interpretagao geométrica, é a multiplicatividade.

Teorema 13.4. O determinante € uma fun¢do multiplicativa. Ou seja, se A e B sdo duas matrizes
n X n, entao

| Det(AB) = (DetA) (DetB) | (13.12)
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Demonstrag¢io. Dada uma matriz quadrada A = (a;;) € Mat,«,(R), a funcao
X17X2, A ,Xn — D(AX17AX2, ey AXH)

é uma n-forma alternada dos n vetores coluna X; € R™. Pelo teorema de unicidade 13.1, é
proporcional a forma canénica D, ou seja, pela férmula (13.6),

D(AX:,AXs,...,AX,) = D(AE,, AE,, ..., AE,) - D(X1, Xs,... X,)

onde FE; sdo os vetores coluna da base candnica. Por outro lado, os AFE; sao as colunas da
matriz A. Portanto, pela definicdo de determinante (13.7), D(AFE, AE,, ..., AE,) = DetA. Se
B € Mat, «x,(R) denota a matriz cujas colunas sdo os vetores X;, entdo os vetores AX; sdo
as colunas da matriz AB. Entdo, sempre pela definicdo (13.7), D(X;, Xo,...X,) = DetB e
D(AX1,AXs,...,AX,) = Det(AB). O

Observe que Det(AB) = Det(BA), embora AB pode ser diferente de BA. Por indugao, o
determinante de um produto (finito) é igual ao produto dos determinantes
Det(ABC'...) = Det(A) Det(B) Det(C) ...

e portanto independente da ordem dos fatores.
Em particular, se A é invertivel entao Det(A)Det(A~1) = Detl = 1, e portanto Det(A) # 0 e

_ 1
" DetA

Det (Afl)

(13.13)

Outra consequéncia util da multiplicatividade do determinante é a seguinte. Se A € Mat,, x,,(R)
e B € Mat,, xm(R), entdo é possivel construir a matriz “diagonal por blocos”

A0
( 0 B ) € Mat(n+m)><(n+m) (R)

que define o operador (X,Y) — (AX, BY) de R" x R™ ~ R*"*™_ O seu determinante é

Det< o > — (DetA)(DetB) (13.14)

De fato, a matriz diagonal em blocos é um produto

A 0N (A O I 0
0 B) \0 I 0 B
e os determinantes dos fatores sdo claramente Det(A) e Det(B), respetivamente (sempre pelo

teorema de unicidade, porque sao formas alternadas nas colunas de A e B normalizadas de maneira
correta).

Calcule o determinante de A° e de AB? sabendo que A e B sdo matrizes 3 x 3 com determi-
nante DetA = —2 e det B = 3.

Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstracao ou um contra-exemplo.

Det(A 4+ B) = DetA + DetB Det ((A + B)?) = (Det(A + B))*

Det (ABA™') = Det(B) Det(AB — BA) =0

Se o produto AB de duas matrizes n X n é invertivel entdo também A e B sao invertiveis.
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Observe que
Det (A™) = (DetA)"™ .

Deduza que o determinante de uma matriz nilpotente é nulo.

Uma matriz quadrada A é dita “ortogonal” se ATA = AAT = I, ou seja, se é invertivel e
a sua inversa é A' (se reais, sdo as isometrias lineares do espaco euclidiano R™). Mostre que o
determinante de uma matriz ortogonal é +1.

[Ap69] 3.11.

Calculo de determinantes pelo método de eliminagao de Gauss. O determinante de uma
matriz triangular superior (ou triangular inferior) é igual ao produto dos termos diagonais. Con-
sequentemente, é possivel calcular um determinante transformando uma matriz quadrada genérica
A numa matriz triangular superior A’ pelo método de Gauss, ou seja, por meio de um ndmero
finito de operagoes elementares. Isto acontece porque as operagoes elementares tém efeitos simples
no determinante. A operagdo EG1, permutar duas linhas, muda apenas o sinal do determinante
(pela (13.4)). A operagao EG2, multiplicar uma linha por um escalar A # 0, transforma DetA em
ADetA (pela (13.1)). A operagao EG3, somar a uma linha um multiplo de uma outra linha, nao
muda o determinante (pelas (13.1) e (13.5)).

Em outra palavras, o algoritmo de eliminacao de Gauss permite transformar uma matriz qua-
drada A numa matriz equivalente A’ = Ej ... E3FE1A que é diagonal superior, sendo as E;’s
matrices elementares que correspondem a certas operagoes elementares sobre as linhas de A. Os
determinantes das matrices elmentares sao simples de calcular, usando as propriedades da n-forma
alternada canénica. Finalmente, a multiplicatividade do determinante permite calcular o determi-
nante de A como quociente entre o determinante de A’, que é o produto a},ab, . ..a.,, dos termos
diagonais, e os produtos dos determinantes das FE;’s.

Em particular, apesar da férmula (13.8) para o determinante de uma matriz n x n envolver
n! produtos e somas (pela férmula de Stirling, o fatorial cresce como ~ nnt1/ 2), na prética um
algoritmo como a eliminacdo de Gauss reduz este calculo a apenas ~ n? operacdes.

e.g. Por exemplo, queremos calcular o determinante da matriz
1 2 3
A= 2 3 1
3 1 2

Se retiramos da segunda linha de A o dobro da primeira linha, e da terceira linha de A o triplo
da primeira linha, ficamos com a matriz equivalente

1 2 3
A=[(0 -1 =5
0 -5 -7

que tem o mesmo determinante de A. Se retiramos da terceira linha de A’ o quintuplo da segunda
linha, ficamos com a matriz equivalente

1 2 3
A= 0 -1 -5
0 0 18
que tem o mesmo determinante de A’ e portanto de A. Finalmente, DetA = —18.

Verifique, usando a defini¢ao de determinante (13.7) e as propriedades da n-forma alternada
D, que as matrizes elementares definidas em (12.3), (12.4) e (12.5) tém determinantes

Det(Eij) =-1 Det(Ml()\)) =A Det(S’ij(a)) =1
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Use o método de eliminagdo de Gauss para calcular o determinante das matrizes

1 -1 1 1 1 1 1 1
i ? 2 1 -1 -1 -1 a b ¢ d
7 8 9 1 1 -1 -1 a2 ¥ 2 2
1 1 1 -1 a® b A P

Determinante e independéncia linear. As operacoes elementares sobre as linhas de uma
matriz nao alteram a sua carateristica. Em particular, se a carateristica de uma matriz quadrada A
de ordem n é igual a Rank A = n, ou seja, se as colunas de A sao vetores linearmente independentes,
entao a matriz é equivalente a uma matriz triangular superior com pivots Ay nao nulos. O seu
determinante é portanto diferente de zero. Vice-versa, é evidente que o determinante de uma
matriz cujas colunas sdo linearmente dependentes é nulo (porque uma coluna é combinagao linear
das outras). Consequentemente,

Teorema 13.5. As colunas ou as linhas de uma matriz quadrada A sao linearmente independen-
tes, ou seja, A € invertivel, sse DetA # 0.

Determinante e traco. Fixada uma matriz quadrada A de ordem n, a fungao t — I +tA
descreve uma reta no espago vetorial Mat,,»,,(R), que passa pela identidade I quando ¢ = 0 com
velocidade A. Em particular, quando o tempo é pequeno, ou seja, quando |¢| < 1, a matriz [ +eA
pode ser pensada como uma pequena perturbacao da identidade.

A func@o real de uma varidvel real ¢ — Det(] 4+ tA) é um polinémio de grau n em ¢, logo uma
funcao continua e também derivavel, que vale Detl = 1 quando t = 0. Em particular, pelo teorema
de Bolzano e o 13.5, toda perturbacao suficientemente pequena da identidade é invertivel. E facil
verificar, usando a prépria defini¢ao (13.8), que %°

Det(l +cA) =1+eTrA + O(e?)

quando £ — 0, pois o unico produto entre as diferentes coordenadas das colunas de I +eA que da
origem a uma parcela que contém apenas uma vez o parametro € é o produto dos termos diagonais

(I+eai)(1+eag)...1+can,) =1+e(arr +a+...an,) + 0(52)

Consequentemente,

TrA= %Det([ +tA)

t=0

Ou seja, o trago é “a derivada da fungao determinante na identidade”.

13.3 Formula de Laplace

A férmula explicita para determinantes de ordem 3 sugere a possibilidade de determinar
férmulas recursivas que permitam calcular determinantes de ordem n a custa de determinantes
de ordem n — 1. Esta possibilidade depende apenas das propriedades das formas alternadas e da
unicidade da forma alternada canodnica.

Complementos algébricos e férmula de Laplace. Seja A = (a;j) € Mat,, x,, (R) uma matriz
quadrada de ordem n > 2. Fixados os indices i e j, entre 1 e n, o menor 7 de A é a matriz
Aij € Mat(,,—1)x(n—1)(R) obtida da matriz A suprimindo a linha i e a coluna j. O complemento
algébrico do elemento a;; de A é o nimero

Cal (aij) = (71)i+jDetAij .

25Na notacao de Laundau, f(t) = O(t*) quando t — 0, lido “f(t) é um infinitésimo de ordem inferior ou igual a
k”, significa que existe uma constante C' tal que |f(t)| < C|t*| para todos os |¢| suficientemente pequenos.
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Também 1til é definir a matriz dos complementos algébricos (ou dos co-fatores) de A como sendo
a matriz Cal A € Mat,x,(R) cujo elemento ij é Cal (a;;), ou seja

Cal A := (Cal (a;))

Finamente, as formulas de Laplace mostram como desenvolver o determinante de uma matriz a
partir dos elementos da sua i-ésima linha ou da sua j-ésima coluna.

Teorema 13.6 (férmulas de Laplace). O determinante de uma matriz quadrada A de ordem n €

DetA = Z a;; Cal(a;;) ou também DetA = Z a;; Cal(a,;) (13.15)
j=1 i=1

onde i ou j sdo indices (linha ou coluna) arbitrdrios entre 1 e n.

Demonstracdao. A ideia da prova é bastante simples, embora custe escrever todos os detalhes,
e consiste em usar repetidamente as propriedades béasicas das formas alternadas. Consideramos
inicialmente a primeira linha de A, que é

Ay = ar1e1 +aper + -+ ame,

Pela definigdo de determinante (13.11), e pela linearidade da n-forma alternada canénica D, o
determinante de A é uma soma

DetA = D(a11e1 + ajo€o + -+ A1n€n, AQ*, e ,An*)

n
= Zalj D(ej, AQ*, ey An*)
Jj=1

n
= E aij DetA’lj
j=1
onde
0o ... 1 ... 0
, ag1 ve a2; [N agn
1 =
anl .- Qpj ... Apn

¢ a matriz n x n obtida da matriz A ao substituir a primeira linha pelas coordenadas do vetor e;
(ou seja, 1 na posicao j e zero nas outras). Pela (13.10) e a (13.5), o seu determinante é igual ao
determinante da matriz

o ... 1 ... 0
a1 0 ... agn
an1 O Apn

obtida de A’lj ao substituir por 0 todas as outras entradas da coluna j, exceto a primeira (ou
seja somando oportunos multiplos da primeira linha as outras linhas). Finalmente, pela (13.4),
podemos passar a coluna j (formada por um 1 inicial e todos 0’s) na primeira posigao, multiplicando
o determinante por (—1)!*7. O determinante da matriz resultante

1 0 ... 0
0 azy ... a2n
0 ap1 ... Qun

¢ claramente uma (n—1)-forma alternada nas linhas da matriz A;; € Mat(,_1)x(n—1)(R), obtida
da matriz A suprimindo a primeira linha e a coluna j, e assume o valor 1 quando as linhas desta
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matriz sdo os vetores da base canénica de R"~!. Pelo teorema de unicidade, este determinante é
DetAy;. Consequentemente,

DetA = ay; (—1)"* Det Ay,
j=1

As férmulas de Laplace sdo uma consequéncia da (13.4), pois podemos trocar a linha i pela
primeira linha & custa de um fator (—1)'*% no seu determinante, e depois da (13.10). O

A férmula de Laplace pode ser (e de fato é) usada, em alternativa, como definigao recursiva dos
determinantes. As propriedades das formas alternadas sao, entao, consequéncias desta definicao.

Regra de Sarrus. O determinante de uma matriz n x n é uma soma de n! produtos de n das
entradas a;;, com certos sinais + ou —. Acontece que quando n = 3, e apenas quando n = 3,

n! =2n

Esta coincidéncia d4 origem a uma mnemonica para calcular o determinante de uma matriz
3 x 3, chamada “regra de Sarrus”. Consiste em construir uma matriz 3 x 5 (ou 5 x 3) repetindo
duas vezes a matriz A (exceto a ultma coluna, ou linha), e observar que os produtos com sinal +
correspondem as diagonais descendentes

a1l a2 ail a2
a1 Q22 (23 Q22 = 1122033 + (12023 a31 +
a31 as2 asz Uz

e os produtos com sinal — correspondem as diagonais ascendentes

ail aiz2 dais
az1 a2 a2 = —Qa13022031 — -
a31 a31 as2

Calcule a matriz dos complementos algébricos das matrizes

1 2 3 1 1 0
0 3 0 0 1 1
-7 0 0 1 01

Calcule o determinante das matrizes

1 0o -1 3 21 0 0
-5 0 2 -1 1 3 0 0
4 0 1 1 00 -1 1
3 -2 -1 0 00 4 =2
2 0 -1 0 2 01 2
1 3 3 0 1 3 1 -2
12 2 0 00 2 1
3 6 6 0 0 0 0 -2

13.4 Determinante de um operador

Determinante de um operador. Seja A a matriz quadrada que define a transformagao li-
near L : R"™ — R", relativamente a base canénica (ou seja, y; = >, aij ;). E claro que
(Vi,va,...,vp) = D(Lvy, Lvs, ..., Lv,) é uma n-forma alternada. Pelo teorema de unicidade, ou
seja, pela (13.6),

D(Lvy,Lva,...,Lv,) = D(Ley, Les, ..., Le,) D(vy1,va,..., V)
= (DetA) - D(v1,va,...,Vy)
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pois os vetores Lej sao as colunas da matriz A. Isto mostra que o determinante da matriz A
depende apenas da transformagao linear L, e nao da base usada para calcular a matriz!
Uma maneira mais pedante de ver isto é a seguinte. Uma mudanga de coordenadas envia a
matriz A na matriz A’ = U"YAU, e a multiplicatividade implica que

DetA’ = Det(U ' AU) = Det(U~*) Det A DetU = Det A

Faz portanto sentido definir o “determinante” de um operador L : R™ — R™ como

| DetL := DetA]

onde A é a matriz que representa L numa base arbitraria de R™. Naturalmente, o operador
identidade tem determinante Detl = 1. E claro, pelo teorema 13.4, que o determinante de uma
composicao é o produto dos determinantes, ou seja,

Det(LM) = (DetL)(Det M)

Em particular, se L : R — R"™ ¢é invertivel, entao o seu determinante nao é nulo, e o determinante

da transformacao inversa é
1

- DetL

Det(L™1)

Orientagao. O determinante de um automorfismo de R™, sendo diferente de zero, da origem
uma dicotomia e permite finalmente dar uma definicdo quantitativa/rigorosa de “orientagdo”, a
menos, naturalmente, de uma escolha inicial arbitraria.

O sinal do determinante divide o grupo dos automorfismos de R™ em duas partes complemen-
tares. Dizemos que um automorfismo L € Aut(R™) preserva a orientagdo (sem nem ter definido
0 que é a orientagao!) se o seu determinante é positivo, e que inverte a orienta¢do se o seu de-
terminante é negativo. A composicdo de dois automorfismos que preservam a orientacdo também
preserva a orientacdo, como natural. Da mesma forma, o inverso de um automorfismo que preserva
a orientagao também preserva a orientacdo. Por outro lado, a composicao de dois automorfismos
que invertem a orientacao preserva a orientagao.

Mas o que é, afinal, a orientacao? Uma possibilidade é a seguinte. E natural chamar “positiva” a

orientagao da base ordenada candnica e, e, ..., e, de R". Seja by, bs, ..., b, uma base ordenada
de R™. Existe um unico automorfismo L € Aut(R™) que envia a base candnica nesta base, ou
seja, tal que Ler = by para todo k =1,2,...,n. A orientacao de by, bs,..., b, é entao positiva

ou negativa (ou a base em questao “é orientada positivamente ou negativamente”) dependendo se
DetL é positivo ou negativo. Isto significa que uma base é orientada positivamente sse é obtida da
base candnica por meio de um automorfismo que preserva a orientagao.

Por exemplo, a orentacio natural de R? é a orientacio da base ordenada i, j, k. E imediato
verificar que s@o também orientadas positivamente as bases ordenadas j, k,i e k, i, j (ou seja, com a
mesma ordem ciclica), por ser obtida da base canénica por meio dos automorfismos representados
(na base canénica) pelas matrizes

0 0 1 010
1 00 e 0 0 1
01 0 1 00
respetivamente. Por outro lado, sao orientadas negativamente as bases ordenadas i, k, j, ou j, i, k,
ou k, j, i, obtida da base candnica por meio dos automorfismos representados pelas matrizes
1 00 0 1 0 0 0 1
0 0 1 1 00 e 010
010 0 0 1 1 00

respetivamente.
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Determinante e volume. Se
Q:=10,1"={t1Ey +tyFo+--- +t,E, €R" com 0<t, <1}

denota o hiper-cubo unitario, ou seja, o paralelepipedo de lados E, Fs, ..., E,, entao a imagem
L(Q) é o paralelepipedo de lados L(Ey) = Ay, L(E2) = Ag, ... L(E,) = A,, que sdo as colunas da
matriz A que define L na base candénica. O determinante do operador L é portanto o quociente

Vol(L(Q))
Vol(Q)

o sinal sendo positivo ou negativo dependendo se L preserva ou nao a orientagao. Em geral, se
R C R™ é uma regiao suficientemente regular, e portanto o seu volume pode ser aproximado con
precisao arbitraria usando somas de volumes de hipercubos, entao DetL é igual a + o quociente
Vol(L(R))/Vol(R). A conclusdo é que o determinante de uma matriz A é o fator pelo qual a
transformacao L4 multiplica os volumes orientados. A multiplicatividade do determinante é uma
consequéncia evidente desta interpretagao.

DetL = +

Calcule o determinate das transformacoes lineares
T(z,y) = (2z,3y)  T(r,y)=(z,—y) T(xy)=(y,2)
T(x,y,2) = (3z,2y,2)  T(w,y,2) = @r+yz+y+z) T(xy2)=(y,2,0)

O que pode dizer do determinante de uma projecio, um operador que satisfaz P? = P ?

O que pode dizer do determinante de uma involucdo, um operador que satisfaz R?> = I ?

13.5 Regra de Cramer

Regra de Cramer. Seja A € Mat, «,(R) uma matriz quadrada com DetA # 0. Entao as suas

colunas A1, Ao, ..., Awp, geram o espago R™, e a transformagao linear X — AX é invertivel. Para
todo vetor coluna B € R™ existe portanto uma tnica solugao do sistema linear
AX =B.

As coordenadas desta solucdo sdo os tnicos coeficientes zp’s tais que
1A 12l + - A, =B
Se substituimos a k-ésima coluna A, da matriz A com o vetor B e calculamos o determinante,
acontece que
D(Au,...,B,...; Aun) = D(As1, ..., 21441 + 22Aia + -+ TpAun, ..., Asn)
=xp D(As1, s Asky e oo, Asn)
pela multilinearidade e a anti-simetria de D. Consequentemente,

Teorema 13.7 (regra de Cramer). Seja A € Mat,,«,,(R) uma matriz quadrada com DetA # 0.
As coordenadas xy da unica solugdao do sistema linear AX = B sdo os quocientes

aiq . b1 . QA1n
a1 e b2 e aon
Det
. ani .- bn ... apn
=
a1 NN a1k ce A1n
a1 N agk e aon,
Det
apl - Ank - -- QApn
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Apesar da sua elegancia aparente, e da sua importancia tedrica, a regra de Cramer nao é um
método eficiente para resolver sistemas lineares, se comparada com outros métodos computacionais.

Resolva os seguines sistema utilizando a regra de Cramer

3z4+2y+2z =1 x+2y+z =1
or+3y+3z =2 20— 6y +4z =3
—zrz+y+=z =-1 r+y+z =-2
2z +y =—6 x+y+z =0
—xr+2y+4z =1 20 —y+3z =1
—r+z =3 r+y+z =1

Determinante e matrizes inversas. Um matriz quadrada é invertivel sse o seu determinante
nao é nulo. A regra de Cramer 13.7 sugere uma maneira de calcular a inversa.

Teorema 13.8. Uma matriz quadrada A € invertivel sse DetA # 0, e a sua inversa € dada por

1
A7l = — (Cald)"
Det A (Cald)

Demonstracdo. Se A é invertivel, a sua matriz inversa A~! = (x;;) satisfaz
AAT =T,

As colunas da matriz identidade I sao os vetores E1, Es, ..., E, da base candnica. A identidade
acima entdo diz que as colunas X1, X, ..., X,, da matriz inversa A~! sdo as solucoes dos sistemas
lineares AX; = Ej. Pela regra de Cramer 13.7, as coordenadas x;, de Xi, comi=1,2,...,n, sdo
obtidas ao dividir por DetA os determinantes das matrizes obtidas ao substituir & i-ésima coluna
da matriz A o vetor Ej da base canénica. E imediato verificar que x;; é entdao o elemento ki da
matriz CalA dos complementos algébricos de A. O

As mesmas consideragoes que fizemos sobre a regra de Cramer sao aplicaveis a esta formula:
nao é um método eficiente para calcular a inversa de uma matriz de dimensao grande.

Calcule a inversa das seguintes matrizes
1 1 1 1 3
0 1 1 7 5
0 0 1

Determine os valores de X\ para os quais Al — A é singular, quando

(i) a(i)

1 0 2 1 -2 8
A= 0 -1 -2 A= 19 -3 14
2 -2 0 -8 2 =5

[Ap69] 3.17.
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Interpolagao e determinante de Vandermonde. Um polinémio de grau n
p(t) = po +pit + pat® + - + pyt”

é determinado pelos seus valores
p(ak) = By

em n + 1 pontos distintos ag, a1, aq,...,a, (da reta real ou do plano complexo). Os coeficientes
pr’s do polinémio sao portanto as solugoes do sistema linear

1 ag o ol Po go
1 o o2 ... af P1 ﬂl
1 ay o2 of p2 — 2
1 o, o2 ... o

" " Pn Br

A matriz quadrada V' que define este sistema, cujas linhas sdo as progressoes geométricas (até o
grau n) dos ay’s, é chamada matriz de Vandermonde. O seu determinante, chamado determinante
de Vandermonde, ¢é o produto

DetV = J[ (a;— ) (13.16)

0<i<j<n

(uma prova elegante consiste em observar que, pelas propriedades do determinante, DetV é um
polinémio homogéneo de grau 1 +2+3+---+n =n(n+1)/2 nas a;’s, que se anula quando duas
linhas sdo iguais, ou seja, quando a; = ¢ se @ # j ... uma outra é sugerida nos exercicios). O
determinante de Vandermonde é diferente de zero precisamente quando os «;, sao distintos, assim
que o sistema admite uma solucdo tnica definida pela matriz inversa V! aplicada ao vetor coluna
dos Bi’s. O polinémio definido pela solugao é o “polindémio interpolador”, o tnico polinémio de
grau n cujo grafico passa pelos pontos (ay, B).

O caso particular em que os «y’s sdo as raizes n-ésimas da unidade, os pontos (, = e
da circunferéncia unitaria no plano complexo, é particularmente importante na tecnologia digital
moderna. A matriz V e a sua inversa realizam entao a famosa “transformada de Fourier discreta”
(DFT) e a sua anti-transformada, respetivamente. Falaremos disto na UC de Complementos de
Célculo e de Geometria Analitica, no segundo semestre.

2nik/n

Fixados os pontos ag, a1, g, ..., &y, considere a transformacao linear L : Pol, (R) — R"*!
definida por
L(p) = (p(ao)a p(al)a ey p(an)>
Verifique que a sua matriz relativamente  base ordenada by (t) = 1, by (t) = t,ba(t) = t2,...,b,(t) =
t" de Pol,,(R) e & base canénica de R"*! é a matriz de Vandermonde V.

Considere uma nova base de Pol,,(R) formada pelos polinémios
bo(t) =1 bi(t)=t—ag by(t)=(t—a)(t—o1) ... b(t)=(t—ao)(t—ai)...(t—ap_1)

E claro que a matriz U que realiza a mudanca das coordenadas (pg,p1,...,ps) relativas & base
dos by’s as coordenadas (p(,p},...,p),) relativas a base dos b}’s, ou seja, tal que P = UP’ se
P = (po,p1,---,pn) e P = (ph,p},...,p,,)", 6 uma matriz triangular superior do género

1 x ... =
0 1 ... =x
U =
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e portanto DetU = 1. Verifique que a matriz da transformacao L : Pol, (R) — R"*! relativamente
a base dos b)’s e a base canénica de RHL ¢

1 0 0 0
1 a1 —ap 0 0
V/: 1 g — (Y (Ozg—Ozo)(Ozg—Oq) 0
1 a,—ar (an—ag)lap—ar) ... (an—ap)(an—a1)...(a, —ap_1)

Calcule o determinante de V', observe que V' = VU, e deduza que o determinante da matriz de
Vandermonde é dado pela férmula (13.16).



14 VALORES E VETORES PROPRIOS 170

14 Valores e vetores préprios

ref: [Ap69] Vol 2, 4.1-10 ; [La87] Ch. VIII

14.1 Subespacos invariantes

Subespacos invariantes. Seja L : V — V um operador definido no espago vetorial V, real ou
complexo. Um subespaco linear W C 'V é invariante, ou estdvel, (ou, melhor, L-invariante quando
o operador nao é subentendido) se

LW)ycw

ou seja, se w € W implica Lw € W.
Subespacos invariantes triviais sao o subespacgo nulo 0 e o proprio V. Também sao subespacos
invariantes o nticleo Ker(L) e a imagem Im(L), assim como nticleos e imagens das poténcias L*.
Existe uma maneira candnica de produzir subespacos invariantes nao triviais. A drbita do
vetor v pelo operador L é o conjunto

OFf(v) = {Lfv,k=0,1,2,3,...} ={v,Lv,L?v,L3,...}

Naturalmente, a 6rbita do vetor nulo é o conjunto formado apenas pelo préprio vetor nulo. Em
geral, uma 6rbita é um conjunto nao vazio e numerdvel, possivelmente finito. E finito se o vetor
v é periédico, ou seja, se existe um inteiro minimal k& > 1 tal que L*v = v, ou se alguma imagem
L™v de v é periddica. Por exemplo, as érbitas de um operador nilpotentes sao todas finitas. O
subespago Span((’)z (v)) gerado pela érbita do vetor v é chamado subespaco ciclico gerado por
v. E evidente que é um subespaco invariante (pois L(L¥v) = L**1v, logo a prépria 6rbita é um
conjunto invariante), e contém vetores nao nulos se v # 0. Pode ser também caraterizado como o
“menor” subespago invariante que contém o vetor v, ou seja, a intersecao de todos os subespacos
invariantes que contém v (a familia destes subespagds nao é vazia porque contém pelo menos o
espago total).

Mostre que o niicleo Ker(L) e a imagem Im(L) sdo subespagos L-invariantes.
Mostre que Ker (Lk) e Im (Lk) sao subespacos L-invariantes.
Uma intersecao de subespacos invariantes é também invariante?

Verifique que se W é um subespago invariante para o operador L, entao também é invariante
para todas as suas poténcias L*, com k > 1.

Se p(z) é um polinémio, entdo Ker(p(L)) é L-invariante (observe que p(L) comuta com L).
Verifique que Span(Oj (v)) é um subespago invariante.

Determine os subespacos invariantes da transformacdo T : R? — R? que transforma cada
ponto (x,y) no seu simétrico em relagao a reta y = x.

Determine os subespacos invariantes da transformacao T : R? — R? que transforma cada
ponto (x,y, z) no seu simétrico em relacao ao plano z = 0.

Determine os subespacos invariantes da transformacao T : R? — R? que transforma cada
ponto (x,y) na sua projegao ortogonal sobre a reta y = .

Para quais valores de 0 existem subespagos invariantes nao triviais de uma rotagao do plano
de um angulo 6 ?
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Polinémios e quase-polinémios. O subespago Pol(R) C C*°(R) dos polinémios é um subespago
invariante do operador derivacao, definido por (Df)(t) := f’(t), e do operador multiplicagao,
definido por (X f)(t) = tf(t). O subespago Pol,(R) C Pol(R) dos polinémios de grau < n é
também um subespago invariante do operador derivagao mas nao do operador multiplicagao.

Fixado um expoente \, o subespaco QPol*(R) C C®(R) dos quase-polinémios & o subespaco
formado pelos produtos p(t)e*, com p(t) polinémio. Pode ser pensado como o subespaco ciclico
para o operador multiplicacdo gerado pelo vetor et E também um subespago invariante para
o operador derivagao, e portanto para qualquer operador diferencial com coeficientes constantes
L=a,D"+---+a1 D+ ag. Esta observacao justifica o “método dos coeficientes indeterminados”
para encontrar uma solugao particular de uma EDO linear Lf = g quando a “forca” g(zx) é
um quase-polinémio. As mesmas consideracoes se aplicam a quase-polinémios com coeficientes
complexos, e portanto com expoentes complexos A + iw, cuja parte imaginaria representa uma
“frequéncia”.

Espaco de Schwartz. No estudo das EDPs da fisica matematica, é oportuno considerar fungoes
integraveis, ou de quadrado integravel (ou seja, de energia finita). Isto quer dizer que as fungoes
devem decair, ou seja, ter limite |f(¢)] — 0 quando ¢ — oo, suficientemente rdpido. Na andlise
de Fourier, o instrumento basico para tratar EDPs lineares, sao particularmente importantes os
operadores derivagdo e multiplicagdo (que também correspondem aos operadores momento linear
e posigao da mecénica quantica), pois estes dois operadores sao “entrelacados” pela transformada
de Fourier. E entdo ttil considerar um espacgo de fungoes integraveis que seja invariante para
estes dois operadores e no entanto suficientemente grande para poder aproximar arbitrariamente
bem fungoes integréveis arbitrérias. Este é o famoso espaco de Schwartz (Laurent, um francés).
Tecnicamente é definido como o espago S(R) das fungoes infinitamente derivéveis na reta real tais
que para todos inteiros m,n > 0

£l = sup ™ f0 ()] < o0
teR

ou seja, que decaem, juntamente com todas as derivadas f(™), mais rdpido do que qualquer
polinémio. E claro que os operadores X e D deixam este espago invariante.

Subespacos invariantes e matrizes em blocos. Se W C V é um subespago invariante nao
trivial (para que a ideia seja interessante) do operador L : V — V., entdo é possivel definir a
retricdo L|y, : W — W do operador L ao subespago W, que é naturalmente um operador linear.
Se o subespaco invariante tem dimensao finita, por exemplo W ~ R™, e se e, e, ..., €, é uma sua
base, ent@o a restrigdo Ly, é definida, nesta base, por uma matriz A € Mat, «»(R). Se também
V tem dimensao finita, por exemplo V ~ R"T™ ¢ entao possivel, pelo teorema 4.5, completar
o sistema a uma base ej,eq,...,€,,€,41,...,€n+m,m do proprio V. Nesta base, o operador L é
definido por uma “matriz em blocos”
A C
(4¢) 4

onde C' € Mat, xm(R) e B € Mat,,xm(R), pois as suas primeiras n colunas, que sdo as imagens
dos primeiros n vetores da base, devem ser vetores de W.
O espago quociente V/W o espago das classes de equivaléncia [v] := v + W, admite uma base
formada pelas classes [€p+1], [€n+2];- -, [€n+m], € é portanto isomorfo a V/W ~ R™. O operador
L induz um “operador quociente” M : V/W — V /W definido por

Mv] := [Lv] ou seja, Mv+W):=Lv+W

(a defini¢do é bem posta justamente porque L(W) C W, e portanto a classe de Lv ndo depende
do representante v da classe de equivaléncia [v]). A matriz que representa o operador quociente
M na base [€,41], [€n+2] -, [€n+m] é Precisamente a matriz B em (14.1).

e.g. Deslizamentos. O “deslizamento/cisalhamento” (em inglés, shear) horizontal é a trans-
formacdo T : R? — R? definida por T'(x,y) = ( + y,y), ou seja, induzida pela matriz em blocos

(o 1)
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A reta Ri é um espaco invariante, o iinico nao trivial, e a restricao de T" a esta reta é a transformacao
identidade T'(z,0) = (z,0)

Determine os subespagos invariantes de um deslizamento vertical, a transformacao T'(z,y) =
(z,z + y) induzida pela matriz
1 0
(1)

Somas diretas de operadores e matrizes diagonais em blocos. Pode acontecer que o
espaco total é uma soma direta V.= W @ W' de dois subespagos invariantes, W e W', para o
endomorfismo L. Neste caso, existe uma base ej,e2,...,€,,€,41,...,€n+m de V formada por
uma base ej,es,...,e, de W e uma base e,11,€,12,...,€,1,m de W/. A matriz que representa o
operador L nesta base é entao uma matriz “diagonal em blocos”

(o 5)

Os blocos A € Mat,x,n(R) e B € Mat,,«m(R) representam as restrigoes de L aos subespagos
invariantes W e W', respetivamente. O operador é uma soma direta L = L4 @ Lp dos operadores
Ly :W —=We L|,, : W — W’ definidos pelas matrizes A e B nas bases escolhidas.

Da mesma forma, se o espago é uma soma direta V=V, & Vo @ --- &V, de um nimero finito
de subespagos invariantes V3’s, entao o operador é uma soma direta L = L1 ® Lo @& --- & L,, das
suas restrigoes Ly = L|Vk : Vi = Vi, e é definido, numa base oportuna composta por bases dos
diferentes V}’s, por uma matriz diagonal em blocos,

A, 0 ... 0
0 Ay ... 0
0 0 ... A,

formada por m blocos.
E uma estratégia natural tentar representar desta forma um operador genérico, assim reduzindo
a sua complexidade a um nimero finito de operadores mais simples, associados a blocos Ay’s que
ja nao podem ser decompostos, por exemplo de dimensao menor possivel. O caso mais desejavel
é, naturalmente, o caso de blocos de dimensao apenas um, que correspondem a operadores L que
sao homotetias de retas, do género x — Az. Esta é a ideia dos ...

14.2 Valores e vetores proprios

Valores e vetores préprios. Seja L : V — V um operador definido num espago vetorial V,
real ou complexo. Um vetor prdprio ou autovetor  (em inglés, proper vector ou eigenvector, do
aleméo eigen = préprio) de L é um vetor ndo nulo v € V cuja imagem é proporcional ao préprio

vetor, ou seja, tal que

onde A é um escalar, real ou complexo. O escalar \, tal que existe um vetor nao nulo v que satisfaz
Lv = A\v, é chamado wvalor préprio ou autovalor (em inglés eigenvalue) do operador L (associado
ao vetor préprio v). Se v é um vetor préprio com valor préprio A, entdo todo vetor nao nulo
v/ = av proporcional a v é também um vetor préprio com valor préprio A. Portanto, um vetor
préprio de L é um vetor (necessariamente nao nulo) v que gera uma reta Rv (ou Cv se o espago
é complexo) que é um subespago invariante de dimensao um para L.

Um vetor préprio de v com valor préoprio A é um vetor nao nulo do nicleo do operador

Ly=\A—1L

Portanto, A é um valor préprio de L sse Ly nao € injetivo. Em particular, 0 é um valor préprio
de L sse o operador L nao é injetivo.
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Se 0 espaco V tem dimensao finita, entdo o escalar A é um valor préprio do operador L sse o
operador A — L néo ¢ invertivel (que, em dimensao finita, é equivalente a nao ser injetivo ou a nao
ser sobrejetivo). Esta afirmagao é falsa em dimensao infinita.

Se V tem dimensao finita, fixada uma base, um operador L é representado por uma matriz
quadrada A. Entao um vetor préprio é um vetor coluna nao nulo X que satisfaz

AX = 2X

Neste sentido é também usual falar de vetores e valores préprios de matrizes quadradas.

Espacos préprios e multiplicidade geométrica. Se A é um valor préprio do operador L :
V — V, entao o nicleo

E), :=Ker(A—L)={veVtq Lv=JAv}

é um subespaco invariante nao nulo para L, dito espaco préprio associado ao valor préprio A.
Um caso particular é Ey = Ker(L). A restricdo do operador linear L a cada espago préprio E) é
uma homotetia v — Av.

Se V tem dimensao finita, entao também cada espago préprio E em dimensa finita. A dimensao
dim(E)) é chamada multiplicidade geométrica do valor préprio X. Se o operador L é representado,
fixada uma base, pela matriz quadrada A, entdo E) é o espaco das solucoes do sistema homogéneo

(A —A)X =0

que é possivel (pois contém pelo menos um vetor préprio com valor préprio A) e indeterminado
(pois todo miltiplo n&o nulo do vetor préprio também é um vetor préprio).

Os diferentes operadores A — L, ao variar o escalar A (independentemente de A ser ou ndo um
valor préprio), comutam, pois L comuta com o préprio L e com todos os multiplos da identidade.
Em particular, se v é um vetor préprio com valor préprio Ap, entao v estd no nticleo de todo
produto (A — L)...(Ap — L)... (A, — L). Esta observagao é a chave do seguinte resultado, que
mostra que vetores préprios associados a valores proprios distintos sao independentes.

Teorema 14.1. Se vi,Vs,...,V,, $Go vetores proprios do operador L, e se 0s correspondentes
valores proprios Ai,Aa,..., Ay s@o dois a dois distintos (ou seja, \; # \j se i # j), entadé o0s
vetores vi,Va, ..., Vy, SGo linearmente independentes.

Demonstracao. Seja
c1vi +cove+ -+ ey vy, =0

uma combinacao linear nula dos vetores préprios v associados a valores proprios diferentes \y.
Se aplicamos o operador (Ay — L)(A3 — L) ... (A, — L) aos dois membros desta identidade, temos

Cl()\g — )\1)()\3 - )\1) . (>\m — /\1)V1 =0

e portanto ¢; = 0. Se depois aplicamos o operador (A — L)(A3—L)... (A, — L), obtemos ¢3 = 0.
Continuando assim, obtemos ¢, = 0 para todos os k. 0

Todo vetor nao nulo é um vetor prépro da trasformagao nula, com valor préprio A = 0.

Todo vetor nao nulo é um vetor préprio da trasformacao identidade, com valor préprio A = 1.
Em geral, todo vetor v # 0 é um vetor préprio de uma homotetia v — Av (cuja matriz é AI em
qualquer base) com valor préprio A.

Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R2 — R? que transforma cada
ponto (x,y) no seu simétrico em relagao & reta y = 2.
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Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R? — R2 que transforma cada
ponto (x,y) na sua projegao ortogonal sobre a reta 3y = .

Existem operadores sem valores préprios. Por exemplo, uma rotacdo Rg : R2 — R?, definida
no espaco vetorial real R? por

(2,y) — (zcosh — ysinh, xsinf + ycosb) ,

nao admite vetores proprios se o angulo # nao é um maultiplo inteiro de w. No entanto, a mesma
rotacao pode ser pensada como a transformacio z — €’z definida no espaco vetorial complexo
C ~ R? onde z = z + iy =~ (z,y). Neste caso, todo vetor z # 0 é um vetor préprio, de valor

préprio €.

Determine os valores e os vetores proprios das transformagoes

L(l}y) = (1‘,0) L(w,y) = (Z’/273y) L(l‘,y) = (—y,.’II)
L(z,y) = (z,2 +y) L(z,y) = (z + Ay, y) L(z,y) = (z + ay,y)
L(x,y7z) = (07y7 _Z) L(gc,y,z) = (y,z,x)

Sejam v e w vetores préprios do operador L, associados a valores préprios A e pu, respeti-
vamente. Mostre que se também a soma v + w é um vetor préprio de L entdo necessariamente
A= p.

Se A é um valor préprio do operador L e ¢ é um escalar, entdao cA é um valor préprio do
operaor cL.

Se A é um valor préprio do operador L e k é um inteiro positivo, entdo A\* é um valor préprio
da poténcia L* (o vetor préprio é o mesmo). Consequentemente, se p(z) = ag + a1z + - - - + @y 2™
é um polindémio, entao p(A) é um valor préprio do operador p(L) = apl + a1 L + -+ + a;, L™.

No entanto, uma poténcia L* pode ter também outros valores préprios, que nao sio poténcias
dos valores préprios de L. Por exemplo, uma rotacdo R,/ de um angulo 7/2 no plano nao tem
valores préprios, mas o seu quadrado Ri 2= R, admite o valor préprio —1 (cuja raiz quadrada
ndo é um numero real!), e a sua quarta poténcia Rfr 2= I admite um valor préprio 1. Dé outros
exemplos.

Em particular, os valores préprios de um operador nilpotente (um operador tal que alguma
poténcia k > 1 é o operador nulo L¥ = 0) ndo podem ser diferentes de zero.

Observe que L? — X2 = (L — \)(L + \), e deduza que se A?> é um valor préprio de L2, entdo
L admite um valor préprio igual a A ou —A\.

Se L é um operador invertivel e v é um vetor préprio de L com valor préprio A, necessaria-

mente diferente de zero (pois L é injetivo), entdo v é um vetor préprio de L~ com valor préprio
AL

Seja A uma matriz n x n, e sejam D e P as matrizes (2n) x (2n) em blocos definidas por

b=(30) (i)

Verifique que P2 = I e que P e D anti-comutam, ou seja, satisfazem PD + DP = 0. Mostre que
se v é um vetor préprio de D com valor préprio A, ou seja, Dv = Av, entao w = Pv é também
um vetor préprio de D, com valor préprio —A (“anti-particulas).
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[ApGY9] Vol 2 4.4.

Exponencial e funcoes trigonométricas. Os operadores bésicos do calculo sao, natural-
mente, o operador derivacdo D e as suas poténcias, em particular o laplaciano A = D?, definidos
por exemplo no espago C*°(R) das fungdes infinitamente derivaveis de uma varidvel real. Nao sur-
preende que as fungoes préprias destes operadores sejam as fungoes mais importantes da analise.
As fungdes préprias da derivada resolvem Df = Af, ou seja, a equacao diferencial

f) = Af(t)

e s@o portanto proporcionais aos exponenciais f(t) = e
resolvem Af = Af, ou seja, a equacao diferencial

F1(t) = Af()

Se A = 0, esta é a equagdo de Newton do movimento retilineo uniforme, cujas solugoes sdo as
retas afins f(t) = a + bt. Se A = k? é positivo, as solucdes sdo os exponenciais f(t) = e*** (ou,
tomando combinagoes lineares oportunas, cosenos e senos hiperbélicos). Se, finalmente, A = —w?
é negativo, entdo esta é a equacdo do “oscilador harménico” f” = —w?f, cujas solucoes sio as
fungoes trigonométricas cos(wt) e sin(wt), que descrevem oscilagdes com frequéncia w.

Num espago complexo (ou, melhor, no espago vetorial complexo das fung¢oes complexas de uma
varidvel real), ndo ha diferenga entre exponenciais e fungdes trigonométricas pois, de acordo com
a férmula de Euler (6.9) e (6.11), e+t = ekt (cos(wt) + i sin(wt)).

At As funcdes préprias do laplaciano

)\lt,eAzt,... A

Se A1, ..., A, s@o distintos, entao as fungoes e , et 530 linearmente independentes.

Mostre que cos(wt) e sin(wt) sdo linearmente independentes, se w # 0.
Verifique que os exponenciais e* sio também funcoes préprias dos operadores translagao,
definidos por (T f)(t) = f(t + s), com s € R (isto nao é surpreendente, pois mostraremos que T}
é o exponencial de sD ...).

Laplaciano na circunferéncia. Considere o espago vetorial C*°(R/27Z) das fungodes f(t) infi-
nitamente derivéveis na reta real e periédicas de periodo 27, o seja, satisfazendo f(t + 27) = f(¢t)
para todo ¢ (que portanto podem ser pensadas fungoes definidas na circunferéncia R/277Z). Mostre
que, para cada inteiro ndo nulo n, o plano gerado por cos(nt) e sin(nt) é um espago préprio do
operador laplaciano A = D?, com valor préprio A = —n?. Determine o espaco préprio associado
ao valor préprio A = 0. Existem outros valores préprios?

Operadores diferenciais, translacées e ondas planas. Sejam  C R™ um aberto e C*°(9)
o espacgo vetorial complexo das fungoes f : 2 — C infinitamente diferencidveis. Dado um multi-
indice @ = (a1,a9,...,a,) € N de grau |a| :== a1 + as + -+ + @,, 0 operador diferencial
0% : C*(02) — C*°(Q) é definido por

olal f

= X
0x10x5? ... Oxn” (

(0*f)(x) :
As ondas planas eg(x) 1= e’€* com £ € (R")* ~ R", sio fungdes préprias dos operadores diferen-
ciais 0%, com « € N™| com valores préprios (i€)® := (i&1)* (i€2)*2 ... (i&,)*, ou seja,
0%g = (i§)"eg -
O operador de translagao Ty, com a € R™, é definido por
(Tuf)(x) = flx+a).

As ondas planas eg(x) = €€ sdao também fungdes préprias dos operadores de translagdo com
valores préprios A\a(€) = €2, ou seja,

Taee = eig'aeg .
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O operador de modula¢io Mg, com § € (R™)* ~ R", é definido por
(Me f)(x) = €% f(x).

E imediato verificar que TaMe = e’f'aMgTa. Os operadores translacao e modulagao geram o grupo
de Heisenberg.

Existéncia de valores préprios. As rotagées do plano real sdo exemplos de operadores sem
valores préprios (quando o angulo ndo é um miltiplo de 7). Também é facil fazer exemplos de
operadores sem valores proprios em dimensao infinita, como o operador primitivagao. Por outro
lado, se o espaco é complexo e se a dimensao ¢ finita, entao o teorema fundamental da algebra
6.2 (um teorema de anélise sobre zeros de polinémios complexos!) garante a existéncia de valores
préprios. A prova mais popular deste resultado usa a nogao de “polinémio carateristico” de uma
matriz, que serd introduzido mais a frente e que é um determinante de uma matriz dependente de
um parametro. Por outro lado, a prova mais transparente é a prova de Sheldon Axler?S, explicada
em [Ax15], e que dispensa o uso dos determinantes.

Teorema 14.2. Todo operador de um espaco vetorial complexo de dimensdo finita admite (pelo
menos) um valor préprio.

Demonstracao. Seja V =~ C"™ um espago vetorial complexo de dimensao n, e seja L : V — V
um operdor. A érbita OF (v) de um vetor ndo nulo v € V ndo pode conter mais de n vetores
independentes. Em particular, os primeiros n + 1 vetores desta orbita devem ser linearmente
dependentes. Isto significa que existem coeficientes complexos ag, a1, a2, ..., a,, nao todos nulos,
tais que

(a0 + a1l +agl? +---+ap L") v=0

O polinémio f(z) = ap + a1z + as2% + - -+ + a, 2™ nio é constante se v nio é o vetor nulo. Pelo
teorema fundamental da dlgebra 6.2, fatoriza num produto f(z) = am(z—A1)(z—A2) ... (2 — Am),
sendo \;’s as suas raizes, nao necessariamente distintas, e a,, # 0se 1 < m < n é o grau de f.
Entao

FL)v=(L-=M)(L—=X2)...(L=Xp)v=0

(como j& observado, os L — A, comutam, assim que a ordem é indiferente). Isto claramente diz
que existe um vetor nao nulo no nicleo de pelo menos um dos L — g, e consequentemente este \x
é um valor préprio de L. O

Mostre que se v é um vetor nao nulo tal que A1A45...A,,v = 0, entdo existe um vetor nao
nulo no nicleo de um dos operadores Ayg.

A existéncia ou menos de valores préprios depende, naturalmente, do espaco onde os ope-
radores estao definido. Por exemplo, os operadores derivacdo e multiplicacdo, definidos por
(DY) = f'(t) e (X[)(t) := tf(t) respetivamente, ndo admitem vetores préprios no subespago
Pol(R) C C*(R) dos polinémios. Mostre que, por outro lado, os vetores préprios do operador
L = XD em Pol(R) sdo os mondémios f(t) = t".

Considere o operador primitivagao, definido por (Pf)(x) := fox f(t)dt no espago C*(R).
Mostre que P nao tem valores préprios (derive a identidade Pf = Af para obter uma equagao
diferencial para o suposto vetor préprio f(t), e observe que a mesma identidade também implica
uma condicao inicial f(0) ...)

263, Axler, Down With Determinants!, American Mathematical Monthly 102 (1995), 139-154.
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Em dimensao infinita, é possivel que A— L n&o seja invertivel sem que \ seja um valor préprio.
Por exemplo, o operador deslocamento & direita (em ingés, right shift)

SZ(I1,$2,$3,...)l—)(o,xl,$2,...),

definido no espaco RN das sucessoes reais x = (21,72, 23,...), ndo é invertivel. No entanto, 0
nao é um valor préprio de S, pois a Unica solu¢ao de Sx = 0x é a sucessao nula (0,0,0,...).

14.3 Polinémio carateristico

A estratégia usada para provar a existéncia no teorema 14.2 ndo é um método pratico para
encontrar todos os valores préprios de um operador, nem para decidir quantos sdo. Mais tradicional
é a seguinte ideia, que utiliza os determinantes.

Polinémio carateristico. Seja L : V — V um operador linear definido no espago vetorial
de dimensao finita V, real ou complexo. Fixada uma base, o operador é definido pela equacao
matricial X — AX, onde A é uma matriz n X n, real ou complexa. O escalar A é um valor proprio
do operador L sse operador AI — L nao € injetivo, e portanto, sendo a dimensao finita, sse a matriz
A — A nao é invertivel. Pelo teorema 13.8, isto acontece sse

Det (A\] — A) =0.

Esta observagao sugere a seguinte definicdo. O polindmio carateristico da matriz quadrada A
é o polinémio

’cA(z) :=Det (2 — A) ‘

de uma varidvel z, com coeficientes reais ou complexos, dependendo se A é uma matriz real
ou complexa. O polinémio carateristico depende apenas do operador L e nao da matriz que o
representa. De fato, matrizes semelhantes (ou seja, matrizes que representam o mesmo operador
em bases diferentes) tém o mesmo polinémio carateristico, pois se B = U1 AU com U invertivel,
entao pela multiplicatividade dos determinantes 13.4

Det(zI — B) = Det (2 — U™'AU) = Det (:U'1U — U™ AU)
= Det (U™ " (21 — A)U) = Det (21 — A)

Finalmente, temos a seguinte caraterizacao dos valores proprios de um operador em dimensao
finita.

Teorema 14.3. Seja A a matriz quadrada que define o operador L : V. — V numa base do
espaco de dimensao finita V, real ou complexo. O escalar A é um valor préprio do operador L sse
é uma raiz do polindmio carateristico de A, ou seja, se ca(A) = 0.

O polinémio carateristico de uma matriz n X n é um polinémio ménico de grau n, com coefi-
cientes reais ou complexos, dependendo se o espago (e portanto a matriz) é real ou complexo. Se
representa um operador definido num espaco real, pode nao ter raizes, pois polinémios reais de
grau par podem nao ter raizes reais. Por outro lado, se a matriz representa um operador definido
num espagco complexo, entao o teorema de Gauss 6.1 garante a existéncia de valores proprios. Esta
é a prova classica do teorema 14.2. Ainda mais, pelo teorema fundamental da algebra 6.2, o
polinémio carateristico fatoriza num produto

ca(z)=(z=A)(z=A2)...(z=\p)
=z2" = (A de At A) 2 T+ (D) (Mg An)

onde o0s \;’s s@o as n raizes, ndo necessariamente distintas. Mas c4(0) = Det(—A) = (—1)"DetA,
e portanto

[DetA =Aida - Ay (14.2)
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Também uma comparagao com a defini¢do, ou um argumento por inducao, mostra que

Z — a1 —Qa12 N —Q1n
—a1 Z— a2 ... —a2n n 1
Det . . . . =z —(a11—|—a22—|—-~-—|—a7m)z +...
—0Qn1 —Qn2 N Z — Qpnp

e portanto o coeficiente de 2"~ ! é igual ao oposto do traco da matriz A. Consequentemente,

[TrA =M+ da+ -+ A (14.3)

Estas férmulas sdo também vélidas no caso de matrizes reais, pois pelo teorema 6.3 as raizes
complexas do polinémios carateristico (pensado como um polinémio complexo, embora com coefi-
cientes reais) ocorrem em pares de niimeros complexos conjugados, assim que a soma e o produto
de todas as raizes sao sempre numeros reais. Finalmente, determinante e traco de um operador L,
representado numa base arbitraria por uma matriz quadrada A, s@o iguais ao produto e a soma
das raizes do polinémio carateristico, respetivamente.

E claro que também os outros coeficientes do polinémio carateristico sdo fungoes simétrica
destas raizes, mas nao tém a importancia geométrica de determinante e trago ...
Também é possivel juntar as raizes repetidas, e escrever

ca(z)=(z=A)"(z=X)" ... (z = A\p)"™

onde agora os Ag sao os diferentes valores préprios (da matriz A pensada como matriz complexa),
e 0s ny’s sao inteiros positivos que somam ), np = n. O inteiro ny é chamado multiplicidade
algébrica do valor préprio A\j (embora exista uma definigdo mais “geométrica” deste nimero, que
é a dimensdo do “espago préprio generalizado” G, = ker(A — L)™, como explicado na préxima
secao 15). O conjunto
O'(L) = {Al,)\g,...,)\m} cC

das raizes do polinémio carateristico é chamado espetro do operador L (ou, melhor, da “comple-

xificacao” do operador). O ndmero
p(L) = max |\

(ou seja, o menor raio r > 0 de um disco fechado D,.(0) C C que contém todos os valores préprios
de L) é chamado raio espetral do operador L, ou da matriz A que representa o operador numa
base arbitraria.

Naturalmente, quando n nao é muito pequeno, o préprio calculo do determinante, e depois das
raizes do polinémio carateristico, continua sendo um problema dificil. Pode ser necessédrio usar
métodos numéricos, como o método de Newton ...

Se o operador é uma soma direta de dois ou mais operadores, entao o seu polinémio cara-
teristico fatoriza no produto dos polinémios caraterisicos dos adendos. De fato, se L = M & N é
representado, numa base oportuna, por uma matriz diagonal em blocos

B 0
(v ¢)

(onde B é a matriz de M e B é a matriz de N) entéo, pela (13.14), o seu polinémio carateristico
é um produto ca(z) = ¢g(2) cc(2) dos polindémios carateristicos de B e C. O caso limite é o caso
de um operador definido por uma matriz diagonal, que é uma soma direta L = A\ A2 B --- D A\,
de n homotetias da reta  — Apz. O seu polinémio carateristico é entdo igual ao produto (z —
)\1)(2 — )\2) . (Z — )\n)

Mostre que A e AT tém o mesmo polinémio carateristico, e portanto os mesmos valores
préprios.

Mostre que uma matriz real n x n admite sempre um valor préprio se a dimensao n é impar.
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Verifique que o polinémio carateristico da matriz 2 x 2 genérica

a b
=)
éca(z) =22~ (a+d)z + (ad — be). Verifique que ca(A) = 0, ou seja, que

A? — (TrA) A+ (DetA) I =0

O dnico valor préprio de uma matriz nilpotente (uma matriz N tal que alguma poténcia
NF=0)é\=0.

O tnico valor préprio de uma matriz unipotente (uma matriz U tal que U — I é nilpotente,
assim que alguma poténcia (U — I)¥ =0) é A = 1.

Determine valores e vetores proprios dos endomorfismos definidos pela seguintes matrizes

2 0 1 1 1 0 2 1
0 1/3 0 1 11 1 1
2 5 -1 1 5 -1 2 11
0 -3 1 0o -2 1 2 3 2
0 0 7 -4 0 3 3 3 4
7T 5 1 10 O
0 -2 1 0 0 -1
20 0 3 01 0

[Ap69] 4.10.

14.4 Operadores diagonalizaveis

Operadores diagonalizaveis. Seja L : V — V um operador definido no espago linear V. O
operador L é dito diagonalizdvel se existe uma decomposicao de V como soma direta finita

V=E\,®E\,® - BE)\,

de espacos préprios E)y, associados aos valores préprios distintos Ay de L. Isto sinifica que todo
v € V é uma sobreposicao Unica v = vi +va + - -+ vy, de vetores v € Ey, tais que Lvy = A\pvi,
e portanto o operador é uma soma direta L = @ Ay de homotetias nos espacos préprios. Em
outras palavras, se P, : V — E), denota a projegdo sobre Ej, (definida por Py(v) = v}), entdo

m
L= Z e Py
k=1

Se V tem dimensao finita n, entdo um operador diagonalizavel é representado por uma matriz
diagonal

MO 0
0 X 0
A= ,
0 0 An

numa base formada por vetores préprios. Os elementos diagonais sao os valores proprios, cada
um repetido de acordo com a sua multiplicidade geométrica.
Lamentavelmente, nem todos os operadores, mesmo definidos em espagos de dimensao finita,
sao diagonalizaveis.
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Semi-simplicidade. A caraterizacao algébrica do algoritmo indutivo que permite diagonalizar
operadores em dimensao finita é a seguinte. Um operador L : V — V é dito semi-simples  se
todo subespaco invariante £ C V admite um complementar invariante, ou seja, um subespago
invariante FF C V talque V=FE @ F.

Teorema 14.4. Um operador L : V — V de um espaco vetorial complexo de dimensao finita €
diagonalizdvel sse é semi-simples.

Demonstracao. Pelo teorema 14.2, o operador admite um vetor préprio v, logo um subespaco
invariante de dimensdo um E = Cv. Se o operador é semi-simples, entdo o espago é uma soma
direta V.= E @ F, onde F' é um subespago invariante de dimensdao n — 1. A implicagdo = segue
portanto por indugao, sendo trivial em dimensao um. A implicagao contraria < é Obvia, pois
subespacgos invariantes de operadores diagonalizaveis sao gerados por vetores préprios. O

e.g. Projecoes. Uma projecao, um operador P : V — V que verifica P2 = P, é diagonalizével.
Exemplos triviais sao o operador identidade I e o operador nulo O. Exemplos tipicos sao as
projecoes ortogonais sobre subespagos do espaco euclidiano R™. Em geral, os valores préprios de
uma projecio satisfazem A2 = ), e portanto podem ser apenas 0 e 1. Os espacos proprios sio
Ey = Ker(P), que pode ser trivial se P é igual ao operador identidade, e F1 = Im(P), que também
pode ser trivial se P é o operador nulo. O espago total é uma soma direta V = Ey @ Ej e o
operador é uma soma direta P =0 1.

De fato, um vetor genérico v é uma soma tnica v = vg + v; de um vetor vi = Pv e de
um vetor vo = v — Pv. Mas Pvy = P(v — Pv) = Pv — P?v = 0, logo v € Ey = Ker(P),
e Pvy = P(Pv) = Pv = vy, e portanto vi € E; = Im(P). Consequentemente, a matriz que
representa uma projecao em dimensao finita numa base oportuna de vetores proprios é uma matriz

diagonal (em blocos) do género
0
I

onde o primeiro bloco é a matriz nula de dimensao dim Fy e o segundo bloco é a matriz identidade
de dimensao dim F;. Em particular, o traco é igual & dimensao da imagem, ou seja,

Tr(P) = Rank(P)

e.g. Involugoes. Uma involucdo, um operador R : V — V que verifica R? = I, é também
diagonalizavel. Exemplos triviais sao 1, o operador identidade e o seu oposto. Exemplos tipicos
sao as reflexoes ao longo de hiperplanos do espaco euclidiano R™. Em geral, os valores préprios de
uma involucdo satisfazem A\? = 1, logo podem ser apenas 1. Os operadores

1
Pe=(I+R)

sao projegoes sobre os espagos préprios E1q, respetivamente, que satisfazem P, P_ = P_P; = 0.
A involucao é entao uma diferenca R = P, — P_ entre duas proje¢oes que comutam.

Determine o operador diagonalizdvel T : R? — R? sabendo que os seus valores préprios sao
2 e 3 e que os seus vetores préprios sao (1,3) e (—2,1), respetivamente.

Mostre que o operador L : R? — R?, definido por L(z,y) = (y,0), ndo é diagonalizével.

Seja L : V — V um operador tal que L3 = L. Mostre que que o espaco total é uma soma
direta de espacos préprios V = Fy & E1 @ E_1, e portanto L é diagonalizavel.
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Dada uma matriz diagonal A = diag(A1, Ae,...,\,) € Diag, (R), é possivel considerar o
operador L4 : Mat, xn(R) = Mat, x,(R) definido pelo comutador

LAA:=[A Al =AA— AA

Dada uma matriz diagonal invertivel D = diag(dy,ds,...,d,) € Diag, (R)* (logo com entradas
0k # 0), é possivel considerar o operador Mp : Mat, x,(R) — Mat,«,(R) definido em (11.10)
pela conjugagao

MpA:=DAD™!

Verifique que as matrizes I;; definidas em (10.1) (com 1 < ¢,j < n) sdo vetores préprios de Ly,
com valores préprios A;; = A; — A;, e também de M p, com valores préprios 6;; = J;/6;, ou seja,

9;

»CAIij = ()\z - )\J)L, (§ MDIZ'J' = 5*
J

Portanto, LA e M sao diagonalizdveis na base formada pelas I;;’s.

Considere, no espago linear real das fungoes reais de uma varidvel real f : R — R, o operador
paridade, definido por (Rf)(t) := f(—t). Mostre que é uma involugao, e que toda fungao é uma
soma tnica f(t) = f4+(t) + f—(t) de uma funcao prépria f(t) de R com valore préprio 1 e de uma
fungao prépria f_(¢) de R com valor préprio —1.

Diagonalizagao de matrizes. Uma matriz diagonal representa um operador numa base for-
mada por vetores proprios. A manipulacao de matrizes diagonais é particularmente simples. Por
exemplo, os poténcias de uma matriz diagonal sao também matrizes diagonais, e portanto po-
linémios, séries de poténcias, funcoes analiticas ...de matrizes diagonais sao também matrizes
diagonais, faceis de calcular.

Pode ser 1til, portanto, representar operadores diagonalizaveis com matrizes diagonais. Se um
operador ¢é definido por uma matriz quadrada A, por exemplo relativamente & base candnica de
R™ ou C™, este processo é chamado “diagonalizagdo”. A matriz quadrada A é dita diagonalizdvel

se é semelhante a uma matriz diagonal. Isto acontece quando o operador linear definido na base

canonica do espago R™ ou C" pela matriz quadrada A admite n vetores préprios linearmente inde-
pendentes vq, Vo, ..., V,, com valores proprios Ai, Aa, . .., A, respetivamente (ndo necessariamente
distintos). Entdo, se U denota a matriz (invertivel, pela independéncia dos v;’s) cujas colunas sdo
os vetores vy, o produto Ut AU é a matriz diagonal

M O .0
0 X ... O
UTTAU = A= . )
0 0 ... M\,

e portanto A = UAU L.

e.g. Exemplos de matrizes diagonalizaveis. As matrizes

2 0 2 1
sao diagonalizdveis, tém os mesmos valores préprios, 2 e 3, e até o mesmo polinémio carateristico
(z — 2)(2 — 3). Os vetores préprios de A formam uma base ortogonal, a base candénica. Por
outro lado, os vetores préprios de B, que sao proporcionais a (1,0) e (1,1), respetivamente, nao

formam uma base ortogonal (relativamente a estrutura euclidiana natural do plano). No entanto,
U~'BU = A se a mudanca de coordenadas ¢ definida pela matriz

(1)



14 VALORES E VETORES PROPRIOS 182

e.g. Uma matriz 2 X 2 com apenas uma reta de vetores préoprios. A matriz

(5 )

admite um valor préprio, 2, e apenas uma reta de vetores préprios, a reta dos vetores proporcionais
a (1,0). De fato, a imagem de todo vetor v = (z,y) é Cv = 2v + (0,y), que nao pode ser
proporcional a v se y # 0. Em particular, ndo é diagonalizdvel.

e.g. O polinémio carateristico nao deteta a diagonalizabilidade. As matrizes

p=(ie) o (D)

tém o mesmo polinémio carateristico (2 — 2)2. No entanto, a primeira ¢ diagonal, logo diagona-
lizdvel, mas a segunda nao é diagonalizavel.

e.g. Uma matriz sem nenhum vetor préprio. Finalmente, a matriz

0 -1
que representa uma rotacao de um angulo /2, ndo admite vetores préprios, se pensada no espago
vetorial real R?. Isto é evidente geometricamente. Do ponto de vista algébrico, basta observar que
a imagem de v = (z,y) é Rv = (—y, z), e pode ser proporcional a v sse y = —Az e £ = \y, 0 que
é impossivel se v nao é o vetor nulo.

Por outro lado, o polinémio carateristico de R é z2 + 1, e as suas raizes no plano complexo sio
+i. Consequentemente, R ¢ diagonalizdvel se pensada no espaco vetorial complexo C2.

e.g. Diagonalizagao da matriz do “gato de Arnold”. Considere a transformacao linear
L : R? — R? definida, na base candnica, pela matriz

2 1
(1)
ou seja, L(z,y) = (22 +y,x +y). O polinémio caraterfstico é P4(z) = 22 — 3z — 1, e portanto os

valores préprios sio A+ = (3 £+/5)/2. Vetores préprios correspondentes, que satisfazem L(vi) =
AL V4, sao, por exemplo,

vy =(p1) € v =(1,-9)
onde Y
1 5
o= +2 ~ 1.6180339887 . ..
é a “razao” dos gregos (a “divina proportione” de Pacioli e Leonardo da Vinci, a “razao de ouro”
de Kepler, ...), a raiz positiva do polinémio p? — ¢ — 1 (assim, se de um retangulo de lados ¢

e 1 cortamos um quadrado de lado unitario, ficamos com um retangulo de lados 1 e ¢ — 1 que
¢ similar ao retangulo inicial, pois ¢/1 = 1/(p — 1)). Observem que Ay > 1e 0 < A_ <1, e
portanto L estica os vetores da reta Rv, e contrae os vetores da reta Rv_. Observem também que
DetA = Ay A_ = 1. Em particular, L preserva as dreas. A matriz A é invertivel, e a sua inversa
A~1 tem também entradas inteira, pois DetA = 1. Observem também que TrA =3 =X, +A_. A
matriz que representa L na base formada pelos vetores proprios v e v_ é a matriz diagonal

(A 0
A_<0 )\>_U AU

onde U é matriz mudanca de base, a matriz ortogonal

v (1)
1+2\ 1 —¢

cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores proprios normalizados de A na base candnica.
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Translagoes na circunferéncia discreta. Consideramos o operador “translagdo” no espago
das fungdes complexas definidas no grupo finito Z/NZ, ou seja, o operador T': C¥ — CV definido
por

T(l‘o, T1ye-- ,xN_l) = (Il,xg, ce ,l‘N_l,J?())

(observem que é conveniente fazer variar as coordenadas dos vetores entre 0 e N — 1). A sua
N-ésima poténcia é a identidade, TN = I. Portanto, se v é um vetor préprio com valor préprio A,
assim que Tv = Av, entdo T™Vv = AVv = v. Concluimos que os valores préprios de T sdo raizes
N-ésimas da unidade, pois satisfazem AN = 1. No plano complexo existem exatamente N raizes
N-ésimas da unidade, as poténcias

=1 M=¢C X=¢ vy =¢N !

" Drimitiv « _ . [ v
de uma raiz primitiva, por exemplo e?™/N  Um célculo elementar mostra que um vetor
préprio associado ao valor préprio A, = (" é

I (NN N ey

Os vetores préprios &,,’s, com n = 0,1,2,..., N — 1, formam uma base de CV, sendo associados
a valores préprios distintos. A possibilidade de representar todo vetor de CN como sobreposicio
dos &,,’s d4 origem a “transformada de Fourier discreta” (entre outras coisas um dos instrumentos
bésico para o tratamento de sinais digitais), que é mais conveniente tratar com a ajuda da estrutura
euclidiana natural do espago (logo no segundo semestre, na UC de “Complementos de Célculo e
de Algebra Linear”).

A matriz
0 O 0 1
1 0 0 0
P = 0 1
0O ... 0 1 0

que representa o operador 7' na base candnica é chamada matriz permutacdo ciclica. As matrices
que representam os polinémios f(T') = ag +ar1T+asT?+...an_1TN 1 com coeficientes complexos
ax’s no operador T sdo conhecidas como matrizes circulantes. Os seus valores préprios sao f(\,),
com A, = (™. Por exemplo, D =T —I e D_ = I — S podem ser consideradas “derivadas
discretas” (“forward” e ¢ backward”, respetivamente), e consequentemente D, D_ =T — 2] + S
um “laplaciano discreto” ...

Escreva explicitamente as matrizes f(P) que representam os operadores f(7T'), onde f(z) é
um polinémio, em particular as matrizes que representam Dy e Dy D_. Calcule o determinante

das matrizes f(P).

As matrizes

7N
S =
=)
~_
[¢)
7N
O =
— =
"

sao semelhantes?

Diagonalize as seguintes matrizes, ou mostre que nao é possivel.

BN GH ()



14 VALORES E VETORES PROPRIOS 184

Seja B uma matriz real 3 x 3 com valores préprios 2,3 e 4. Calcule o determinante e o traco
da matriz B~1.

Linear homogeneous recursive equations. A linear homogeneous recursive system is a law
X1 = AX;,

for some vector valued sequence X € R", given a square matrix A € Mat,,«,(R). The solution is
X = A*X,

where X € R is the initial condition. The computation of the powers A* of a square matrix A
is simplified if we can diagonalize it. Indeed, if A = U AU with A = diag(\y,...,\,), then its
k-th power is simply A* = U~1AFU, where AF = diag(AF,..., \F).

Linear homogeneous recursive equations may arise from finite difference equations as in the
following example.

Consider the “Fibonacci sequence”, defined by the recursive equation

fre+2 = for1 + f
with initial conditions fy = f; = 1. Explicitly, the sequence reads
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584 , ...

These numbers soon become astronomically large. For example, fia0 ~ 8.67 x 10?4, larger than the
Avogadro number! If we define the vector valued sequence Fj, = (fxr1, fr)' € R2, the recursive
equation for the fi’s is equivalent to

Fk+1 = AFk with A= ( } (1) )

and initial condition Fy = (1, 1)T. The solution is Fj, = A*F,. Compute the eigenvalues of A,
diagonalize it, compute its k-th power, and finally find a formula for the k-th Fibonacci number
fx (known as “Binet’s formula”).

Stochastic matrices and Markov chains. An important class of square matrices is the class
of stochastic matrices. They are those square matrices K = (K;;) € Mat,x, (R) that define
endomorphisms of R™ which preserve the unit simplex A"~! (defined in (4.5)). We think at
the simplex as the space of probability measures on a space made of n atoms, column vectors
p = (p1,P2,--.,pn) with non-negative entries such that S>or_y Pk = 1, also called “stochastic
vectors” (warning: probabilists use row probability vectors instead, hence act with matrices on the
right!). The condition Kp € A"~! for all p € A"~ ! requires that the matrix has non-negative
entries, i.e. K;; > 0, and that the sum of each column is one, i.e.

Y Kij=1 (14.4)
=1

for all j = 1,2,...,n. Stochastic matrices were introduced by the Russian mathematician Andrey
Markov in his theory of “Markov chains”. In its simplest version, we may think that a system can
be observed in one of the states 1,2, ..., n, and that in each step of time (thought as discrete) may
undergo a transition from the state i to the state j with “probability” Prob(i — j) = pj; (hence
the condition on the columns of K is simply the “law of total probability”). A simple reasoning
shows that if a system at time 0 is described by a probability vector p, i.e. it is observed in the
state k with probability pg, then its state at time n will be described by the probability vector

Therefore, the far future of the system is governed by the behaviour of large powers of K. An
eigenvector v with eigenvalue 1 which is also a probability vector is a “stationary/equilibrium
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state/distribution” for the Markov chain, since K'v = v implies that if the system starts at state v
then it will remain in such a state for all future times. It always exists (see exercises), but needs not
be unique. It is also the case that 1 is the largest absolute value of the eigenvalues of a stochastic
matrix (see exercises).

Today, Markov chains and processes, together with the ergodic theorem (dealing with the
possible asymptotics of the K™p as n — o0), are fundamental tools in probability and dynamical
systems, as well as important tools in many areas of applied mathematics (typical examples are
Monte Carlo methods to find approximate solutions to complex problems, and a striking example
is the Google “PageRank algorithm” by Brin and Page?").

Verifique que produtos, e portanto poténcias, de matrizes estocasticas sao também matrizes
estocasticas.

Se K ¢é uma matriz estocéstica, entdo a prépria (14.4) diz que o vetor coluna (1,1,...,1)T

é um vetor préprio da matriz transposta K |, com valor préprio igual a 1. Consequentemente,
também K admite um valor préprio igual a 1, pois os polinémios caraterfsticos de K e KT sao
iguais (embora nao seja evidente como calcular um vetor préprio).

Mostre que uma matriz estocdstica K nao pode ter valores préprios A com médulo |A] > 1
(se Kv = Av com |A| > 1, entdo K™v = A\"v, e isto implica que alguma entrada de K", quando n
é grande, é superior a um ...).

Exemplos simples de matrizes estocésticas 2 X 2 sao

1 0 1 1 0 1 1/2 1/2
0 1 0 0 1 0 1/2 1/2
Calcule os seus valores e vetores proprios.

A matriz estocéstica genérica 2 x 2 é

_ € n
A_(ls 177)

com 0 < g, <1. Mostre que se 0 < e <1e0<n<1 (ouseja, se todas as entradas da matriz A
s@o estritamente positivas) entdo o segundo valor préprio tem médulo [A| < 1 (observe que a soma
dos valores préprios é igual ao trago da matriz ... ).

Tansition matrices and Markov graphs. Another interesting class of square matrices, mo-
tivated by the theory of Markov chains but not directly interpreted as “transformations”, is that
of transition matrices. They are square matrices T = (;;) € Mat,x,(R), with entries that only
take two possible values, ¢;; = 0 or 1. Those matrices clearly preserve the “cone of non-negative
vectors”, those vectors having coordinates xj > 0. Any transition matrix defines a directed graph
Gr, whose vertices are the possible states 1,2, ..., n of a system, and with a directed arrow joining
the state ¢ to the state j (hence a possible transition) iff ¢;; = 1. Such “Markov graphs” have
a natural metrics, and large powers of T' determine the asymptotic of the lengths of its closed
geodesics.

The Perron-Frobenius theorem, dealing with the relation between large powers 7™ and the
largest eigenvalue of T, has also important applications in modern technology.

278. Brin and L. Page, The anatomy of a large-scale hypertextual Web search engine, Computer Networks and
ISDN Systems 30 (1998), 107-117.
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15 Estrutura dos operadores

ref: [Ax15] 8.A-D 9.A

15.1 Espacos proprios generalizados

Operadores “genéricos” num espago vetorial complexo de dimensao finita sao diagonalizdaveis. De
fato, a menos de pequenas perturbagoes nas entradas da matriz, o polinémio carateristico admite
raizes distintas. Por outro lado, é natural estar interessados em operadores especificos, rigidos. E
necessario entao dispor de resultados que descrevam a sua estrutura, na sua forma mais simples,
ou seja, compreensivel.

Decomposi¢ao de operadores. Se P : V — V é uma projegao, entdo o espago total é uma
soma direta V = Ker(P) @& Im(P) do seu niicleo e da sua imagem, e o operador é uma soma
direta P = 0@ 1 do operador nulo e do operador identidade. As coisas nao sao assim simples para
operadores genéricos.

Seja L : V — V um endomorfismo de um espaco vetorial V, e consideramos as suas poténcias
L*, com k > 0. E claro que Ker(L¥) c Ker(LFt1), pois, se L*v = 0, entdo também L*T! v =
L (Lkv) = 0. Assim, temos umas inclusoes de subespacos invariantes

0 = Ker(L°) c Ker(L) C Ker(L?) C --- C Ker(L*) € Ker(L*) C ...
Também temos inclusoes opostas de subespagos invariantes
<o CIm(LFY) ¢ Im(LF) € - -+ ¢ Im(L?) € Im(LY) € Tm(L%) =V
Se o espago V tem dimensdo finita, as inclusées ndo podem ser todas estritas, pois
0 = dimKer(L°) < dimKer(L) < dimKer(L?*) < ... <dimV =n

Logo, existe um inteiro minimal m > 0 tal que KerL™ = KerL™*!, e, consequentemente,
Ker(L™) = Ker(L™**) para todo k > 1 (exercicio). Se n é a dimensio de V, entdo necessariamente
acontece que m < n.

Teorema 15.1. Se L :V — V um operador definido no espago vetorial V de dimensao finita
dimV = n. Entao o espaco € uma soma direta dos subespacos invariantes

V =Im(L") ® Ker(L")

e o operador é uma soma direta L = R® N de um operador invertivel R = L‘Im(L”) e um
operador nilpotente N = L|Ker(m).

Demonstrag¢io. Pelo teorema 9.6, os subespagos Ker(L™) e Im(L") tém dimensdes complemen-
tares. Falta portanto provar que tém intersecao vazia. Um vetor v nesta intersecao é tal que
L™v =0 e existe u € V tal que L™u = v. Ao aplicar L™ na segunda equacao e usando a primeira
observamos que L?" u = L"v = 0, ou seja, que u € Ker(L?"). Mas Ker(L?") = Ker(L"), e
consequentemente v = L™u = 0.

Os subespacos Im(L™) e Ker(L™) sao invariantes, assim que L é uma soma direta das suas
restricoes a estes dois subespacgos. E tautoldgico que L é nilpotente em Ker(L™). Por outro lado,
seja v € Im(L™), assim que v = L™w para algum w € V. Se Lv = 0 também 0 = L(L"w) =
L"Lw = L""w, assim que w € Ker(L" ™). Mas Ker(L"!) = Ker(L"), e portanto v = L"w = 0.
Sendo injetiva, a restri¢io de L a Im(L"™) é invertivel, pois estamos em dimensao finita. O

Mostre que se Ker(L™) = Ker(L™*!) entdo Ker(L™) = Ker(L™**) para todo k > 1.

Mostre que Im(L**1) C Im(L¥), e que existe um inteiro minimal m > 1 tal que Im(L™*+1) =
Im(L™) e, consequentemente, Im(L™+*) = Im(L™) para todo k > 1.
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Dé um exemplo de um operador definido num espago vetorial (de dimensao necessariamente
infinita) tal que Ker(L¥) # Ker(L¥*1) para todo k > 0.

Espacos proéprios generalizados. Seja L : V — V um operador linear definido num espago
linear complexo de dimensao finita dimV = n. Dado um escalar A € C, denotamos por L) o
operador A — L. Se o nicleo de Ly nao é trivial, entdo A é um valor préprio de L, e V, = Ker(L,)
é 0 espago préprio associado. Um vetor nao nulo v € V é dito vetor prdprio generalizado associado
ao valor préprio A se estd no ntcleo de alguma poténcia de Ly, ou seja, se LY'v = 0 para algum
inteiro minimal m > 1. Pelas consideragoes anteriores necessariamente m < n e portanto vetores
préprios generalizados estao no nicleo de LY.
O espacgo préprio generalizado associado ao valor proprio A é

Gy :=Ker(L}) ={veVtqg (A\-—L)"v=0}

Como L comuta com os Ly e as suas poténcias, é claro que os espagos proprios generalizados
sao subsespagos L-invariantes, que contém os espacos proprios, V) C G. També 1til é a seguinte
observacao. Se A # pu, entdo G, é um subespaco L-invariante de Im(A — L), e portanto, pelo
teorema 15.1,

Lemma 15.2.  Se X # i, entao A — L é uma bijecdo de G,,.

O teorema 14.1 generaliza assim.

Teorema 15.3. Vetores proprios generalizados associados a valores proprios distintos sao line-
armente independentes.

Demonstra¢do. A prova é também uma variagdo da prova do teorema 14.1. Seja
c1vi+covo+ -4+ vy, =0

uma combinacdo linear nula dos vetores préprios generalizados vy € G, associados a valores
proéprios diferentes A;. Se aplicamos o operador (Ao — L) (A3 — L)™ ... (A, — L)™ aos dois membros
desta identidade, temos

1o = L)"As = L)™ ... (Am — L)™v1 =0

porque cada vy com k > 2 estd no nucleo de um dos fatores do operador, que comutam. Pelo
lemma 15.2, o produto (A — L)*(As — L)™... (A, — L)™ é bijetivo em Ly, (pois uma composigao
de bijegdes é uma bije¢ao), e portanto ¢; = 0. Da mesma forma, se depois aplicamos o operador
(M —L)"(A3—=L)"...(Aym —L)", obtemos co = 0. Continuando assim, obtemos ¢, = 0 para todos
os k. O

Os espacos proprios nao sao, em geral, suficientes para gerar o espaco total. No entanto,

Teorema 15.4. Sejam A1, Aa, ..., Ay 08 valores proprios (distintos) do operador L : V. — 'V,
definido mo espaco vetorial complexo de dimensdo finita V. Entdo o espaco total é uma soma
direta

V=G\®Gr® - DGy

m

de espacos proprios generalizados, e o operador € uma soma direta das suas restri¢oes aos espagos
proprios generalizados.
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Demonstragdo. A prova é por inducao sobre a dimensao. O teorema é trivial em dimensao 1.
Assumimos o enunciado verdadeiro em dimensao < n, e consideramos um operador L definido
num espaco vetorial complexo de dimensao n + 1. Pelo teorema 14.2, L admite um valor proprio
A. Pelo teorema 15.1 o espago é uma soma direta dos subespagos invariantes

V = Ker(Ly™) @ Im(Ly+)

Como A é um valor préprio, dimKer(L}™') > 1 e consequentemente dimIm(L}™') < n. Mas

Im(LZH) é ou vazio ou, pela hipétese indutiva, uma soma direta de espagos proprios generalizados.
O

A dimensdo np = dimG,, é chamada multiplicidade do valor préprio A\; (é um fato que
coincide com a que chamamos antes “multiplicidade algébrica”, mas ainda ndo sabemos), e é
superior ou igual a multiplicidade geométrica dim V),. O teorema 15.4 ent@o implica que a soma
das multiplicidades é igual a ny + no + - - - + n,, = n, a dimensao do espaco.

Um corolério interessante é que se A\ = 0 é o tinico valor préprio do operador L definido num
espagco vetorial complexo de dimensao finita, entao L é nilpotente, pois neste caso o espago total é
igual ao espago préprio generalizado Gy = Ker(L").

Mostre que existem operadores definidos em espagos vetoriais reais de dimensao finita com
Unico valor préprio 0 que ndo sdo nilpotentes (pense nas rotagoes . .. ).

15.2 Decomposicao de Jordan-Chevalley

Estrutura dos operadores complexos. De acordo com o teorema 15.4, a compreensao do
operador L passa pela descricao das suas restricoes aos espagos préprios generalizados. Mas a
restricao de A — L ao espago préprio generalizado G é, por definicao, um operador nilpotente.
Consequentemente, cada restrigdo é uma soma L] ¢, = A+ N de um multiplo A da identidade e
um operador nilpotente N.

Teorema 15.5 (decomposicao de Jordan-Chevalley). Sejam A1, s, ..., Ay 0s valores prdprios
(distintos) do operador L : V. — V definido no espago vetorial complexo de dimensao finita V.
Entao o espago total € uma soma direta

V=G\®G,, & &G,
de espagos proprios generalizados, e o operador é uma soma direta
L=M+N)BN+No)D---® A + Np)

de operadores A\, + Ni. que sao somas de multiplos da identidade e operadores nilpotentes Ny. Em
particular, o operador € uma soma L = A+ N de um operador semi-simples, ou seja, diagonalizdvel,
A=\ B XD B A\, e um operador nilpotente N = N1 & No & -+ - ® Ny, que comutam.

Para compreender a estrutura das matrizes que definem o operador, é suficiente portanto com-
preender a estrutura das matrizes que definem os operadores nilpotentes. Uma primeira carate-
rizagao é particularmente simples.

Teorema 15.6. Seja N um operador nilpotente definido nul espaco vetorial complexo de dimensdo
finita. Entao eziste uma base na qual o operador € definido por uma matriz diagonal superior com
apenas zeros na diagonal, ou seja, da forma

0 = ...
0 0 ... =x
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Demonstrag¢ao. Comegamos por escolher uma base de Ker(NN). Depois acrescentamos vetores in-
dependentes até ter ma base de Ker(N?). Depois acrescentamos vetores independentes até ter uma
base de Ker(N?), ...e assim a seguir. Na base resultante, a matriz de N é claramente diagonal
superior com zeros na diagonal, porque N (Ker(N**+1)) C Ker(N¥). O

Finalmente, juntando a decomposicao de Jordan-Chevalley 15.5 e o teorema 15.6, a matriz que
define um operador L numa base oportuna é uma matriz diagonal em blocos

A0 0

0 A, 0
A=

0 0 ... A,

com blocos que correspondem aos valores proprios Ax’s e sao matrizes diagonais superiores da
forma (15.1)

0 Mg ... =%
A = . . . (15.1)
0 0 ... X
e dimensao igual a multiplicidade n.
Consequentemente, o polinémio carateristico de L fatoriza no produto
[ en(2) = (= 2)™ (2= Aa)™ ... (2= Aw)"" | (15.2)

Em particular, a multiplicidade nj do valor préprio Ax (ou seja, a dimensao de G, ) coincide
com a multiplicidade algébrica de A\p (ou seja, a sua multiplicidade enquanto raiz do polinémo
carateristico). Como sugerido por Sheldon Axler?®, esta férmula (15.2) pode ser usada para dar
uma definicdo geométrica do polinémio carateristico, independente da nocao de determinante.

Numa outra base, a matriz de L serd UAU !, sendo U uma matriz invertivel (a mudanca
de coordenadas). Em particular, a matriz que define o operador numa base arbitraria pode ser
representada como uma soma

A+ N

de uma matriz diagonalizdvel A = U\ & Ay & --- D )\m)U_1 e de uma matriz nilpotente

N=U(N1®Ny @ @® N, )U! que comutam.

Os blocos diagonais superiores Ay sdo invertiveis sse A\ # 0. Se juntamos todos os espagos
préprios com valor préprio A # 0 recuperamos a decomposigdo do teorema 15.1.

O teorema de estrutura 15.5 é suficiente para a grande parte das aplicagoes interessantes, como
a seguinte. No entanto, por exemplo para compreender os exponenciais de operadores reais, é 1til
simplificar ainda mais a matriz de um operador nilpotente, e chegar a chamada “forma normal de
Jordan”.

Mostre que o trago de uma matriz nilpotente é nulo, e o traco de uma matriz unipotente é
igual a dimensao da matriz.

Polinémio minimal e teorema de Cayley-Hamilton. Como L — \; ¢ nilpotente em G},
existe um inteiro minimal g, < ny tal que (L — A\;)? = 0 em G, . Isto sugere definir o polindmio
minimal de L (ou das matrizes que o representam numas bases arbitrarias) como

| me(2) = (2= M) (2= M) (2= A) ™| (15.3)

E claro que o polinémio minimal m .(2) divide o polinémio carateristico ¢y (z).
Se v € G, entdo (L — A\;)?% v = 0. Pelo teorema 15.4, cada vetor é uma combinagao linear
de vetores préprios generalizados. Como os (L — A\g)’s comutam, temos portanto

283, Axler, Down With Determinants!, American Mathematical Monthly 102 (1995), 139-154.
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Teorema 15.7 (Cayley-Hamilton). Todo operador L num espago vetorial complezo de dimensdo
finita anula o seu polinédmio minimal, e consequentemente também o seu polinémio carateristico,
ou seja, satisfaz as equacoes algébricas

O nome “minimal” é justificado pelas seguintes consideragdes. O espaco linear Mat,,x, (C)
das matrizes n x n tem dimensdo finita, igual a n?, assim que no méximo n? poténcias de uma
matriz dada A podem ser linearmente independentes. Consequentemente, existe pelo menos um
polinémio

f(2) = amz™ + am_12™ 4+ +arz+ao
de grau m < n? e com coeficientes complexos ax’s que “anula” a matriz A, ou seja, tal que
f(A) =0, no sentido em que

A A™ + a1 AT+ @A+ agl =0

onde o segundo membro é a matriz nula. Naturalmente, anular a matriz é equivalente a anular o
operador L que a matriz define numa base arbitraria, pois f(A4) = U~! f(B)U se A = UBU!
com U invertivel. E claro também que se a,, # 0 (ou seja, se o grau de f(z) é igual a m) podemos
dividir por a,, e considerar o polinémio “ménico” (cujo termo de grau maior tem coeficiente igual
aum) p(z) = 2™ +bp_1 2™ 4 4 b2+ by, com coeficientes by, = ay/am, que também anula a
matriz A.

Teorema 15.8. O polindmio minimal divide todo polinémio que anula L, e portanto € o polinémo
monico de grau menor que anula o operador L.

Demonstracdo. Pelo teorema 15.4, todo vetor é uma soma direta de vetores proprios generalizados,
logo um operador nulo deve anular todos os vy € Gy,. De acordo com o lemma 15.2, se 1 # A
entdo (L — p) é uma bijeciio de Gy,. Consequentemente, se f(z) = (z — p1)(z — pa) ... (2 — pp) €
um polinémio ménico tal que f(L)vy =0, entdo f(z) deve conter o fator (z — A\g)%. O

O polinémio minimal é tinico porque se dois polinémios ménicos do mesmo grau m anulam a
matriz, entao a diferenca é um polinémio de grau < m que ainda anula a matriz, logo proporcional
a um polinémio moénico de grau < m que anula a matriz.

e.g. Polinémios minimais de miltiplos da identidade. O polinémio minimal da matriz
identidade I, em dimensao arbitréria, é p;(z) = z — 1. Mais em geral, o polinémio minimal do
multiplo AI da matriz identidade é o polinémio de grau um

mar(z) =z — A

e.g. Polinémios minimais de projegoes. A matriz P que representa uma projegao satisfaz
P? = P. Se P nao é uma projecao trivial (o operador nulo ou o operador identidade), entdao o seu
polinémio minimal é

mp(z) = z(z — 1)

(porque é claro que um polinémio de grau um nao pode anular uma projegao néo trivial).



15 ESTRUTURA DOS OPERADORES 191

e.g. Polinémios minimais de matrizes diagonais. O polinémio minimal de uma matriz
diagonal

A0 0

0 X O
A:diag()\l,)\27...,)\n) = .

0 ... 0 X,

com todos os Ay’s diferentes, ou seja, tais que A; # Aj se @ # j, é o polinémio de grau n
ma(z) =(z—=M)(z—A2)...(2 = A\n)

e portanto coincide com o polinémio carateristico cy(z). Em geral, é igual ao produto dos valores
préprios.

15.3 Blocos e forma normal de Jordan

Blocos de Jordan. A estrutura dos operadores nilpotentes pode ser ainda simplificada (ou
seja, a matriz diagonal superior pode ter ainda mais zeros!). Seja L : V — V um operador linear
definido num espago linear complexo de dimensao finita, e seja A um seu valor préprio. Um vetor
préprio generalizado é um vetor nao nulo v € V tal que LYv = 0 para algum inteiro minimal
n > 1. Este inteiro n é dito periodo de v, e o vetor v é também dito Ly-ciclico (a 6rbita de v pela
aplicagao L) é formada por n vetores nao nulos distintos).

Se o periodo é n = 1, entao v é um vetor préprio de L. Em geral, os n vetores

vy = L’/{L—lv vy = L’;_Qv .. Va1 = Lyv, Vo, =V (15.4)

sao vetores proprios generalizados, pois L’/ivk = L’;Lﬁ_kv = LYv =0, e vi é um vetor préprio
com valor préprio A. O espago gerado pelos vi’s é L-invariante porque

Lv, = L(L;L_kv) = L;f_k'HV + )\L;f_kv =Vg_1+ vy
onde, naturalmente, vo = (A — L)"v = 0.

Teorema 15.9. Se v € um vetor Ly-ciclico de periodo n, entao os n vetores (15.4) sdo linear-
mente independentes e geram um subsespaco L-invariante de vetores proprios generalizados.

Demonstracdo. Seja ayvi+agve+---+a,vy, = 0. Ao aplicar LK71 aos dois termos da igualdade,
temos que a,vy; = 0, logo a, = 0. Ao aplicar LK_2 aos dois termos da igualdade que sobra
a1vy + agve + -+ + ap—1vy—1 = 0, temos que a,_1v; = 0, logo também a,—; = 0. E assim a
seguir.

O

Os vetores (15.4) geram um subespago invariante Span (OF (v)) C Ker(L%) de dimensao n,
chamado espaco ciclico gerado por v. O cédlculo acima mostra que

Lvy = Avy e Lvy = Avp + Vi1 se 2<k<n
Entao, a matriz que representa a restrigao de L a este subespaco relativamente & base vy, va,..., Vv,
é
Al
Al
Iy = (15.5)
Al
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A matriz (15.5) é dita bloco de Jordan de dimensdo n, e a base (15.4) ¢é dita base de Jordan, ou
cadeia de Jordan de comprimento n.
Observe que um bloco de Jordan de dimensao n é da forma

Jy=AM+N

onde N é a matriz nilpotente (triangular superior)

N = (15.6)
0 1
0

que verifica NE, = Ey_1, se Ey denotam os vetores coluna da base canénica de C", e N" = 0.
O operador definido pela matriz N, que envia (21, z2,23,...,Zn) — (Z2,23,...,2n,0), é também
chamado deslocamento esquerdo.

O polinémio carateristico de um bloco de Jordan (15.5) de comprimento n é ¢y, () = (z — \)",
e portanto a multiplicidade algébrica do valor préprio A é n. O polinémio minimal é também
my, (z) = (z — A)™ (comparado com o polinémio minimal da matriz AI, que é myr(z) = (z — \)).

Quase-polinémios e derivada. O modelo de um bloco de Jordan é o operador derivagao,
definido por (Df)(t) := f(t), no espaco linear QPol}(R) dos quase-polinémios f(t) = p(t)e* de
grau deg(p) < n. Se A =0, entdo D™ = 0, pois a n-ésima derivada de um polinémio de grau < n
é nula. Em geral, é imediato verificar que (A — D)™ = 0. O vetor préprio é f(t) = e*, com valor
préprio A. A base de Jordan é

At te)\t % th)\t o 1 tn—l e)\t

€ n—1)!

Nesta base, o operador D é representado pela matriz (15.5).

Considere um bloco de Jordan (15.5) de dimensdo n. Calcule as suas poténcias J¥, com
k=0,1,2,..., e depois f(Jy) quando f é o polinémio f(2) = ag + a1z + azz? + -+ + a,2".

Forma normal de Jordan. Um espago proprio generalizado Gy nao é sempre, naturalmente,
um espaco ciclico para Ly. No entanto, é possivel provar que é uma soma direta de espagos ciclicos.
Este é o conteido do teorema da forma canénica de Jordam, que é essencialmente um teorema
sobre operadores nilpotentes em dimenséao finita.

Seja N um operador nilpotente definido num espago vetorial de dimenséo finita V (podem
pensar que N é restrigido de Ly ao espago préprio generalizado G ), e seja m o seu indice de
nilpoténcia, ou seja, o menor k > 1 tal que N¥ = 0. Para simplificar as notacdes, denotamos por
Ky := Ker(N*) se k = 1,2,...,m, os niicleos da poténcias de N. E claro que sao subespacos
N-invariantes, e que N(K}) C Ki_1. A primeira observagao é que as inclusoes

OcCKicKyCc---CK,,_.1CK,,=V

sao estritas.
O teorema 15.9 (que é de fato um teorema sobre um genérico operador nilpotente N = L))
afirma que se v € K;\Kj_1, entdo a sua k-6rbita

Vei=vV Vi_1:=Nv vp_o:=N?v ... v = NF1y

é um conjunto livre, chamado “cadeia de Jordan”, que gera um subespago N-invariante, e nesta
base ordenada vy, Vs, ...,V a restricdo do operador IV a este subespago é definida por um bloco
de Jordan nilpotente (15.6) de dimensao k. E claro também que um numero finito de drbitas gera
0 espago total, pois a dimensao é finita. Concatenagoes de 6rbitas diferentes podem, no entanto,
nao constituir um conjunto livre.

A chave do teorema de Jordan estd nas seguintes observagoes elementares, que convém registar
como
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Lemma 15.10. Seja F' é um subespaco tal que FN K, =0, e sejal <i<k—1. Entdo
N{(F)NK_;=0
e as restricées das poténcias N* a F' sdo injetivas, e portanto definem bijecies

N'|,:F — N'(F)

Demonstrag¢do.  Se dois vetores x,y € F tém imagens Nix = N'y entdo a diferenca x —y €
Ker(N?) C K}, mas o tnico vetor da intersecio F' N Kj é o vetor nulo. Por outro lado, se
x € Fey = Ni(x) € Kj_;, entao 0 = N*7'y = NF7iINix = N*x, logo também x € K}, mas
FNK,=0. O

Teorema 15.11 (forma normal de Jordan de operadores nilpotentes). Seja N um operador
nilpotente definido num espaco vetorial de dimensdo finita V. Entao V admite uma base que €
uma concatenacao de orbitas

2 k 2 k
V1,NV1,N V1,...,N 1V1,V2,.Z\7V2,]\f VQ,...,N 2VQ,

Iso significa que existe uma base na qual o operador nilpotente é definido por uma matriz diago-
nal em blocos, onde cada bloco é do género (15.6). Como muitas vezes acontece com os teorema de
estrutura, as suas provas nao sao particularmente interessantes, nem fornecem algoritmos eficientes
para calcular a base que o teorema garante existir.

Demonstra¢do. Seja F,, um complementar de K,,_; em K, = V, ou seja, um subespaco de
F,, C K,, tal que K,,_1 NF,, =0e que

Km: mfl@Fm

Se vi*, v, ... , Vg, € uma base de Fj,, logo uma familia livre de vetores de K,,\K,,—1, entdo a
concatenagao das m-orbitas destes vetores é um sistema livre, que gera um subespago N-invariante
E, = UZ’;BlN ‘(F,,) que é uma soma direta de d,, subespacos gerados por cadeias de Jordan de
dimensao m. De fato, qualquer relacao linear entre os vetores destas érbitas implica, aplicando repe-
tidamente poténcias de N, relagoes lineares entre os primeiros, os segundos, os terceiros, . .. vetores
das 6rbitas, que sdo independentes por definicdo e pela injetividade das N%’s.

Seja agora Fy,,—1 um complementar de K,,_o & N(F,,) em K,,_1 (possivelmente vazio), assim
que pelo 15.10
K1 = N(Fm) D Fn1 ®Kn o

Se vl vm=2 . v™ ! éuma base de F,,_1, entdo a concatenacio das (m — 1)-érbitas destes
1 y VO ) P Vdpm—1 )

vetores é um sistema livre, que gera um subespago N-invariante F,, 1 = U?lazN {(Fy,—1) formado
por d,,_1 cadeias de Jordan de dimensdo m — 1. Também o mesmo raciocinio anterior mostra que a
concatenagao destes dois sistemas livres é ainda um sistema livre, e portanto que E,,, N E,,_1 = 0.

Continuando assim, é claro que chegamos a representar cada K,,_r, com k =0,1,...,m — 1,
como soma direta

K-t = N¥(Fp) ® N* 1 (Fpo1) @ @ N(Fneps1) © Fnoie @ Kiop
com o iltimo Ky = 0, e consequentemente o espaco total como uma soma direta
V:Em@Em—l@"'@El

de subespacos invariantes Ej = Uf:olN {(Fy) (eventualmente vazios, exceto o primeiro E,,), e
cada Fj é uma soma direta de dj subespagos ciclicos de dimensao k. O



15 ESTRUTURA DOS OPERADORES 194

E entao uma consequéncia do teorema de estrutura 15.5 e do teorema 15.11

Teorema 15.12 (forma normal de Jordan). Seja L € um operador definido num um espago
vetorial complezo V de dimensdo finita. O espago ¢ uma soma direta V=V, Vo ®---® V), de
espacos ciclicos Vi, ’s.

Se em cada espago ciclico escolhemos uma base de Jordan, a matriz que representa L na base
resultante é uma matriz diagonal em blocos

Ju 0 0
0 Juy ... O

J= . 7 , (15.7)
0 0 T,

onde cada J,, = piI + Ny, é um bloco de Jordan da forma (15.5) de dimenséao dj, < n. Os pu’s, nao
necessariamente diferentes, sao valores proprios de L. Sejam Aj, Ag, ..., A\, os diferentes valores
préprios de L. A multiplicidade ny de cada valor préprio Ag, ou seja, a dimensao do espago préprio
generalizado G, , é entao igual a soma das dimensoes d; dos blocos de Jordan com p; = Ag. Por
outro lado, a multiplicidade geométrica do valor proprio A\ ou seja, a dimensao do espaco proprio
Ker(A — L), é igual & cardinalidade dos blocos de Jordan com d; = A.

O polinémio carateristico da matriz diagonal superior (15.7), logo do operador L, é um produto

cr(z) = (2= p)M(z—p2)® o (2= )™
= (2 =AD" (2= A2)™ L. (2 — Ag)™

Outra consequéncia da (15.7) é que o trago do operador L é igual a

TI‘(L) =N + oA + -+ N A

Também interessante é obsservar que o polinémio minimal de L é o produto
mp(z) = (2= A1) (z = X)) ... (2 = AT

onde o expoente g (que é o indice de nilpoténcia de L — Ay, em G}, ) igual & dimensao do maior
bloco de Jordan com p; = Ag.
Se A é a matriz que representa o operador L numa base de V, entéo existe uma matriz invertivel
U (cujas colunas sio os vetores das bases de Jordan) tal que U~ AU = J. A “forma candnica” J
é unica a menos de permutagoes dos blocos.

e.g. Classes de equivaléncia de matrizes quadradas complexas. As formas candnicas
de Jordan parametrizam entao as classes de equivaléncia de matrizes quadradas semelhantes. Por
exemplo, toda matriz complexa 2 x 2 é semelhante a uma das duas matrizes de Jordan

(on) (03)

onde X\ e p s@o os valores préprios (ndo necessariamente distintos). Toda matriz complexa 3 x 3
é semelhante a uma das trés matrizes de Jordan

A0 0 A1 0 A1 0
0 u 0 0 A O 0 A 1
00 v 00 p 0 0 A

onde A, 1 e v s@o os valores préprios (ndo necessariamente distintos). Toda matriz complexa
4 x 4 é semelhante a uma das cinco matrizes de Jordan

A0 0O A1 0 0 A1 0 0
0 p 0 0 0 A 0 0 0 A0 O
0 0 v O 0 0 p O 0 0 p 1
0 0 0 6 0 0 0 v 0 0 0 p
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A1 0 0 A1 00
0 A 1 0 0 A 1 0
00 A O 00 A 1
00 0 u 00 0 A

onde A, u, v e 6 sao os valores proprios (ndo necessariamente distintos) ...

Mostre que o traco da k-ésima poténcia de um operador L definido num espago vetorial
complexo de dimensao finita é

Tr(LF) = m A} +no)\s + -+ \F

onde os A;’s sao os valores préprios e os n;’s as multiplicidades respetivas.

15.4 Forma normal de Jordan real

A compreensdo da estrutura dos operadores em espacos vetoriais reais passa pela construgao de
espagos e operadores complexos associados.

Complexificagao. Se A é uma matriz quadrada real que define um operador L : R™ — R"
relativamente & base candnica, entdo a mesma matriz A, pensada como matriz complexa, define
um operador L® : C* — C”, chamado “complexificacao” do operador L. Esta operacio admite
interpretacdo mais conceptual, que ndo depende das bases utilizadas (e que, em espacos diferentes
de R™ e C™, nao s@o candnicas!).

Seja V um espaco vetorial real. A sua complezificacio é o espaco vetorial complexo VC :=
V &4V formado pelas somas formais z = v + iw, com v,w € V e munido das operagoes de soma
e produto por um escalar definidas por

(v+iw) + (v +iw') = (v+ V) +i(w + W)

(a+1b)(v+iw) := (av — bw) + i(bv + aw)

se a+1b € C, respetivamente. O vetor nulo é 0 := 04 40. Todo vetor v € V pode ser identificado
de maneira natural com um vetor v ~ v + i0 de V€. Os vetores v ~ v +i0 e iw ~ 0 + iw sio
chamados “parte real” e “parte imaginaria” do vetor v 4 iw, respetivamente. A involugao

V+HIWH VA4 IW =V — W

que fixa os vetores reais e muda os sinais aos vetores imaginarios puros, é chamada “conjugacao”.
E imediato verificar que Az = X Z se A é um escalar complexo.
Se L : V — V é um operador, entao a sua complezifica¢io é o operador L€ : V& — V€ definido
por
LE(v 4+ iw) := L(v) + iL(w)

Se V tem dimensao finita e se ey, es, ..., e, é uma sua base, entao a mesma familia de vetores
(pensados como vetores ey, +i0 da complexificacio) é uma base de V€. De fato, um vetor arbitrario
vV +iw € VC, com vV = vie; + vgsey + -+ +v,€, € W = wie] + woes + -+ + wye, em V,
pode ser representado de maneira tnica como (vy + iwq)e; + (vy + tws)es + -+ + (v, + fwy, )ey,.
Consequentemente, se A é a matriz real n x n que define L relativamente & esta base, entao a
mesma matriz, agora pensada como matriz complexa, define o operador LC relativamente & base
€e;,e2,...,€en.

e.g. A complexificacdo de R™ é, naturalmente, C", que pode entao ser pensado como R™ @ iR™.
Se um operador L : R™ — R"™ é definido, na base canénica, pela matriz quadrada real A, entdo a
sua complexificacao é definida, na base canénica de C", pela mesma matriz A.
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e.g. A complexificacdo do espago Pol(R) dos polinémios f(t) = ag + a1t + - - - + a,t™ com coefi-
cientes reais ag,aj,... é o espaco Pol(C) sos polinémios com coeficientes complexos.

Os vetores zi,2o, ..., z; de VC sio linearmente independentes sse os vetores z1,Zs, ..., Zg
sao linearmente independentes.

Estrutura dos operadores reais. Seja L : V — V um operador definido no espaco vetorial
real V de dimensao finita n, e seja L€ : VE — VC a sua complexificacao.
Seja z = x + iy é um vetor préprio de L€, com valor préprio A. Se A é real, entdo

LY (x4 iy) = Lx +iLy = A(x + iy) = Lx=Xx e Ly=J\y

Portanto, x ou y (pois pelo menos um dos dois nao é nulo) é um vetor préprio de L com valor
prépios A. Por outro lado, se A = a + iw nao é real, entao z = x — iy é um vetor proprio com
valor proprio A, pois

LE(x +iy) = Lx + iLy = (o + iw)(x + iy) = ILx=ax—-—wy e Ly=wx+ay
e portanto
LY (x —iy) = Lx —iLy = ax — wy — i(wx + ay) = (a — iw) (x — iy)

Como A # A, z e Z sdo linearmente independentes sobre os complexos, e isto implica que x e y
sao linearmente independentes sobre os reais, pois se ax + by = 0 com a e b reais, entao
z+7z
2

Z—7Z a+ib a—1b
O=ax+by=a b = Z zZ
+oy T 2 T
implica que a +ib = 0, logo que a = b = 0. Consequentemente, a parte real e a parte imaginaria
de um vetor préprio z com valor préprio nao real A = « + iw geram um plano L-invariante
Rx + Ry C V onde o operador L ¢é definido pela matriz

(5 2)

Teorema 15.13. Um operador definido num espago linear de dimensdo finita admite um subespago
invariante de dimensao um ou dois.

Uma primeira consequéncia é que

Um argumento por indugao também mostra que

Teorema 15.14. Seja LC a complezificacio de um operador L : V. — 'V definido num espago
vetorial real. Entdo z € Ker(A — L)% sse z € Ker(\A — LC)F.

Demonstragao. O caso dos vetores préprios, ou seja, k = 1, foi provado antes. Assumimos entao
o resultado verdadeiro para k, e consideramos um vetor z € Ker(\ — LE)**1. Por definicdo,
0=(A—-L)*"! z=(\-L)¥\- L)z, e portanto z’ = (A — L)z € Ker(\ — L)*. Pela hipStese
indutiva, z’ € Ker(\ — L®)¥. Um célculo andlogo ao célculo feito para os vetores préprios mostra

que z’ = (XA — L) Z, e consequentemente que z € Ker(\ — LE)*+1, O

Entéo os valores préprios nao reais de L ocorrem em pares de ntimeros complexos conjugados
e A, e os espacos préprios generalizados Gy e G de L€ sdo obtidos um do outro por conjugacio.
Em particular, se A nao ¢ real, os espagos préprios generalizados G e Gy de LC tém a mesma
dimensao, e dao origem a subespagoes L-invariantes de V de dimensao real igual 2dim G)y.

Em particular, o produto (15.2) que define o determinante de L® é real, e portanto pode ser
usado para definir o determinante do operador real L.

Também, temos mais uma prova, independente dos determinantes, do
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Teorema 15.15. Um operador definido num espago linear real de dimensdo finita impar admite
pelo menos um vetor proprio.

Finalmente, a forma normal de Jordan do operador complexificado implica o seguinte

Teorema 15.16 (forma normal de Jordan real).  Seja L um operador no espago vetorial real V.
Entao o espago total é uma soma direta

V= <@ EA> ol P Ex
A€R AEC\R

de subespagos invariantes Iy, associados aos valores proprios reais \’s, e E, 5, associados aos
;

pares de valores proprios conjugados ndo reais X, \.

Numa base apropriada, a restri¢cao do operador L a cada subespacos invariantes Ey, com A € R,
¢ uma soma direta de blocos de Jordan da forma (15.5). Numa base apropriada, a restrigio do
operador L a cada subespagos invariante E,\,X; com A = a+iw € C\R , é uma soma direta de
operadores com matrizes da forma

R I
R I
J = (15.8)

R I
R

a —w 1 0
ne(20) e ()

Consequentemente, numa base apropriada, o operador L é representado por uma matriz dia-
gonal em blocos (15.7), onde cada bloco Ji é da forma (15.5) ou (15.8).

com

Demonstracdo. Consideramos a complexificacdo do operador. De acordo com o teorema 15.12, V©
é uma soma direta de subespacos ng—cfclicos associados aos valores préprios \'s de LC.

Consideramos um bloco de Jordan com valor préprio real A. Se z = x+1iy é um vetor L(E\:—cfclico
que gera o espaco ciclico V' com valor préoprio A real, entao x ou y é um vetor Ly-ciclico real. Este
vetor gera portanto um espacgo ciclico real W, e portanto uma cadeia de Jordan de dimensao real
igual a dimensao complexa de V.

Consideramos agora um bloco de Jordan associado a um espago L(A:—cfclico V ¢ V€ gerado
por z = x + iy, com valor préprio A = « + iw que ndo é real (ou seja, com w # 0). Entdo L
também admite o valor préprio conjugado A = a — 4w, e um espaco Lg—ciclico V é obtido de V' por
conjugacao, ou seja, gerado por z. Procedendo como no caso dos vetores préprios, é entao facil
verificar que o plano Rx + Ry d4a origem a um subespaco L-invariante real W C V, de dimensao
real igual & dimensdo complexa de V @V, onde o operador é um bloco do género (15.8). O

Raizes de operadores. As involugoes, por exemplo as reflexdes em retas do plano, sdo opera-
does que satisfazem R? = I, ou seja, sdo “raizes quadradas” do operador identidade. E também
claro que se a dimensao é n > 2 existem infinitas destas raizes da identidade. Rotagoes de angulos
particulares sdo também exemplos de operadores que satisfazem R* = I, ou seja, sdo raizes da
identidade. Naturalmente, a identidade pode ser substituida por um seu multiplo AI, desde que o
escalar X\ admita raizes no corpo considerado. A definigdo natural é que o operador A é uma raiz
k-ésima do operador B se A* = B.

E razodvel esperar que pequenas perturbagoes da identidade também admitem raizes, e uma
nocao algébrica 6bvia de “pequeno” é a nilpoténcia (outra nogao consiste em medir o “tamanho”, e
depende portanto de uma definigdo de uma norma natural no espago linear dos operadores . ..). Por
exemplo, I + N com N nilpotente deve ser considerada uma pequena perturbagao da identidade,
pois um operador nilpotente é uma “raiz do operador nulo”. Este é o caso, e muito mais, e é uma
consequéncia interessante da decomposi¢do de Jordan-Chevalley 15.5.
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A ideia é procurar raizes de I + N, com N**1 = 0, entre os polinémios de grau k em N, que
sdo as “séries de Taylor” ag 4+ a1z + agx® + - - + arx® em uma varidvel que satisfaz 2kt =0,
Comegamos por compreender os casos simples.

e.g. Raizes quadradas de zero. O mais simples é uma raiz quadrada de zero, um operador
nilpotente N tal que N2 = 0. O calculo (I +aN)? = I + 2aN mostra que se escolhemos a = 1/2
entao

(I+iN)=T+N

ou seja, encontramos uma raiz quadrada de I + N. Também acontece que (I + aN)® = I+ 3aN,
e portanto

(I+iN)’=T+N
ou seja, encontramos uma raiz cibica de I + N. E claro que, em geral,
(I+iN)"=I+N

e portanto I + N admite raizes n-ésimas, para todos os n > 1. E interessante observar que a
esquerda temos uma famosa férmula de Euler para a fungao exponencial, sem a necessidade de
passar ao limite, e a direita o seu polinémio de Taylor de grau um centrado na origem. Portanto,
as duas expressoes devem ser consideradas equivalentes ao exponencial exp(V).

e.g. Raizes ciibicas de zero. Passamos a uma raiz cubica de zero, um operador N tal que
N3 =0. O célculo )
(I +aN +bN?)" =1+ 2aN + (a® + 2b)N?

mostra que se escolhemos a =1/2 e b = —1/8, entao
(I+iIN-IN??=T4N

Também,
(I+aN +bN?)® = I +3aN + (30> + 3ab) N*

e portanto
(I+iN-IN =14 N

E claro que as coisas funcionam em geral.

Teorema 15.17.  Todo operador I + N com N nilpotente num espaco linear de dimensdo finita
admite raizes n-ésimas, para todo n > 1.

Demonstracdo. Seja m > 1 um inteiro arbitrario, e seja N*¥*1 =0. Se
f(2)=14a1z+agz® + - +apz®,

entdo (f(I + N))™ é um polinémio

(f(I+ N))" =I +na1 N + ((Z) a? +na2> N? + ((Z)alag -‘r’fLGg) N3+

+ <<Z>a1a3+ (;L) a§+na4) N+ ...

de grau < k em N, com coeficientes que sao polinémios nos ay,as, ..., ak. E evidente também
que o coeficiente de N? é uma soma de na; e uma combinacdo linear de produtos dos aj com
j < 1. Isto significa que é sempre possivel escolher os a;’s, de forma recursiva a partir do primeiro
a; = 1/n, até anular todos os coeficientes de N* com i > 2, e portanto obter (f(I + N))" =1+ N
(e, de fato, de uma dnica maneira). O
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Naturalmente, as raizes que o teorema garante existir nao sao unicas! O mais prévivel é (basta
pensar nos exemplos das reflexdes) ter familias continuas de raizes . ..

Pelo teorema 15.5, todo operador L num espago vetorial complexo de dimensao finita é uma
soma direta de operadores do género A+ N com N nilpotente, e é invertivel sse os valores préprios
N’s sao diferentes de zero. Mas se A # 0, entdo

A+ N=XI+N)

com N’ = A\=! N que também é nilpotente. Se ¢ é uma raiz k-ésimas de A (que existe sempre nos
complexos), e R é uma raiz k-ésima de I+ N’ (que existe pelo teorema 15.17), entdo (R é uma raiz
k-ésima de A + N. A soma direta de tais raizes (R, uma para cada espaco préprio generalizado, é
uma raiz k-ésima do operador L. Temos portanto

Teorema 15.18. Todo operador invertivel num espago linear complexo de dimensdo finita admite
raizes k-ésimas, para todo k > 1.

Calcule uma raiz quadrada de
1 10 9 9 0
(é }) 01 1 09 0
0 0 1 0 0 4

Dé exemplos de operadores invertiveis, definidos em espacos vetoriais reais, que nao admitem
raizes, por exemplo quadradas.
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