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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures on
“Algebra Linear e Geometria Analitica” for students of FIS and MIENGFIS during the a.y.’s
2012/13 and 2013/14, and then for students of MIEEICOM during the a.y. 2018/19. They
are rather informal and certainly contain mistakes (indeed, they are constantly actualized). I
tried to be as synthetic as I could, without missing the observations that I consider important.

Chapters correspond, at least in my intention during the first drafts, to weeks, i.e. four
hours lectures. Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all T plan
to lecture. So, I included sketched or even empty paragraphs, about material that I think
should/could be lectured within the same course, given enough time.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material
can be found in [Ap69], [La97] and [Ax15]. More advanced material may be found in [Ha58] or
[La87]. Those who love mathematics may look at what really algebra is about in the historical
[Wa91] and then at the classic [MB99].

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:

e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”, and is used to introduce important
or (I hope!) interesting examples.

means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Black paragraphs form the main text.

Blue paragraphs deal with applications and ideas relevant in physics, engineering or other
sciences. They are the main reason why all this maths is worth studying for you. Some of
them will only be understood and appreciated much later.

Red paragraphs (mostly written in english) are more advanced or non trivial facts and
results which may be skipped in a first (and also second) reading.

O indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher, SketchBook or Paintbrush on my MacBook, or taken
from Wikipedia, or produced with Python and Matlab .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 2.5 Portugal License.
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CONTEUDO 3

Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B ¢ a intersecao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reuniao dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Listas. Sejam A um conjunto e n um ntimero natural. Uma lista de comprimento n nos elementos
de A é uma colecao ordenada (a1, as,...,a,) de elementos ar € A (que pode ser pensada como
uma “palavra” de comprimento n nas “letras” do “alfabeto” A). O elemento a é chamado k-
ésima coordenada da lista (a1, as,...,a,). Duas listas (a1, az,...,a,) e (b1, ba,...,b,) sdo iguais
sse a = by para cada k =1,2,...,n. Ou seja, numa lista a ordem conta e sao possiveis repeticoes
de letras. O conjunto de todas as listas de comprimento n nas letras do conjunto A é chamado
produto cartesiano de n-vezes A”, e denotado por A™.

Numeros. N:={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais. Z := {0, £1,4+2,£3,...}
denota o anel dos niimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros
racionais. R e C sdo os corpos dos niimeros reais e complexos, respetivamente.

Fungoes. Uma func¢do f:X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X x Y tal que para cada x € X existe um tnico y := f(x) € Y, dito
imagem de z, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio sdo claros, uma funcdo pode
ser denotada apenas por x — f(z), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de x. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) :={f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da fungéo f : X — Y é o conjunto f(X) := {f(x) com x €
X} CY dos valores da funcao. O grdfico da funcdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :=={(z,y) e X XY t.q  y=f(x)} C X XY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcao identidade 1x : X — X é
definida por 1x(z) = x, e o seu gréfico é a diagonal {(z,z) com z € X} C X x X.

A restricio da funcao f: X — Y ao subconjunto A C X é a fungao f|, : A — Y definida
por f|, (a) = f(a) se a € A.

A composi¢ao das fungoes f: X Y eg: f(X)CY = Z éafuncdo go f : X — Z definida
por (g0 £)(z) = g(f(x)), ou seja,

vy = f(r) = 2z=g(y) =g(f(x))

Uma fungao f : X — Y é injetiva se x # 2’ implica f(x) # f(2'), e portato a imagem f(X)
é uma “copia’ de X. De fato, uma funcao injetiva admite uma inversa esquerda, uma funcao
g: f(X) = X tal que g(f(z) = = para todo € X. Uma fungdo f : X — Y é sobrejetiva se
todo y € Y é imagem y = f(z) de algum = € X, ou seja, se Y = f(X). Uma funcdo f: X - Y
é bijetiva se é injetiva e sobrejetiva, e portanto admite uma funcdo inversa f~!:Y — X, que
verifica f~1(f(z)) =z e f(f !(y)) =y para todos osz € X ey € Y.
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1 Vetores

ref: [Ap69] Vol 1, 12.1-4 ; [La97] Ch. I, 1-2
A linguagem da filosofia. “... Signor Sarsi, la cosa non ista cosi. La filosofia & scritta in
questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi agli occhi (io dico l'universo), ma
non si puo intendere se prima non s’impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali
e scritto. Egli & scritto in lingua matematica, e i caratteri son triangoli, cerchi, ed altre figure

geometriche, senza i quali mezi ¢ impossibile a intenderne umanamente parola; senza questi ¢ un
aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.” !

A reta real. Fixada uma origem (ou seja, um ponto 0), um unidade de medida (ou seja, a
distancia entre 0 e 1) e uma orientagdo (ou seja, uma diregdo “positiva”), é possivel representar
cada ponto de uma reta com um nimero real x € R. Vice-versa, ao nimero z € R corresponde o
ponto da reta colocado a uma distancia vz2 da origem, na direcao positiva se z > 0 e negativa se
z < 0.

O plano cartesiano. O plano cartesiano® R? :== R x R é o conjunto dos pontos r = (x,%), com
“coordenadas (cartesianas)” x,y € R (chamadas abcissa e ordenada, respetivamente). A origem é
o ponto 0 := (0,0). Os eixos correspondem a duas diregoes, por exemplo determinadas por duas
estrelas fixas, X e Y. O ponto de coordenadas (z,y) é o ponto atingido ao deslocar-se x “passos”
na diregao da estrela X e depois y “passos” na direca da estrela Y, comecando pela origem. O
ponto r = (z,y) pode também ser pensado como o vetor (o segmento orientado) entre a origem e
o ponto r.

v :Cﬂ,ﬁ))

=C

E possivel definir duas operagoes naturais no plano cartesiano. A soma dos vetores r = (z,y)
er’ = (2/,y) é o vetor
r+ri= e+ y+y),
que representa uma diagonal do paralelogramo de lados r e r’. Por exemplo, (1,2)+ (3,4) = (4, 6).
O produto do ntimero/escalar A € R pelo vetor r = (z,y) é o vetor

Ar = (A\z, \y)

que representa uma dilatagdo/contragdo (e uma inversao se A < 0) de razdo A do vetor r. Por
exemplo, 3(1,2) = (3,6), e —1(10,12) = (-5, —6).

LGalileo Galilei, Il Saggiatore, 1623.
2René Descartes, La Géométrie [em Discourse de la Méthode, 1637).



1 VETORES b

Cada vetor pode ser representado de maneira tinica como soma
r=(v,y) =2i+yj,

onde i := (1,0) e j := (0,1) denotam os vetores da “base candnica” (a seguir daremos uma
definigdo de “base”).

Lugares geométricos (pontos, retas, circunferéncias, pardbolas, . ..) podem ser descritos/definidos
por equacoes algébricas, ditas “equacoes cartesianas”.

Descreva as coordenadas cartesianas dos pontos da reta que passa por (1,2) e (—1,3).
Descreva as coordenadas cartesianas do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,2).
Esboce os lugares geométricos definidos pelas equagoes
xy =1 y=2x—7 (z+1)2+(y—-32=9 z-2y°=3
{ r+y=1 { r+y=3 { r+y=1

—2x — 2y =—6 3z +3y=1

Esboce os lugares geométricos definidos pelas seguintes desigualdades

0<z<1 r+y<1
—_y < - = =
e-ysl {OSyél {xyél

Determine umas desigualdades (cartesianas) que definem os pontos do paralelogramo de lados
(2,1) e (3,5).
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O espago, o espago-tempo e o espago de fases da fisica newtoniana. O espago onde
acontece a fisica newtoniana é o espaco 3-dimensional R3? := R x R x R. A posicdo de uma
particula é um ponto/vetor

r=(z,y,2):=xi+yj+zk e R

onde i := (1,0,0), j := (0,1,0) e k := (0,0,1) denotam os vetores da base candénica. Ou seja,
uma receita para deslocar um ponto material da origem 0 := (0,0,0) até a posi¢do r = (z,y, 2)
consiste em fazer  “passos” na direcao do vetor i, depois y “passos” na direcao do vetor j e enfim
z “passos” na diregdo do vetor k (mas a ordem é indifferente!).

A lei hordria/trajetdéria, de uma particula é uma fungao ¢ — r(t) que associa a cada tempo ¢
num intervalo I C R a posicio r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R? da particula no instante t. A velocidade
da particula no instante ¢ é o vetor v(t) := r(t) = (2(t),y(t), 2(t)) formado pelas derivadas das
coordenadas.

r)

A acelera¢io da particula no instante ¢ é o vetor a(t) := v(t) = ¢(t) = (&(t), §(t), 2(¢)) formado
pelas segundas derivadas das coordenadas. A aceleragdo de uma particula de massa m > 0 num
referencial inercial é determinada pela equacdo de Newton?®

onde F : R? x R? — R3 é um campo de forcas.

Por exemplo, a lei hordria do movimento retilineo uniforme é r(t) = a + vt onde a é a posigao
inicial e v a velocidade, um vetor constante.

O espago-tempo da fisica newtoniana é o produto cartesiano R x R? ~ R*, o espaco dos eventos
(t,z,y,2) € R* onde r = (z,y, 2) € R3 representa uma posicdo num referencial inercial, e t € R é
o tempo absoluto.

O estado de uma particula, a informacao necessaria e suficiente para resolver a equagao de
Newton e portanto determinar a sua trajetéria futura (e passada), é um ponto (r,p) € R3xR? ~ RS
do espago dos estados/de fases, onde r é a posigdo e p := mv é o momento (linear).

A lei hordria da queda livre, préximo da superficie da terra, é r(t) = a + vt + (0,0, —g/2)t2,
onde a é a posi¢do inicial, v a velocidade inicial e g ~ 9.8 m/s? a aceleracao gravitacional. Calcule
a velocidade 1 (t) e a aceleracao ¥(t).

Determine a “dimensao” do espago de fases de um sistema composto por 8 planetas (como,
por exemplo, Mercurio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno) e de um sistema
composto por 6 x 1023 moléculas.

Reacoes quimicas. O estado de uma reagao quimica

aA+bB+cCH+... — zX+yY+z7+...
entre os n reagentes A, B, C, ... eosm produtos X, Y, Z, ... édescrito usando as concentracoes
[A], [B], [C], ..., [X], [Y], [Z], ..., e portanto n + m nimeros.

3Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687.



1 VETORES 7

O espacgo vetorial R". O espago vetorial real de dimensao n é o conjunto
R":=RxRx---xR
—_——
n vezes

das n-uplas x = (21, z2, ..., x,) de nimeros reais, ditas vetores ou pontos, munido das operagoes
adicdo, que envia dois vetores X e y no vetor

’X-Fyi: ($1+y1,$2+y27--~793n+yn)‘

e multiplicacdo por um escalar, que envia um vetor X e um escalar A no vetor

’/\x = (Az1, AT2, ..., ATp) ‘

O vetor nulo/origem é o vetor 0 := (0,0,...,0) (também denotado pela letra O), tal que x +0 =
x para todo x € R". O simétrico do vetor x = (x1,22,...,T,) é 0 vetor —x := (—1)x =
(=21, —T2,...,—Zp), tal que x + (—x) = 0. Isto justifica a notagdo x —y := x+ (—y). A soma
de vetores é comutativa, ou seja, x +y =y + X, e associativa, ou seja, x + (y +z) = (x+y) + 2
(e portanto as paréntesis sdo inuteis). Em particular, a ordem dos vetores numa soma (finita)
Xx+y+---+z éirrelevante. E também evidente que Apx) = (An)x, e que valem as propriedades
distributivas (A + u)x = Ax+ ux e A(x+y) = Ax+ Ay. Finalmente, a multiplicacdo pelo escalar 1
transforma um vetor em si préprio, ou seja, 1x = x, e a multiplicagao pelo escalar “zero” produz o
vetor nulo, ou seja, 0x = 0 (assim que, com abuso de linguagem, o escalar 0 pode também denotar
o vetor nulo 0, desde que seja claro no contexto).

A combinagao linear (ou sobreposi¢do) dos vetores vi, va, ..., v € R™ com coeficientes A1,

A2y ..oy A € R é o vetor
k

Z)\ivi = )\1V1 + AQVQ + -4 )\kvk .
=1

A base candnica de R™ é o conjunto ordenado dos vetores
e1 =(1,0,...,0) e;=(0,1,0,...,0) ... e,=(0,...,0,1)
assim que cada vetor x = (21, x2,...,%,) € R™ é uma combinacao linear tinica
X =1x1€1 +x2€2+ -+ Tpep

dos vetores da base canénica. O ntmero xj é chamado k-ésima coordenada, ou componente, do
vetor x (relativamente & base candénica).
Um subespaco vetorial de R™ é um subconjunto nao vazio V.C R™ que contém a origem, i.e.
0 € V, e que contém todas as combinagoes lineares dos seus vetores, i.e. tal que se x,y € V entao
também Ax + py € V para todos A, u € R.
No plano R? os pontos costumam ser denotados por r = (z,), e no espaco (3-dimensional) R?

por r = (x,y,2).
Calcule
(1,2,3) +(2,3,4) 6-(-1,-6,0) (1,-1)—(3,2)
Calcule e esboce os pontos A+ B, A— B,2A—-3Be —A+ %B quando
A=(1,2) e B=(-1,1) ou A=(0,1,7) e B=(-2,3,0)
[Ap6Y] 12.4.

Vetores aplicados. Um vetor aplicado/geométrico (uma forga, uma velocidade, ...) é um seg-
mento orientado AB entre um ponto de aplicacdo A € R™ e um ponto final B € R™. Dois vetores
aplicados AB e C'D sao paralelos se B— A = AMD —C) com A € R, e sdo equivalentes (e portanto
definem o mesmo “vetor” x =B —A)se B—A=D —C.
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Mostre que cada vetor aplicado é equivalente a um vetor aplicado na origem.

Diga se sao paralelos ou equivalentes ABe CD quando
A=(1,2) B=(-11) C=(23) D=(4,4)

A=(0,1,7) B=(-2,3,00 C=(1,0,—7) D=(2,3,0)

Determine D € R” de maneira tal que ABe CD sejam equivalentes quando
A=(1,2) B=(-1,1) C=(2,3)

A=(0,1,7) B=(-2,3,00 C=(0,0,0)

Composicao de forgas. Se duas forca F e G atuam sobre uma particula colocada num certo
ponto do espaco, entao a “resultante” é uma forca F + G.

Translagcoes e homotetias. A soma de vetores e a multiplicacdo por um escalar, as duas
operagoes algébricas definidas no espago vetorial R™, descrevem transformacoes geométricas que
sao translacoes e homotetias.

Uma transla¢do do espago R™ é uma transformacao Ty : R” — R™ definida por

x—= Ta(x):=x+a,

com a € R". A imagem de um subconjunto X C R™ é também denotada a + X := T, (X).
A homotetia de razao A # 0 é a transformagao M) : R” — R™ definida por

x = My(x) := Ax.

Representa uma dilatacio quando A > 1, e uma contragdo quando A < 1. A imagem de um
subconjunto X C R™ é também denotada AX := M, (X).

@ T(x) AX

(i &

e

A composicao de uma homotetia e uma translagao é a transformacao
X Tao My(x)=Ax+a.

Em particular, é possivel definir uma homotetia de centro ¢ € R™ e razao A # 0 como sendo a
transformacao He ) : R" — R"

x = Hea(x):=c+ A(x—c).

Observe que o centro é um ponto fixo de uma homotetia, i.e. He x(c) =c.

Mostre que Tp 0Ty = Tayp e deduza que Ty oT_5 =T 40T, = 1.
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Mostre que Vx,y € R" existe uma translagao Ty tal que Ta(x) =y.
Descreva o efeito das transformacdes My, com A < 1 e A > 1, no plano R?,
Determine e compare as transformacoes compostas T, o My e M)y o T,. Sao iguais?

Graus Celsius, Fahrenheit e Kelvin. A temperatura pode ser medida em graus Celsius (C),
Fahrenheit (F) e Kelvin (K), e

F=18-C+32 K= (F+459.67)/1.8

Determine a relacao entre graus Kelvin e Celsius.
Determine a relagao entre um grau Kelvin e um grau Fahrenheit.

Invariancia galileiana/sistemas inerciais. Seja r € R? a posi¢do de uma particula num refe-
rencial inercial R. Num referencial R’ em movimento retilineo uniforme com velocidade (constante)
V € R3 e origem R no instante ¢ = 0, a posicao da particula é dada pela “transformacio de Galileo”
[LL78]

r=r— (R+Vt). (1.1)

Verifique que a diferenga r; — ro entre as posicoes de duas particulas é invariante para as
transformagoes (1.1), ou seja, rj —ry, = r; — ro. Verifique que a aceleragao a := 1 da trajetdria
t — r(t) de uma particula também é invariante para as transformacoes (1.1), ou seja, a aceleragéo
nao depende do sistema inercial no qual é calculada. Deduza que se a forga entre duas particulas
apenas depende da diferenga entre as posigoes (interagdo gravitacional, interacdo elétrica, ...),
entao a lei de Newton mi = F ¢é invariante.

Mostre que o momento linear p := mr transforma segundo a lei

p=p+mV.
Centro de massas. O centro de massas do sistema de particulas de massas my, mo,...,my
colocadas nos pontos rq,ra,...,ry € R3 é
N
R 1 Zmr miry + morg + -+ + MNTN
= ETk =
M = M

onde M :=mq1 +ms +---+my é a massa total do sistema.

Trés massas unitdrias sdo colocadas nos vértices de um triangulo no plano. Caraterize o
centro de massa.
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2 Produto escalar, norma e distancia

14 out 2021

ref: [Ap69] Vol 1, 12.5-11 ; [La97] Ch. I, 3-4

Moddulo e distancia na reta real. O mddulo, ou valor absoluto, do nimero real z € R é

T sex >0
—x sex <0

|z| ;== max{x, —z} = {

A distancia entre os pontos x e y da reta real R é
d(z,y) := |z -y

O médulo e a distancia satisfazem as desigualdades do triangulo

tyl<lz[+lyl e  dzy) <d(z,2)+d(y2).
Mostre que as desigualdades podem ser estritas.

O plano euclidiano. De acordo com o teorema de Pitdgoras, o comprimento do vetor r =
(z,y) € R?, ou seja, a distancia entre o ponto representado pelo vetor r e a origem, é dado pela

expressao
d(r,0) = z2 +y2.

Mais em geral, pela homogeneidade do plano euclidiano, somos levados a definir a distdncia entre
os pontos r = (z,y) e v’ = (2/,y’) como sendo o comprimento do vetor r' — r, ou seja,

A, r) = /(& =2 + (y — ).

Acontece que toda a geometria euclidiana do plano (distancias, angulos, paralelismo e perpendi-
cularidade, ...) pode ser deduzida a partir da nogao algébrica de produto escalar/interno

r-r =z +yy.

Por exemplo, os vetores r = (x,y) e v’ = (2, y’) sdo perpendiculares/ortogonais quando r -1’ = 0,
ou seja, quando zz’ + yy’ = 0. O comprimento do vetor r fica entao igual a /T - r.

Determine um vetor ortogonal ao vetor (2, 3).
Calcule o comprimento do vetor (3,4).
Calcule a distancia entre os pontos (2,1) e (1,2).

Produto escalar euclidiano. O produto escalar/interno euclidiano entre os vetores x e y de
R™ ¢ o escalar

Xy =2y a2z + o Ty | (2.1)

Usando o simbolo de somatério, o produto escalar fica x -y := > | #;;5;. Também conveniente
¢ utilizar o simbolo de Kroneker ¢;;, definido por d;; = 1 e 0;; = 0 se i # j, assim que o produto
escalar é x-y = Zi,j di;x;y;. Outra notacao tradicional para o produto escalar é (x,y).

O produto escalar euclidiano satisfaz as seguintes propriedades fundamentais, embora elemen-
tares, das quais podem ser deduzidas a quase totalidade das consequéncias interessantes deste
capitulo. O produto escalar é simétrico, ou seja,

22)

para todos os vetores x,y € R™. O produto escalar é linear na primeira varidvel, ou seja é
homogéneo e aditivo,

’()\x)~y:)\(x-y) e (x+y) z=x-z+y- -z (2.3)
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assim que
(Ax+py) -z =Ax-2z)+ pu(y - z)

para todos os vetores x,y,z € R™ e os escalares A\,u € R. Pela simetria (2.2), o mesmo
acontece quando consideramos combinacgoes lineares na segunda variavel, ou seja, o produto escalar
é também linear na segunda varidvel (os matemadticos dizem entao que o produto escalar euclidiano
é bilinear). Finalmente, um célculo mostra que o produto escalar de um vetor x com si préprio é
uma soma de quadrados das coordenadas, pois x - x = 27 + 23 + - - + 22. Consequentemente, o
produto escalar é positivo, ou seja,

’x-xz() e x-x=0sse x=0 (2.4)

A positividade (2.4) claramente implica que o tinico vetor x tal que x-y = 0 para todos os y € R"
é o vetor nulo 0.
Os vetores x e y sao ditos ortogonais/perpendiculares quando x - y = 0. Uma notagao conve-
niente pode ser x | y.

Mostre que o produto interno é simétrico, bilinear e positivo.

Verifique que os vetores da base candénica sao ortogonais dois a dois, ou seja, e; - e; = 0 se

i
Se v é ortogonal a todos os vetores x € R", entdao v = 0.
Calcule o produto interno entre x = (1,2) ey = (—1,1), eentre x = (0,1,7) ey = (-2, 3,0).
Determine se sdo ortogonais x = (1,2) ey = (—1,1), oux = (0,1,7) e y = (-2, 3,0).
Sex-y=x-zentdoy =27
[Ap69] 12.8.

Norma euclidiana. Pela positividade (2.4), o produto escalar de um vetor x € R"™ com si
préprio é um nimero ndo negativo, x - x > 0. A norma euclidiana do vetor x é a raiz quadrada
nao negativa deste niimero, ou seja,

Ix] == vx-x

Naturalmente, ¢ mais facil “calcular” o quadrado da norma, ||x||?> = x - x, que é apenas uma soma
de produtos, do que a prépria norma, que envolve uma raiz quadrada. Como ja observado, no plano
euclidiano a norma representa o comprimento do vetor, de acordo com o teorema de Pitagoras.

E claro, pela (2.4), que a norma é positiva, ou seja

x>0 e [jx|=0ssex=0] (2.5)

ou seja, o dnico vetor com norma 0 é o vetor nulo 0. O célculo (Ax) - (Ax) = A? (x - x) mostra
que a norma é positivamente homogénea, ou seja, satisfaz

| [ = [A] [ ] (2.6)

E importante observar que o produto escalar pode ser reconstruido a partir da norma euclidiana
que define, de acordo com a identidade de polarizagao

dx-y = x+yl* —lx - yl*. (2.7)

Um vetor é dito unitdrio se a sua norma ¢ igual a um. Todo vetor nao nulo x é proporcional
a um vetor unitdrio, por exemplo u = x/||x||. Este processo é chamado “normalizagdo”. O vetor
unitario u proporcional a um vetor nao nulo x nao é unico, pois sempre podemos multiplicar u
por +1.

Um célculo elementar mostra que a norma euclidiana satisfaz a identidade do paralelogramo

e+ ¥ 12+ [lx = yI* = 2 lx]* + 2|yl
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Mostre que a norma € positivamente homogénea e positiva.

Verifique que os vetores e; = (1,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...da base candnica sdo unitérios,
ou seja ||e;|| = 1.

Verifique que se v # 0 entdo u = v/||v| é um vetor unitério paralelo a v.

Mostre que
Ix+yl* =[x —yl|* = 4x-y,

e deduza que [[x +y|| = [|x — y| sse x -y = 0.

Prove o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao
I+ y[I* = [Ix]* + [ly ]|
Verifique (e interprete) a identidade do paralelogramo
I +y? + lx =yl = 2[x[* + 2|y ]*.

Sejam x e y dois vetores nao paralelos (em particular, ndo nulos), e A > 0 um escalar positivo.

Entao
Pl _ Dyl _ I+l
bS] [yl x+yll

Fixado um ponto, por exemplo a origem O, desenhe os triangulos OAB e OA’B’, onde A = O +x,
A =04+, B=0+(x+y)e B =0+ Ax+Yy), e deduza/reconhega o teorema de Tales (ou
teorema da interse¢ao).

Verifique que o produto escalar euclidiano pode ser deduzido da norma usando a identidade
de polarizagao
x-y=q(lx+yl*=lx-yl?) .
ou
x-y =35 (Ix+y* =[x = Iyl*) -

Calcule a norma dos vetores x = (1 — 1,1), y = (-1,1) e z = (1,2, 3,4).

Ortogonalidade e projegoes. Os vetores x e y de R"™ sdo ditos ortogonais/perpendiculares
quando x -y = 0, e uma notacao é x L y. Esta relacao é claramente simétrica.

Como j4 observado, a positividade do produto escalar (2.4) implica que o tinico vetor x ortogonal
a todos os vetores do espago euclidiano, ou seja, tal que x -y = 0 para todos os y € R", é o vetor
nulo x = 0.

Um célulo elementar mostra que ||x+y||? — ||x[|* — |ly[|? ¢ igual ao dobro de parte real de x - y.
Vale entao o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao

I +ylI* = [l + llyll*-

Seja v € R™ um vetor nao nulo. Todo vetor x € R™ pode ser representado de maneira tnica
COmo soma
X =AV+WwW

de um vetor \v proporcional a v e um vetor w ortogonal a v. De fato, a condicao de ortogonalidade

(x — Av) - v =0 obriga a escolher
X-V

v
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O vetor Av é dito projecao (ortogonal) do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o coeficiente
A é dito componente de x ao longo de v. Em particular, a componente de x ao longo de um vetor
unitario u é o produto escalar x - u. Por exemplo, a componente do vetor x sobre o vetor e; da
base candnica é a coordenada z; = x - e;.

Desigualdade de Schwarz e angulos. Se x nao é proporcional ao vetor ndo nulo y (e, em
particular, ndo é nulo), entdo a norma da diferenca x — Av entre o vetor x e a sua projegdo Ay
sobre y é estritamente positiva. Um calculo mostra que

x - y|?

Iy 1I?

0 < [lx = Ay [I* = [|x]* -

Consequentemente,

Teorema 2.1 (desigualdade de Schwarz). O mddulo do produto escalar entre dois vetores x,y € R™
€ limitado por

[yl < Ix]ly]

e a tgualdade verifica-se sse 0s vetores X ey SG0 proporcionais.

A desigualdade de Schwarz também implica que, se x e y sdo vetores nao nulos, entao

1< Xy <1.
[ Iyl

Isto permite definir o d@ngulo (ou melhor, o coseno do dngulo) entre os vetores ndo nulos x e y de
R™ como sendo o tnico 6 € [0, 7) tal que

X .
cosf = — Y _ (2.8)
[ Iyl
Esta definicdo é compativel com a nocéo de ortogonalidade.
Meétrica euclidiana. Consequéncia importante da desigualdade de Schwarz é que a norma

euclidiana é subaditiva, ou seja,
=+ vl < [Ix[| + [yl

para todos x,y € R". A distdncia/métrica euclidiana entre os vetores/pontos x e y de R™ é
definida por

d(x,y) =[x - yl]

E imediato verificar que d é uma distancia, ou seja, que é simétrica, ndo negativa e nula apenas
quando os vetores sao iguais, e que satisfaz a desigualdade do triangulo

d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).
Observe que a férmula explicita pela distancia é
d(x,y) = V(w1 —11)2 + (@2 —2)% + -+ + (T — Yn)?

uma generalizacao natural do teorema de Pitagoras.
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Verifique que os vetores e; = (1,0,...), e2 = (0,1,0,...), ...da base candnica sao ortogonais
dois a dois, ou seja, e; -e; =0 se ¢ # j.

Calcule a componente de x = (1,2) ao longo de v = (—1,1), e a projecao de x = (0,1, 7)
sobre v = (-2, 3,0).

Sejam x e y dois vetores nao nulos, e considere os vetores unitdrios u = x/[|x[| e v =y/|ly|
Calcule ||u =+ v||? e mostre que —1 < u-v < 1. Deduza a desigualdade de Schwarz 2.1.

Prove a subaditividade da norma (calcule ||x + y||* e use a desigualdade de Schwarz).

Mostre que se 6 é o angulo entre x e y entao

I £ yII* = [IxI1* + [y I* + 2[lx][ly]| cos 0

Calcule o coseno do angulo entre x = (1,2) e y = (—1,1). Calcule o coseno do dngulo entre
x=(0,1,m) ey =(-2,3,0).

Calcule o coseno dos angulos do tridngulo de vértices A = (1,1), B =
Calcule o coseno dos angulos do tridngulo de vértices A = (1,2,5), B=(2,1,2) e C

Determine um vetor ortogonal ao vetor (1, —1), e um vetor ortogonal ao vetor (1,3,6).

Determine a familia dos vetores (ou seja, todos os vetores) de R? ortogonais ao vetor (a, b).
Determine a familia dos vetores de R?® ortogonais ao vetor (a, b, c).

Prove a desigualdade do tridngulo (use a subaditividade da norma).
Prove que d(Ax, Ay) = |A|d(x,y).

Calcule a distancia entre x = (1,2) e y = (—1,1).

Calcule a distancia entre entre x = (0,1,7) e y = (—2,3,0).

[Ap69] 12.11.

Trabalho e energia cinética. O trabalho (mecdnico) infinitesimal que realiza um campo de
forcas F ao deslocar uma particula (ao longo do segmento) do ponto r ao ponto r + dr (se o
deslocamento dr é “pequeno” entdao o campo pode ser considerado constante) é igual ao produto
escalar

dl':=F -dr.

Em particular, é nulo se o deslocamento é ortogonal & forga. Usando a equacao de Newton F = p,
com p = mv, e considerando m constante, temos que

d
dT:F~dr:md—‘t"vdt:mv'dv:m%d(v~v).

Portanto dT° = dK, ou seja, o trabalho infinitesimal é igual a variacao infinitesimal da energia
cinética
1 2
K = sm|v[*.
Ao integrar, temos o teorema trabalho-energia: o trabalho T := f;l F - dr realizado sobre uma
particula por um campo de forgas F é igual a variagdo AK := K (t1) — K(t9) da energia cinética.
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Bolas e esferas. A bola aberta e a bola fechada (ou circulo, se n = 2) de centro x € R™ e raio
> 0 sao

Br(x):={y eR" tq. ly—x[[<r} e  Bi(x):={yeR" tq |y—x|<r}

respetivamente. A esfera (ou circunferéncia, se n = 2) de centro x € R” e raior > 0 é

[5.(x) = {y €R" t.q. [ly — x| =r}]

Em particular, a esfera unitdria de dimensao n — 1 é o conjunto
S"1 = 81(0) = {x € R" t.q. ||x]| =1}

dos vetores unitarios de R™.
Determine uma equagio cartesiana da circunferéncia de centro (2, —1) e raio 7.

Diga quando (ou seja, para quais valores dos raios r e r’ dependendo dos centros x e x') a
intersecao B,.(x) N B/ (x') é # 0.

Verifique que B, (x) = Tx (M, (B1(0))) e S,(x) = T (M, (S*71)).
Centroide. O centroide do sistema de pontos x1,Xso,...,xy € R™ é o ponto

1
Ci=—(x1+x2+ - +xpn)
N
(o centro de massa de um sistema de particulas de massas unitérias colocadas nas posigoes
X1,Xa2,...Xy). Observe que em dimensdo n = 1 o centrdide da colegdo de nimeros 1, z2,..., TN
é a média aritmética T := (1 + x2,---+xn)/N.

Mostre que o centroide é o ponto y que minimiza a fungao

N
Ey)=>_ Ik —yl*.
k=1

Calcule o centroide do sistema composto pelos pontos (0,1), (2,2) e (3,0) do plano.

Mostre que o centroide de 3 pontos do plano, A, B e (', é a intersegao dos segmentos que
unem os vértices do triangulo ABC' aos pontos médios dos lados opostos.

Normas e métricas nao euclidianas. FExistem outras nogoes naturais de norma, e relativa
distancia, que nao soa definidas a custa de um produto escalar. Por exemplo, se pensamos que
as n coordenadas do vetor x = (x1,x9,...,x,) representam as temperaturas de uma localidade
medidas em n diferentes dias do ano, entdo é natural considerar as normas

n

[%[loo := max |z;| e Il =) Jail

1<i<n ‘
=1

E imediato verificar que as sdo positivas, positivamente homogéneas e subaditivas. Consequente-
mente, definem disténcias, doo (X,¥) = ||[x—¥||eo € d1(X,¥) = ||[x—¥||, que sdo positivas, simétricas
e satisfazem a desigualdade do triangulo.
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3 Retas e planos

ref: [Ap69] Vol 1, 13.1-8 ; [La97] Ch. I, 5-6

Equagoes paramétricas e cartesianas. Curvas, superficies e outros subconjuntos de R™ po-
dem ser definidos de forma paramétrica, ou seja, como imagens

A= f(S)={f(s) com seS}

de funcdes f : S — R" definidas em espacos de “parametros” S = [0,1],R,R?,... (por exemplo,
uma “trajetéria” t +— r(t) € R3, onde t é o “tempo”), ou de forma cartesiana, ou seja, como
“lugares geométricos”

B={xeR" t.q. fi(x)=0, fa(x)=0, ...}

dos pontos de R™ onde as fungoes fi : R — R, fo : R™ = R, ...se anulam.

Descreva e esboce os seguintes subconjuntos de R? ou R3.
{(z,y) € R? t.q. 2?+¢y*=2} {(z,y) € R? t.q. zy =0}
{(1,1) +¢(0,3) com ¢ e R} {(0,4,0) +t(2,3,4) com te€ R}
{(cost,sint) com ¢ € [0,2n]} {(cost,sint,s) comt € [0,27], s € R}
{(z,y) €R® t.q. 2* +oy*+2° <7} {(t,]t]) comte[-1,1]} {(t,t*) com t € R}
{(z,y) €R* ta. ((1,2),(z,9)) =0} {(z,y) €R® t.q. 2z —3y =0}

{(z,9) €eR* t.q. ((3,-1),(z,9)) =2}  {(z,9) €R® t.q. 22 -3y=1}
{(z,y) €R* t.q —3z+y=0e 2—Ty=0} {(z,y,2) €R® t.q. x+y+2z=0}
{(z,y) ER* t.q. z+y=2e 20—y=1} {(z,y,2) €R? t.q. z+y+z=1}
{(z,9,2) €ER® t.q. 20—3y—2=0¢e x+y+1lz=3}

Particula livre. A trajetéria t — r(t) € R® de uma particula livre de massa m num referencial
inercial é modelada pela equacao de Newton

7 (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma=0,
onde v(t) := r(t) denota a velocidade da particula no instante ¢, e a(t) := ¥(¢) denota a aceleragéo
da particula no instante t. Em particular, o “momento linear” p := mv, é uma constante do

movimento, de acordo com o principio de inércia de Galileo* ou a primeira lei de Newton®. As
solugoes da equacao de Newton da particula livre sao as retas afins

r(t)=s+vt

onde s,v € R3 sdo a posicao inicial e a velocidade (inicial), respetivamente.

FCer: SOt

o
r(o) =S

4« il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale
spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, cio¢ perpetuo.”

[Galileo Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623]

5“Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus

impressis cogitur statum illum mutare.” [Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687]
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Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ty, = 0, pela posigao
r(0) = (3,2,1) com velocidade #(0) = (1,2, 3).

Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicdo r(0) = (0,0,0) no
instante ¢y = 0 e pela posi¢do r(2) = (1,1,1) no instante t; = 2. Calcule a sua “velocidade
escalar” (em inglés, speed), ou seja, a norma v = ||v||.

Retas. Um vetor ndo nulo v € R" define/gera uma reta
Rv :={tv com te€ R}

passando pela origem, o conjunto formado pelos vetores proporcionais a v. Dois vetores nao
nulos e proporcionais geram a mesma reta passando pela origem. De fato, se w = Av com A # 0,
entdo tv = sw quando ¢ = s\, e portanto Rv = Rw (as retas diferem apenas pela parametrizagao,
ou seja, a velocidade).
A reta (afim) paralela ao vetor ndo nulo v € R™ que passa pelo ponto a € R™ é

a+Rv:={a+tv com teR}

O vetor v é dito vetor direccional da reta, e pode ser pensado como a velocidade da trajetéria/lei
horéria r(t) = a+tv (de uma particula em movimento retilineo uniforme). Duas retas afins a4+ Rv
e b + Rw sao ditas paralelas quando v e w sao proporcionais.

A reta que passa por dois pontos distintos a e b é, naturalmente, a + R(b — a). Uma forma
mais simétrica da equagao paramétrica desta reta é tya-+tob com tempos t1,t2 € R que satisfazem
t1 +to = 1.

No espaco euclidiano R™, munido do produto escalar (2.1), é também possivel definir angulos
e ortogonalidade. O angulo entre as retas afins a + Rv e b + Rw é o angulo entre os vetores
direccionais v e w, ou seja, o tnico § € [0,7) cujo coseno é cos = v - w/(||v||||w]). Assim, as
retas sao ditas ortogonais quando w - v = 0.

Retas no plano. No plano R?, é possivel eliminar o parametro ¢ das equacdes paramétricas

(z(t),y(t))) = a+ tv de uma reta, e deduzir uma equagdo cartesiana. Por exemplo, se a = (a,b) e
v = (v,w), entdo

a+Rv={(z,y) €R® t.q. w(x—a)—v(y—>b) =0}

A2+ Co

No plano euclidiano R?, munido do produto escalar (2.1), um vetor ndo nulo n € R? define

uma reta normal
nt = {XER2 t.q. x~n:0}

formada pelos vetores ortogonais a n. A reta perpendicular/normal ao vetor nao nulo n € R?
que passa pelo ponto a € R? é

at+nt = {xeR® t.q. (x—a) n=0}
e o vetor n é dito vetor normal & reta. Por exemplo, se a = (a,b) e n = (m,n), entdo

a+nt={(z,y) €R® t.q. m(z—a)+n(y—>b) =0}
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Mostre que se L = a+ Rv e L' = a’ + Rv’ sao duas retas paralelas, entao existe um vetor r
tal que L' =r + L.

Determine uma equagao paramétrica da reta que passa por (2,3) e é paralela a (—1,2)
Determine uma equagio paramétrica da reta que passa por (5,1, —2) e é paralela a (3, -7, 2).
Determine uma equagao paramétrica da reta que passa pelos pontos (3,3) e (—1,—1).
Determine uma equagio paramétrica da reta que passa pelos pontos (0,3,4) e (8,3,2).
Determine uma equagao paramétrica da reta 2z — 3y = 5 do plano.

Determine uma equagao cartesiana da reta que passa por (5,—1) e é paralela a (—6,2).
Determine uma equacao cartesiana da reta que passa por (0,0) e é perpendicular a (—2, —3).
Determine uma equagio cartesiana da reta (—2,3) + R(5,1).

Calcule o (coseno do) dngulo entre as retas x —y =0e —x +y = —T.

Determine um vetor normal & reta que passa pelos pontos (3,0) e (2,1).

Determine um vetor normal a reta 5x — 3y = 2 do plano.

Determine P € R? e v € R? tais que

{(z,y) €ER? t.q. z+2y=—1}={P+tv com t€cR}

As retas
{(z,y) €ER? t.q. 22 —3y=5} e {(z,9) €R? t.q. 32 —2y =5}

{(z,y) ER* t.q. 2+ Ty=3} e {(z,y) €R® t.q. — 2z — 14y =0}

sao paralelas? Sao perpendiculares?
Determine as intersecoes entre as retas ¢ — 2y =1 e —2z + 4y = 3.
Determine as intersecoes entre as retas 3r +5y =0e x —y = —1.
Determine as intersegoes entre as retas(3,1) + R(1,3) e (0,1) + R(—1, —2).

Determine a familia das retas paralelas ao vetor v = (a, ) do plano.
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Determine a familia das retas que passam pelo ponto (a,b) do plano.
Verifique que homotetias e transla¢oes enviam cada reta numa reta paralela.
[Ap69] 13.5.

Ternos pitagéricos, método da corda de Diofanto. Um terno Pitagdrico é uma solucao
inteira (ou seja, com XY, Z € Z) da equacao

X?+y?=2°
(ou seja, representa os comprimentos inteiros dos lados de um tridngulo retdngulo). Um exemplo
¢ 3,4,5. Um terno Pitagérico é equivalente a uma solugao racional (ou seja, com x,y € Q) de
x2 4 y2 -1

(basta dividir por Z # 0), e portanto um ponto racional (x,y) € Q? da circunferéncia unitéria
S:={(z,y) € R? t.q. 22 +y*>=1} CR2%

Determine a (outra) interse¢io entre uma reta que passa pelo ponto (—1,0) e a circunferéncia
unitéria S := {(z,y) € R? t.q. 22 +y*=1}.

Mostre que quando o declive d da reta é racional, ou seja d = U/V com U,V € Z, a intersegao
determina uma solucao inteira de X2 +Y?2 = Z2. Verifique que esta solucdo corresponde & solucio
de Euclides

X=U*-V) W, Y=200VW, Z=U*+V)W,

com U, V. W € Z.

Distancia entre um ponto e uma reta. Seja r(t) = a+ tv, com ¢t € R, a representagao
paramétrica dos pontos de uma reta em R™ passando pelo ponto a e paralela ao vetor nao nulo v.
O quadrado da distancia entre r(t) e a origem (ou qualquer outro ponto, basta mudar a origem do
referencial!) é um polindmio de segundo grau no tempo t,

le@)]* =2 |IvI* +2(a- vt + [|a]*.

Esta funcdo assume um mfnimo quando o tempo ¢ igual a £ = —a - v/||v|? (basta igualar a zero a
derivada em ordem a t). Portanto o ponto da reta mais préximo da origem é

- a-v

r(t)=a— v
[[vf?

Um célculo mostra que este é o ponto da reta onde r(t) é perpendicular ao vetor v.

Em particular, no plano euclidiano R?, a distancia entre ponto x & reta R = a4+ n't normal ao
vetor nao nulo n passando pelo ponto a é a norma da projecao de x — a sobre o vetor normal n,
ou seja
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Searetaé R={(r,y) €R? t.q. ma+ny+c=0},entdo

_|max +ny + |

d((z,y), R) W

Mostre que ||a+tv|| > ||la]| para cada tempo ¢ € R sse a-v = 0 (calcule o quadrado da norma
de a+ tv). Dé uma interpretagdo geométrica.

Mostre que a norma de cada ponto r € a+n' da reta que passa por a € R? e é perpendicular

ao vetor ndo nulo n € R2 verifica
) > a2
]
|a-n|

e que ||r|| = d sse r é a projecao de a sobre n, ou seja r = RS (observe que a equagao da reta é

r-n=a-n e use a desigualdade de Schwarz).
Calcule a distancia entre o ponto (8, —3) e a reta (1,0) + R(3, 3).
Calcule a distancia entre o ponto (2,4) e areta = —y = 0.
[Ap69] 13.5.
Planos. Dois vetores v,w € R™ nao paralelos (em particular, ndo nulos) geram um plano

Rv + Rw := {tv +sw com (t,s) € R*} CR"

passando pela origem.
O plano (afim) gerado pelos vetores v e w que passa pelo ponto a € R™ é

a+ (Rv+Rw):={a+tv+sw com (ts)cR?*}

Os vetores v e w (que naturalmente nao sdo dnicos, mas podem ser substituidos por qualquer
outro par de vetores nao paralelos do plano) sao ditos geradores do plano.

O plano que passa por trés pontos distintos e nao colineares a, b e ¢ é, por exemplo, o plano
a+ R(b — a) + R(c — a). Uma forma mais simétrica da equagdo paramétrica deste plano é
tia + tob + t3c com tempos t1,ta,t3 € R que satisfazem t; + to +t3 = 1.

Planos no espaco de dimensao 3. No espaco R3, é possivel eliminar os parametros ¢t e s e
deduzir uma equacao cartesiana do plano, da forma

ar+by+cz=d.

No espaco euclidiano R3, munido do produto escalar (2.1), um vetor nao nulo n € R? define
um plano normal nt := {x € R t.q. x-n =0}, formado pelos vetores ortogonais a n.
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O plano ortogonal /perpendicular /normal ao vetor nao nulo n € R? que passa pelo ponto a € R3

at+nt:={xcR®tq (x—a) n=0}
O vetor n, que é definido a menos de um multiplo ndo nulos, é dito vetor normal ao plano, e define
a reta normal ao plano. Em particular, é sempre possivel escolher um vetor normal unitério.
Por exemplo, uma equacao cartesiana do plano perpendicular ao vetor n = (m,n,p) € R3 que
passa pelo ponto a = (a, b,c) € R? é
m(z—a)+n(y—>b)+p(z—c)=0

O angulo entre dois planos de R? pode ser definido como sendo o angulo entre dois vetores normais
aos planos.

Determine uma equagao paramétrica do plano que passa pela origem e é gerado pelos vetores
(3,-7,2)e (—1.0,-1).

Determine uma equagao paramétrica do plano que passa pelo ponto (0, 3,4) e é gerado pelos
vetores (0,5,0) e (8,3,2).

Determine uma equagio paramétrica do plano {(z,y,2) € R? t.q. 2 +y+ 2z = 1}.
Determine uma equacio paramétrica do plano {(z,y, z) € R? t.q. z = 0}.

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa por (—1,1,11) e é gerado pelos vetores
(1,0,0) e (0,1,0).

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa por (0,0,0) e é gerado pelos vetores
(3,-7,2) e (—1.0,-1).

Determine uma equagdo cartesiana do plano que passa por (3,3,3) e é paralelo ao plano
z+y+z=0.

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa pelos pontos (0, 3,4), (0,5,0) e (8, 3,2).

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa por (0,0,0) e é perpendicular ao
vetor (—2,—3, —4).

Determine uma equacao cartesiana do plano que passa por (2, 1,0) e é perpendicular ao vetor
(9,3,0).

Calcule o (coseno do) dngulo entre os planos z —y+2z=0e —z + 3y + 5z = —7.

Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0).
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Determine um vetor normal ao plano x +y + z = 1.
Determine as intersecgoes entre os planos © + 2y + 3z = —1e —2x + 4y — 2 = 3.
[Ap69] 13.8 € 13.17.

Distancia entre um ponto e um plano em R3. Consideramos, no espaco euclidiano R?,
munido do produto escalar (2.1), um plano n* passando pela origem e normal ao vetor nio nulo
n. Todo vetor x € R3 pode ser representado como soma x = An + v da projecdo de x na direcdo
de n (com A = x-n/||n||?) e de um vetor v ortogonal a n, logo pertencente ao plano nt. Se w é
qualquer outro ponto do plano n', entdo o teorema de Pitdgoras diz que

I = wll* = [An]* + [w = v[* > [|An]*

Consequentemente, a distancia entre x e qualquer vetor do plano é sempre superior ou igual a
norma da projecao An, e esta distancia minima é atingida precisamente quando v = w.

Em geral, a distancia entre o ponto x e o plano P = a 4+ n* é portanto igual a norma da
projecao de x — a sobre n, ou seja,

Se o plano é P = {(z,y,2) € R® t.q. mz +ny+pz+c=0}, entdo

_|ma +ny + pz + ¢

v/m?2 4 n? 4 p?

d((z,y,2),P)

Calcule a distancia entre o ponto (2,4,1) e o plano = +y+ 2z = 0.

Calcule a distancia entre o ponto (5,7,1) e o plano que passa por (2,0,3) e é normal ao
vetor (1,1,0).

Calcule a distancia entre o ponto (15,11,17) e o plano z-y.

[Ap69] 13.17.
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Conjuntos convexos. O segmento (afim) entre os pontos a e b de R™ é

ab = {ta+ (1 —t)b com t¢€ [0,1]}

(a érbita de uma particula livre que viaja com velocidade v = b — a de uma posic¢éo inicial a
durante um tempo 0 < ¢ < 1). Uma equacdo paramétrica mais simétrica é t1a + tob com t1 > 0 e
to > 0 que satisfazem t1 + t5 = 1.

E natural definir o tridngulo de vértices a,b e ¢ (nao colineares) como sendo o conjunto dos
pontos t1a + tab + tzc com coeficientes t1 > 0, to > 0 e t3 > 0 que satisfazem ¢ + to + t3 = 1.
Observe que esta condi¢do também implica que 0 < t; < 1, e portanto o “peso” de cada vértice
nestas combinagoes lineares pode ser pensado como uma “probabilidade”. E também claro que

este triangulo é a reuniao dos segmentos entre ¢ e os pontos do segmento ab.

b b
‘A )8 ‘A
C

Pontos, segmentos e tridngulos admitem a seguinte generalizacao natural. A combinacdo con-
vera dos pontos xi,Xo, ..., X, € R® é o conjunto

Conv(xy,Xa,...,Xm) = {t1xX1 + taXa + -+ tyXy com t; >0 e t1+ta+---+t, =1}

Podemos pensar que os coeficientes t;’s sao “probabilidades”, de acordo com as quais os diferentes
pontos x;’s sao “pesados”. O nome tem a ver com a nogao de “convexidade”. Um subconjunto
C C R"™ é convero se contém o segmento entre cada par de seus pontos, ou seja, se x,y € C
implica que também t1x +toy € C'set; > 0ety >0 com t; +to = 1.

O proprio R™ é convexo. Pontos, segmentos e triangulos sao também convexos. E claro, em
geral, que combinagbes convexas sao conjuntos convexos. De fato, sejam a e b dois pontos de
Conv(xy,Xa,...,Xn), assim que a =) . t;x; e b =) s;x; com coeficientes nao negativos t; e s;
tais que >, t; =) . s; = 1. Entao, se 0 <t <1,

(1—tla+tb =Y ((1—t)t; +ts;)x;

Os coeficientes (1 — t)t; + ts; s@o também nao negativos e somam

S A-ttit+tsi=0-1)) ti+ty si=(1—t)+t=1

K2
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Isto prova que também (1 —t)a + tb € Conv(xy,Xg2,...,Xm) se 0 <t < 1.

E claro que a intersecao de uma familia arbitraria de convexos é um conjunto convexo. Con-
sequentemente, por cada subconjunto A C R™, existe um convexo minimal que contém A (a
intersegao de todos os convexos que contém A) chamado envoltdria/invdlucro/fecho convexa/o de
A, e denotado por Conv(A). Calcular o fecho convexo de um subconjunto genérico pode ser uma
tarefa dificil. Um caraterizagao algébrica simples é possivel quando o conjunto é formado por um
ndmero finito de pontos.

Teorema 3.1. O menor convexro que contém os pontos Xi,Xs,...,X, € R™ € a combina¢ao
conveza Conv(xy,Xa, ..., Xm)

Demonstracdo. A prova é por indugao sobre a cardinalidade m, e depende da observacao que
Conv(X1,Xa,...,Xm,Xm+1) pode ser pensado como a reunido dos segmentos entre X, 1 € 0s pontos
de Conv(x1,X2,...,Xm).

Se m = 1, o resultado é trivial. Assumimos o resultado valido para m pontos, e consideramos

. , . m—+1

um conjunto convexo C' que contém os m + 1 pontos x1,Xsa,...,X;y,11. Seja X = Zi:l t;X; um
ponto de Conv(xi,Xa,...,Xm+1), logo com t; > 0e > t; = 1. Se tyy1 = 1, entdo X = Xp41, €
claramente x € C. Se, por outro lado, t,;,+1 # 1, podemos dividir por (1 — ¢,,41) e representar

m
t;
x=(1—-t — x; |+t X
( m+1) (; 1— tm+1 ’L> m+1&m-+1
ou seja, como ponto do segmento entre X, 411 €y = > ., ﬁ x;. Mas y é um ponto de
Conv(x1,X2,...,Xm), pois > v t; = 1 — ty41. Pela hipdtese indutiva, y € C (pois C' é um
convexo que contém os Xi,Xs, ..., X, ). Pela convexidade de C, também x € C. O

Se os x}’s s@o pontos do plano, entdo o fecho convexo é um poligono convexo. Um caso particular
importante é o fecho convexo dos vetores eq, es, ..., e, da base canénica de R", chamado simplezxo
unitdrio e denotado por A"~! = Conv(ej,es,...,e,) C R™ que é claramente um objeto de
dimensao n — 1.

Qs

Mostre que segmentos e triangulos sao convexos.

O paralelogramo definido pelos vetores a e b, o conjunto das combinagoes lineares t1a + t2b
com 0<t; <1le0<ty <1, é convexo.

No espago euclidiano R™ munido do produto escalar (2.1), as bolas abertas B,.(x) ou fechadas
B,.(x) sao convexas.

Dados um vetor ndo nulo n o espacgo euclidiano R™ munido do produto escalar (2.1), e um
escalar b € R, os semi-espagos {x € R" t.q. n-x>b}ou{x €R" t.q. n-x > b} sdo convexos.
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Translagoes e homotetias preservam os convexos, ou seja, se C' C R™ é convexo, entdo também
C + a e A\C sao convexos, para todo vetor a € R™ e todo escalar A € R.

Medidas de probabilidades. Uma (medida de) probabilidade num “espago dos acontecimentos”
finito Q = {w1,ws,...,w,} é uma fungio P : 22 := {subconjuntos A C Q} — [0,1] aditiva, i.e.
tal que

P(AUB) =P(A) +P(B) se ANB=10,

(a probabilidade do evento “A ou B” é igual & probabilidade do evento A mais a probabilidade do
evento B se A e B sao eventos mutuamente exclusivos) que verifica P(f)) = 0 (a probabilidade do
“evento impossivel” é nula) e P(Q) = 1 (a probabilidade do “evento certo” é um).

Cada vetor p = (p1,p2,---,Pn) € R™ cujas coordenadas estao limitadas por 0 < p; < 1 e tal
que p1 +p2 + -+ - + p, = 1 define uma probabilidade P, por meio de

P(A) = Z Dbi

w; €A

ou seja, p; = P({w;}). Portanto, o espago das medidas de probabilidades em Q é o simplexo
(unitdrio)

A" i={p=(p1,p2,..-,pn) ER® com 0<p;<le py+ps+-+p,=1}. (3.1)
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4 Subespacos, bases e dimensao

ref: [Ap69] Vol 1,12.12-17 ; [La97] Ch. III, 1-5

Combinacgoes lineares. Uma combinagao linear dos vetores vi,va,...,v,, de R™ com coefi-
cientes A1, A, ..., Ay (que sdo escalares, logo nimeros reais neste caso) é um vetor

V:)\1V1+>\2V2+"'+)\mvm

Um tal vetor v, obtido como combinacao linear dos vy’s, é também dito (linearmente) dependente
dos v ’s.

O vetor v é dependente do vetor w sse é proporcional a w.

Cada vg, com 1 < k < m, é dependente dos vetores vi,va,..., V.

Se v é dependente dos vy, Vo, ..., Vv, mas nao é dependente dos vi,Va,...,V,,_1, entao v,,
é dependente dos vi,Vva,...,V,;y_1,V.

Se v é dependente dos vi,va,...,Vv,, € cada vi, com 1 < k < m, é dependente dos
Wi, W2,..., Wy, entdo v é dependente dos w1, wa, ..., w,.

Subespacos e geradores. Um subespaco vetorial/linear de R™ é um subconjunto nao vazio
V C R" que é preservado pelas operacoes de soma de vetores e produto por um escalar, ou seja,
tal que

se v, w €V e AER entaotambém v+weV e AveV,

Isto implica que se vi,va,..., v, € V e A1, Ag, ..., A\ sao escalares arbitrarios entao também
>k Vi € V. Em outras palavras, um subespago é um subconjunto de R™ que contém todas as
possiveis combinagoes lineares dos seus vetores.

Em particular, todo subespago contem o vetor nulo 0 (a combinagéo linear trivial), e o subespaco
minimal de R™ é o subespago trivial {0}. O subespago maximal é o préprio R". E claro também
que a intersegdo Ni Vi de uma familia de subespagos (finita ou nao) é também um subespaco de
R™.

Retas e planos passando pela origem sao exemplos de subespagos de R™. Uma maneira natural
de construir subespacos é a seguinte. Seja S = {s1,S2,83,...} um subconjunto de R™, finito ou
nao. O conjunto das combinagdes lineares finitas dos elementos de S

’Span(S) = {181+ Aasa+ -+ xSk com s; € 5, A\ € R} ‘

é um subsespago vetorial de R™, dito subespaco gerado por S, ou também espansdo linear de S
(em inglés, linear span). Os vetores de S sdo entdo chamados geradores do subespago Span(.S),
pois qualquer vetor de Span(S) é “gerado”, ou seja, “produzido”, por elementos de S ao fazer
combinacoes lineares finitas.

Por exemplo, o subespago gerado por um vetor nao nulo v é a reta Span(v) = Rv. O subespago
gerado por dois vetores ndo nulos e ndo paralelos v e w é o plano Span(v,w) = Rv + Rw. De
fato, é evidente que um subconjunto V. C R™ é um subespago sse contém todas as retas e os planos
gerados pelos seus vetores.

Determine o subespago gerado por (3, —2) e (—6,4).

Determine o subespago gerado por (1,0,0) e (0,1,1).

28 out 2021
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Diga se sdao subespacos vetoriais os seguintes subconjuntos de R? ou R3
{(t,3t) com t € R} {(2t,3t) com t € [0,1]} {(t —1,2+3¢) com t € R}
{(t,3s —t,s) com (t,s) € R?*} {(1 —t,t+5,5) com (t,s) € R?*}
{(z,y) € R? t.q. —2y=0} {(z,y) € R? t.q. v —2y=1}
{(z,9,2) €ER® t.q. —y+2=0e¢ —20+y—2=1}
{(z,9,2) €ER® t.q. c+y+2=0ex—y—32=0}

Subespagos ortogonais. No espago euclidiano R", munido do produto escalar (2.1), subespagos
podem ser definidos a custa de relagoes de ortogonalidade. Dado n € R™, o conjunto

nt = {x€R" t.q. n-x=0}

L ¢ o préprio R™ apenas quando n é o vetor nulo,

é um subespaco linear de R™. Observe que n
pois se n # 0 entdo n* nio contém a reta Rn.

Dados ny,ng,...,n,, € R™, a intersecao

nf ={x€R” t.q. n;-x=0 Vi=12,...,m}

DX

k

1

é também um subespago linear de R™. Em geral, dado um subconjunto arbitrdrio N C R™ (néo
necessariamente um conjunto finito ou um subespago), o conjunto

Nt :={x€R" tq. n-x=0 Vne N}

é um subespaco linear de R™.
Fixado n € R™, o conjunto {x € R” t.q. n-x =1} é um subespago linear de R™ ?
[Ap69] 12.15. .

Conjuntos livres/linearmente independentes. E conveniente definir a dependéncia linear,
e portanto a sua negacao, como propriedade de um conjunto de vetores.

O conjunto finito formado pelos vetores vi, va, ..., v,, de R™ é dito (linearmente) dependente
se existe uma combinagcao linear nao trivial dos v;’ s que representa o vetor nulo, ou seja, se existem
coeficientes \;’s, ndo todos nulos, tais que

AMVi+Xove+ -+ A vy, =0

Isto significa que (pelo menos) um deles (um dos que tém coeficiente nao nulo na expressao acima)
é dependente dos outros, ou seja, pertence ao subespago gerado pelos outros. E claro que todo
conjunto que contém o vetor nulo é dependente.

O conjunto finito formado pelos vetores vi,va, ..., v,, é livre, ou (linearmente) independente
(ou os vetores vi,Va,...,V,, sdo livres ou (linearmente) independentes), se gera o vetor nulo 0
duma tinica maneira, ou seja, se a nica combinagao linear nula

AMVi+Xove+ -+ A vy, =0

é a combinagao linear trivial, com coeficientes A\ = Ao = --- = A;;, = 0 (ou seja, se a tnica solugao
do sistema homogéneo acima, de n equagdes em m incégnitas, apenas admite a solugao trivial).
Em geral, um conjunto S de vetores, finito ou nao, é livre se todo subconjunto finito é livre.

Teorema 4.1. O conjunto finito S = {vi,va,..., vy} C R™ € livre sse gera cada vetor de
Span(S) duma unica maneira, ou seja, se cada vetor v € Span(S) admite uma inica representagdo

V:>\1V1+)\2V2+"'+>\mvm

como combinacdo linear dos v;’s.
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Demonstracao. Sev= M1V + Vo + povo + -+ Uy Vi for outra representacao, com pelo menos
um pg # A, entdo (A — p1)vy + (Ao — p2)ve + -+ + (A, — fim ) Vi, Seria uma representacao nao
trivial do vetor nulo. A outra implicagao é evidente. O

Os vetores v e w sao dependentes sse sao paralelos.
Um conjunto que contém o vetor nulo nao é independente.

Se S C R™ é independente, entao qualquer subconjunto 7' C S é independente. Equivalente-
mente, se S C R™ é dependente, entao qualquer conjunto 7' que contém S é também dependente.

Se s1,89,...,8,;, sd@o independentes mas s1,8o, ...,S;,, Vv sdo dependentes, entdo v é depen-
dente dos s1,S9,...,Sm.

Mostre que os vetores (a,b) e (c,d) de R? sao independentes sse ad — bc # 0.

Os vetores (1,2) e (—1,2) sao independentes?

Os vetores (1,1,0), (0,1,1) e (1,0, 1) sdo independentes?

Os vetores (1,2), (2,3) e (3,4) sdo independentes?

Os vetores (v/2,1,0), (1,v/2,1) e (0,1,/2) sdo independentes?

Verifique se (7, —1) é combinagcao linear de (3,8) e (—1,0).

Verifique se (1,5,3) é combinacdo linear de (0,1,2) e (—1,0,5).

Determine os valores de ¢ para os quais os vetores (t,1,0), (1,¢,1) e (0,1,¢) sdo dependentes.
[Ap69] 12.15.

Bases e dimensdo. E razodvel esperar que um subespago de R"™, por exemplo o préoprio R”,
deve ser gerado por um numero minimal de vetores, e deve conter um nimero maximal de vetores
independentes. A observacao importante é que o nimero de vetores independentes que cabem no
subespacgo gerado por um conjunto finito de vetores, independentes ou nao, satisfaz um “principio
de conservagao” ([Ap69] theorem 12.8 ou [La97] theorem 5.1).

Teorema 4.2. No espago gerado por m vetores Xi,Xa,...,Xy, de R™ (independentes ou nao)
ndo cabem mais de m vetores independentes. Ou seja, todo conjunto formado por m+1 (ou mais)
vetores y1,¥2, ..., ¥Ym+1 de Span(Xi, Xa,...,Xm,) € dependente.

Demonstracdo. A prova é por indugao sobre a cardinalidade m. O caso m = 1 é simples. Se x;
é o vetor nulo, o resultado é trivial. Se x; nao é nulo, e y; = Ax; e yo = ux; sao dois vetores nao
nulo, entao é claro que puy; — A\y2 = 0, e portanto y; e y2 sao dependentes.

Assumimos entdo o teorema valido para m — 1, e consideramos m + 1 vetores y1,y2,. .., Ym+1
no espago gerado pelos X1, Xa, .. ., X, assim que

yi= > ayx i=1,2,...,m+1 (4.1)
Jj=1
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com certos coeficientes a;;. Se em todas estas expressoes falta (ou seja, aparece sempre com

coeficiente a;,, nulo) x,,, entdo os y;’s pertencem de fato ao espago gerado pelos m — 1 vetores
X1,Xg,...,Xm_1. Pela hipdtese indutiva sdo entao dependentes.

Se, por outro lado, na expressao de um dos y’s, que podemos considerar, a menos de reordenar

os vetores, ser o ultimo y,,11, aparece o X,, com coeficiente nao nulo, entao podemos dividir por

este coeficiente e representar
m—1

Xm = bym+1 + E CijX;j
Jj=1

Podemos entdo substituir esta expressao nas restantes (4.1), e assim representar

m—1
yi:dimerl—l-Zeinj i:1,2,...,m
j=1
Isto significa que os m vetores y; — d;ym+1, com ¢ = 1,2,...,m, pertencem ao espago gerado
pelos x1,X3,...,X,—1. Pela hipotese indutiva sao dependentes, e isto claramente implica que os
Y1,¥2,---sYm+1 sao também dependentes. O

Uma base de R™ é um conjunto livre de geradores de R™. De acordo com o teorema 4.1, uma
base de R™ é portanto um conjunto de vetores B = {by,ba,..., b} C R™ tal que cada vetor
x € R™ admite uma tunica representagao

x = Mbi1 4+ Aby+ -+ A\, by,

como combinagao linear dos vetores de B. Os coeficientes Ag sao ditos coordenadas/componentes
de x relativamente a base B. Da mesma forma é possivel definir uma base de um subespago
V C R”, um conjunto livre de geradores.
E tautolégico que a base candnica, o conjunto formado pelos n vetores

e; = (1,0,...,0) es=(0,1,0,...,0) ... e,=(0,...,0,1),

é uma base de R™. De fato, todo vetor x = (z1,z2,...,2,) é uma combinacgdo linear dnica
X = x1€1 + Ts€es + --- + xpe,. Pelo teorema 4.2, qualquer outra base deve ser composta por
m < n vetores. Por outro lado, se uma base de R™ é formada por m vetores, sempre o teorema
4.2 implica que n < m, pois os vetores da base candnica sao n vetores independentes gerados pela
base. Consequentemente,

Teorema 4.3. Toda a base de R™ é composta de n vetores.

Da mesma forma, é evidente que toda a base de um subespago vetorial V. C R™ é composta
pelo mesmo ndmero de vetores. A cardinalidade de uma (e portanto de qualquer) base de um
subespago V. C R™ é chamada dimensao do subespaco, e denotada por dim(V). Em particular,
a dimensao do espago R™ é dim(R™) = n. A dimensdo de um subespaco V C R" gerado por m
vetores independentes é dim(V) = m. Por exemplo, a dimenséo de uma reta passando pela origem
é um, a dimensao de um plano passando pela origem ¢ dois, ...

Teorema 4.4. Todo conjunto formado por n vetores independentes é uma base de R™.

Demonstracdo. Sejam X1,Xas,...,X, vetores linearmente independentes de R™. Se nao geram o
espaco total, entao existe um vetor x,, 41 que nao é combinacao linear dos x1,Xa,...,Xy,. E claro
que entao os Xi,Xsg,...,Xp,Xn+1 Sa0 independentes, mas isto contradiz o teorema 4.2, pois R™ é
gerado pelos n vetores da base candnica. O

7

Em particular, um subespaco de dimensao n de R™ é necessariamente o préprio R™. Finalmente,
é util a possibilidade de completar qualquer sistema independente até formar uma base.
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Teorema 4.5. Qualquer conjunto linearmente independente é um subconjunto de uma base de R™.
Ou seja, se X1,Xa,...,Xmy SGo independentes e m < n, entao existem vetores X1, Xm+2, - - - » Xn
tais que 0S X1,X2, ..., Xm, Xm+1 - - - Xn, formam uma base de R™.

Demonstracdao. Se o espago gerado pelos vetores independentes x1, Xo, . . ., X;, nao é todo R”, entao
existe um vetor nao nulo X,,41 que nao é combinacao linear dos x1,Xa, ..., Xn,. E claro que entao
08 X1,X2, . -y Xm, Xm+1 a0 independentes. Se ndo geram todo R™, entdo existe um vetor X,,, 12 que
nao é combinacao linear dos x1,X2,...,Xm+1 ... B assim aseguir. Esta construgao deve terminar
quando sao atingidos n vetores independentes, pois apenas cabem n vetores independentes em R",
e estes formam claramente uma base. O

Um corolario natural é que todo subespago de R™ admite uma base.
Os vetores (1,1) e (1,—1) formam uma base de R? ?
Determine uma base de R? contendo o vetor (2, 3).
Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).
Verifique se os vetores (1,0) e (1,1) formam uma base de R?.
Verifique se os vetores (0, 1,2), (=1,0,3) e (1,1, —1) formam uma base de R3.

Calcule as coordenadas do vetor (1, 1) relativamente a base de R? formada pelos vetores (1, 2)
e (—1,2).

Verifique se os vetores (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0) e (1,1,1,1) formam uma base de R*.
[Ap69] 12.15.

Sistemas ortonormados. No espago euclidiano R™, munido do produto escalar (2.1), hd uma
relac@o simples entre ortogonalidade e independéncia. Uma familia (finita ou infinita) de vetores
nao nulos v;’s dois a dois ortogonais, ou seja, tais que v;-v; = 0 se ¢ # 7, é dita familia ortogonal.

Teorema 4.6. Uma familia ortogonal de vetores nao nulos do espaco euclidiano R™ € indepen-
dente.

Demonstragdgo. Sejam vy, ..., v, vetores ndo nulos e (dois a dois) ortogonais. Se A\jvy + Aava +
-+ A\pvy, = 0, entao, ao calcular os produtos escalares com os vetores vy, obtemos

0=wvy- (>\1V1 +)\2V2+-~-+)\mvm)

= e [|lvill®

(pois todos os outros produtos escalares sao nulos pela ortogonalidade). Sendo os ||vg| > 0, todos
os coeficientes A\, sao nulos.

Em particular, todo o conjunto ortogonal de n vetores vi,Vvs,...,Vv, nao nulos no espago
euclidiano R™ é uma base. Os vetores “normalizados” u, = vy /||vk| formam entdo uma base
ortonormada, ou seja, uma base formada por vetores ortogonais e unitarios.

Por exemplo, a base candnica do espago euclidiano R"™, formada pelos vetores e, es, ..., e,, é
ortonormada. De fato é possivel construir muitas bases ortogonais, e portanto ortonormadas, de
acordo com o seguinte algoritmo.
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Teorema 4.7 (ortogonalizacdo de Gram-Schmidt). Seja vi,va,..., um conjunto independente
de vetores do espaco euclidiano R™. Entao existe um conjunto ortogonal ui,us,... tal que, para
todos m = 1,2,..., o espaco Span(vy,Va,...,Vy,) gerados pelo primeiros m vetores v’s coincide
com o espag¢o Span(uy, Ug, ..., Uy) gerado pelos primeiros n vetores u’s.
Demonstracdo. Basta definir o conjunto uy, us,...,u,,... recursivamente por

Vo - Uy

u; =vi Uz = Vy — w—=uy
[y |
Vi41 - U Vi41 - U2 Vi41 - Up
uk+1:vk+1—< 3 1 3 ug + - — 3 Un
[ [z ([
Ou seja, ug41 ¢ obtido retirando de vy a soma das suas projecoes sobre os uy, ..., u;. E imediato
verificar que ugy1 nao é nulo (caso contrario vi41 seria uma combinagao linear dos vi,...,vg) e
é ortogonal ao subespaco Span(up,ug,...,u,), e portanto a todos os u; com i < k. O
Se {s1,S2,...,8,} é uma base ortogonal de R", entdo cada vetor x € R" é uma combina¢ao

linear Unica
X = Ai81 + Aaso + -+ Apsy,

Se calculamos o produto escalar desta espressao com cada s obtemos
2
X -8 = >\k||sk||

pois os outros produtos escalares sao nulos. Em particular, se a base é ortonormada, entao as
coordenadas de x sdo os “coeficientes de Fourier”

x=(x-81)s1+ (x-82)s0+ -+ (x-8p)sy

assim que
Verifique se o conjunto formado pelos vetores (0,/3/2,1/2), (0,—1/2,v/3/2) e (1,0,0) é
ortogonal e ortonormado.
Determine uma base ortogonal de R? contendo o vetor (1,1).
Determine uma base ortonormada de R? contendo o vetor (1/v/2,1/v/2).

[Ap69] 12.15.
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5 Produto vetorial, area e volume

ref: [Ap69] Vol 1, 13.9-17

Independéncia no plano e determinante. Os vetores v = (a,c) e w = (b, d) sdo independen-
tes sse a Unica combinagao linear zv 4+ yw nula é a combinagao linear trivial, com x =0 e y = 0,
ou seja, sse a unica solugao do “sistema linear homogéneo”

ar+by = 0
cx+dy = 0

é a solucao trivial. Ao retirar b vezes a segunda equagao de d vezes a primeira equagdo, e depois
ao retirar ¢ vezes a primeira equagao de a vezes a segunda equacao, temos que

ax + by 0 N (ad — be) x 0
cx + dy 0 (ad—be)y = 0

As quatro coordenadas dos dois vetores do plano podem ser arranjadas numa “matriz” (do latim
MATRIX, madre ou tero, e portanto a/o que d4 origem, que gera), neste caso uma tabela de
duas linhas e duas colunas,

a b
)

cujas colunas sao as componentes dos vetores (a,c) e (b,d) (ou cujas linhas sdo as componentes
dos vetores (a,b) e (¢, d)).
O determinante desta matriz 2 x 2 é o nimero

a b
Det(c d)_

a b
¢ d ‘.—ad—bc

Observe que trocar linhas com colunas ndo altera o determinante, ou seja, |24 ‘ =|% q|. Por outro

lado, trocar a ordem das linhas ou das colunas produz uma mudanca de sinal no determinante, ou
3 abl — _|ba| - _|cd

seja, |2 4| =—|he| =158

A conclusio da discussao anterior ¢ que os vetores (a, c) e (b, d) sdo independentes sse | ¢ 4 | # 0.
Diga se os vetores (—1,4) e (3, —12) sao independentes.
Diga se os vetores (5,7) e (2,9) s@o independentes.

Determinante e drea. O paralelogramo gerado/definido pelos vetores v = (a,c) e w = (b, d)
de R? é o conjunto P = {tv+sw com 0 <t,s <1} C R% A sua érea é igual ao médulo do
determinante da matriz (25), ou seja,

Area(P) = ‘Det( CCL Z )’ = |ad — bc|

Naturalmente, ndo temos nesta altura uma definigao rigorosa de area de uma regiao do plano, ou
de volume de uma regiao do espago, ... Apenas sabemos que a area de um quadrado de lados
unitario é igual a 1, e portanto sabemos calcular areas de retangulos e de triangulos retangulos
usando as propriedades naturais que esperamos tenha uma area, aditividade e homogeneidade.

Prove a férmula acima para a drea do paralelogramo (retire da drea do retdngulo de base
a+ b e altura ¢ + d as dreas dos retangulos e tridangulos que sobram ...).

Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetores (0,1) e (1,1), e do paralelogramo
definido pelos vetores (5, —2) e (—3,1).
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Calcule a area do tridngulo de vértices (3,2), (6, —4) e (8,8).

Produto vetorial. No espago euclidiano R?® (e apenas no espaco desta dimensao, por acaso o
espago onde vivemos!), munido da base ortonormada canénica i,j,k (e a ordem é importante), é
possivel definir uma operagao bindria natural que associa a um par ordenado de vetores um terceiro
vetor com um significado geométrico interessante. O produto vetorial, ou externo (em inglés cross
product) dos vetores r = (z,y,2) e v’ = (a/,y’,2') é o vetor

’r x1r' = (y2' — 2y, —x2' + 22’ 2y —ya') ‘ (5.1)

Sendo cada coordenada do produto vetorial uma funcao linear das outras duas coordenadas dos
dois vetores, é claro que o produto vetorial é distributivo sobre a adicao e compativel com a
multiplicacao escalar. Em outras palavras, o produto vetorial é “bilinear”, ou seja, é linear em
cada varidvel, no sentido em que satisfaz

(Ar + pr') x " = Mr x ") + p(r’ x )
r X (Ar' + pr’”) = Mr x ') + p(r x r'")
Também evidente é que o produto vetorial é “anti-comutativo”, ou seja,
rxr =-r' xr

Em particular, isto implica que o produto vetorial de um vetor com si préprio é o vetor nulo, ou
seja, r x r = 0.
Um cdlculo mostra que os produtos vetoriais entre os vetores da base canénica i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) e k = (0,0,1) sdo

ixj=k jxk=i e kxi=j

(para decorar estas férmulas basta observar a ordem ciclica dos vetores). De fato, a prépria
definigdo (5.1) é uma consequéncia destes trés produtos bésicos, assumindo a bilinearidade e a
anti-comutatividade.

Mais uns cdlculos elementares (mas chatos!) mostram que o produto vetorial satisfaz a identi-
dade de Jacobi

lax (bxe)+bx(cxa)+ex(axb)=0] (5.2)

(observe a ordem ciclica dos vetores também nesta férmula) e a identidade de Lagrange

e 2/ = ) )P — (o x')?) (5.3)

Esta ultima revela o significado geométrico do produto vetorial. Diz que a norma do produto
vetorial mede a discrepancia entre as quantidades que entram na desigualdade de Schwarz 2.1.
Em particular, a norma é nula, e portanto o préprio produto vetorial é nulo, sse os vetores sao
dependentes, ou seja, proporcionais.

Por outro lado, quando os vetores r e r’ sao independenes, e portanto geram um plano Rr+Rr’,
entao o produto vetorial ndo é nulo, e um cdlulo elementar mostra que o vetor r X r’ é ortogonal
a este plano.

Em particular, ||r x r’|| = ||r|||[r/|| sse r e ¥’ sdo ortogonais.

Mostre que o produto vetorial é bilinear e anti-comutativo.
Se v x k =0, o que pode concluir sobre o vetor v? Esevxi=vxj=07?

Mostre que r X v’ = 0 sse r e r’ sdo dependentes, ou seja, proporcionais (use a identidade de
Lagrange e a desigualdade de Schwarz).

Calculer- (r xr') er’ - (r x r’) e deduza que r X r’ é ortogonal ao plano Rr + Rr’.
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O produto vetorial ndo é associativo! Por exemplo, i x (i x j) # (i x i) x j.

Verifique a identidade de (5.3). Ou seja, calcule explicitamente os dois polindmios de grau 4
nas coordenadas dos dois vetores, |[r x r’||% e ||r]|? ||| — (r - /)2, e verifique que sdo iguais.

Verifique a férmula de Lagrange

ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b) (5.4)

Calcule r x ¥/ quando r = (1,—-1,1) e r' = (2,-2,2) ou quando r = (—2,—1,3) e v’ =
(m,—m,0).

Produto vetorial e determinante. Cada coordenada do produto vetorial r x r’ é igual, a
menos de um sinal, ao determinante da matriz 2 X 2 obtida usando como linhas as duas outras
coordenadas dos vetores r e r’. De fato, uma representagao formal do produto vetorial entre os
vetores r = (x,y,2) er’ = (a/,y,2') é

L
rxr = “Det| =z
!

J
Ty

[SE

Y
o

y z

Ty
U

Y

+k

Il
—

Y A
.]x/ o

/

~

N

onde a ultma expressao define o determinante da “matriz” 3 x 3 formada usando como primeira
linha os trés vetores da base candnica e como segunda e terceira linhas as coordenadas dos dois
vetores r e ' (naturalmente, esta tabela ndo deve ser chamada matriz, pois estamos a misturar
nela elementos de natureza diferente).

Calcule r x ' quando r = (3,—2,8) er’ = (1,1,1) ou quando r = (—m,e,10) e v’ = (7,5,3)
[Ap69] 13.11.

Produto vetorial e drea. Usando a identidade de Lagrange (5.3) é imediato ver que que a
norma do produto vetorial r x r’ é

[l < ' = |le] ') | sin 6] | (5.5)

onde # é o angulo entre os vetores r e r’. De fato, se r e r’ sao independentes entao a identidade
de Lagrange (5.3) e a definigao (2.8) implicam

[z x| = [l [Jx'][* = (- x)?
=[xl I']* (1 — cos®0)

Se, por outro lado, r e r’ sao dependentes, a igualdade é trivial.
Portanto, o produto vetorial r x r’ é um vetor ortogonal ao plano Rr + Rr’ cuja norma é igual
a drea do paralelogramo definido pelos vetores r e r’, ou seja,

Area ({tr +sr’ com 0<t,s<1})=|rxr|

E interessante observar que esta férmula diz que a drea de um paralelogramo no espago é igual

a raiz quadrada
y oz
yl z/

da soma dos quadrado das areas das projecoes do paralelogramo nos trés planos y-z, -z e z-y.
Uma espécie de teorema de Pitdgoras para dreas!

2
+

2
+
2

. Verifique a férmula (5.5) usando a identidade de Lagrange (5.3) (calcule o quadrado da
norma do produto vetorial).
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Calcule a drea do paralelogramo de lados OP e OQ, onde P = (2,4,-1) e @ =(1,-3,1).
Calcule a drea do tridngulo de vértices (1,2,0), (2,3,4) e (—1,0,0).

Orientagao. Por outro lado, o sinal do produto vetorial depende da “orientacao” escolhida pela
base canédnica i, j, k. Na orientagao “destra”’, o produto vetorial r x r’ tem a orientagio do polegar
da nossa méao direita se o indicador representa o vetor r e o dedo médio representa r’ (assim que
r pode ser transformado no vetor r’ por meio de uma rotacao de um angulo agudo em torno de
rxr').

Produto vetorial e vetor normal. Se u e v s@o dois vetores linearmente independentes de
R3, entdo o produto n = u x v é um vetor nao nulo ortogonal ao plano Ru + Rv. E claro entdo
que os vetores u,v,n sao independentes. De fato, se zu + yv + zn = 0, e calculamos o produto
escalar desta expressdo pelo vetor n, obtemos z||n||> = 0 (pois n é ortogonal a u e v), e portanto
z = 0. Mas a independéncia dos u e v entao implica que também x = y = 0. Consequentemente,
pelo teorema 4.4,

Teorema 5.1.  Seu e v sdo linearmente independentes e n = u x v, entdo o conjunto {u,v,n}
¢ uma base de R3.

Em particular, se u e v sdo vetores unitarios e ortogonais, entao também n = u x v é unitario,
e o conjunto {u,v,n} é uma base ortonormada de R3.

Uma consequéncia é que, como a intuigdo sugere (ndo cabe mais que uma reta ortogonal a um
plano no espago de dimensao 3!)

Teorema 5.2. Todo vetor w ortogonal aos vetores independentes u e v € proporcional ao produto
vetorial n = u X v.

Demonstracdo. Sendo u,v,n uma base de R3, todo vetor do espaco é w = zu + yv + zn para
alguns coeficientes z,y e 2. Se w é ortogonal a u e v, entdo ||wl||?> = zn-w. Por outro lado, como
também n é ortogonal a u e v, entdo n - w = z ||n||?. Consequentemente,

Iwll* [n]* = 2 (0 w) [n]* = (n-w)?
e, pela desigualdade de Schwarz 2.1, caso da igualdade, os vetores w e n sao proporcionais. [

Mostre que se u e v sao nao nulos e ortogonais, e n = u X v, entao valem as relagoes
(uxv)xu=v e vx(uxv)=u

(use a férmula de Lagrange (5.4)).

O plano gerado pelos vetores linearmente independentes u e v no espaco R? é

Ru+Rv=(uxv)! ={reRtq r-(uxv)=0}
Determine um vetor normal aos vetores (2,3, —1) e (5,2,4).
Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).
Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0,1,0), (1,1,0) e (0,2,3)
Determine uma equagao cartesiana do plano gerado pelos vetores (—3,1,2) e (1,5, —2).

Determine uma equagao cartesiana do plano que passa pelos pontos (0, 0,0), (1,0,0) e (0,1, 0).
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Determine uma equagio cartesiana do plano {(1 + ¢ + s,t — s,5t) com (t,s) € R?}.
[Ap69] 13.11.

Produto misto/triplo escalar e determinante. O produto misto dos vetores r = (z,y, z),
v = (2/,y,2) er” = (2",y",2") do espaco euclidiano R3, nesta ordem, é o escalar r - (r' x r").
A férmula explicita,

!’ 1 1,1 1 o1 /i

r- (' xr'") =" -2y -yl —22") + 2(2"y" — y'2")

_ l‘y/ZH N xy//Z/ + :ZZHyZ/ N I/yZ” + x'y"z . I”ylx
nao diz grande coisa, e nao é facil de decorar. No entanto, é 1util observar que é uma soma de
todos os possiveis produtos de coordenadas diferentes dos trés vetores, com sinais positivo ou
negativo dependendo se a permutagio é par ou impar, a comegar pela permutacao inicial zy’z".
Mais importante é que a representacao do produto vetorial como determinante formal produz uma
maneira “visual” de calcular o produto misto. O produto misto é igual ao determinante da matriz
3 x 3 cujas linhas sao as componentes dos trés vetores, que é definido pela seguinte férmula, a custa
do determinante de uma matriz 2 x 2,

r Yy =z ’ ’ / ’ ’ /
T oy
/ /! / / !
r-(r'xr’)=Det| = z =z - +z
( ) i y// g 1 " Yy P 2
Outra notagao para o determinante de uma matriz 3 x 3 é

x Yy z x Yy oz

Det| 2/ o 2 | =2 o 2

" 1 17 1 1 "

Y

(esta notagao pode gerar confusdes quando tentamos calcular o médulo do determinante . .. )

O determinante é uma funcao dos trés vetores que formam as linhas da matriz. E facil verificar
que o determinante nao muda se trocamos as linhas pelas colunas. E também facil verificar que
mudar a ordem das colunas ou das linhas na matriz (ou seja, dos vetores no produto misto) sé
pode alterar o sinal do determinante, e o sinal muda quando trocamos as posigoes de apenas duas
linhas ou de duas colunas. Ou seja, o sinal do determinante, pensado como funcgao das trés linhas
ou das trés colunas, depende da “paridade” da permutagao destes trés vetores. Por exemplo,

~

" / / !/

r Yy oz z 7 x Yy oz Yy oz
x/ y/ Z/ — y y/ 1 - _ T y — x// y// Z// = ...
:L,// y// Z// z Z/ Z// x// y// Z// x y z
ou, em termos do produto misto,
r-(xr)=r " xr)=1r" - ex)=-r - " x0)=—1" - (rx1")= ...

Consequentemente, é claro que o produto misto é nulo se pelo menos dois dos trés vetores forem
iguais, ou proporcionais. E também nulo se um dos vetores pertence ao plano gerado pelos outros
dois. De fato,

Teorema 5.3.  Os vetores a, b, ¢ do espaco euclidiano R? sdo independentes (e portanto formam
uma base) sse a- (b x c) # 0.

Demonstracao. Se a,b, c sao dependentes, entao existe uma combinacao linear nao trivial tal que
ra+yb+ zc = 0. A menos de trocar os nomes dos vetores, podemos assumir que x # 0. Isto quer
dizer que a = —(y/z) b — (z/x) ¢, ou seja que a pertence ao plano gerado por b e c. Entdo

a-(bxc)=—(y/x)b-(bxc)—(z/x)c-(bxc)=0
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pois b e ¢ sao ortogonais a b x c.
Vice-versa, assumimos que a-(bxc) = 0. Se bxc = 0, entdo os vetores b e ¢ s ao proporcionais,
e a fortiori também os vetores a, b, ¢ sao dependentes. Se, por outro lado, n = b x ¢ # 0, entao
os vetores b, ¢, n formam uma base de R?, pelo teorema 5.1. Isto implica que a = zn+yb + zc, e
consequentemente
0O=a-(bxc)=(zn+yb+zc)-(bxc)=z|n|?

porque b x ¢ é ortogonal a b e c. Como n # 0, isto implica que x # 0, e portanto que a é uma
combinagao linear de b e c, ou seja, que a, b, ¢ sao dependentes. O

Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando a = (1,1,0), b= (1,3,1) e c = (0,1,1).

Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando a = (—2,5,1), b =(0,3,0) e c = (6,7, —3).
Diga se os vetores (7,2,3), (—1,—5,3) e (0,1, —3) sdo independentes.

Diga se os vetores (1,0,1), (0,1,0) e (1,1, 1) sdo independentes.

Determine os valores de ¢ para os quais os vetores (¢, 1,0), (1,¢,1) e (0, 1,¢) sdo independentes.
[Ap69] 13.14.

Determinantes e volumes no espaco. A férmula (5.5) e a definigdo (2.8) implicam que o
moédulo do produto misto é

|la- (b c)| = [all[[b] [|c[| | sin(6) cos(¢)]|

onde # é o angulo entre b e ¢, e ¢ é o angulo entre a e b x ¢. Por outro lado, o sinal do produto
misto depende da orientacao dos vetores, e é positivo se a, b, ¢ sao orientados como os vetores i, j, k
da base canénica, poisi- (j x k) = ||i||*> = 1.

O paralelepipedo gerado/definido pelos vetores a, b e ¢ de R? é o conjunto

P={ta+sb+uccom 0<t su<l}.

Consideragoes elementares dizem que seu volume deve ser igual produto da area da base, por
exemplo o paralelogramo gerado por b e ¢, que é igual a ||b||||c||| sin 8], vezes a norma da projegao
de a sobre o vetor unitdrio normal ao plano gerado por b e ¢, que é igual a ||a]|| cos ¢|. Consequen-
temente, o volume do paralelepipedo é

ay; a2 as
Volume ({ta+ sb +uc com 0<ts,u<1})=]a-(bxc)|=|Det| by by b3
C1 C2 C3

Calcule o volume do paralelepipedo definido pelos vetores i +j, j + k e k +i.
Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores (3,3,1), 2,1,2) e (5,1,1).

Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores (0,0, 1), (5,7,—3) e (—9,0,0).
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Regra de Cramer. Resolver o sistema de trés equacoes lineares

mr+by+ecz = dy
asxt +boy +coz = do
azx + b3y +c3z = d3

nas trés incégnitas x, y e z, significa representar o vetor d = (dy, d2, ds) como combinagio linear
za+yb+zc=d

dos vetores a = (a1, az2,a3), b = (b1,b2,b3) e ¢ = (c1, ¢2,¢3) com coeficientes x, y e z.

E claro que o sistema admite sempre uma solucao, para qualquer vetor d, sse os vetores a, b, c
sdo independentes, e portanto formam uma base de R3. Pelo teorema 5.3, isto acontece sse o
produto misto a - (b x ¢) é diferente de zero. Menos evidente é que o produto misto permite
determinar uma férmula para a solugao, em termos dos vetores a, b, c e d. De fato, se calculamos
o produto escalar desta representacao de d pelos vetores b X ¢, depois ¢ x a e finalmente a x b,

obtemos as trés identidades

za-(bxc)=d:(bxc)
yb-(cxa)=d-(cxa)
zc-(axb)=d-(axb)

(observe que este truque generaliza o que foi utilizado para provar que dois vetores do plano sdo
independentes sse o determinante da matriz 2 x 2 formada pelas coordenadas é diferente de zero,
mas que agora estamos a eliminar duas varidveis de cada vez!) O coeficiente de z,y e z, é sempre
o mesmo. Portanto, se o produto misto a - (b x ¢) é diferente de zero (ou seja, se o determinante
da matriz 3 X 3 cujas colunas sao os vetores a, b e c é diferente de zero, ou seja, se os trés vetores
sao independentes), entdo o sistema admite uma unica solugdo (z,y, z), dada pela regra de Cramer
seguinte:

d-(bxc) _c-(dxa) _a-(bxd)

a-(bxc) y_a~(b><c) Z_a~(b><c)

Observe que o denominador é o determinante da matriz 3 x 3 cujas colunas sao os vetores a, b e
c, e o numerador da i-ésima coordenada é obtido ao substituir, nesta matriz, a i-ésima coluna pelo
vetor d.

xTr =

Resolva os sistemas

T+y+z = 6 r+2y—3z = 4
20 +y+32z = 9 2 —-3y+z = 1
3r—y—5z = -—17 3r—y—2z = 5

Forca magnética. A forca de Lorentz que experimenta uma particula com carga eléctrica q e
velocidade v num campo elétrico E e magnético B é (nas unidades do S.I.)

F=¢(E+vxB)

Mostre que num referencial inercial em que o campo elétrico é nulo, i.e. E = 0, e portanto a
tinica forca é for¢a magnética gv x B, a energia cinética K := Im||v||? é conservada, calculando a
derivada

d )
pn (%mHsz) =mv- v

e utilizando a equagao de Newton mv = F.
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Momento angular e torque. O momento angular (relativo a origem do referencial) de uma
particula de massa m > 0 colocada na posicdo r € R com momento linear p = mr, é o produto
vetorial

L:=rxp

A derivada do momento angular de uma particula sujeita a lei de Newton p = F é igual ao bindrio
(ou torque) T :=r x F, pois

L=1r xp+rxp
=rxF.

sendor x p=0.

O momento angular do sistema de n particulas de massas m;, colocadas nas posicoes r; € R>
com momentos lineares p; := m;¥;, comi=1,2,...,n, é

n
L= Zri X Pi
i=1

Sejam R := 57> .,_, m;r; o centro de massa do sistema e P := MR = )" | m;I; o momento
linear do centro de massa, onde M := )", m; denota a massa total. Mostre que

L=RxP+ L

onde L' := " | r} x p}, com r = R+1’, 6 0 momento angular relativo ao centro de massa.

Angular momentum of Kepler orbits and Hamilton’s theorem. If two point masses with
positions r; and ro move around their center of masses according to Newton’s gravitational law,
then the difference vector r = ry — ro obeys the law

r

i R (56)

(if we set to one both the reduced mass of the system and the universal gravitational constant). If
v =1 denotes the velocity vector, then a computation shows that the angular momentum

Li=rxv

is a constant of the motion. If at some (initial) time the vectors r and v are not parallel, then
L # 0. We may therefore choose a reference Cartesian system in which L = ¢k for some ¢ > 0,
and write the position vector as r(t) = rcos(6)i+ rsin(f)j for some time-dependent angle 6 and
lenght r = ||r||. A computation shows that

(=120, (5.7)

expressing Kepler second lauw®, according to which “the position vector from the sun to a planet
sweeps out equal areas in equal times”. If we eliminate dt from Newton equation (5.6) (written for
v) and equation (5.7), we get

dv/df = fﬁfl(cos(ﬂ) i+ sin(0)}j)

and, after integration,
v =vg + £ !(sin(0)i— cos(6)j),

for some constant vector vy (on the z = 0 plane). Thus, “the velocity vector moves along a circle
orthogonal to the angular velocity vector with radius inversely proportional to its length” 7 &.

6J. Kepler, Astronomia Nova, Prague, 1609.

“W.R. Hamilton, The hodograph or a new method of expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad. 3 (1846), 344-353.

8J. Milnor, On the geometry of the Kepler problem. Amer. Math. Monthly 90 (1983), 353-365.
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Nabla, gradiente, divergéncia, rotacional e laplaciano. Os produtos escalares e vetorial
sao também usados para definir certos operadores diferenciais importantes da fisica-matematica.
O operador nabla é o operador diferencial formal

.0 .0 0

que pode agir sobre campos escalares ou vetoriais definidos numa regido do espaco euclidiano R3.
Por exemplo, o gradiente do campo escalar f(x,y, z) é o produto formal

grad(f) :ZVfZ%i—i—g—;j %k

A divergéncia do campo vetorial F(x,y, z) = (A(z,y, 2), B(z,y, 2), C(x,y, z)) é o produto escalar

formal oA 9B 50
le(F) :VFia +87y +E

O rotacional do campo vetorial F = (A, B, () é o produto vetorial formal

oC OB\ . 0A oC\ . 0B 0A
curl(F).VxF(ay 82)1 +<82 836>J+(8x 8y>k

A divergéncia do gradiente do campo escalar f é

O operador A = V-V, ou também V2, é chamado laplaciano, ou operador de Laplace, e é um dos
operadores mais importante da fisica matematica, pois aparece nas equacoes da corda vibrante,
das ondas, do calor, de Poisson, de Schrédinger, . . .

Verifique qua a férmula de Lagrange (5.4) implica
Vx(VxF)=V(V-F)—-AF

(onde o laplaciano do campo vetorial é definido coordenada por coordenada).
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6 Numeros complexos™®

ref: [Ap69] Vol. 1, 9.1-10

Histéria muito breve. Os ndmeros complexos foram inventados/descobertos no século XVI
como un truque “soffstico” para resolver polinémios do género z3 + px + ¢ = 0. Hoje em dia,
fazem parte da formulagao das leis fundamentais da Natureza, como, por exemplo, a equacdo de
Schriodinger

L oY h?
Y __T A
Zhat 2m VY

da mecanica quantica, ou os integrais de Feynman

/ ISl /B Dy
paths

da teoria quantica dos campos.

Nas palavras de Roger Penrose [Pe05],

complex numbers, as much as reals, and perhaps even more, find a unity
with nature that is truly remarkable. It is as though Nature herself is
as impressed by the scope and consistency of the complex-number system as
we are ourselves, and has entrusted to these numbers the precise operations
of her world at its minutest scales.

O corpo dos nimeros complexos. Do ponto de vista algébrico/abstrato (para um matemaético
que sabe o que é uma “extensdao” de um corpo), o corpo dos nidmeros complezos é C := R(i), onde
i =—1.

Mais compreensivel ¢ dizer que é o quociente C := R[X]/ (X2 + 1) do anel R[X] dos polinémios
na incégnita X com coeficientes reais médulo o ideal gerado pelo polinémio X2+ 1. Um polinémio
arbitrdrio na incégnita X é uma expressao formal do género p(X) = ap X" + -+ - + a1 X + ag, com
coeficientes reais ai € R. Somas e produtos entre polinémios sao definidos da forma natural. No
quociente, dois polinémios p(X) e ¢(X) sdo identificados se diferem por um polinémio da forma
f(X)(X2 + 1), onde f(X) é um polinémio arbitrario. Isto significa que podemos simplificar e
substituir cada fator X2 + 1 por 0, ou seja, cada segunda poténcia X? por —1. Mas entdo também
podemos sbstituir X3 = XX2? = —X, depois X* = XX3=-X2=1, .... E claro portanto que
todo polinémio pode ser identificado com um polinémio de grau apenas um, do género a+bX, com
a,b € R. O ntimero complexo que tradicionalmente chamamos 4, cujo quadrado satisfaz i2 41 = 0,
é precisamente a imagem de X no quociente.

Na préatica, C é o conjunto das expressoes formais z = x + iy, com z,y € R, que chamamos
(e pensamos) “ndmeros complexos”, munido das operagbes bindrias “soma” e “multiplicacao”
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@z
(3

definidas usando as usuais regras algébrica dos polinémios com coeficientes reais na incégnita
e no fim usando a substituicdo i> = —1. O resultado é que a soma é definida por

(z1+iy1) + (22 +iy2) = (v1 + 22) +i(y1 +y2) (6.1)
e a multiplicagao é definida por

(z1+iy1) - (T2 + iy2) = 2172 + iT1Y2 + Y172 + °Y1Y2

= (z1m2 — Y1y2) + i (T1Y2 + Y1722) - (6:2)

E subentendido que dois nimeros complexos x1 + iy e xo + iys sdo (considerados) iguais sse

T1 = To €Y1 = Yo. E também conveniente denotar simplesmente x +i0 = z ¢ 0 4+ iy = 7y. Em

particular,  +— x 4 i0 define uma inclusdo R C C, e as operagoes definidas acima sdo as usuais
operagoes no corpo dos reais.

Sei:=041i-1€C,entdo i-i = —1, ou seja, +i sdo (as unicas) “raizes quadradas de —1”. De
fato (e esta é a origem das férmulas acima, que portanto ndo devem ser decoradas), somas e mul-
tiplicagoes entre niimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operagoes
entre nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo ¢ - ¢ por —1.

E natural identificar os nimeros complexos z = = + iy com os pontos/vetores (z,y) do plano
R2, e denotar a correspondéncia com x +iy ~ (z,y). A retareal R C C é naturalmente identificada
com o eixo dos z’s em R?, e a reta “imagindria” iR C C é naturalmente identificada com o eixo
dos y’s.

Z=xe9¢

Entao a soma 21 + 25 corresponde & soma dos vetores z; & (1,¥1) € 22 & (22, y2) do plano. O
conjunto C, munido da operagado + definida em (6.1), é um grupo abeliano aditivo, cujo elemento
neutro é 0 := 0+ i0. O oposto do nimero complexo z = x + iy é o nimero complexo —z =
(—x) + i(—y) (denotado simplesmente por —z = —x — iy), que verifica z + (—z) = 0. Somar um
namero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde a fazer uma translagao no plano.

Todo z = z + iy # 0 admite um dnico inverso multiplicativo, um ndimero complexo 1/z tal que
z-(1/2) =(1/z) - z = 1, dado por

1 T .Y

- = i
z x2+y2 x2+y2’

como é facil verificar (observe que z # 0 sse #? + y? > 0). Portanto, o conjunto C* := C\{ 0},
munido da operagédo - definida em (6.2), é um grupo abeliano, o grupo multiplicativo dos nimeros
complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 + 0.
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As poténcias inteiras de um ntimero complexo sdo definidas por recorréncia: z"t! :=z. 2", se
n > 1, sendo 2% ;= 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sio definidas por 27" := (1/2)".
Por exemplo, i = —1,ei ! =1/i = —i.

A propriedadde distributiva (z1+22)-23 = 2123+ 2223, que implicitamente foi usada na definigao
da multiplicagao, mostra que C é um corpo. Contém, como subcorpos, o corpo dos reais R, que
por sua vez contém o corpo Q dos racionais. No entanto, nao é possivel estender a ordem de R a
uma ordem de C que seja compativel com as operacoes: o corpo dos nimeros complexos nao é um
corpo ordenado.

Calcule

24i3)+B—i2) (1—i)-(2-1i) (149 +0—14)-(2—1i5)

Represente na forma z + ¢y os seguintes nimeros complexo

3 1 2—i  1—i i
T+i  14i 140 24

(1-143)? il” (2414)?

Ao acrescentar a raiz quadrada de —1 aos nimeros reais acontece um primeiro milagre: todo
nimero complexo (por exemplo, real) admite umas raizes quadradas. Verifique que o quadrado de

1 1
V3 (e vTTR) riyfy (e vETR)

e do seu oposto é igual a z = x + iy.

Conjugagao. Os corpo niimeros complexos também admitem uma involugao (uma transformagao
que é a prépria inversa) que respeita as operagoes algébricas. O conjugado de z = x + iy é

ou seja, a imagem do ponto x + iy &~ (x,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C.

%

—l(u
)
N

A conjugagao respeita soma e produtos, ou seja, verifica
ntzn=21+7% e Z1 22 =71 %2 (6.3)

(a segunda identidade nao é 6bvia, mas um “milagre” que relaciona multiplicacdo e geometria
euclidiana do plano). Observe também que a conjugacao é uma involugao, ou seja, z = z.
Os nimeros reais

xzéR(z)::Z;Z e y:‘\‘s(z)::Z;iZ

sao ditos parte real e parte imagindria do ntimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe
que z = Z sse z é real, i.e. sse $(z) =0.
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Moédulo. A conjugacao permite definir N(z) := 2z = 22 + y2, que, sendo uma soma de quadra-
dos de nimeros reais, é um numero real nao-negativo (o “médulo” de z no sentido da teoria de
ntmeros). O mddulo, ou valor absoluto, de z = x + iy é a raiz quadada de N(Z), ou seja,

|z| := V2Z = \/2? +y2‘

que, de acordo com o teorema de Pitdgoras, é a norma euclidiana do vetor (z,y) € R%. Em
particular, |z] = 0 sse z = 0.

Z
(2]
7
x
E claro que |z| = |Z]. Menos evidente, consequéncia da segunda das (6.3), é que o valor absoluto
é multiplicativo, ou seja,
|2w] = |z] [wl
e, portanto, |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso multiplicativo de um nimero complexo z # 0 é
entao
1/2=7%/|2%.

Os niimeros complexos de norma igual a um definem a circunferéncia unitiria S:={z € C; |z| =
1} C C, que é um subgrupo do grupo multiplicativo C*, isomorfo ao grupo U(1) das transformagoes
unitarias do espago euclidiano complexo C.

Portanto, a inversao z — 1/z de um ndmero complexo ndo nulo corresponde a uma “reflexao”
na circunferéncia unitéria, a transformacgio z ~ z* := z/|z|?, seguida por uma conjugagio, uma
reflexao na reta real.

o2

vz

Verifique que z1 - 23 = 271 - Z3.
Interprete, e prove, a seguinte identidade entre ntimeros reais:
(a® + b*)(c* + d?) = (ac — bd)* + (ad + be)? .

(quando a, b, ¢, e d sao inteiros, esta é a identidade de Diofanto, ou de Brahmagupta-Fibonacci, que
diz que “um produto de duas somas de dois quadrados é também uma soma de dois quadrados”)
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Raizes de polinémios reais de grau dois. Um polinémio de grau dois com coeficiente reais é
uma funcio do género f(z) = ax® +bx+c, com a,b,c € R e a # 0. Para calcular as suas rafzes, ou
seja, os pontos onde f(x) = 0, podemos dividir por a, e considerar o polinémio ménico (ou seja,
tal que o termo de grau maior tem coeficiente unitério)

f(z) =22 +2az+p

(coloquei o fator 2 para simplificar os cdlculos seguintes). Ao “completar o quadrado”, observamos
que

22 420z+B=22420z+a®>—a%+p
=(z+a)’ + (8- o?)

e portanto as raizes sao solugoes de
(z+a)=a* - 3.

O ntimero 6 := o? — 3 é chamado discriminante do polinémio. Se § > 0, temos duas raizes reais
z4 = —a + /9, eventualmente coincidentes quando § = 0. Em termos dos coeficientes originais
a, b, c, esta é a famosa formula resolvente

_ —b+Vb? —dac

24
2a

Se § < 0, e portanto § = —w? para algum w > 0, o polinémio ndo admite raizes reais. No entanto,
podemos observar que (+iw)? = §. Entao temos duas raizes complexas e conjugadas

’zi:—a:tiw.‘

Nos dois casos, o polinémio ménico fatoriza como produto
f2)=(z—2)(z —2)
de duas raizes, simétricas em relacao ao eixo real.
Resolva as seguintes equagoes
2 _ 2 _
z°—=2242=0 z“4+2z4+1=0
Representacao polar. A representacdo polar do nimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R?

é
onde p = |z] = /2?2 +y? > 0 é o mddulo de z, § = arg(z) € R/27Z é um argumento de z, ou
seja, um angulo tal que z = pcos(d) e y = psin(d) (logo definido a menos de multiplos inteiros de
27), e o nimero complexo unitério e’ € S é (provisoriamente) definido pela formula de Buler

e .= cos(#) +isin(f) . (6.4)

a custa, portanto, das fungdes trigonométricas cos e sin, supostas definidas anteriormente (e.g.
num curso de cdlculo). Observe que
et 4 o—if et _ o—if
cos() = —— e cos() = ——
2 24
Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um nimero z o
tnico argumento que satisfaz Arg(z) € (—m, 7).
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\@

Produto em representacao polar. Se 21 = 1€i91 € 29 — gew? entao as férmulas de adicao
)
para seno € coseno mostram que

2129 = ppae’@1102) (6.5)

Por exemplo, o quadrado de um ntimero complexo z = pe © é 22 = p2 e 29, Também, se 22 # 0
b b b

A1 ﬂei(91—92)
22 P2

Estas formulas revelam, mais uma vez, o significado geométrico da multiplicacdo entre nimeros
complexos.

Uma primeira consequéncia é que o inverso do ntimero complexo z = pe’, com p > 0, é
27! = p~le=®. Outra é que a multiplicacdo por z = pe # 0, no plano C ~ R?, ou seja,
a transformacdo w +— zw, corresponde a uma homotetia w +— pw de razao |z| = p > 0 (uma

dilatacdo ou contragdo se p # 1) e uma rotacio w — ¢ w de um angulo 6.

e 'z
=
- z
% D

Em particular, a multiplicacdo por um niimero complexo de médulo um, ou seja, da forma, e
com 6 real, corresponde a uma rotagao anti-horaria de um angulo 6. Por exemplo, a multiplicacao
por i = €™/2 ¢ uma “raiz quadrada” da rotacdo z — e’z = —z de um angulo 7, logo uma rotacio
de um angulo /2 (chamada “rotagédo de Wick” pelos fisicos).

Raizes. Sen =1,2,3,..., entdo cada nimero complexo w # 0 possui n raizes n-ésimas, i.e. n
numeros complexos z que resolvem

M=w.

De fato, as raizes n-ésimas de w = pe’?, com p # 0, sdo os niimeros
Zp = Wei(&—i—erk)/n

com k=0,1,2,...,n—1. Os pontos z; formam os vértices de um poligono regular de n lados,
inscrito na circunferéncia de raio {/p e centro 0. Em particular, os ntimeros complexos
. i27k/n
Ck =€ / )
com k=0,1,2,...,n—1, que resolvem ({;)™ = 1 e portanto pertencem a circunferéncia unitdria,
sao chamados raizes n-ésimas da unidade. Observe que ¢, = (¢1)¥, onde ¢; = €?™/™ é uma raiz

“primitiva”. Também, (x(,—r = 1, ou seja, {,—x = 1/;. Consequentemente, as raizes n-ésima da
unidade formam um subgrupo de ordem n do grupo multiplicativo S.
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21 /2,
G

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:
—1i i—1 144 3—4

Verifique que se z = pe?® entdo z = pe~ .

Calcule

eiTr e—iﬂ'/Z \[’L /—i 1+4 %
Resolva as equacdes 22 =1, 2> =1 e 23 = —8.

Use a representacao polar e a férmula de Euler (6.4) para provar a
(cos(0) + isin(F))" = cos(nd) + isin(nf) . (6.6)

Deduza férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

para valores pequenos de n.

Calcule .
(1 RS ) Yo (v,
NG 2 3

Norma e métrica euclidiana. E evidente que a parte real e a parte imagindria de um niimero
complexo z = z + iy sdo limitadas pelo médulo, ou seja, |z| < |z| e |y| < |z|. Por outro lado, um
cdleulo direto mostra que |z = w|? = |2]? + |w|? £ 2R(2w). Portanto, sendo |R(zw)| < || |w|, o
modulo satisfaz a desigualdade do triangulo

EEEE (6.7)

A desigualdade do tridngulo diz que |z| é uma norma, e portanto
d(z,w) :== |z — w|

é uma métrica no plano complexo. Ou seja, é positiva quando z # w, nula sse z = w, e satisfaz
a desigualdade do triangulo
d(z,w) < d(z,p) +d(p,w).
De fato, como j& observado, é a métrica euclidiana de C =~ R?, definida pelo produto escalar
euclidiano ((z,y), (¢/,y')) = za’ + yy' = R (27').
Um caso particular da desigualdade do tridngulo é |z + iy| < |z| + |y|, e diz que o médulo de
um numero complexo € limitado pela soma dos médulos das suas partes real e imaginaria.

Diga quando vale a igualdade na (6.7).
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Mostre que
|2+ wl® + |z —w|* =2 (2] + |w]?)

Prove a desigualdade
|z £ w| = [|z] — [w]|

O norma do supremo no plano C ~ R? ¢ defninida por |2 + iy|| := max{ |z|,|y|}. Mostre
que as normas || - |loo € | - | s80 equivalentes, ou seja,

I2lloo < I2] < V2[l2lloo (6.8)

(é caso particular de um teorema mais geral, que diz que todas as normas de um espago vetorial
de dimensao finita sdo equivalentes). Estas desigualdades dizem que |z| é pequeno quando ||z||e €
pequeno, e vice-versa. Portanto, as topologias (i.e. as nogoes de limite) geradas pelas duas normas
sao equivalentes.

Polinémios. Uns objetos particularmente importantes em dlgebra sdo os polindmios, fungoes
do género
f(2) =anz" +an 12"+ Farz+ag (6.9)

com coeficientes ay € C, sendo pelos menos um deles nao nulo. O grau de um polinémio é o
maior dos indices dos seus coeficientes nao nulos. Assim, o grau do polinémio (6.9) é deg(f) = n se
an # 0. Por exemplo, uma fungao constante f(z) = a é um polinémio de grau 0, uma fungao afim
f(2) = az + B com a # 0 é um polinémio de grau 1, uma fungdo quadrédtica f(z) = az? + Bz + 1~
com « # 0 é um polinémio de grau 2, ...

Somas e produtos finitos de polindmios sao polindémios. Portanto, o espago Pol dos polinémios
forma um anel comutativo, cuja identidade é o polinémio constante f(z) = 1. E claro que todo po-
linémio de grau n é proporcional a um polinémio mdnico de grau n, um polinémio cujo coeficiente
de grau maximo ¢ igual a b, = 1, ou seja, do género

g(2) = 2"+ bp_12" 4 bz by

Observe também que deg(fg) = deg(f) + deg(g), desde que f e g sejam diferentes do polinémio
nulo A(z) = 0 (que portanto ndo convém chamar “polinémio”!).

E possivel dizer aguma coisa sobre o grau de uma soma de polinémios, ou seja, deg(f + g) ?
E sobre o grau de uma composicao de polinémios, ou seja, deg(f o g) ?

Zeros e fatorizagao. Os zeros, ou raizes, do polinémio (6.9) sdo os pontos p onde f(p) = 0. Os
zeros do polinémio f(z) formam o conjunto Z(f) = { z € C : f(z) = 0}. E claro que as raizes de
f(2) s@o também raizes do polinémio ménico f(z)/a,, e vice-versa.

Polinémios com coeficientes reais podem nao ter raizes reais, como no caso do polinémio
quadratico 2 — 1. Por outro lado, em 1799 Gauss (aos 22 anos) deu pela primeira vez umas
provas razoavelmente corretas do que hoje é chamado “teorema fundamental da dlgebra”, e que os
matematicos resumem dizendo que “o corpo dos numeros complexos é algebricamente fechado”.
Apesar do nome tradicional, deve ser considerado um teorema de andlise, pois as suas provas mais
elementares usam pelo menos o teorema de Weierstrass sobre a existéncia de maximos de fungoes
continuas definidas em compactos, assim como a bi-dimensionalidade do plano complexo. Existem
também provas mais curtas e elegantes da prova seguinte, que dependem de resultados profundos
da anélise complexa.

Teorema 6.1 (Gauss). Todo polindmio de grau n > 1 admite (pelo menos) uma raiz em C.
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Demonstragao. E claro que, a menos de dividir pelo coeficiente de grau méximo, basta provar o
teorema para um polinémio ménico f(z) = 2" + 12"V 4+ 4+ a1z4+ag comn > 1. E também
claro que se |z| = R é suficientemente grande entdo também |f(z)| ~ R™ é grande, por exemplo
superior ao valor de |f(0)] = |ag|. Pelo teorema de Weierstrass, a funcao continua z — |f(2)|
atinge um minimo no disco fechado |z| < R, e, pela observagao anterior, este minimo é atingido
num ponto p com |p| < R, e é também um minimo absoluto de | f(z)| no plano complexo. A menos
de uma translacao (ou seja de considerar o polinémo f(z — p)) podemos assumir que o minimo é
atingido na origem, e portanto que o polinémio tem a forma

f(z) =a+2™(bg+brz+ -+ bp2")

com by # 0, m > 1, e que o seu minimo mddulo é |f(0)] = |«|. Queremos provar que a = 0, ou
seja, que a origem é uma raiz do polinémio f(z). Seja entdo o = pe’® # 0. O polinémio é da forma
a+ B(z), onde B(z) é um polinémio de grau > m > 1 que se anula na origem. Se o médulo de z é
muito pequeno, entao

B(z) =z"(bg +b1z+ -+ bz®) ~ 2™by .

Ao variar z numa circunferéncia suficientemente pequena & volta da origem, 5(z) d4 pelo menos
uma volta (de fato, m voltas) em torno da origem, e portanto necessariamente o seu argumento
assume valores préximos do oposto do argumento de . Entao, se a # 0 e 5 é pequeno, é claro
que |a + | < |af, como mostra a figura seguinte.

Mais precisamente, num ponto onde 3(z) ~ ee~* com ¢ < p,

[f(2) = la+ B(2)| = |pe” +ee™™|=p—e<lal,
o que contradiz o fato de |a| ser o minimo absoluto de |f(z)]. O
Se p é uma raiz do polinémio f(z) de grau n > 1, entdo f(z) = (¢ — p) g(z) onde g(z) é um

polinémio de grau n — 1 (exercicio). O teorema de Gauss 6.9 ent@o implica o seguinte

Teorema 6.2 (teorema fundamental da dlgebra). Um polindmio f(z) = anz™ + -+ a1z + ag de
grau n > 1 fatoriza no produto

f(z) =an(z —p1)(z = p2)... (2 = pn), (6.10)

onde p1,p2, ..., Pn $G40 as suas n raizes (ndo necessariamente distintas).
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A fatorizagdo (6.10) é tnica, a menos de permutagoes dos fatores. Vice-versa, é evidente
que existe um Unico polinémio ménico de grau n cujas raizes sao n ntimeros complexos distintos
P1,D2, - - -, Pn, POis basta multiplicar os (z — pg)’s.

Se uma raiz p é repetida exatamente k vezes, ou seja, se

f(z) = (z=p)¥y(2)

com ¢(p) # 0, entao o inteiro k € N é chamado multiplicidade da raiz p, ou também “ordem de
f no ponto p”, e denotado por ord(f,p) = k. E natural chamar os pontos p onde f(p) # 0 pontos
de ordem ord(f,p) = 0. A maneira correcta de “contar” o nimero de zeros de um polinémio é

Z(f)] = ord(f,p)

peC

(observe que a soma é finita porque apenas um ndmero finito de pontos tém ordem # 0). O
teorema fundamental da dlgebra diz entao que esta soma é igual a |Z(f)| = deg(f).

Verifique que ordem do produto de dois polindmios é igual a soma das ordens dos fatores, ou
seja, ord(f - g,p) = ord(f, p) + ord(g, p).

Raizes de polinémios reais. Se p é uma raiz do polinémio f(z) = a,z" + -+ + a1z + ag,
entdo p é uma raiz do polinémio f(z) := @, 2™ +---+ a1 z + ag, obtido de f(z) substituindo cada
coeficiente ay, pelo seu conjugado . Se os coeficientes de f(z) s@o reais, assim que aj, = @y, entao

f = f. Consequentemente,

Teorema 6.3.  As raizes nao reais de um polinémio com coeficientes reais ocorrem em pares de
numeros complexos conjugados, p e D.

Ou seja, o conjunto Z(f) das raizes de um polinémio real é simétrico em relagdo ao eixo real
do plano complexo. Em particular, um polinémio real de grau impar admite pelo menos uma raiz
real (o que é também uma consequéncia evidente do teorema de Bolzano, pois os valores f(+x) de
um polinémio real quando |z| é grande tém sinais opostos). As provas consideradas “algébricas”
do teorema de Gauss 6.1 usam este fato.

S
>

Se p uma raiz do polinémio (6.9) de grau n > 1, entao

Use a identidade
Sk _pk = (2—p) (Zk—l +zk_2p+~--+zpk_2 +pk—1)

e deduza que f(z) = (2 — p) g(2) onde g é um polinémio de grau n — 1.
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7 Espacos lineares

ref: [Ap69] Vol. 2, 1.1-10 ; [La97] Ch. III

Espacos lineares/vetoriais. Um espaco linear/vetorial real, ou espago linear definido sobre o
corpo R dos numeros reais, ¢ um conjunto V, formado por objetos v’s chamados vetores, munido
de duas operacoes: a “adicao”, que envia todo par de vetores v e w no vetor

V+w,
que satisfaz os axiomas
EL1 (propriedade associativa) u+ (v+w) = (u+v)+w,
EL2 (propriedade comutativa) v+w =w + v
EL3 (existéncia do elemento neutro) existe um vetor 0 tal que 0 + v = v para todo v
EL4 (ezxisténcia do oposto) para todo v existe um vetor v’ tal que v+ v/ =0
e a “multiplicagdo por escalares/ntimeros”, que envia um vetor v e um nimero A € R no vetor

AV

que satisfaz os axiomas

EL5 (existéncia do elemento neutro) 1v=v

EL6 (propriedade associativa) (Ap)v = A(pv)

EL7 (propriedade distributiva para a adi¢do escalar) (A + p)v = Av + pv
EL8 (propriedade distributiva para a adi¢ao vetorial) \(v +w) = Av + Aw

Se substituimos o corpo R dos niimeros reais pelo corpo C dos niimeros complexos, obtemos
a definicdo de espago linear/vetorial complezo. Os nimeros reais ou complexos, dependendo do
caso, sao chamados escalares do espaco vetorial. E também possivel definir espagos vetoriais sobre
outros corpos ...

O proéprio R, munido das operagoes usuais “+” e “x”, é um espaco vetorial real, o mais simples.
Da mesma forma, o plano complexo C é um espago vetorial complexo.

Os axiomas EL1-8 implicam uma série de propriedades naturais, que costumamos usar quase
sem pensar, e cujas provas podem ser exercicios uteis. O elemento neutro é tinico. O oposto de
cada vetor v é tnico, e é igual a —v := (—1)v. Os produtos 0v e A0 de um vetor arbitrério por 0
ou de um escalar arbitrario pelo vetor nulo 0 séo iguais ao vetor nulo 0 (e, por esta razdo, o escalar
0 é por vezes confundido com o vetor nulo 0, sem perigo de ambiguidade). Mais importantes sao
as leis do corte seguintes. Se Av = 0, entao v = 0 ou A = 0. Consequentemente, se A\v = uv entao
v =0 ou A = pu, ou também, se A\v = Aw , entao v=w ou A = 0.

O arquétipo de um espacgo vetorial real é, naturalmente, o espagco R™ das n-uplas de niimeros
reais x = (x1,%2,...,%,), munido das operagdes “adi¢ao” e “produto por um escalar” usuais
definidas na secdo 1. Em particular, sdo espacos vetoriais o “plano” R? da geometria de Euclides
e o “espaco” R3 da mecanica Newtoniana.

O espacgo linear complexo C". O espago vetorial complero de dimensdo n é o espago

C"=CxCx---xC
—_— —

das n-uplas z = (21, 29, . .., 25, ) de nimeros complexos, munido da adi¢do, definida por

’z+w:: (21+w1,22+w2,...,zn+wn)‘

e da multiplicagcao por um escalar, definida por

’)\z = (Az1, A2a, ..., Azy) ‘

onde agora os escalares A sao niimeros complexos.

11 nov 2021 |



7 ESPACOS LINEARES 52

Mostre que o elemento neutro 0 de um espago vetorial é tnico, e que Ov = 0 para todo v.

Mostre que o oposto de cada vetor v de um espago vetorial é unico, e igual a —v := (—1)v
(o que justifica a notagao).

[Ap69] Vol 2 1.5.

Transformacoes lineares e isomorfismos. E importante observar que muitas propriedades
interessantes dos espacos vetoriais ndo dependem da “natureza” dos seus elementos (pontos, veto-
res, sequéncias, funcgoes, ...) mas apenas da estrutura algébrica descrita nos axiomas EL1-8. As
nogoes naturais de “morfismos” (ou seja, transformacoes que respeitam a estrutura) entre espagos
lineares e portanto de “equivaléncias” sao as seguintes.

Uma transformacao linear entre os espagos lineares V e V' (sobre o mesmo corpo, real ou
complexo) é uma aplicacdo T : V — V' que respeita as operagoes de soma e produto por escalares,
ou seja, tal que para cada dois vetores v,v’ € V e cada escalar A

T(v+w)=T(v)+T(w)e T(Av) =AT(v)

E imediato verificar que uma transformagao linear envia o elemento neutro no elemento neutro, e
0 oposto de um vetor no oposto da sua imagem.

Um isomorfismo (linear) entre espagos lineares é uma transformacao linear bijetiva ® : V.— V',
A aplicacdo inversa ®~! : V/ — V (que existe porque ® é injetiva e sobrejetiva), definida por
O~ 1(v') := v se ®(v) = v/, também & linear. De fato, se ®(v) = v/ e ®(w) = w’ e \ é um escalar,
entao

IV W) =v+w=01(V)+d W) e O (W) =dv =21V

E claro que a existéncia de um isomorfismo entre dois espacos vetorias é uma relacao de equi-
valéncia, pois a identidade é um isomorfismo de um espaco em si proprio, e a composi¢cao de dois
isomorfismos é também um isomorfismo. Dois espagos vetoriais isomorfos sdo indistinguiveis en-
quanto espagos lineares. Uma notacgao para indicar que dois espacos lineares sao isomorfos, sem
necessariamente especificar o isomorfismo ¢ (que néo é tnico se os espagos nao sdo triviais!), é
V=V,

Verifique que a composigao de dois isomorfismos é um isomorfismo.

Subespacos e geradores. Seja V um espaco vetorial, real ou complexo. A combinagdo linear
(finita) dos vetores vi,va,..., vy, € V com coeficientes os escalares A1, A, ..., Ay, € 0 vetor

AV + AoV + -+ A\ vy, = Z ALV
k=1

Pelas propriedades associativa e comutativa, EL1 e EL2, podemos nao usar paréntesis na notacao,
e este vetor nao depende da ordem dos adendos.

Um subconjunto nao vazio W C V que, munido das operagoes definidas em V, é ele préprio
um espago vetorial (ou seja, tal que w+w’ € W e A\w € W para todos os w,w' € W e A € R) é
dito subespaco (linear/vetorial) de V.

E claro que um subconjunto W C V é um subespago sse contém todas as combinagoes lineares

AV + pw

dos seus vetores v,w € W com coeficientes arbitrarios A, u, e, consequentemente, as combinagoes
lineares finitas dos seus vetores com coeficientes arbitrarios. Em particular, todo subespago contem
o vetor nulo 0 (a combinagao linear trivial), e o subespago minimal de V é o subespago trivial {0}.
O subespago maximal é o préprio V. E claro também que a intersecao NV de uma familia (finita
ou nao) de subespagos V;, C V é também um subespago de V.
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Se S C 'V é um subconjunto arbitrario (finito ou nao) de V, o conjunto Span(.S) das combinagoes
lineares finitas
A1V + AoV + -+ A\ vy,

com v € S e coeficientes )\ escalares arbitrarios, é um subsespago de V, dito subespago gerado
por S. Os vetores de S sao entao chamados geradores do subespago Span(S).
E claro que se W C 'V é um subespago, entao Span(W) é o préprio W.

Somas e somas diretas. Se X e Y sao subespagos de V, entdo a soma
X+Y ={x+y comxe X, yeY}

é um subespaco de V. Da mesma forma é definida a soma X7 + Xo+---+ X,,, = Z?:l X}, de uma
familia finita de subespacos X C V, o conjunto das possiveis combinagoes lineares vi+va+- - -4V,
com vi € Xg.

Sejam X,Y subespagos do espaco vetorial V. Se cada vetor v € X + Y admite uma tnica
representacdo v = x+y com x € X ey € Y, entdao a soma X 4+ Y dos subespagos X e Y é
chamada soma direta, e denotada por

XY

E claro que isto acontece quando X NY = {0}.

(S

Em geral, um subsespagco X C V é uma soma direta X = @], X}, de uma familia finita de
subespagos X}’s se todo vetor v € X é representado de uma tnica maneira como soma

V=vi+vet---+vVy,

de vetores vy € X.

Também é possivel definir de forma coerente a soma direta dois espagos lineares que nao sao
necessariamente subespacos de um espago dado. A soma direta (também chamada biproduto, ou
produto cartesiano) dos espagos lineares V. e W definidos sobre o mesmo corpo é o espago linear
V @& W cujos vetores sao os pares ordenados (v,w) € V x W de vetores v € Ve w € W, munido
das operagoes

(v,w)+ V', W) =(v+vi,w+w) e Av,w) = (Av, \w)

O vetor nulo é (0,0) (o par ordenado formado pelos vetors nulos de cada um dos dois espagos).
Entao v — (v,0) e w — (0, w) definem isomorfismos de V.e W em subespacos Ve W de V&'W,
respetivamente, e é claroque VW =V ¢ .

e.g. Por exemplo, o espaco R? é uma soma dos planos/subespacos z = 0 e z = 0, mas nao é uma
soma direta deles, pois (z,y,z) = (x,y,0)+ (0,0, z) = (2,0,0)+(0,y, 2) = (z,9/2,0)+(0,y/2, 2) =
.... Por outro lado, R? é uma soma direta do plano z = 0 e da reta z = y = 0. Também é uma
soma direta do plano z =0 e da reta R(1,2,3) ...
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e.g. Somas diretas e produtos cartesianos. Naturalmente, a soma direta R @ R é o plano
cartesiano R?, a soma direta R?2 @ R é o espaco R?, ...

Vetores & funcgoes. Os espagos vetoriais arquétipos sao, naturalmente, o plano e o espaco da
geometria de Euclides. Consequentemente, visualizamos vetores como setas saindo da origem. No
entanto, as coordenadas do vetor (2,4, 3) podem representar os valores da temperatura medida em
trés diferentes dias, por exemplo, domingo, segunda e terca-feira. Uma visualizagdo mais natural
deste vetor, sendo que o nosso tempo tem uma orientagao natural, é entao a segunda, mostrada no
desenho. Tecnicamente, este é o grafico de uma funcao definida no conjunto finito formado pelos
pontos/dias 1,2, 3, com valores z[1] = 2, z[2] =4 e z[3] = 3.

3
(¢,4.3) 4,
L 2 05
' L L ] .
| 2 3

Se observamos temperaturas durante muitos, ou até idealmente infinitos, dias, entao a imagem
natural do vetor é o grifico de uma sucessdo de ntmeros (...,2,4,3,...), dependendo de um
tempo parametrizado por nimeros inteiros. Ou seja, um valor x[n] para cada tempo n, que para
os engenheiros é um “sinal discreto”. Vista de muito longe, ou seja, idealizando o tempo como
um continuo, esta parece o grafico de uma fungao f(¢) de uma varidvel real, que os engenheiros
chamam “sinal continuo”.

onv~ﬁrls‘ g oo .~9‘_,,, t c?NQ‘

Vice-versa, um sinal continuo f(¢) podes ser observado apenas em multiplos inteiros de um
“tempo de amostragem” 7 > 0, e transformado num sinal discreto x[n] := f(n7), com n € Z ou
N, que é uma sequéncia. Um problema natural é tentar “reconstruir” o sinal continuo a partir da
sua amostragem ...

Espacos de fungoes. Os espacos interessantes em anélise, em fisica e em engenharia, sao espagos
de funcgoes, chamados “espacos funcionais”.

Sejam X um conjunto e R¥ = F(X,R) ou CX = F(X,C) os espacgos das funcdes reais ou
complexas definidas em X, cujos elementos sdo denotados por z — f(x), ou simplesmente por
f(z) ou f. S&o espagos vetoriais reais e complexos, respetivamente, se munidos das operagoes
“adicao” e “produto por um escalar” definidas por

(f+9)(@) = f(x) +g(x) e (Af)() == Af(z)

O elemento neutro é a fungao identicamente nula. Dois vetores deste espago, ou seja, duas fungoes
f e g, s@o iguais sse f(z) = g(z) para todos os z € X (devem pensar que os valores f(x) sdo as
“coordenadas” do vetor f, uma para cada ponto z de X).

Também interessantes sdo os “campos vetoriais”, funcées com valores num espacgo vetorial
como R™ (campos de forca, de velocidade, campo eletro-magnético, ...). Mais em geral, se V é
um espaco vetorial, entdo o espaco VX = F (X, V) tem uma estrutura natural de espago vetorial
(real ou complexo, dependendo de V).

Engenheiros e fisicos estdo por exemplo interessados em “sinais” f(¢) (a intensidade de uma
onda de som, onde ¢ é o tempo), ou “funcdes de onda” ¥(r,t) (em mecéanica quantica), ou outros
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“campos” u(r,t) (um deslocamento, um campo de velocidades, o campo eletro-magnético, ...)
que resolvem certas equagoes diferenciais parciais como a equagao de onda, de calor, de Laplace,
de Schrodinger, . ..

e.g. Se X =~{1,2,...,n} é um conjunto finito, entdo R¥ é simplesmente o espaco vetorial R™.

Fungoes continuas e diferenciaveis. Seja X C R um intervalo da reta real, como por
exemplo (0,1), ou [0,1], ou o prépria reta real R. Sao espagos vetoriais, reais ou complexos, o
espaco C°(X) das funcoes continuas f : X — R, os espacos C¥(X) das funcdes com k derivadas
continuas, o espago C*(X) das func¢oes infinitamente derivdveis. As inclusoes sdo

C¥(X)cC--cCH (X)ccF(X)c---cC'(X) cRY

Também é possivel definir espacos de fungoes diferencidveis definidas em regives X C R™, ou em
objetos mais interessantes chamados “variedades diferenciaveis” ...

Polinémios. O espago Pol(R) := R[t] dos polinémios p(t) = ant™ + -+ + a1t + ap com coefi-
cientes reais na varidvel ¢ é o subespago de C*°(R) gerado pela familia enumerédvel dos monémos
1,t,t2,t3,.... O espaco Pol,(R) dos polinémios reais de grau < n é um subespaco de Pol(R).

Da mesma forma, é 1til considerar os espagos lineares complexos Pol,, (C) C Pol(C) dos po-
linémios com coeficientes complexos . . .

Sucessoes. O espaco R® := RN é o espaco das sucessdes reais, cujos elementos podem ser
pensados como “vetores infinitos” x = (z1,22,...,Zn,...), com z, € R. Subespagos naturais sao
0 espago b das sucessoes limitadas, o espago ¢ das sucessoes convergentes, o espago ¢y das sucessoes
que convergem para 0, e o espago £ das sucessoes com suporte compacto (i.e. tais que x, = 0sen
é suficientemente grande) sdo subespagos vetoriais de R>. As inclusoes sao

{CeycechcRY.

Da mesma forma, é possivel considerar o espaco R” das sucessdes “bi-infinitas”, cujos elementos
sao x = (...x_9,2_1,T0,T1,T2,...), € OS Seus subespacos naturais.

O conjunto dos polinémios de grau exatamente igual a n é um subespago vetorial de Pol(R)?

O conjunto das fungdes nao negativas, ou seja, tais que f(t) > 0 pra todo ¢, é um subespago
do espaco RF ?

Os conjuntos das fungoes pares e impares, definidos por
RE:={f:R=R tq f(t)==xf(-t) VtecR},

respetivamente, sdo subespacos de R®? Mostre que dada funcdo f € R® é uma soma de uma
funcdo par e uma fungdo fmpar, ou seja, f = fi + f_ com fi € RE. Esta representacio é tinica?

Conjuntos livres/linearmente independentes e bases. A independéncia linear num espago
vetorial é definida como no caso de R™.

Seja V um espaco linear. O conjunto S C V (finito ou nao) é livre/(linearmente) independente
se gera cada vetor de Span(S) duma dnica maneira, e portanto (pela mesma prova do teorema 4.1)
sse gera o vetor nulo duma tnica maneira, ou seja, se a Unica combinacao linear finita nula

A1S1+Aesa 4+ -+ Apsy, =0

com vi,Vs,...,V,;, €5 éa combinacao trivial com coeficientes Ay = Ao =--- = A, = 0.

Caso contrério, o conjunto é dito (linearmente) dependente. Isto significa que (pelo menos) um
dos vetores é dependente dos outros, ou seja, pertence ao subespaco gerado pelos outros. E claro
que todo conjunto que contém o vetor nulo é dependente (por razoes triviais).

Um conjunto livre de geradores é chamado base do espago vetorial.
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Verifique se cost e sint sdo linearmente independentes no espago C*(R). E os vetores cos? t,
sinte1/27

Verifique se os vetores (1,—1,1,-1,1,—1,...) e (1,1,1,1,1,1,...) s@o linearmente indepen-
dentes no espago R> das sucessoes reais.

Dimensao finita e bases. O espago linear V, por exemplo um subespaco de outro espago
vetorial, tem dimensao finita, ou é finitamente gerado, se admite um conjunto finito de geradores.

Seja 'V um espago linear de dimensao finita, real ou complexo. Uma base de V é um conjunto
livre de geradores de V, ou seja, um conjunto ordenado B = (by, bs,...,b,) de vetores tal que
cada v € V admite uma e uma unica representagao

V:’l}1b1 -|—’l}2b2+"‘+l)nbn

Os ntumeros v; sao as componentes, ou coordenadas, do vetor v relativamente a base B. E claro,
pela prova do teorema 4.1, que as coordenadas de um vetor relativamente a uma base sao tinicas.

O teorema 4.2 e as suas consequéncias tém provas que apenas dependem da estrutura de R™
enquanto espago vetorial, e portanto continuam validos para espagos vetoriais arbitrdarios. Em
particular, se o espago linear V (ou um subespago de um espago linear) admite um conjunto finito
de geradores, entao a sua dimensdo dim(V) (também denotada por dimg V ou dim¢ V, dependendo
se 0 espago é real ou complexo) pode ser definida como sendo o nimero de elementos de uma base.
Num espago de dimensao n, todo conjunto livre de n elementos é uma base, e todo conjunto livre
de m < n elementos é um subconjunto de uma base.

Se (b1, ba,...,b,) é uma base ordenada do espago linear V, entdo todo vetor v € V admite
uma unica representacao v = viby + vabs + -+ - + v, by,. E imediato verificar que a aplicagao

v = (v1,v2,...,U,)

define um isomorfismo V &~ R" ou C" (dependendo se o espago linear é real ou complexo). O
isomorfismo inverso é (vy,va,...,v,) > v1by + vabg + - -+ + v, b,,. Assim,

Teorema 7.1. Todo espaco linear de dimensdo finita n € isomorfo a R"™ ou C™, dependendo se
real ou complexo.

Naturalmente, o isomorfismo nao é tnico, pois depende da escolha de uma base.

Verifique que
T A N t"

é uma base do espago Pol,,(R) dos polindémios de grau < n, que portanto tem dimensao n + 1.

Determine as coordenadas do polinémio f(¢) = (1—t)? relativamente & base ordenada (1,¢,t?)
de Poly(R).

[Ap69] Vol 2 1.10.

Polinémio interpolador de Lagrange. Se pg,p1,p2,-.-,Pn s@0 n+ 1 pontos distintos da reta
real (ou da reta complexa), entdo
f(2) = (z=po)(z —p1)(z = p2) ... (2 — pn)
=" —(po+p1+p2teHpa) 2"+ + (1) (popipz - Pn)
¢ um polinémio ménico de grau n que se anula (apenas) nos p’s. Fixado & = 0,1,...,n, o
polinémio
fe2) = £(2)/(z —p) = [ (= p3)

itk
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¢ um polinémio moénicos de grau n que se anula nos p; com j # k e que assume um valor
fx(pr) # 0 no ponto pi. (e também em todos os outros pontos). Entéo os

le(2) := fil2)

fr(pk)
sdo polinémios moénicos de grau n que se anulam nos p; com j # k e valem {;(pr) = 1. Se
ag, 0, Qa, . . ., Ay 880 141 nimeros reais (ou complexos) arbitrarios, nao necessariamente distintos,

entao
n
g(z) = Z ap li(2)
k=0

é um polinémio de grau < n tal que g(pr) = oy para todo k =0,1,2,...,n, chamado polinémio

interpolador de Lagrange.

Verifique que os ¢x’s (ou os fi’s) sdo linearmente independentes (calcule uma combinagao
linear nos pontos py’s), e portanto formam uma base de Pol, (C).

Deduza que o polinémio interpolador de Lagrange g(z) é o tnico polinémio de grau < n cujo
grafico passa pelos n + 1 pontos (pg, ax) € C x C.

Dado um polinémio genérico f(z) = anz™ + -+ + a1z + ag de grau < n, calcule as suas
coordenadas na base formada pelos £ ’s.

Espaco quociente e co-dimensao. Seja W um subespago do espaco linear V. O espago
quociente 'V /W é o conjunto das classes de equivaléncia pela seguinte relacdo de equivaléncia:
dois vetores v e v/ estao na mesma classe sse diferem por um vetor de W, ou seja, se v = v +w
com w € W. Uma notagao natural para a classe de v é

[v] =v+W

(a classe de v é o “plano paralelo a W que passa por v”). O espago quociente tem uma estrutura
natural de espaco linear, se soma e produto por um escalar sdo definidos por

M+ =v+v] e Alv] = [Av]

respetivamente (a prova que esta definicdio nao depende dos representantes das classes é un
exercicio). A correspondéncia v — [v] define uma transformacao linear 7 : V. — V /W, chamada
“projecao”.

=
y
\

—,

Se o espago quociente V /W tem dimenséo finita, entdo a sua dimensao

codim(W) := dim(V /W)
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é chamada co-dimensao de W (enquanto subespago de V). Se V tem dimensao finita, entao
também W tem dimensao finita, e a dimensao do espaco total é uma soma

dim(V) = dim(V/W) + dim(W)

assim que codim(W) = dim(V) — dim(U). De fato, se os ey, ..., e, formam uma base de W,
entao é possivel completar o sistema acrescentando os vetores €,,11,€m+1,---,€, até obter uma
base de V. E depois imediato verificar que as classes [ep,41], [€m42], - - -, [€,] formam uma base de
V/W.

Se 0 espago linear é uma soma direta V.= X @Y, entao o espago quociente V/Y é naturalmente
isomorfo a X. De fato, cada vetor é uma soma tnica v = x +y de um vetor x € X e um vetor
y € V, assim que a classe [v] pode ser identificada de maneira tnica com o vetor x € X, e
vice-versa. Em particular,

dim(X @Y) = dim(X) 4+ dim(Y)

Dimensao infinita. Um espago linear que nao é finitamente gerado, ou seja, que nao admite
um conjunto finito de geradores, é dito espaco de dimensao infinita.

Por exemplo, o espago Pol(R) dos polindmios com coeficientes reais tém dimensao infinita. De
fato, o conjunto infinito e numeravel dos mondmios e, (t) = t"*, comn = 0,1,2,3,... é um conjunto
independente (dois polinémios sao iguais sse todos os coeficientes sao iguais). Por outro lado, um
conjunto finito de polinémios nao pode gerar o espago, pois tendo um grau maximo finito, nao
pode gerar polinémios de grau arbitrariamente grande.

A fortiori, tém dimensdo infinita os espacos CF(R) das funcdes com k derivadas continuas
definidas na reta real (ou num intervalo, ...), onde k = 0,1,2,...,00. Da mesma forma, tém
dimensao infinita os espagos £ C ¢o, C ¢ C b C R* ou C*> das sucessoes, reais ou complexas.

Usando o axioma da escolha, é possivel mostrar que todo espaco linear admite uma base, ou
seja, um conjunto livre de geradores. No entanto, em particular nos prolemas praticos da fisica e da
engenharia, é tipicamente mais 1til tentar aproximar vetores/funcées genéricos com combinagoes
lineares finitas de um conjunto numeravel de vetores independentes particularmente “simples”
ou significativos. Este é o espirito, por exemplo, da teoria das séries de Fourier, que estuda a
possibilidade de aproximar uma funcao f(t) periddica de periodo 27 por meio de “polinémios

. T . ~ . . N 1 . 1
trigonométricos”, combinagos lineares finitas > €' de harménicas e ...

Verifique que o conjunto numeravel dos monémios
et)=1 e (t)=t et)=t> e3(t)=t>...

é linearmente independentes no espago Pol(R) dos polinémos com coeficientes reais. Sendo também
um conjunto de geradores, é uma base: todo polinémio é uma combinagao finita inica dos ey’s.

Verifique qua o conjunto numeravel das “harménicas” h,,(t) = e*™!, com n € Z, é um conjunto
independente no espago das fungoes peridédicas de periodo 27 com valores complexos.

Verifique que o conjunto ndo numeravel dos exponenciais e*, com A € R, é um conjunto

independente no espago linear C°(R) das fungoes continuas de uma varivel real.

Superposition principle in quantum mechanics. If a physical system can be prepared in
each of the states |1), |2}, |3), ..., for example corresponding to certain values A1, A, Az, ... of a
certain observable L, then the most general state is a superposition °

[y =1 |1) + 12 |2) + 3 ]3) + ...

9“Any state may be considered as the result of a superposition of two or more other states, and indeed in an
infinite number of ways. Conversely any two or more states may be superposed to give a new state ... The non-
classical nature of the superposition process is brought out clearly if we consider the superposition of two states, A
and B, such that there exists an observation which, when made on the system in state A, is certain to lead to one
particular result, a say, and when made on the system in state B is certain to lead to some different result, b say.
What will be the result of the observation when made on the system in the superposed state? The answer is that the
result will be sometimes a and sometimes b, according to a probability law depending on the relative weights of A
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with complex coefficients 1), € C. The observation of the observable L in the state |¢) will then
give one of the value )\, (and not a value in between!) with relative frequency (if the experience
is repeated a large number of times) proportional to |¢,|?. States of a quantum system therefore
live in a complex linear space H (which typically is infinite dimensional). Actually, proportional
states must be considered as equal, which amounts to say that we may only consider normalized
states, those with [t/1]? + [12]? +|13]?> +- -+ = 1, and do not distinguish between those which differ
by a multiplicative phase ¢'® (although this ambiguity is then central in quantum field theory).
Therefore the state space of a quantum system is a projective space PH of a complex linear space
H.

Rational linear independence on the line. The real numbers 1, xo, ..., x, are said linear
independent over the field of rationals if the only solution of

kizy + koxo + -+ kpxy, =0

with k; € Z is the trivial solution k1 = ko =--- =k, = 0.

Show that (any finite subset of) the sequence
log2, log3, logh, log7, ... logp,

of natural logarithms of prime numbers is linear independent over the rationals (use the unique
factorization of an integer into prime factors) .

and B in the superposition process. It will never be different from both a and b [i.e, either a or b]. The intermediate

character of the state formed by superposition thus expresses itself through the probability of a particular result for

an observation being intermediate between the corresponding probabilities for the original states, not through the

result itself being intermediate between the corresponding results for the original states.”

: P.A.M. Dirac [Di47]
10H. Bohr, 1910.
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8 Formas lineares

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-8 ; [La87] Ch. IV-V

Linearidade. Se cada kilo de © custa A euros e cada kilo de # custa B euros, entao a kilos de
Q e b kilos de # custam aA + bB euros. Ou seja, a funcio “prego” P satisfaz

PaQ +b#h) =a-P(Q)+b-P(#)

Esta propriedade é chamada linearidade.

Por outro lado, a superficie e o volume de um cubo de lado 2¢ sdo 4 e 8 vezes a superficie e o
volume de um cubo de lado ¢, respetivamente (e esta é uma das razoes pela existéncia de dimensoes
tipicas de animais e plantas, como explicado por D’Arcy Thompson'!). Sao fungoes nao lineares.

Dé exemplos de fungoes lineares e de fungoes nao lineares.

Formas lineares, espago dual. Seja V um espaco linear real (ou complexo). Uma funcio real
f:V =R (ou complexa f:V — C) é dita aditiva se Vv,w € V

f(v+w) = f(v) + f(w)|

e é dita homogénea se Vve VeVAeR (ouVAeC)
fAv) = Af(v)

Uma fungao real £ : V — R (ou complexa € : V — C) aditiva e homogénea, ou seja, tal que

[0 +puw) = NE(V) + n€(w)]

é dita forma linear, ou covetor (ou funcional linear quando V é um espago de fungdes). Uma
notacao simétrica para o valor da forma linear € sobre o vetor v é

(& v)=&(v).

O espago V* := Homg (V,R) (ou Hom¢(V, C)) das formas lineares, dito espaco dual (algébrico)
de V, é um espago linear real (ou complexo) se a adigdo e o produto por um escalar sdo definidos
por

(E4+n,v):=(&v)+(nv) e (A&, v) := (€, Av) = A (&, V)

respetivamente, e a forma nula 0* € V* é definida por (0*,v) = 0 para todo v € V.

Espaco dual em dimensao finita. Se o espago vetorial V tem dimensao finita, ese e, e, ..., e,
é uma base (por exemplo, a base canénica de V ~ R"), entdo uma forma linear £ é determinada
pelos seus valores &; := (£, e;) nos vetores da base, pois se v = vie; + vge + - - - + v, €, entdo

(&, v) = (§,vie1 + vae2 + -+ - +vpey)
= U1 <£,e1> + v2 <€a92> + oty <€aen> =&v + &+ -+ Epuy

Portanto, também o espago dual V* tem dimensao finita dim(V*) = dim(V), e uma sua base, dita

)
base dual, é o conjunto ordenado dos covetores e}, e}, ..., e’ definidos por

(e;,e;) = dij

1D’ Arcy Wentworth Thompson, On growth and form, 1917 and 1942.
120 stmbolo de Kronecker é definido por

§ii = 1 sei=j
YTl 0 sei#j

18 nov 2021
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As coordenadas da forma linear & = &1e] + &€l + - - - + £ e relativamente & base dual sdo os
nimeros & = (£, €;), assim que (§,v) = ) . &v;. Observe que a k-ésima coordenada do vetor v
relativamente & base ey, €q, ..., €, é precisamente v, = (e}, v).

Uma maneira conveniente de representar o valor (£,x) da forma linear & sobre o vetor x é

usando o “produto linhas por colunas”
1
To
Ex)==X=(& & ... &)
Tn

do vetor linha
== (& & o &)

(que representa a forma linear &) pelo vetor coluna

X1
)

Tn

que representa o vetor x.

Dual do espago dual. Cada vetor v € V define uma forma linear € — (£, v) em V*, e portanto
existe uma inclusdo V C (V*)*. Se V tem dimensao finita, entao todas as formas lineares g € (V*)*
sao deste género, ou seja, podem ser representadas como g(&) = (€, v) para algum v € V. De fato,
fixada uma base ej, eq, ..., e, de V, e portanto a sua base dual e, e3, ..., e}, de V*, basta escolher
v = v1€1 + veeg + - - + v,e, com coeficientes v; = g(e}). Portanto, o espago dual do espaco dual
é isomorfo ao préprio espaco, ou seja, (V*)* ~ V. E ttil também observar que a correspondéncia
entre bases duais é simétrica: a cada base de V* corresponde uma base dual de V, e a primeira é
também a base dual da segunda.

e.g. Projecoes coordenadas. As projegoes m : R” — R, com k= 1,2,...,n, definidas por
(21, T2, ..., Ty) = Tk
sao formas lineares. Sao precisamente as formas e; da base dual da base canénica.

Mostre que uma func¢éo homogénea f : R — R é necessariamente uma homotetia f(z) = Az,
com A = f(1) € R. Deduza que uma fungdo homogénea f : R — R é também aditiva, e portanto
linear.

Diga se as seguintes fungoes f : R™ — R sao ou nao lineares:
x> 3z 2z —1 x +— sin(27z) (z,y) — 3z — by (z,y) — 2% — xy
(x,y,2) = 2z —y+ 3z (x,y,2) »2x —y+32+8 (x,y,2) — 0 (m,y7z)»—>\/§
Seja f : R? — R uma forma linear tal que f(i) =5 e f(j) = —2. Determine f(z,y).

Seja f : R® — R uma forma linear tal que f(i) = -3, f(j) = 1 e f(k) = 7. Determine
f(@,y,2).
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Formas lineares e produto escalar no espaco euclidiano R". No espago euclidiano R”,
munido do produto escalar (2.1), hd uma relagdo simples entre formas e vetores. Todo vetor
y € R™ define uma forma linear y* € (R")* de acordo com

x> (yhx) =y x (8.1)

(a linearidade é consequéncia da linearidade do produto escalar).

Vice-versa, toda forma linear em R"™ é deste género. Para provar isto, convém escolher uma
base ortonormada, por exemplo a base candnica eq,es,...,e,. Entao é claro que uma forma &,
com coordenadas &, = (£, e) relativamente & base dual, é igual a & = y* se definimos o vetor
y = &1eg + Eyeg + -+ + e, Assim, a correspondéncia y ~— y* é um isomorfismo R™ ~ (R")*
entre o espago euclidiano R™ e o seu dual (R™)* (que depende da estrutura euclidiana, ou seja, do
produto escalar euclidiano). O isomorfismo inverso (R™)* ~ R™ pode ser denotado por & — E".

Determine o vetor y = (£1,&2,...,&,) € R? que define as seguintes formas lineares y# no
espago euclidiano R"™:

x— 3z (z,y) —0 (z,y) — b + 9y
(x,y,2) — =3+ Ty — 2 (x1,22,...,2Tn) — 32k com0<k<n

Nrucleo e hiperplanos. Seja V um espago linear. O nicleo/espago nulo (em inglés kernel) da
forma linear £ € V* é

[Ker(£) := {x €V t.q. (£,%) = 0}]

E claro que o ntucleo é um subespago vetorial de V. O nitcleo da forma nula é, naturalmente, o
préprio espaco V.

Se &€ nao ¢é a forma identicamente nula, entao o seu nicleo é um subespago proprio de V, pois
existe pelo menos um vetor v onde (£,v) = o # 0. Consequentemente, existe um vetor v; tal que
(€,v1) =1 (basta escolher vi = a~! v). Vice-versa, dado um vetor nao nulo v; num espaco linear
de dimenséo finita V, existe uma forma & € V* tal que (£, v1) = 1 (basta escolher uma base de V
contendo o vetor vy, e depois o vetor vi da base dual).

Se a forma & nao é nula, e se vi é um vetor tal que (€,vy) = 1, entdo cada vetor x € V pode
ser representado de uma inica maneira como soma

X=Avi +W

de um vetor proporcional a v e de um vetor w € Ker(&). De fato, a condicao x — Av; € Ker(&),
ou seja, (£&,x — Avy) = 0, obriga a escolher o valor A = (£, x). Portanto,

Teorema 8.1. Se & € uma forma linear nao nula no espaco vetorial V, e se vi € um vetor tal
que (€,v1) =1, entdo o espago total é uma soma direta

V = Ker(£) @ Rvy

do nicleo de € e da reta gerada pelo vetor vi.

Ker(5)
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O nicleo Ker(¢) de uma forma nao nula € é chamado hiperplano do espago linear V, ou
seja, subespago di “co-dimensdo” 1 (falta apenas uma reta para reconstruir o espago total). Em
particular, se V tem dimensao finita, entdo também Ker (&) tem dimensao finita e

| dim(Ker(¢)) + 1 = dim V|

O hiperplano afim que passa pelo ponto a € V e é paralelo ao hiperplano Ker(¢) é
a+Ker(§)={veVtqg (&v)=2A} onde A = (€, a) .

No espago R™ euclidiano, onde o produto escalar define um isomorfismo (8.1) entre vetores e
formas, o niicleo de uma forma & é simplesmente o hiperplano Ker(¢) = y* ortogonal ao vetor

y=¢.

e.g. Hiperplanos coordenados. O nucleo da projecao 7w : R™ — R, definida por
g (21, x2, ..., x,) = Tk, é 0 hiperplano z; = 0.

Mostre que o nicleo de uma forma linear £ € V* é um subespago linear de V.

Equacgoes lineares homogéneas. Uma “equagao linear homogénea”
a1x1 + asxes + -+ apx, =0

nao trivial, ou seja, com pelo menos um coeficiente ay # 0, define um hiperplano de R", um
subespaco vetorial de dimensao n — 1. E o niicleo da forma £ =a1ef +aze’ + - +ayel, ou seja,
no isomorfismo entre (R™)* e R™ definido pela estrutura euclidiana, o hiperplano a* ortogonal ao
vetor a = (a1, as,...,a,). Uma “equagdo linear”

a1x1 + asxs + -+ apTy, =0

define um hiperplano afim (que néo passa pela origem se b # 0).

Integral. Em dimensao infinita, o espaco dual deixa de ser isomorfo ao préprio espago. No
entanto, formas lineares tipicas sao objetos béasicos da analise matematica. Por exemplo, o integral

b
10) = [ s

¢ uma forma linear no espago C°([a, b]) das fungdes continuas no intervalo [a,b] C R. O seu ntcleo é
o hiperplano das fung¢oes com média nula no intervalo. Toda fungao continua pode ser representada
de forma tinica como soma f(x) = ¢+ g(z) onde ¢ = I(f) é uma constante (a média de f vezes o
comprimento do intervalo) e g(x) = f(z) — I(f) é uma fungdo com média nula.

Dada uma fungao h(t), por exemplo continua, também é possivel definir a forma linear

b
()= [ rond
uma média pesada dos valores de f(t).

Delta de Dirac. Outra forma linear importante na analise das EDPs da fisica-matematica foi
“inventada” pelo fisico Paul Dirac, e formalizada pelo matemdtico Laurent Schwartz. A delta de
Dirac (no ponto 0) é definida por

sy [ Ty = £(0)

— 00

E uma forma linear no espaco C°(R) das fungdes continuas f : R — R. Se pensamos, informalmente,
que os valores f(t) sao as “coordinadas” do vetor f, uma para cada t, entdao a delta de Dirac é o
vetor da base dual que corresponde a coordenada t = 0. O niicleo de § é o conjunto das funcoes
(continuas) tais que f(0) = 0, que é um hiperplano do espaco C°(R).
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Intersecoes de hiperplanos e sistemas homogéneos. Sejam &,&s,...,§,, formas lineares
em R™ (ou, em geral, num espago linear de dimensao finita). Entao a interse¢ao dos nicleos

W= ﬂ Ker(&;)
k=1

é um Subespa(;o vetorial de R™. Se 51 = (all, a1, ... ,aln), 52 = (0,21, asg, ... 7(12”), ey €m =
(@m1,@m2, - - - @my) denotam as coordenadas das €,’s na base dual da base candnica de R", entao
os vetores de W sdo as solugdes x = (x1,xa, ..., x,) do “sistema linear homogéneo”
a1 Ty + a2+t ar, = 0
a1 X1 + a2 T2 + - + agn Tn =0
(8.2)
A1 1+ A2 T2+ -+ Appp = 0
Teorema 8.2. Se as formas lineares £,,&,,...,€,, € (R™)* sao linearmente independentes (e

portanto m < n), entdo a intersecio W = N Ker(€,) € um subespaco vetorial de co-dimensdo
m, e portanto de dimensao n —m.

Demonstracdo. De fato, se completamos o sistema de formas independentes até obter uma base
€1.60, - & Emiy -5 €, de (R™)*, e se by, by, ..., b, denota a base dual de R™ (definida pelas
condicoes (£;,b;) = d;;), entdo nas coordenadas relativas a esta base o sistema homogéneo ¢é

1 =0, x29=0, Tm =0,

e as solugoes sao todos os vetores do género x = Zp11bm+1 + Tmt2bmi2 + - - - + z, by, Portanto,
W ~ R"™ ™ e uma sua base é formada pelos vetores b,, 11, bmio,...,by. O

Naturalmente, se uma das formas lineares que definem o sistema homogéneo, por exemplo
§,,, ¢ uma combinagao linear das outras, entao a equagao que define, neste caso m-ésima, pode
ser retirada do sistema homogéneo (8.2) sem alterar o espago das solugdes. De fato, se &,, =
b1&; + 0265+ -+ bp—1§,,_1, entao o nicleo de £, contém a intersegdo dos nicleos das outras

formas lineares &;,&5,...,&,,_1-

Determine o espago das solugoes dos seguintes sistemas lineares homogéneos:

3r+2y =0 T — 2y =0

S5e—y =0 —3x+6y =0
3z+2y+z =0 T+2y+=z =0
Sr+3y+3z =0 2z —y — 62 =0
—z4+y+=z =0 —z+3y+7z =0

Aniquilador. Sejam V um espago vetorial e V* o seu dual algébrico. O aniquilador (em inglés
annihilator, do latim NIHIL=nada) do subconjunto S C V é

Annih(S) :={€ € V" t.w. (£,v) =0 paratodo v € S}

ou seja, o conjunto das formas que se anulam em todos os vetores de S. Outra notagao utilizada
para o aniquilador é S°.

E imediato verificar que o aniquilador de um conjunto arbitrério S C V (finito ou néo) é um
subespago linear de V*, e é claro que Annih(S) = Annih(Span(S)). O aniquilador do conjunto
vazio é todo Annih()) = V*, e o aniquilador do espago total V é o subespago trivial formado por
apenas a forma nula. Se S C S’ C V, entéo é evidente que Annih(S’) C Annih(S).
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No espago euclidiano R™, onde o produto escalar define um isomorfismo natural (R™)* ~ R", o
aniquilador de um subconjunto S é o subespaco ortogonal S-=.
Também é possivel definir o aniquilador de um subconjunto U C V* como

Annih(T) :={v eV tw. (£,v)=0 paratodo &€ U}

(e ndo como um subespaco do dual do espago dual!) Desta forma, o aniquilador do conjunto
{&} C V* formado por apenas um vetor do espago dual V* coincide com o nicleo Ker(£€) da forma
£

Nesta linguagem, o teorema 8.2 é traduzido no seguinte.

Teorema 8.3. Sejam V um espago linear de dimensdo finita e W C 'V um subespago linear.
Entao
dim(W) + dim(Annih(W)) = dim(V)

Demonstrag¢ao. Basta observar que se by, bo, ..., b, é uma base de V tal que W = Span(by, ..., by),
entdao Annih(WW) é o subespaco de V* gerado pelos vetores by, ,..., b}, da base dual. O

Mostre que Annih(S) + Annih(7") C Annih(SNT) e Annih(S UT) = Annih(S) N Annih(T).
Deduza que se V,W C V sdo subespagos entdo Annih(V + W) = Annih(V') N Annih(W).

Wild additive functions in the real line. For real valued functions of a real variable
f : R — R, homogeneity implies additivity, since z +y = (1 4+ y/x)xz (if © # 0, of course), and
therefore an homogeneous function satisfies

fle+y) = (A +y/o)x) = 1 +y/x)f(z) = f(z) + (y/2)f(x) = f(z) + [(y).

Surprisingly, there exist additive functions which are not homogeneous (hence not linear), at least if
we accept the axiom of choice. Indeed, additivity only implies linearity on “rational lines” Qx C R,
ie.

flrz) =rf(x) Vr=p/qgeQ and Vz € R.

Therefore, if we could choose a different slope Ag,, hence a different homogeneous function rz +—
Aoz, for any orbit Qz of the quotient space Q\R, the resulting function f : R — R would be
additive but not homogeneous. Any such wild additive but not homogeneous function f: R — R
cannot be continuous, and indeed has a dense graph.

Let f : R — R be an homogeneous function, and z € R. For r = p/q € Q with p,q € Z
and g # 0, show that f(rz) — f(pu/q) = pf(v/q) and also f(x) = f(gz/q) = af (z/q). Deduce
that f(rz) = rf(z) for all r € Q. Let f : R — R be an additive but not homogeneous function,
so that there exists two points a,b € R where f(a)/a # f(b)/b. This implies that v = (a, f(a))
and w = (b, f(b)) are linearly independent vectors, hence a basis, of R%. From Rv + Rw = R?,
deduce that the “rational plane” Qv + Qw is dense in R?, i.e. ant point r = (x,y) € R? may be
approximated with arbitrary precision by a point in Qv + Qw, i.e. for any r = (z,7) € R? and
any € > 0 there exist rationals A\, X € Q such that ||r — (Av 4+ X'w)|| < €. Use again the additivity
of f to show that this implies the existence of a point ¢ € R such that ||r — (¢, f(c))| < e.
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9 Transformacoes lineares

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-8 ; [La87] Ch. IV-V

Transformacoes lineares. Uma transformacgdo/aplicagdo linear entre os espagos vetoriais V e
W (reais ou complexos, os dois definidos sobre 0 mesmo corpo) é uma fungéo L : V — W aditiva e
homogénea, ou seja, tal que

L(v+v'")=L(v) + L(v") e L) =\L(v)

respetivamente. Combinando as duas propriedades, uma transformacao linear é também carateri-
zada pela propriedade

|LOW + X'v') = AL(v) + N L(v')

Por inducdo, a linearidade implica que a imagem de uma combinagio linear (finita) dos vetores
vi’s com coeficientes A\g’s é uma combinagao linear

L (>\1V1 + AQVQ + -+ )\me) = )\1L(V1) + )\2L(V2) + ... )\mL(Vm)

das imagens L(vy)’s com coeficientes A\;’s. A homogeneidade também implica que a imagem
do vetor nulo é o vetor nulo. E usual omitir as paréntesis, e denotar a imagem L(v) do vetor v
simplesmente por Lv.

Um exemplo trivial é a transformagdo nula 0 : V. — W, que envia todo vetor no vetor nulo, ou
seja, 0(v) = 0. Outro exemplo elementar é a transformagéao identidade Iy : V — V (denotada
simplesmente por I quando o espago V é claro pelo contexto), que envia todo vetor em si préprio,
ou seja, I(v) =v.

O espacgo linear das transformacoes lineares. O espago Lin(V, W) das transformagoes
lineares de V.em W é um espaco linear (real ou complexo) se a adi¢ao e a multiplicagdo por um
escalar sao definidas por

(L+ M)(v):=L(v)+ M(v) (AL)(v) := AL(v)

O elemento neutro é a transformagao nula, que envia todo vetor no vetor nulo. O oposto da
transformacao linear L é a transformacao —L, que envia (—L)(v) = —L(v).

Endomorfismos/operadores. Em particular, é um espago linear o espaco End(V) := Lin(V, V)
dos endomorfismos de V, as transformagoes lineares L : V — V de um espaco linear em si préprio.
Os endomorfismos de um espago vetorial sdao também chamados operadores, em particular em
dimensao infinita, quando o espago é um espago de fungoes.

Se o espago linear é uma soma direta V = X @ Y de dois subespagos, e L € End(X) e
M € End(Y) s@o dois endomrfismos, é definido o endomorfismo “soma direta” L & M de acordo
com

(LeM)(x+y):=Lx)+M(y)

Se L: V — W §é uma transformagéo linear, entdo L(0) =0 e L(—v) = —L(v).

Uma transformacao linear L : V — W envia retas afins a+Rv C V em retas afins b+Rw C
W, se b =L(a) ew = L(v) # 0, ou em pontos b, se L(v) = 0. Em particular, envia retas
Rv C V passando pela origem em retas Rw C W passando pela origem.

Uma transformacao T : R™ — R™, definida por
(1,22, &) = (Th(z1, 22, ..., 2n), To(x1, @2, .o, Tn), oo, Tin (X1, X2y -+ o, X))

é linear sse todas as suas “coordenadas” T; : R™ — R, com i = 1,2,...,m, sao lineares.

18 nov 2021
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Diga se as seguintes aplicagoes de R™ em R™ sao lineares.
(:Cay> = (3x75y,xfy) (l',y) = (IQVTy)

(x,y,2) = (z,y+22) (2,9,2) = (z,y+2,0)
(x,y,z)»—>(x—y,z+y,3x+2y—z) ((E,y72)’—>(1,2,3)
(x1,22,...,2n) — (0,0,1) (x1,22,...,2n) — (0,0,...,0) € R™

Diga se as seguintes aplicacdes de T : R? — R? sio lineares.

T transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta y =0
T transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta y =z
T transforma o ponto de coordenadas polares (r,6) no ponto de coordenadas polares(2r, 6)
T transforma o ponto de coordenadas polares (r,6) no ponto de coordenadas polares (r, 0 + 7/2)

Se X C V é um subespago linear de V e L : V — W ¢ uma transformagao linear, entao a
imagem L(X) é um subespago linear de W.

As translagoes de R"™, as transformacoes v — v+a com a € R", sdo transformacoes lineares?
As homotetias de R™, as transformacoes v — Av com A € R, sdo transformagoes lineares?
[Ap69] Vol 2 2.4.

Transformagoes lineares determinadas pelos valores numa base. Se V tem dimensao
finita, e by, ba, ..., b, é uma sua base, entao uma transformacao linear L. : V — W ¢ determinada
pelos seus valores wi, = L(by) sobre os vetores da base. De fato, um vetor arbitrdrio v.= v1by +
vabg + -+ + v, b, tem imagem

L(V) =L (’Ulbl + vobg + -+ + ’Unbn)
= ’UlL(bl) + 'UQL(bQ) —+ e+ UnL(bn)

=UV1W1 + UVoWa + - + U W,

Por exemplo, uma transformacao linear T' : R™ — R™ é determinada pelos n vetores wi =

T(er) € R™, as imagens dos vetores eq,es, ..., e, da base canénica de R"™. O seu valor sobre um
vetor genérico x = (1, 2,...,Ty) é
T(x1,Z2,...,Tn) = T1W1 + TaWa + - + T, Wy,

e.g.  Por exemplo, se a transformacao linear T : R? — R? envia T(1,0) = (2,3,4) e T(0,1) =
(5,6,7), entdo a imagem do vetor genérico (z,y) = x(1,0) + y(0,1) é

T(z,y) =2T(1,0) +yT'(0,1) = 2(2,3,4) + y(5,6,7) = (2z + 5y, 3z + 6y, 4a + Ty)

Seja L : R? — R? uma transformagao linear tal que L(1,1) = (1,4) e L(2,-1) = (-2,3).
Determine L(5,—1) (observe que 1 +2-2=5e1+42-(—1)=—1).

Determine a transformacao linear T : R? — R? (ou seja, a imagem T(z,y) de um etor
genérico) tal que
Tl =2i+j e TG =i-3j
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Determine a transformacao linear 7 : R? — R? tal que
T(i+j) =3i e Ti+k) =2j—k e Tk+1i)=5i+]

Ndcleo e imagem. Seja L : V — W uma transformacao linear entre os espagos lineares V e
W. O nicleo/espago nulo (em inglés, kernel) de L é o subespago vetorial

’Ker(L) ={veVtq LkI)=0}C V‘

E uma medida da falta de injetividade, de acordo com o

Teorema 9.1. Uma transformacao linear € injetiva sse o seu nicleo € trivial.

Demonstrag¢io. Se L(v) = L(v’) para dois vetores distitos v # v/, entao a diferenca v — v/ é um
vetor néo trivial de Ker(L), pois L(v — v') = L(v) — L(v') = 0. Vice-versa, se v é um vetor nao
nulo de Ker(L) e v/ é um vetor arbitrario, entdao L(v' +v) = L(v') + L(v) = L(v’), e portanto v’
e v/ 4+ v sdo dois vetores distintos com a mesma imagem. O

A imagem (em inglés, range) de L é o subespagco vetorial

[Im(L) == L(V) = {L(v) com vEV}C W]

E uma tautologia que uma transformagdo linear L : V. — W é sobrejetiva sse a sua imagem Im(L)
é o préprio W.

A dimensao k = dim(Ker(L)) do niicleo é dita nulidade (em inglés, nullity) de L, e denotada por
Null(L). A dimensado r = dim(Im(L)) da imagem ¢é dita ordem (em inglés, rank) ou carateristica
de L, e denotada por Rank(L). Acontece que estes dois nimeros satisfazem um “principio de
conservagao” que diz que k 4+ 1 = n, se n é a dimensdao do domino da transformacao.

L x

4 BT xR

Teorema 9.2 (teorema da ordem-nulidade). Seja L :' V — W uma transformagao linear. Se V
tem dimensao finita, entdo também a imagem L(V) tem dimensao finita e

| dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) = dim(V) |

ou seja, Rank(L) + Null(L) = dim(V).
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Demonstra¢io. Sejam n = dim(V), k = dim(Ker(L)), e seja vi,,..., v, uma base de Ker(L).
Se k = n, entao a imagem Im(L) é trivial, e o teorema é verdadeiro. Se k < n, de acordo com
o teorema 4.5 existem vji1,...,V, tais que 08 vi,Va..., Vi, Vii1,...,V, formam uma base de
V. Entao é imediato verificar que os vetores wy = L(Viy1), Wo = L(Viy2) , .., Wpok = L(vy,)

geram Im(L) e s@o independentes, assim que dim(Im(L)) = n — k. De fato, se w € Im(L) entao é
a imagem de um vetor v = a1vy + asvy + - - - + a, vy, mas entao

w = L(alvl +agvy 4+ anvn) = akL(Vk-i-l) + o+ anL(Vn) =0a1 Wiyl + -+ anWng

porque os Vi, ...,V estao no nicleo de L. Por outro lado, se existem coeficientes by nao todos
nulos tais que
biwy +bowa + -+ by Wy p =0

entao, pela prépria definicdo dos wy, e a linearidade de L,
L(b1Viy1r +baVigo +---+bppvy) =0

Isto quer dizer que v =b1vg1 +baViia + -+ by vy, € Ker(L). Entéo, sendo vq,va,..., Vg
uma base do ntcleo, temos também

V=a1V] +asve + -+ apvg
Consequentemente,
O=v—-—v=a1vi+ave+---+apvi — (b1vis1 +bovira + -+ bk vy)
Sendo pelo menos um dos by # 0, isto contradiz a independéncia dos vi’s. O
Em particular, uma transformagao linear L : V — W entre dois espagos lineares de dimensao
finita nao pode ser injetiva se dim(W) < dim(V), e nao pode ser sobrejetiva se dim(W) > dim(V).

Por outro lado, quando dim(V) = dim(W), entdo uma transformacao linear L : V. — W é injetiva
sse é sobrejetiva sse é bijetiva.

Mostre que Ker(L) é um subespago de V e que Im(L) é um subespago de W.
Determine o nucleo, a imagem, a nulidade e a ordem das seguintes transformagoes lineares
L(I,y):(l’+y,1‘*y) L(I7y):(ya 71’) L(I,y):($+y,3$*2y)

L(z,y, z) = (2z, 3y,0) L(z,y,2) = (x+y,y+ 2,2+ x)
L(z,y,2) = (0,0,0)  L(x,y,2) = (x,y)

Determine o ntcleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacio T : RZ2 — R? que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

Determine o nicleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacao T : R? — R2 que
transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a origem.

[Ap69] Vol 2 2.4.
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Operadores derivacao, multiplicagao e primitivacao. Em andlise, e no estudo das equagés
diferenciais da fisica-matematica, sdo importantes certos operadores diferenciais e integrais defini-
dos em espacos de fungées. O operador derivagdo envia uma fungao derivdvel f(z) na fungao

(Df)(z) = f'().

Pode ser pensado como um operador D : C*¥*1(R) — C*(R), ou também como un endomorfismo
de C*(R). O operador multiplica¢do envia uma func¢do f(z) na funcao

(X[)(@) = f(z).

O operador primitivag¢do envia uma funcao integrével (na reta real ou num intervalo da reta) f(z)
na funcao

Ph@) = | oy

Pode ser pensado como um operador P : C*(R) — C*¥T1(R), ou como um endomorfismo de C°(R)
ou de C*(R).

Determine o ntcleo e a imagem dos operadores derivacao D e P.
Mostre que DP = I mas PD # I. Descreva o ntcleo e a imagem de PD.

Derivadas e primitivas discretas. Consider the spaces RN of real sequences (i.e. discrete time
signals) z = (x,) = (20,1, %2,...) (observe that time starts with “zero”). We can “integrate” a
sequence and get the sequence Sz, defined by (Sx)y := 0 and

n—1
(Sx)n::Zxk:mo+x1+~-~+xn_1 for n>1.
k=0

The operator S should be called sum operator, or also discrete primitive. Also, we may define its
(forward) discrete derivative taking differences, as the sequence Dz defined by

(Dx)y i= Tpy1 — Ty, -

It is clear that S and D are discrete versions of the integration and derivation operators, respec-
tively. Indeed, one easily checks that Newton’s fundamental theorem of calculus and Leibniz rule
look like

(DSz)y, =y, and (SDz)p = xp — 20,

respectively. Observe that D and S do not commute, and that their commutator [D, S] is the
operator sending a sequence x to the constant sequence equal to xg.

Composicao e algebra dos endomorfismos. A composicao de duas transformagoes lineares
L:V—>WeM:W — Z definida por (ML)(v) := M(L(v)), é uma transformagao linear. A
prova é um exercicio.

Em particular, a composicao de dois endomorfismos de um espago vetorial V é um endomor-
fismo de V. A n-ésima iterada do endomorfismo L € End(V) é o endomorfismo L™ definido
indutivamente por

=1, Lt =L sen>1.

A composicao de transformacoes lineares é associativa, ou seja,
L(MN)=(LM)N

(como a composigao de fung¢oes ndo necessariamente lineares) e satisfaz as propriedades distribu-
tivas
(L+ M)N=LN+ MN L(M+N)=LM+ LN
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(que justificam a notacgdo “multiplicativa” LM em vez de L o M). Se I denota o endomorfismo
identidade, entdo IL = LI = L para todo L € End(V).
A composicao nao é comutatival Ou seja, em geral LM é diferente M L. Os endomorfismos
L, M € End(V) comutam (ou sao permutdveis) se LM = M L. A obstrugao é o comutador, definido
por

[L,M]:=LM — ML,

que é igual a transformacao nula sse L e M comutam.
E claro que todo endomorfismo comuta com a identidade. Também, todo endomorfismo comuta
com si préprio.

Calcule a composicao M L quando
L(z,y) = (x +y,z —y) M(z,y) =2x — 3y

L(a:,y,z):(x—y—i-z,z—y) M(l’,y):(fﬂ,y7$+y)

Calcule o comutador entre os endomorfismos do plano E, (z,y) = (y,0) e E(z,y) = (x, —y).
Se [L,M]=0e[M,N] =0, é verdade que [L,N] =07
Determine todos os endomorfismos do plano que comutam com a inversdo J(x,y) = (z,y).

Calcule o comutador [D,X] entre os operadores derivagdo e multiplicacdo definidos em
C>*(R).
Verifique que se L e M sao dois endomorfismos, entao
(L+M)*=L*+LM+ ML+ M?

e, se [L,M] = 0, também (L + M)? = L? + 2LM + M?. Deduza férmulas andlogas para as
poténcias superiories ...

Projegoes. Um endomorfismo P : V — V que satisfaz a relagao
P?=p

é chamado projecdo. Exemplos s@o as projecoes m<y @ (21,Z2,...,%s) — (T1,...,24,0,...,0)
sobre os subespacos R C R™ definidos pelas primeiras k& < n coordenadas de R™. Outros exemplos
sao0 as projegoes ortogonais sobre subespacos do espaco euclidiano R™.

Se P é uma projegao, entao também o endomorfismo @ = I — P, tal que P+ @ = I, é uma
projecdo, pois satisfaz Q2 = Q.

Verifique que Im(P) = Ker(Q) e Ker(P) = Im(Q).
Verifique que o espago total é uma soma direta V = Im(P) @ Ker(P).

Algebra de Weyl-Heisenberg-Schrédinger. A &lgebra do grupo de Weyl-Heisenberg'? (em
dimenséo um) é gerada pelos operadores multiplicagao e derivagdo

(XH)(@):=zf(x) e (Df)(z) = f'(x),

definidos, por exemplo, no ou no espago C*(R), ou espaco de Schwarz S(R) das fungbes complexa
f(x) infinitamente diferencidveis tais que todas as derivadas decrescem mais rapidamente do que

130s fisicos dizem “grupo de Weyl”, que era um matematico (colega de Einstein em Zurich e depois em Princeton),
e os matemadtico dizem “grupo de Heisenberg”, que era um fisico, um dos pais da mecanica quantica.
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o inverso de qualquer polinémio'*. Os operadores Q = X e P := —ihD (onde /i é a constante de
Planck reduzida) representam a posicdo e o momento, respetivamente, de uma particula quantica
livre na “representacao de Schrodinger”. Os operadores P e () nao comutam, pois

[@Q,P]=ih

e estd é a causa do “principio de incerteza de Heisenberg”.

Ncleos de poténcias de endomorfismos. Seja L : V — V um endomorfismo de um espago
vetorial V, e consideramos as suas poténcias. E claro que Ker(L*) C Ker(LF*1), pois, se LFv = 0,
entdo também LF v =1L (Lkv) = 0. Assim, temos umas inclusoes

{0} = KerL® C Ker(L) C Ker(L?) C --- C Ker(LF) c Ker(LF™) C ...

Se o espago V tem dimensao finita, as inclusdes nao podem ser todas estritas. Logo, existe um
inteiro minimal m > 0 tal que KerL™ = KerL™*!, e, consequentemente, Ker(L™) = Ker(L™**)
para todo k > 1 (exercicio). Se n é a dimensao de V, entao necessariamente m < n.

Teorema 9.3. Se L é um endomorfismo de um espago vetorial V de dimensdo finita, entao o
espago uma soma direta
V =Ker(L™) @ (ImL™)

Demonstrag¢io. Pelo teorema 9.2, os subespagos Ker(L™) e Im(L™) tém dimensdes complemen-
tares. Falta portanto provar que tém intersecao vazia. Um vetor v nesta intersecao é tal que
L™v =0 e existe u € V tal que L™u = v. Ao aplicar L™ na segunda equacao e usando a primeira
observamos que L*™ u = L™v = 0, ou seja, que u € Ker(L?*™). Mas Ker(L*™) = Ker(L™), e
consequentemente v = L™u = 0. O

e.g. Consideramos o endomorfismo L(z,y, 2) = (y, 2,0) de R? ~ Ri ® Rj @ Rk. O seu nticleo é
Ri e a sua imagem é Ri ® Rj. O quadrado L?(z,vy,2) = (2,0,0) tem niicleo Ri ® Rj e imagem Ri.
O cubo L3 é o operador nulo, cujo niicleo é o préprio R3.

Mostre que se Ker(L™) = Ker(L™*!) entdo Ker(L™) = Ker(L™**) para todo k > 1.

Mostre que Im(L**1) C Im(L¥), e que existe um inteiro minimal m > 0 tal que Im(L™*+!) =
Im(L™) e, consequentemente, Im(L™**) = Im(L™) para todo k > 1.

Dé um exemplo de um operador definido num espago vetorial (de dimensao necessariamente
infinita) tal que Ker(L¥) # Ker(L¥*1) para todo k > 0.

Transformacoes lineares invertiveis. Sejam V e W dois espagos vetoriais, reais ou complexos.
A transformagdo linear L : V — W ¢é invertivel se admite uma transformacdo inversa, uma
transformacio L~! : W — V tal que

L'L=1Iy e LL™' =TIw,

ou seja, L~ (L(v)) = v para todo v € V e L(L™!(w)) = w para todo w € W. E um fato geral,
vélido para fungdes ndo necessariamente lineares, que uma fungio é invertivel sse é injetiva (néo
existem dois elementos do dominio com a mesma imagem, em inglés, one-to-one) e sobrejetiva
(todo elemento do contradominio é imagem de pelos menos um elemento do dominio, em inglés,
onto). A transformacio inversa é entdo definida por L= (w) := v se v € V é o tinico vetor tal
que L(v) =w € W.

140u seja, uma fungio f estd no espago de Schwartz se para todos n,m € N existeno m constantes Cp,_ ., tais que
|Q™O™ fllooc < Cn,m. Consequentemente, se f € S(R) entdo também Q"0™ f € S(R) para todos n, m.
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Esta definicao nao é consensual. E usada, por exemplo, por Serge Lang in [L.a87] e por Sheldon
Axler in [Ax15]. Por outro lado, Tom Apostol em [ApGI] chama “invertiveis” todas as trans-
formagoes injetivas, que portanto admitem uma inversa esquerda (e consequentemente direita)
definida apenas na imagem Im(L), e ndo necessariamente em todo o contradominio W. Natu-
ralmente, uma transformacao injetiva é invertivel no nosso sentido se pensada como uma trans-
formagao L : V — Im(L).

Um argumento standard mostra que a inversa de uma transformagao bijetiva é inica. De fato,

Teorema 9.4. A inversa de uma transformacao linear invertivel é também uma transformacdo
linear.

Demonstragio. Se L(v) =w e L(v') = w’, a linearidade de L implica que L(v +v') = w + w'.
Consequentemente,
LY wH+w)=v+v =L Yw)+ L (w)

Se A é um escalar, a linearidade de L também implica que L(Av) = AL(v) = Aw. Consequente-
mente,
L'Aw) = Av =\L" (V)

E uma consequéncia do teorema 9.2 que

Teorema 9.5. Se os espagos lineares V. e W tém dimensao finita e igual, entao wma trans-
formagao linear L : V. — W € invertivel sse Ker(L) = {0} sse Im(L) = W.

Em particular, um endomorfismo de espaco vetorial de dimens&o finita é invertivel sse é injetivo
sse € sobrejetivo.

Uma transformagao linear invertivel L : V. — W é também dita isomorfismo (linear) entre
os espacgos lineares V e W, e os dois espacos sao ditos isomorfos. E imediato verificar que a
composicao LM de duas transformagoes invertiveis é também invertivel, e a sua inversa é

(LM)™ =MLt

A transformacao identidade é claramente um isomorfismo de um espago com si préprio. Conse-
quentemente, a existéncia de um isomorfismo entre dois espagos lineares é uma relagao de equi-
valéncia.

E claro que um isomorfismo entre espagos lineares de dimensao finita apenas pode existir quando
as dimensoes sao iguais. De fato,

Teorema 9.6. Dois espagos vetoriais de dimensao finita (sobre o mesmo corpo) sdo isomorfos sse
tém a mesma dimensao.

Demonstracao. O teorema 9.2 implica que dois espagos isomorfos tém a mesma dimensao, pois o
ismorfismo tem nulidade igual a zero. Vice-versa, sejam V e W espagos lineares de dimensao n,
e sejam by, bo, ... b, uma base de V e ¢y, co,...,c, uma base de W. Entao é imediato verificar
que a transformagao

x1by + x9bo + -+ -+ 2,b, — x1C1 + T2C2 + -+ -+ 2Cpy

é um isomorfimo entre os dois. O
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Grupo dos automorfismos. Os endomorfismos invertiveis de um espago linear s@o chamados
automorfismos. O conjunto Aut(V) dos automorfimos de um espago linear V forma um “grupo”,
no seguinte sentido. A cada dois automorfismos L e M pode ser associado um automorfismo
“produto” LM, a composigao. Existe um automorfismo I, a identidade, tal que

LI=IL=1L
para todo automorfismo L. Todo automorfismo L admite um automorfismo inverso L', tal que
LL ' =L'L=1
Em geral, o produto nao é comutativo, ou seja, LM pode ser diferente de M L.

Diga se L é invertivel e, caso afirmativo, determine a imagem Im(L) e a transformacao inversa
L(z,y) = (z,2)  L(z,y) = (y,x) Llz,y) =(—-yz+y) Ly =(0y)
L(z,y,2) = (z+y,y+ 2,2+ x) L(z,y,2) = (3z,2y, 2) L(z,y,2) = (y,2,0)

L(z,y,2)=(@+y+zy2) Ly =0y Lzy=@-z2+y0)

Determine a transformacao inversa de uma homotetia x — Ax de R™, com A # 0.

Mostre que se L : V. — V é invertivel entdo também L™ é invertivel e (L")~! = (L=1)".

Mostre que se L : V= V e M : V = V comutam, entdo também as inversas L=t e M1
comutam, e (LM)™ = L"M™.

O operador multiplica¢do, definido por (X f)(x) := z f(x), em C>°(R), é invertivel?

O operador deslocamento o : RN — RY, definido por
(JJ1,$2,JZ3, . ) — (£2,$3,$4,. ..),

é invertivel?

[Ap69] Vol 2 2.8.
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10 Transformacoes lineares e matrizes

ref: [Ap69] Vol 2, 2.9-16 ; [La87] Ch. IV

Matrizes. Uma matriz real (ou complexa) m x n é uma fungéo real (ou complexa) A definida
no produto cartesiano {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, que associa portanto um nimero A(%, j) = a;;
a cada par ordenado de inteiros (i,j5) com 1 <i<mel<j<n.

Mais conveniente é “visualizar” uma matriz como uma tabela retangular

a1 ai2 N A1n

a921 as2 N a9n
A= (ay) =

am1 QAm2 N Amn

de m - n numeros reais (ou complexos) dispostos em m linhas e n colunas. O numero real (ou
complexo) a;; é dito elemento/componente/entrada ij da matriz A. Os vetores

alj

azj
Ajs :(aﬂ,aig,...,am)eR” e A*j: ] cR™

Amj

sao ditos i-€sima linha e j-ésima coluna da matriz A, respetivamente. Em particular, uma matriz
com m linhas e apenas uma coluna é um vetor de R™ representado como um vetor coluna, e uma
matriz com n colunas e apenas uma linha é um vetor de R" representado como um vetor linha. Se
o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas, ou seja, se n = m, a matriz é dita quadrada.

Espaco linear das matrizes. Fixados os inteiros m e n, 0 espago Mat,, xn(R) (ou Mat, x,(C))
das matrizes reais (ou complexas) m X n é um espago linear real (ou complexo) se a adicdo e a
multiplicagao por um escalar sao definidas por

A —+ B = (al—j —+ b”) € A = ()\aij)

se A = (a;;) e B = (bij) € Matyxn(R), e A € R (ou C). O elemento neutro, ou vetor nulo, é
a “matriz nula” 0 = (0), cujas entradas sdo todas nulas, e que satisfaz A + 0 = A para toda a
matriz A. A matriz “oposta” da matriz A é a matriz —A := (—1)A, tal que A+ (—A) = 0. Entao,
podemos simplificar a notagao e escrever A — B := A + (—B).

E claro que a dimensao do espago Mat,, «,(R) é igual ao produto m - n, o nimero de elementos
das matrizes. De fato, uma base é o conjunto das matrizes I;;, que tém 1 na entrada ij e 0 nas
outras. Entao toda matriz é uma combinacao linear inica A =), y ai;l;;, com coordenadas a;;’s,
e esta representacao define um isomorfismo natural Mat,, x,(R) ~ R™".

e.g. Espaco linear das matrizes 2 x 2. Por exemplo, as matrizes

1 0 0 1 0 0 0 0
m=(gy0) ne=(g,) m=(10) m=(77)

formam uma base do espago linear Matayxo(R) ou Matox2(C). Uma matriz genérica é uma com-
binagao linear

b
( (cl d > =aliy + blia + cloy + dla

25 nov 2021



10 TRANSFORMACOES LINEARES E MATRIZES 76

Algebra das matrizes. Se A = (aij) € Maty,xn(R) e B = (b;;) € Mat,,«,p(R), entéo o produto
(linhas por colunas) das matrizes A e B (nesta ordem) é a matriz AB = (¢;;) € Maty,xp(R)
definida por

n
Cij = Z ik brj (10.1)
=1

Ou seja, o elemento ¢;; do produto C' = AB é o produto escalar ¢;; = A;, - B,; da i-ésima linha
de A e a j-ésima coluna de B (ou, melhor, é o valor (A;., B,;) da forma linear A;, sobre o vetor
B, ;). Por exemplo, se

1 2
as(123) e mofa
5 6
entao
1 2
AB — 1 2 3 3 4 _(1-1+2-3+3-5 1-24+2-443-6 \ [ 22 28
“\4 5 6 5 6 "\ 4-1+5-3+6-5 4-24+5-4+6-6 ) \ 49 64

Observe que o produto AB apenas pode ser definido quando o nimero de colunas de A é igual ao
numero de linhas de B.
A matriz identidade é a matriz quadrada I € Mat,, «,(R) definida por

1 0 0

0 1 0
r=e)=l L

0O ... 0 1

(também denotada por I,, quando é necessédrio lembrar a dimenséao), onde o simbolo de Kronecker é
definido por §;; =1 e 6;5 = 0se i # j. E claro que A = A e BI = B para todas as matrizes A e
B (quando o produto faz sentido). O produto é “associativo”,

| A(BC) = (AB)C |

e satisfaz as “propriedades distributivas” a esquerda e a direita,

|A(B+C)=AB+AC e  (A+B)C =AC+ BC|

Estas propriedades sdo consequéncias imediatas da defini¢ao (10.1) e das leis associativas e distri-
butivas da aritmética elementar. Sao também consequéncias naturais da interpretagao do produto
em termos de composicao de transformagoes lineares, que é a verdadeira motivacao do produto
linhas por colunas.

Em particular, o produto de duas matrizes quadradas n x n é ainda uma matriz quadrada
n X n. Assim, os espacos Mat, x,(R) e Mat,, «,(C) formam umas “dlgebras associativas”, ou seja,
uns espacos lineares onde estd definido um produto bilinear e associativo.

e.g. Algebra das matrizes 2 x 2. Por exemplo, o conjunto

(1) i=(%0) i=(Ve) (0 %)

(apesar da notagado, nada a ver com os vetores da base candénica do espago de dimensao 3!) é
também uma base do espago linear Matay2(R), ou seja, toda matriz 2 x 2 é uma combinacao linear
tnica M = z1 + yi + zj + wk. Os quadrados satisfazem

os produtos mistos satisfazem
ij=—-ji=k jk=-kj=-i ki=-ik=j,

e portanto ijk = 1. Esta é também conhecida como algebra dos coquaternioes.
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Nimeros complexos e matrizes reais 2 x 2. Mais interessantes é que a algebra das matrizes
reais 2 X 2 “contém” a &dlgebra dos numeros complexos. A cada ndmero complexo z = = + iy é
possivel associar uma matriz real 2 X 2 definida por

— _ (T Y
M(z).xIerJ(y v >a

=(0 %)

é uma matriz que satisfaz J?> = —I (que lembra a identidade i = —1). Observem que a imagem
desta aplicagdo M : C — Matax2(R) é um subconjunto préprio do espago linear de todas as
matrizes reais 2 X 2, o plano das matrizes ( ab ) definido pelas equagoes a —d=0e b+ c=0.

onde I denota a matriz identidade e

E imediato verificar que este é um isomorfismo entre as duas estrututras algébricas. Ou seja,
a soma z + w entre os nimeros complexos z e w corresponde & soma M(z +w) = M(z) + M(w)
entre as matrizes, e o produto zw entre os nimeros complexos z e w corresponde ao produto
M (zw) = M(z) M (w) entre as matrizes (que é portanto comutativo para esta classe de matrizes).
O determinante da matriz M(z) é

Det M (2) = 2° + y* = |2?,

o quadrado do valor absoluto de z. Em particular, se z # 0 entdo a matriz M(z)~! := M(1/z2)
satisfaz M (z) "1 M (z) = I. Também interessante é observar que M(z) = M(z)'.

Considere as matrizes

1 2 5 6
A‘<3 4> B‘(? 6

Calcule 34, AB, BC, CA, A— BC, ...

1 -1
7
5) c=| -1 1

Existem matrizes A # 0 e B # 0 tais que AB =07

Matriz de uma transformacao linear. Uma transformagao linear L : V — W, definida num
espago de linear dimensao finita V, é determinada pelos seus valores nos vetores de uma base. De

fato, se B = (b1, ba,...,b,) é uma base ordenada de V = R™, e os vetores
w;j := L(bj)
com j =1,2,...,n, sao as imagens dos by’s pela transformacao linear L, entao a imagem do vetor

genérico x = x1by + x2by + -+ + x,b, é

L(X) = L(Jflbl —|— Jigbg 4+ -4 xnbn)
= a:lL(bl) + SL’QL(bQ) + -4 an(bn)

=T1W1 + ToWo + -+ T, W), .

Em particular, os vetores wy,...,w, geram Im(L) C W.
Se também W tem dimensao finita, C = (c1,ca, ..., ¢y ) é uma base ordenada de W ~ R™, e
definimos os nimeros a;; como sendo as coordenadas dos w;’ s relativamente a base C, ou seja,

Wj:ale1+a2jC2+"'+aijm

com j=1,2,...,n, entdo a imagem do vetor genérico x = z1b; + x2bs + - + x,,b,, é
b ) ) b

L(x)=L Z-T_jb_j ZZ%‘L(bg’)
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Portanto, as coordenadas do vetor y = L(x) na base escolhida C sao

n
Y; = E Q5 Tj i:1,2,...,m.
J=1

Os niimeros a;; sao os elementos de uma matriz A = (a;;) € Mat,, x,(R), a matriz que representa
a transformacao L nas bases escolhidas, ou também “a matriz de L relativamente as bases B e C”
(uma notagao pedante deve lembrar que a matriz depende da transformacao e das duas bases). As
colunas de A sdo os vetores L(b;)’s na base dos ¢;’s.

Transformacao linear definida por uma matriz.  Vice-versa, fixadas as bases candénicas dos
espagos R™ e R™ (ou duas bases de dois espagos lineares de dimensao finita m e n, respetivamente),
uma matriz A € Mat,, x,(R) define uma transformagao linear L : R® — R™. Se X e Y denotam
os “vetores coluna” (matrizes com apenas uma coluna)

Ty hn
T2 Y2
X = . e R" e Y = . e R™
Tn Ym
€
a1 ai2 . QA1n
a1 a2 ... Q2p
A = . . . . S Matmxn(R)a

am1 QAm2 . Amn,

entao a transformagao linear L4 : R™ — R™ é definida pela equacao matricial

XY = La(X) = AX |

ou seja, explicitamente,

Y1 a11 a2 QAin x1
Y2 a21  a22 QA2n Z2
Ym Am1 Am2 e Amn Tn

De acordo com a definicao de produto linha por colunas, isto quer dizer precisamente que as
coordenadas de Y sdo y; = Z?:l a;jxj, comi=1,2 ... ,m.

E claro que as matrizes A+ B e AA definem as transformacoes L4+ L e AL 4, respetivamente.
Assim, a correspondéncia A — L4 é um isomorfismo entre os espacos vetoriais Mat,,x,(R) e
Lin(R™,R™). O isomorfismo inverso serd denotado por L — Ap,.

Finalmente, as matrizes podem ser pensadas como “cordenadas” de transformacoes lineares
entre espacos vetoriais de dimensao finita, como tais dependentes da escolha de umas bases, que
podem nao ser candnicas.

Formas lineares e matrizes linha. Se, fixada uma base, representamos os vetores de R"
como vetores coluna, entao as formas lineares, na base dual, sdo representadas por vetores linha,
e a dualidade é dada pelo produto linhas por colunas. De fato, o produto linhas por colunas

z1
T2

X=(& & ... &) =&1x1 + &x2 + - + &y

(1]
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do vetor linha
== (51 & . §n)

pelo vetor coluna

representa o valor (€,x) da forma linear € = &1ef + &eb + - + £,ef € (R™)* sobre o vetor
X =1x1€1 +x0€3 + -+ e, € R™.

Carateristica. Seja L4 : R™ — R™ a transformacao linear X — Y = AX, definida pela matriz

A € Mat,,«n(R). Se Ey, Es, ... E, denotam os vetores coluna da base canénica de R™, ou seja,
1 0 0
0 1 0
El = ) EZ = . En = )
0 0 1

entao o produto AE, = A, é a k-ésima coluna da matriz A, que representa portanto a imagem
L4(Ey) do vetor E.
A imagem do vetor genérico X é uma combinagéo linear

AX =21 Ag + 22400+ F TpAin

das colunas da matriz A. A ordem do operador linear L4, ou seja, a dimensdo de Im(L4) C R™,
é portanto igual ao nimero de colunas linearmente independentes de A. E também chamada
carateristica da matriz A, e denotada por

’ Rank(A) := dimIm(L4) ‘

Por outro lado, o vetor X € R™ pertence ao espaco nulo ker(L ) da transformagao linear L4
se AX =0, ou seja, se

A, - X=0 Ay -X=0 cor Ape - X =0,

onde A;x = (ai1,ai2,...,0;,) € R™ é a i-ésima linha da matriz A. O espago nulo é portanto o
espago ortogonal ao subespaco vetorial Span(Ai., Aax, ..., Am«) C R™ gerado pelas linhas de A,
ou seja,

Ker(L4) = Span(Ay., Agx, ..., Apmi) .

A sua dimensdo é igual a n — k, se k é o nimero de linhas linearmente independentes de A.
Em particular, sendo dimker(L4) + dimIm(L4) = n pelo teorema 9.2, a carateristica da matriz
Rank(A) é também igual ao nimero de linhas linearmente independentes de A. Resumindo,

Teorema 10.1. A carateristica Rank(A) de uma matriz A € Mat,xn(R), ou seja, a ordem da
transformacao linear L € Lin(R™,R™), ¢ igual ao nimero de colunas linearmente independentes
assim como ao numero de linhas linearmente independentes da matriz.

Produto e composigao. Se uma primeira matriz A € Mat,,x,(R) define a transformacao
linear Ly : R™ — R™, e se uma segunda matriz B = (b;;) € Mat,x,,(R) define a transformacao
linear L : R™ — RP, entdo a matriz produto BA € Mat,x,(R) define a composicdo LgL4 :

R™ — RP. Ou seja,
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De fato, se as coordenadas de Y = L 4(X) sdo yx = Z?:l agj ; e as coordenadas de Z = Lg(Y')
$80 z; = Y oy bik Yk, entao

m n n m

zZ; = E E bikaijjz E E bikakj € i:1,2,...,p,
k=1j=1 j=1 \k=1

Em notagao matricial, as coisas sao ainda mais simples:

| se Y=AX e Z=BY entio Z=BAX

Assim, o produto linha por colunas corresponde a composicao entre transformagoes lineares. A
associatividde e a bilinearidade do produto sao entao também consequéncias das andlogas propri-
edades da composicao entre transformagoes lineares.

Determine a matriz que define a transformagao
L(z,y) = (x —y, 2z — 3y) L(z,y,2) = Bz +y—z,—x+2y+2)
L(z,y,z) = (3z, 3y, 32) L(z,y) = (x + y,xz — y, 22 — Ty)
L(z,y,z) = (z,y)  L(z,y,2) = (x,2)

Determine a transformagao linear L : R” — R™ definida pela matriz
(13) (_50_1> . (13)
-2 0 3 1 2 1 _3 -2 0
Determine a matriz 2 x 2 que define a transformacio T : R? — R? que

transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta x =0

transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta y = —x
transforma o ponto de coordenadas polares (r, ) no ponto de coordenadas polares(r/2,0)

transforma o ponto de coordenadas polares (r,0) no ponto de coordenadas polares (r,0 — m/2)
[Ap69] Vol 2 2.12.
[Ap6I] Vol 2 2.16.

Matrizes transpostas. Seja A = (a;;) € Mat,,x,(R) uma matriz. A matriz transposta ¢é a

matriz AT = (aj;) € Matyxm(R), definida por aj; = aj; (ou seja, as linhas de AT sdo as colunas
de A e vice-versa). Por exemplo,

(1 2 3 - T
se A—(4 5 ) entao A =

w N =
S O

E imediato verificar que (AT)T = A e que (AB)T = BTAT (quando o primeiro produto faz
sentido).

Por exemplo, se X e Y sdo dois vetores/matrizes coluna de R™, entdo Y ' é um vetor/matriz
linha, e o produto linha por coluna Y T X é igual ao produto escalar

Y'X=Y X.

Em geral, se X é um vetor coluna de R™ e Y é um vetor coluna de R™, e se a matriz
A € Mat,xn(R) define a transformacao linear X — AX, entdo a matriz transposta define a
transformacdo linear Y + ATY tal que

Y- -AX =(A'Y) X,
pois Y - AX =YTAX = (ATY)TX = (ATY) - X.
Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A= AT (ou seja, se a;; = aj;) e anti-simétrica se
AT = —A (ou seja, se a;; = —aj;).
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Verifique que (AT)T = A e que (AB)T =BT AT,
Mostre que Tr(AT) = Tr(A).

Mostre que matrizes simétricas e matrizes anti-simétricas formam dois subespacos do espaco
Mat,, ., (R) das matrizes quadradas, e calcule as dimensoes.

Mostre que, se A é uma matriz quadrada, entdo A+ AT é simétrica, e A— AT é anti-simétrica.
Deduza que cada matriz quadrada pode ser decomposta de maneira tinica como soma A = AL +A_
de uma matriz simétrica A, = (A + AT)/2 e uma matriz anti-simétrica A_ = (4 — AT)/2.

Mostre que o trago de uma matriz (quadrada) anti-simétrica é nulo.

Transformagao dual. O verdadeiro significado da matriz transposta fica escondido pelos iso-
morfismos entre R™ e o seu dual definido pelo produto escalar. Seja L : V — W uma transformacao
linear entre os espagos vetoriais V. e W. A transformacdo transposta, ou dual, é a transformacao
linear L* : W* — V* entre os espagos duais definida por L*§ := £ o L, ou seja,

| (L'&v) = (£ Lv)] (10.2)

se £ € W* e v € V um vetor arbitrario. A linearidade é evidente. E também claro que esta
definicao nao depende das bases, e de fato faz sentido também em dimensao infinita.
Também é claro que a transformacao transposta de uma soma é a soma das transpostas, ou
seja, (L+T)* = L*+T%*, e que (AL)* = AL*, se A é um escalar. Também ¢ imediato verificar que
a transformacao transposta de uma composigao é

(LT)* =T* L*

(observe a ordem invertida, que é a tnica que faz sentido se as dimensdes dos trés espacos
envolvidos sao diferentes).

Se os espagos tém dimensao finita, entdo, fixadas uma base ordenada (by,bs,...,b,) de V = R"

e uma base ordenada (cy,co,...,C,n) de W = R™, a transformacéo linear L é definida por uma

matriz A = (a;;) € Mat,,xn(R), e envia o vetor x de coordenadas z;’s no vetor y = Lx de

coordenadas
n
Yi = E AijTj -
=1

Em termos de vetores coluna, a transformacao é X +— Y = AX. Uma forma linear £ € W* é

representada na base dual de W por um vetor linha = = (£1,&2,...,&n), € 0 seu valor sobre o
vetor Y é simplesmente (£,y) = >_.", &, o produto linhas por coluna ZY. Entao a forma L*&
é representada, na base dual de V, por um vetor linha =’ = (¢{,&,...,£),) tal que, de acordo com
a (10.2),

n m n n m

/!
§ §j$j:§ & g QAij L :E E §iaijx;
j=1 i=1 j=1

j=11i=1

ou seja, na notacao matricial

X =EAX

Pela arbitrariedade de X, e a associatividade do produto entre matrizes, isto significa que a forma
L*¢ é representada pelo vetor linha = = ZA. As coordenadas da forma &' = L*€ sao dadas por

m
&= Gai;.
i=1

A transformagao L* : W* — V* é portanto definida, nas bases duais, pela matriz transposta
AT € Mat,, xm (R).
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Calcule o operador transposto de L(z,y) = (z + y,x — y).

Considere o operador derivagdo D : Pol,(R) — Pol,(R), e as forma lineares I,d € Pol, (R)*
definidar por (I, f) = fo t)dt e (0, f) = f(0), respetivamente. Calcule D*I e D*§.

Dualidade. A relacdo de dualidade entre uma transformacao linear L : V — W e a sua
transposta L* : W* — V* é refletidas em certas relagoes entre os espagos nulos e as imagens de L
e L*. A primeira observagao é quase tautolégica.

Teorema 10.2. O nicleo de L* € o aniquilador da imagem de L, ou seja,

Ker(L*) = Annih(Im(L))

Demonstrag¢io. Se € € KerL* entdo (L*€,v) = (&, Lv) =0 para todo v € V. Isto significa que
& anula todos os vetores Lv, ou seja, que £ estd no aniquilador da imagem de L.

Vice-versa, seja € uma forma no aniquilador de Im(L). Entao (¢, Lv) = 0 para todos v € V.
Mas entao (L x &€,v) = (€, Lv) = 0 para todos v € V. Isto significa que L x £ é a forma nula. [

Se V e W tém dimensao finita, é entao possive relacionar as dimensoes dos ntcleos de L* e L.
De fato, usando os teoremas 8.3 e 9.2, a dimensao do ntcleo de L* é

dim(Ker(L*)) = dim(Annih(Im(L)))
= dlm( ) dlm(Im( ))
= dim(W) — dim(V) + dim(Ker(L))

e portanto
dim(V) — dim(Ker(L)) = dim(W) — dim(Ker(L*))

O seguinte teorema € o dual do 10.2 e a versao abstrata do teorema 10.1 sobre uma matriz e a
sua transposta.

Teorema 10.3. Seja L : V. — W uma transformagdo linear entre espacos de dimensdo finita.
Entao
Im(L*) = Annih(Ker(L))

dim(Im(L*)) = dim(Im(L))

Demonstracao. Se &€ = L*n é a imagem de uma forma n € W* e se v € Ker(L), entdo

&v) =({Ln,v) =(n,Lv) =0

Isto prova a inclusdo Im(L*) C Annih(Ker(L)) (que portanto vale também em dimenséo infinita).
Para provar a outra inclusao basta provar que os dois espagos tém a mesma dimensao. Esta é uma
consequéncia da segunda parte do teorema e dos teoremas 8.3 e 9.2. Usando os teoremas 8.3 e
10.2

dim(Im(L*)) = dim(W*) — dim(Ker(L"))
= dim(W) — dim(Annih(Im(L)))
= dim(Im(L))
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Mostre que uma transformacao linear L : V — W entre espagos de dimensao finita é sobre-
jetiva sse L* : W* — V* ¢ injetiva.

Mostre que uma transformagao linear L : V — W entre espagos de dimensao finita é injetiva
sse L* : W* — V* é sobrejetiva.

Einstein’s sum convention. It is often important to take care of the distinction between vectors
and co-vectors, and then different types of tensors, as well as to shorten formulas and computations.
One possibility is the convention introduced by Einstein. We denote the coordinates of vectors
using upper indices as x = (2') € R", and denote the coordinates of co-vectors using lower
indices as £ = (§;) € (R™)*. The pairing between a co-vector £ and a vector x reads (€,x) =
&t &+ - +E€,2", and is shortened as (€,x) = &2, Einstein’s convention being that a repeated
index which appears once as an upper index and once as a lower index implies summation. Using
Einstein’s sum convention, the coordinates of the image of a linear transformation represented by
the matrix 7' = (t';) are given by y' =t'; 27. The composition of T = (t';) followed by S = (s';)
is then represented by the matrix ST = (s t*;).

This notation is particularly useful in differential and Riemannian geometry, the language of
Einstein’s theory of gravitation, the general theory of relativity'®, where important objects are
“tensors”, as the metric itself g,,, or Riemann curvature R%g,s . For example, the squared norm
of a four-vector x reads g,,z"z", the Ricci curvature is the contraction R,. = R, of the
Riemann curvature, ...

15C.W. Misner, K.S. Thorne and J.A. Wheeler, Gravitation, Freeman, 1973.
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11 Operadores e matrizes quadradas

ref: [Ap69] Vol 2, 2.1-8 ; [La87] Ch. IV-V

Endomorfismos e matrizes quadradas. Seja V um espaco vetorial de dimensao n, por exem-
plo o préprio R™. Fixada uma base (por exemplo, a base canénica de R™), o espago linear
End(V) := Lin(V, V) dos endomorfismos de V é isomorfo ao espaco linear Mat,, ., (R) das matrizes
“quadradas” n X n reais, os seus elementos sendo as transformagoes lineares

X—Y=AX

ou seja, T; — y; = Zj a;j z;, com X € R" e A € Mat, «,(R). O caso complexo é andlogo.

Naturalmente, a transformagao “identidade” x — x é definida pela matriz identidade I, e a
transformacao “nula” x +— 0 ¢é definida pela matriz nula 0. Uma homotetia x — Ax é definida pela
matriz Al.

A composigao de dois endomorfismos corresponde ao produto de matrizes, assim que a cor-
rspondéncia A — L4 é de fato um isomorfismo de dlgebras. Em particular, a k-ésima iterada
LF=LoLo---oL (k vezes) do endomorfismo L : X + AX ¢é representada pela k-ésima poténcia
de A, definida recursivamente por

AV =T e ARt — A Ak se £>0.

A matriz quadrada A (ou o endomorfismo L4 : X — AX) é dita nilpotente se existe um inteiro
k tal que A¥ = 0. A matriz quadrada A é dita unipotente se A — I é nilpotente, e portanto existe
um inteiro k tal que (A — I)¥ = 0.

A diagonal da matriz quadrada A = (a;;) € Mat,x,(R) é o conjunto ordenado dos elementos
“diagonais” ai1,as2,.-.,any, - O trago (em inglés, trace) de A é a soma dos elementos da diagonal,

Tr(A) = Zaii =a11 +a+- -+ anpy

K2

E imediato verificar que
Tr(AB) = Tr(BA)

embora os produtos AB e BA sejam, em geral, diferentes.
Uma matriz quadrada é uma matriz diagonal se os elementos que nao pertencem a diagonal
sao nulos, ou seja, se é da forma

A0 0

0 X O
A:diag(/\l,)\Q,...,)\n) = .

0 ... 0 X\,

Determine o trago da matriz que define uma homotetia x — Ax em R"™.

Mostre que
Tr(AB) = Tr(BA)

Calcule A°, A', A%, A3, ..., AF .. quando

Determine as matrizes A € Matoyo(R) tais que A% = 0.

18 nov 2021
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Determine as matrizes A € Matoyo(R) tais que A% = I.

Mostre que (a matriz que representa) uma projegao ortogonal P : R™ — R™ sobre um
subespago nédo trivial R™ C R™ (por exemplo, a projecao (z1,...,%,) — (21,22,...,Zm,0,...,0)
com m < n) satisfaz P? = P.

Determine a matriz que representa o operador derivacao, definido por (Df)(¢) := f'(t), no
espago Pol, (R) =~ R™*! dos polinémios de grau < n, por exemplo na base formada pelos monémios
1,t,t2/2,t3/6,...,t" /n! (comege pelos casos n = 2 ou 3). Mostre que é nilpotente.

Comutador. A composicao de transformagoes lineares, e portanto o produto de matrizes, nao
sdo comutativos! Ou seja, em geral, AB # BA. As matrizes quadradas A, B € Mat,x,(R) (e
portanto os endomorfismos que representam), comutam entre si/sao permutdveis se

AB = BA.

A obstrucao é o comutador, definido por

[A,B] := AB - BA|

O comutador é anti-simétrico, ou seja, [A, B] = —[B, A], e satisfaz a identidade de Jacobi

[[4, B),C] +[(B,C], 4] + [[C, 4], B] = 0]

como ¢ possivel verificar com um céalculo elementar.
Mostre que cada matriz quadrada A comuta com si prépria, i.e. [4, A] = 0.
Mostre que duas matrizes diagonais comutam.
Mostre que um multiplo Al da matriz identidade comuta com toda matriz.
Considere as matrizes 2 x 2
s(45) me(bd) =e(00)
Calcule os comutadores [E,E.] , [E,E_] e [E1, E_].

e.g. Rotagoes do plano.  Uma rotagao anti-horéria de um angulo 6 envia o ponto do plano
de coordenadas polares (p, p) no ponto de coordenadas polares (p,p + 0), e fixa a origem. Em
particular, envia o vetor unitdrio i em (cosf,sinf) e o vetor unitério j em (—sinf, cosf). Envia
o ponto genérico de coordenadas cartesianas (1 cos ¢, 7 sin ¢) no ponto de coordenadas cartesianas
(rcos(p+6),rsin(p + 0)). As férmulas de adigao das fungoes trigonométricas implicam que

rcos(p+6) \ [ r(cospcosf —sinpsing) \ [ cosf —sinf T COS
rsin(p+60) )\ r(sinpcosf+cospsing) /] \ cosf sinf rsin g
e portanto que a rotacdo é uma transformacao linear Ry : R? — R? definida, na base canénica,

pela matriz
cosf) —sinf
Ra_( sin@ cosf ) ‘
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>
cf)
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Em particular, uma rotacao de um angulo nulo, ou multiplo inteiro de 27w, é a transformacao
identidade, definida pela matriz Ry = I. As féormulas de adigao também mostram que as poténcias
de uma rotagao sao rotagoes, e de fato

Ry> = Ryp Re® = Ry ci Ry"=Rup.
Também é imediato verificar que
RoR g=R_g Rog=1,

0 seja, as rotacoes sao invertiveis, e a inversa de uma rotagao anti-horaria de um angulo 6 é uma
rotacao anti-horaria de um angulo —@. Em geral, a composi¢ao de duas rotagoes de angulos 6 e ¢
é uma rotagdo de um angulo 6 4 ¢, ou seja,

RoRy =Ry

Esta férmula também mostra que as rotacoes do plano comutam, ou seja, Rg Ry = R¢ Rs.

e.g. Reflexdes no plano. Uma reflexdo T : R? — R? ao longo de uma reta passando pela
origem satisfaz a identidade T2 = I. Por exemplo, as matrizes +F, com

10
(o 5),

definem reflexoes nos eixos dos x e dos y, respetivamente. A reflexao numa reta genérica de
equagao cartesiana y cos @ = xsin § (ou seja, com declive tan ) pode ser obtida como a composigao

RoER_p = < cos260  sin26 ) ,

sin20 — cos 20

ou seja, transformando a reta dada no eixo dos z, aplicando a reflexao no eixo dos z, e depois
voltando a transformar o eixo dos x na reta dada.

5 T Y

W

c
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Outro ponto de vista é considerar um vetor, por exemplo unitério, u = (cos d,sin @) que gera a
reta, e observar que, se v = Au + w é a decomposicao de vetor genérico como soma de um vetor
Au proporcional a u e um vetor w ortogonal a u, entao a reflexao deve enviar

v TV)=Au—w

Sendo A = u - v (pois u é unitdrio) e w = v — Au, temos finalmente
T(v)=2(u-vi)u—v

Em coordenadas cartesianas (associadas a uma base ortonormada), isto significa

T(x,y) = 2(z cosf + ysinh)(cos b, sin ) — (z,y)
= ((2cos®0 — 1)z + (2sinfcos0) y, (2cosfsind) = + (2sin* 6 — 1) y)
= ((cos20) z + (sin20) y, (sin20) x — (cos 260) y)

e.g. Projecoes ortogonais no plano. Uma projecdo ortogonal P : R? — R? sobre um
subespaco V' C R? satisfaz P2 = P. Por exemplo, a projecido sobre a reta y = 0 é definida pela

matriz
1 0
0 0 ’

Em geral, a projegao sobre a reta passando pelo vetor unitdrio u = (cos#,sinf) envia Pu = u,
e é nula, ou seja, Pw = 0, sobre o vetor ortogonal w = (—sin#, cosd). Consequentemente, o seu
valor sobre um vetor genérico v = (x,y) é dado por

Pv=(v-u)u=(z cos’d +y cosfsinf, x cosfsinb + y sin® )

e portanto a sua matriz na base candnica é

cos? 6 cosfsinf
cos fsin @ sin® 0 ’

@ xd /4')/\ Cb l‘

A

G~

e.g. Deslizamentos. Um deslizamento, ou cisalhamento (em inglés, shear) horizontal é uma
transformacao do plano (z,y) — (z + ay, y), definida pela matriz

1l «
Sa(o 1)’

com « # 0. Em particular, o quadrado unitario de lados i e j é enviado no paralelogramo de lados
ieai+]j (que tem a mesma drea). E evidente que as poténcias de um cisalhamento sdo ainda
cisalhamentos, e que de fato

2 (1 3« 3 (1 2« n_ [ 1 no
s=(o %) s==(o%) — =-(o7)

Da mesma forma é possivel definir cisalhamentos verticais.
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Inversao de transformacgoes do plano. A matriz 2 x 2

a b
(0 0)
representa o endomorfismo genérico do plano La(z,y) = (ax + by,cx + dy). A transformagao

L é invertivel se para cada vetor (a, 3) € R? é possivel encontrar um vetor (z,y) € R? tal que
L(z,y) = (a, B), ou seja, resolver o sistema linear

ax+by = « N (ad—bc)x = da—cp
cx+dy = p (ad—bc)y = aff —ca

(0 segundo sistema é obtido ao retirar b vezes a segunda equagao de d vezes a primeira equagao,
e depois ao retirar ¢ vezes a primeira equacdo de a vezes a segunda equagdo). Portanto, a trans-
formagao L4 ¢é invertivel sse DetA := ad — bc # 0, e a sua inversa é a transformagao linear

1
ad — be

1 d —b
A= .
ad — bc ( —c a )

Calcule a inversa das transformacoes lineares do plano definidas pelas matrizes
10 2 0 0 1 2 1
0 -1 0 3 -1 0 11

Automorfismos e matrizes invertiveis. A matriz quadrada A € Mat,,«,(R) é invertivel (ou
nao-singular, ou regular) se existe uma matriz quadrada A~! € Mat,x,(R), dita inversa de A, tal
que

Lz‘l(a,ﬁ) = (da — ¢B,aB — ca)

representada pela matriz

A A=AA =1

A transformacao linear L4 : R” — R", representada pela equacao matricial X — Y = AX, é
invertivel sse a matriz A é invertivel, e a sua inversa é a transformacao linear Y — X = A~'Y,
definida pela matriz A1,

Se A = (a;j) é invertivel, entao as entradas da inversa A~! = (b;;) satisfazem as n

lineares
n
> " bi ar; = 0
k=1

Se A e B sdo invertiveis (e tém a mesma dimensio), entiao também a matriz produto AB é invertivel,
e a sua inversa é

2 equacbes

(ARt =B1AY
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De fato, BT'A7'AB = B'B =1, e ABB 'A"! = AA~' = I. Por inducdo, a inversa de
um produto finito ABC'... é o produto (ABC...)"! =...C7'B71A~1. Se A é invertivel entdo
também a transposta AT é invertivel e

(AT)fl _ (Afl)T

De fato, (AN TAT = (AA )T =Te AT(AHT = (44T =1, pois T = 1.

Se AX = B é um sistema de n equagdes com n incégnitas, e se A € Mat, x,(R) é uma matriz
invertivel, entdo o sistema admite uma solucdo tinica dada por X = A~!B. Isto acontece quando o
niicleo da transformagao linear X — AX é trivial, e portanto a carateristica da matriz (o nimero
de linhas ou de colunas linearmente independentes) é n.

e.g. Matrizes diagonais invertiveis. Por exemplo, uma matriz diagonal

A0 .00
0 X ... O
A= S :
0 0 ... X,
é invertivel sse todos os A\, sao diferentes de zero, e a sua inversa é
AP0 0
-1
Al 0 X3 ... 0
0 0 ... Mt

e.g. Matrizes diagonais superiores invertiveis. Uma outra classe de matrizes invertiveis é
importante na resolucao algoritmica de sistemas lineares. Uma matriz quadrada S = (s;5) é dita
diagonal superior se é da forma

/\1 * *
0 X

S = .
0 0 ... X

ou seja, se todos os elementos abaixo da diagonal forem nulos (ou seja, se s;; = 0 quando ¢ > j). Os
*’s denotam escalares arbitrarios. Se os termos diagonais si;r = A forem todos diferentes de zero,
esta matriz é claramente invertivel. De fato, a equacdo AX = B para o vetor coluna X (ou seja, o
sistema linear nas incégnitas x1, s, ..., x,) admite uma tnica solugao para qualquer vetor coluna
B. As coordenadas desta solugao podem ser calculadas recursivamente a partir da tltima. De fato,
a tultima equacdo, A\, x, = b, determina z,,. A penultima equagao, A\p,—1Zn—1 + Spn—1,nTn = bp—1,
determina x,_1. ...e assim a seguir.
Naturalmente, o mesmo é possivel dizer para matrizes diagonais inferiores ...

Mostre que, se A, B € Mat, x,(R), entdo BA =1 = AB = I (ou seja, uma inversa esquerda
é também uma inversa direita, logo uma inversa).

Diga se as seguintes matrizes sdo invertiveis e, caso afirmativo, calcule a inversa.

a) Gon) (Ba) G

2 0 2 1 1 1 2 11
0 3 0 3 -2 6 3 4 11
1 2 3 1 00 a 0 0 1 00
01 2 3 20 0 b 0 0 1 0
0 01 5 4 3 0 0 ¢ a 0 1
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Verifique que as rotagoes do plano sdo invertiveis, e determine a inversa da matriz Ry que
representa uma rotagao anti-horaria de um angulo 6.

Verifique que as reflexdes do plano (relativamente a uma reta passando pela origem) sao
invertiveis. Calcule a inversa de uma matriz que representa uma reflexao.

As projegoes sdo invertiveis?

Seja N uma matriz (quadrada) nilpotente, ou seja, tal que N* = 0 para algum inteiro minimal
k > 1. Mostre que N nao ¢ invertivel. Mostre que I — N ¢é invertivel, e que a sua inversa é

(I-N)"! =T+ N+N?4... 4 NF1

(sugestao: multiplique por I — N ...)
[Ap69] Vol 2 2.20.

Mudanca de bases/coordenadas. Sejam B = (by,bs,...,b,) e B = (b},b),...,bl) duas
bases ordenadas do espaco vetorial real V. Entéo existem duas matrizes U = (u;;) € Maty,xn(R)
e V = (vi;) € Mat, «xn(R) tais que que

n n
/ _ .. . . —_— .. /
b; = E u;j by e b; = g vi; by .
i=1 i=1
Mas
n n n n n
/ / !
b; = Zuij b; = Zuij kai k= Z < vki“ij) b},
i=1 i=1 k=1 k=1 \i=1

e portanto, pela unicidade das coordenadas, Z:’:l VkiUij = Ok;, ou seja, VU = I. Da mesma
forma, também UV = I. Isto significa que as matrizes U e V sao uma a inversa da outra:

V=U" e Uu=v-!

Uma caraterizagio mais abstrata dos coeficientes u;;’s e v;;’s é a seguinte. Se (b}, b3,...,b)
* * * . . ~
e (b17,b5" ..., b.") denotam as bases duais de B e B’, respetivamente, entao
_ * / - 1% .
Uz‘] — <bz7b]> e U’L] — <bl 7.I:)‘7>

Se (z;) sdo as coordenadas do vetor x € V relativamente & base B, entdo as coordenadas do
vetor x relativamente & base B’ sdo

n

n

[ .. . 3 . — .. /

T, = g Vij Tj ou seja T, = g Uij X
Jj=1 Jj=1

pois x =3 . x;b; =30 > vija;bi. A matriz

U1 U2 e Uin
U1 U222

U =
Up1 Up2 e Unn

cujas colunas sao as coordenadas dos vetores da base B’ relativamente & base B, é a matriz que
realiza a mudanga de coordenadas. Na notagdo matricial, se X e X’ sdo os vetores coluna de
coordenadas x;’s e z’s respetivamente, a mudanca de coordenadas assume a forma

X=UX' ou seja, X' =U"'X.
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As matrizes U e U~! podem ser pensadas como matrizes das derivadas parciais, pois é claro
que u;; = 0z;/0z); e v;j = Ox] /Ox;. Nesta notagao, as férmulas para a mudanga de coordenadas
parecem tautoldgicas (o que explica o valor da notagao de Leibniz para as derivadas):

n
/ —
T; =
j=1

Seja A € Mat,x,(R) a matriz de uma transformagio L : R” — R™ relativamente a certas
coordenadas de R™ e R™, dada por X — Y = AX. Sejam X' = UX e Y’ = VY umas mudangas
de coordenadas em R™ e R™, respetivamente, definidas pelas matrizes invertiveis U = (u;;) €
Mat,,xn(R) € V = (v;;) € Maty,xm(R), esta dltima com inversa V! =T = (t;;) € Maty,xm(R).
Entao a matriz da transformacao L relativamente as novas coordenadas é

3
Q
8

ox!
X (§] Tr; =
ox; "’ :
J j=1 J

A =V TAU

De fato, se y; = D7, a;; x;, entdo
m m n n n n
/ /
Yi = § ik Yr = E Lik E Qe Ty | = E Lik g ke E Ugj T
k=1 k=1 =1 k=1 =1 j=1
n n n
_— . . /
= E E ik E Apply; x;
j=1 \k=1 =1

Isto significa que Y/ = V1AUX’, ou seja, que a transformacdo linear é definida, nas novas
coordenadas, pela matriz V' AU. Em notacao matricial, a deducdo destas férmulas é ainda mais
simples:

X—Y=AX = X' =Y =vlYy =V 1AX = (VTAU)X'.

Em particular, se A € Mat,, «,(R) é a matriz do endomorfismo L € End(R™) relativamente a

base B, entao a matriz de L relativamente & base B’ é

A =UTAU

A=UAU".

Matrizes A e A’ relacionadas pelas identidades acima sao ditas semelhantes. Representam o mesmo
endomorfismo em bases possivelmente diferentes.

e, consequentemente,

Verifique que se A’ = U"YAU entdo A = UA'UL.

Verifique que se B = U~'AU entdo B¥ = U'A*U para toda poténcia k > 0, e, se A é
invertivel, também para toda poténcia k € Z.

Use Tr(AB) = Tr(BA) para mostrar que Tr(U 1 AU) = Tr A, ou seja, o trago de uma matriz
quadrada apena depende da transformacao linear definida pela matriz, e ndo da base usada.

Determine a matriz de L(z,y) = (3z, 2y) relativamente & base by = (1,1) e by = (1, —1).

Seja T : R2 — R? a reflexdo na reta y = . Determine a matriz de T relativamente & base
candnica e relativamente & base (1,1) e (1, —1).

Seja T : R? — R? a reflexo na reta y = v/3z. Determine a matriz de T relativamente & base
candnica.
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Seja T : R? — R? a projeccido ortogonal sobre a reta x 4+ y = 0. Determine a matriz de T
relativamente a base candnica.

Determine a matriz que representa o operador derivagdo D : Pol3(R) — Poly(R), definido por
(Df)(t) := f'(t), relativamente as bases ordenadas (1,t,t2,t3) e (1,¢,t?). Determine umas bases
de Pol3(R) e Pol3(R) tal que o operador D seja diagonal.

Polinémios de operadores e matrizes. Seja L : V — V um operador definido no espago
vetorial V, real ou complexo. A cada polinémio f(2) = ag+a1z+az2?+- - -+a,,2™ com coeficientes
escalares (ou seja, reais ou complexos dependendo se o espago é real ou complexo) numa incégnita
z é possivel associar um operador f(L): V — V, definido por

f(L) :=aol + a1 L + ayL? 4 - + a,, L™

onde I denota o operador identidade. Esta definicao é bem posta porque todas as poténcias de L
e os seus multiplos comutam entre si. De fato, todos estes operadores f(L), combinagdes lineares
de poténcias de L, comutam.

E claro que se o polinémio f(z) é uma soma f(z) = p(z) + ¢(z) de dois polinémios, entdo
f(L) = p(L) + g(L). Também evidente é que se o polinémio f(z) fatoriza num produto f(z) =
p(2) q(z) de dois polinémios, entdo também o operador f(L) fatoriza no produto f(L) = p(L) q(L),
ou seja, na composi¢ao dos dois operadores p(L) e ¢(L). Tecnicamente, a associacao f +— f(L) é
um morfismo de dlgebras.

Se V tem dimensao finita, e se a matriz quadrada A representa o operador L numa base fixada,
entdo as mesmas consideragoes se aplicam aos polindémios f(A), que sdo entao matrizes quadradas
que representam os operadores f(L). Se mudamos base, e representamos o mesmo operador com
a matriz semelhante B = U1 AU, entdo também

F(B)= U f(A)U

para todo polinémio f(z), pois isto acontece com as poténcias de B.

Operadores diferenciais. Por exemplo, se p(z) = az2+bz+c é um polinémio de grau dois e D é
o operador derivagao, definido por (D f)(t) = f'(t) no espago linear C*°(R), ent&o o polinémio p(D)
é o operador diferencial L = aD?+bD +clI, que envia a fungao f(t) em (Lf)(t) = af”(t)+bf'(t)+
cf(t). O nicleo deste operador é entao o espago das solugoes da equacao diferencial ordindria linear
de segunda ordem

af’(t) +0f'(t) +cf(t) =0
Da mesma forma, um polinémio p(z) de grau m em D define um operador diferencial p(D) de
ordem m, e o seu nucleo ’ e o espago das solucoes de uma equagao diferencial ordinéria linear de
ordem m.

Verifique que o niicleo de D — )\ é a reta dos exponenciais f(t) = ce'.

Polinémio minimal. O espago linear Mat, «, (R) das matrizes n x n reais tem dimensao
finita, igual a n?, assim que no maximo n? poténcias de uma matriz dada A podem ser linearmente
independentes. Consequentemente, existe pelo menos um polinémio

f(2) = amz™ + am_12™"" +--+ a1z + ag

de grau m < n? e com coeficientes reais a’s que “anula” a matriz A, ou seja, tal que f(A) =0,
no sentido em que
AmA™ + a1 AT 4 A+ agl =0

onde o segundo membro é a matriz nula. E claro que se a,, # 0 (ou seja, se o grau de f(z) é igual
a m) podemos dividir por a,, e considerar o polinémio “ménico” (cujo termo de grau maior tem
coeficiente igual a um) p(z) = 2™ +b,_1 2™ 1 + -+ + b1z + by, com coeficientes by = ay/a,, que
também anula a matriz A.
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O polinémio minimal da matriz A é o polinémio ménico pa(z) de grau menor que anula a
matriz A. A defingdo é bem posta, ou seja, este polinémio é tnico porque se dois polinémios
monicos do mesmo grau m anulam a matriz, entao a diferenca é um polinémio de grau < m que
ainda anula a matriz, logo proporcional a um polinémio ménico de grau < m que anula a matriz.
A tnicidade é também consequéncia da seguinte observagdo mais geral.

Teorema 11.1. O polindmio minimal de uma matriz A € um fator de qualquer outro polindmio
que anula A. Ou seja, se f(z) é um polindmio tal que f(A) =0, entdo f(z) = pa(z) - g(z) onde
g(z) é um polindmio.

Demonstrag¢ao. Seja m o grau do polinémio minimal p4(z), e seja f(z) um polinémio arbitrario.
Pelo algoritmo da divisdo, existe um polinémio g(z) tal que f(2) = pa(z) - g(z) + r(z), onde o
“resto” r(z) é um polinémio de grau < m. Se f(A) = 0, entdo também r(A) = 0, pois pa(A4) = 0.
Se o resto nao é nulo, isto significa que r(z) é proporcional a um polinémio ménico que anula A e
tem grau inferior ao grau de p4(z), o que contradiz a defini¢ao do polinémio minimal. O

As mesmas consideragoes também se aplicam as matrizes complexas.

e.g. Polinémios minimais de multiplos da identidade. O polinémio minimal da matriz
identidade I, em dimensdo arbitraria, é p;(z) = z — 1. Mais em geral, o polinémio minimal do
multiplo AI da matriz identidade é o polinémio de grau um

par(z) =2z — A

e.g. Polinémios minimais de matrizes diagonais. O polinémio minimal da matriz diagonal

-(31)

é o polinémio de grau dois pa(z) = (z — 2)(z — 3). De fato, é evidente que nenhum polinémio
de grau um, do género az + b, pode anular esta matriz, pois 2a + b e 3a + b nao podem ser
contemporaneamente nulos. Por outro lado, um cédlculo elementar mostra que

2 (4 0\ (20 10
wesarar=(0 8 )=5(0 5 ) w5 )

Em geral, o polinémio minimal de uma matriz diagonal

A0 0
0 X O
A= diag()\l,)\z, .. 7>\n) =
0 ... 0 X\,

com todos os Ay’s diferentes, ou seja, tais que A; # Aj se @ # j, é o polinémio de grau n

pa(z) = T](z = M)

k=1

e.g. Polinémios minimais de projegoes. A matriz P que representa uma projegao, por
exemplo uma projecao ortogonal sobre um subespaco ndo trivial do espaco total, satisfaz P? = P
(pois projetar uma segunda vez nao altera a imagem da projegao). Isto significa que o seu polinémio
minimal é

pp(z) = 2(z — 1)

(porque é claro que um polinémio de grau um nao pode anular uma projecdo nao trivial).
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12 Sistemas lineares

ref: [Ap69] Vol 2, 2.17-18 ; [La97] Ch. II
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ex: “In driving from town A to town D you pass first through town B and then through town C.
It is 10 miles farther from A to B than from B to C and 10 miles farther from B to C than from
C to D. If it is 390 miles from A do D, how far is it from A to B?”'6

ex: “A man has a daughter and a son.. The son is three years older than the daughter ...In one
year the man will be six times as old as the daughter is now, and in ten years he will be fourteen
years older than the combined ages of his children ... What is the man’s present age?”

ex:  “A man has twenty coins consisting of dimes and quarters'” ...If the dime were quarters and
the quarters were dimes, he would have ninety cents more than he has now ... How many dimes
and quarters does he have?”

e.g. Equacoes lineares na reta. Uma equacao linear
ar =05

na reta real R (ou na reta complexa C, ou, em geral, num corpo), com a # 0 (caso contrério é
apenas a afirmagao b = 0), admite uma unica solu¢do = = b/a.

e.g. Equacoes lineares no plano. Uma equacao linear

ax+by=c
no plano cartesiano R?, com n = (a,b) # (0,0), define uma reta afim R C R% A equacio
homogénea associada

ar +by =0

define uma reta que passa pela origem, ou seja, um subespaco vetorial nt = Rv C R? de
dimenséo 1 (por exemplo, com v = (b, —a)). Se ro = (zg,yo) é um ponto de R, ou seja, (apenas)
uma solucao de ax + by = ¢, entao o espago de todas as solucoes é R = ro + Rv. Ou seja, as
solugoes de ax + by = ¢ sao dadas por

(z,y) = ro +tv = (20,%0) +t (b, —a)

ao variar o parametro t € R.

16Peppermint Patty, in Peanuts, by Charles M. Schulz, December 6th, 1968.
17A dime is a 10 cents coin, and a quarter is a 25 cents coin.



12 SISTEMAS LINEARES 95

Um sistema de duas equagoes lineares

ar+by =
dr+by = c

/

descreve a intersegao entre duas retas afins (R N Ry) C R2. Esta intersegdo pode ser vazia (retas
paralelas e distintas), pode ser uma reta ax + by = ¢ (equagdes proporcionais/equivalentes), ou
pode ser um tnico ponto.

A ltima possibilidade é o caso genérico, e acontece quando os vetores normais n = (a,b) e
n' = (d/,b') sdo linearmente independentes. A menos de reordenar as equagdes, podemos assumir
que a # 0. Entdo o sistema é equivalente (eliminando x na segunda equagao) ao sistema “em
escada de linhas”

{ ax+ by = ¢

b//y — c//
com b’ = —a'bjaecd =c —d'c/a, e portanto (pois no caso genérico também b” # 0) ao sistema

“diagonal”
{ X = Q
y = B

coma=(c—bf)/aep=7"/b".

Verifique que a solugéo do sistema genérico é o ponto (a, 5) de coordenadas

o e —bc ﬂ_ac’—a'c
T all —a'b T oab —bb

Interprete estas férmulas usando determinantes de matrizes 2 x 2.
Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

z+y 0 z+y
T—y 0 T—Yy

20 20—y =13
2 —x + 2y

e.g. Equacoes lineares no espago. Uma equagao linear
axr+by+cz=d

no espaco R3, com n = (a, b, c) # (0,0,0), define um plano afim P = { n-r = d} C R3. A equacio
homogénea associada
ar+by+cz=0

define o supespaco vetorial nt C R3.
Um sistema de duas equagoes lineares

d
d/

ax + by + cz
adx+by+dz

descreve a intersecdo entre dois planos afins (P; N P,) C R3. Esta intersecao pode ser vazia (dois
planos paralelos e distintos), pode ser um plano ax + by + ¢z = d (duas equagbes proporcio-
nais/equivalentes), ou pode ser uma reta. A tltima possibilidade é o caso genérico, e o sistema é
equivalente (eliminando x na segunda equagao, se a # 0) ao sistema “em escada de linhas”

ar+ by+ cz = d
b//y+ C//Z — dl/

A 1ltima varidvel pode ser pensada como um parametro z = t da reta:

tes (ot +7, Bt +6,1).
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Um sistema de trés equacoes lineares

ax + by + cz = d
dx+by+dz = d
d'z+bVy+cdz = d

descreve a interse¢do entre trés planos afins (Py N P, N P3) C R3. Esta intersecao pode ser vazia
(dois planos paralelos e distintos, ou um plano paralelo a reta de intersegao entre os outros dois),
pode ser um plano ax + by + ¢z = d (equagbes proporcionais/equivalentes), pode ser uma reta
(sistema equivalente a um sistema de duas equagdes), ou pode ser um tunico ponto. A tltima
possibilidade é o caso genérico, e o sistema é equivalente (eliminando z na segunda e na terceira
equagdo, se a # 0, e depois y na terceira, se b’/ # 0) ao sistema “em escada de linhas”

ar+ by+ cz = d
b///y + C///Z — d///
C/l//z — d//l/

com a # 0, " £0e " #0, e portanto ao sistema “diagonal”

€T =

<
I
= ®Q

z =

com y = d”"/c””, B = (d/// _ C”/’}/)/bm e o= (d —CcYy — bﬁ)/a'

Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

3r—y =0 r+y+z = 1 v =3
z+y+z =1 rdy—2 = 0 Tty = 2
y - y r+y+z = 1
Sistemas lineares. Um sistema de m equagdes lineares nas incdgnitas x1,Ta,...,T, é um
conjunto de m equagoes lineares
a11 %1 + a12 T2 + -+ + Q1 Ty = b
21 X1 + G2 T2 + -+ - + G2pn Ty = b
(12.1)
Am1 X1+ Q2 To + -+ Qmp Ty, = b?n

com a;; e by nimeros reais (ou complexos). A matriz A = (a;;) € Mat,,«,(R) é dita matriz
dos coeficientes do sistema, e os nimeros by sao chamados termos independentes. Em notacao
matricial, o sistema é

AX =B

se B = (b1,ba,...,by,)" €R™e X = (21,22,...,27,)" € R" sdo vetores coluna.
O sistema homogéneo correspondente/associado é o sistema

a11T1 +a12T2 + -+ a1n Ty =0
a21T1 + Q22 T + + -+ + G2y Ty, =0

(12.2)
Am1 1+ ama T2+ -+ ampTn = 0

onde todos os termos independentes sao nulos, ou seja, em notagao matricial,



12 SISTEMAS LINEARES 97

Uma solugdo do sistema linear é umm n-tpla (z1, o, ...,z,) de nlmeros, ou seja, um vetor
x € R", que satisfazem as m equagdes (12.1). Um sistema linear pode ter uma solugdo tnica
(sistema possivel e determinado), ter uma familia (uma reta afim, um plano afim, ...) de solugoes
(sistema possivel e indeterminado), ou nao ter nenhuma solugdo (sistema impossivel). O sistema
homogéneo (12.2) admite pelo menos a solugdo trivial (0,0,...,0).

Solugoes de um sistema linear. Também util é o ponto de vista “funcional”. A matriz
A = (a;j) € Mat,,xn(R) dos coeficientes de um sistema linear define uma transformacao linear
L, :R™ — R™, que em notagado matricial envia X — Y = AX. O sistema linear (12.1) é portanto
equivalente a equacao linear

LA (X) =b
onde b = (b1,ba,...,b,) € R™. Uma solugdo é portanto um vetor x € R™ cuja imagem pela
transformagao L4 é o vetor b. O espago da solugdes é a imagem inversa L' ({b}).
Do ponto de vista “geométrico”, o vetor x = (x1,72,...,2,)" € R™ é solucdo do sistema
AX = B se
ari ai2 QA1n b1
az1 a2 Qa2n bz
T . + 2 . Tty . =
am1 Am?2 Qmn bm
ou seja, se
T A +22As0 + -+ T Avn = B
onde A,; = (ai;,az;, .. ,amj)—r € R™ é a j-ésima coluna da matriz A. Portanto, o sistema admite
(pelo menos) uma solugdo (ou seja, é possivel) sse B é uma combinagao linear das colunas da
matriz A, ou seja, sse B € Span(A.i, Aso, ..., Asy). Em termos abstratos,

Teorema 12.1. O sistema La(x) =b admite (pelo menos) uma solugdo sse b € Im(Ly).

A dimensao r da imagem da transformacao linear L4, ou seja, o nimero r de colunas linear-
mente independentes da matriz A, é dita ordem de L4 ou também carateristica de A, e denotada
por r = Rank(A) = dim(Im(Ly)).

O sistema linear homogéneo (12.2) é equivalente a equagdo homogénea

LA(X) =0

Por defini¢do, as suas solugoes sdo os vetores do nucleo Ker(L4) C R™, que é um subespago de
dimensdo k = dim(Ker(L4)). Do ponto de vista geométrico, o vetor X = (x1,29,...,2,) € R®
é solugao do sistema homogéneo se

A X =0 A - X =0 Aps - X =0,
onde A = (ai1,a:9,...,a;,) € R™ é a i-ésima linha da matriz A, ou seja, se é ortogonal ao espago
vetorial Span(Ai, Ass, ..., Ams) gerado pelas linhas de A. A dimensdo do espaco das solugoes do

sistema homogéneo é portanto também igual a k = n —r’, se ' é o niimero de linhas linearmente
independentes de A. Pelo teorema 9.2 k + r = n, assim que o nimero de linhas linearmente
independentes de A é igual a ' = r = Rank(A).

Se X e X’ sao solugoes do sistema AX = B, entdo a diferenga Z = X — X’ é solugao do
sistema homogéneo AZ = 0. Vice-versa, se X é uma solugdo do sistema AX = B e Z é uma
solugao do sistema homogéneo AZ = 0 entao X' = X + Z é também uma solucao do sistema linear
AX' = B. Portanto, o conjunto das solugoes de um sistema linear possivel é caraterizado pelo
seguinte “principio de sobreposigao”

Teorema 12.2 (principio de sobreposigao). Se x € uma (apenas uma!) das solugées do sistema
linear possivel L 4(x) = b, entdo o espago d(e todas )as solugées é o subespago afim

x + Ker(La)
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A maneira tradicional de enunciar o principio de sobreposicao é a seguinte: “a solugao geral
de uma equagao linear é obtida somando a uma solugao particular a solucao geral da equacao
homogéea associada”. Ou seja, se X é uma solucao do sistema possivel AX = B, e se os vetores
Fy, Fy, ..., Fy formam uma base de Ker(L 4), assim que satisfazem o sistema homogéno AF; = 0,
entao a “solugao geral” do sistema é

X+t By +itoFo+ -+t Fy

com t1,ta,...,t; pardmetros reais.

A solugao do sistema possivel AX = B é tinica quando k& = 0, ou seja, quando o nicleo de L4
¢ trivial e portanto Rank(A) = n. Neste caso a transformacao linear L4 : R” — Im(L,4) admite
uma inversa Lzl :Im(L4) — R™, e a solugdo é dada por X = Lzl(B). Em particular, se m = n e
A € Mat,, x,(R) é uma matriz invertivel, entao o sistema linear AX = B admite a tnica solugao

X=A"'B

para todo B € R™.

Estude os seguintes sistemas (ou seja, diga se sdo possiveis e, caso afirmativo, determine o
espago das solugoes)

2r+y =-1 z+y =11 20 — 3y =-1
r—y =3 r—y =33 —6x+9y =0
20 — by +4z =-3 3r+y—10z =1
{ r+y—z =1 r—2y+z =5 —2x—by+7z =2
r—4y+ 62z =10 r+3y—z =0
[Ap69] 16.20.

Eliminagao de Gauf3-Jordan. E importante dispor de um algoritmo que resolva, quando
possivel, um sistema linear. Consideramos o sistema linear AX = B de m equagdes em n incégnitas

a11 %1+ a12T2 + -+ A1p Ty =b
Q21 T1 + G222 + - -+ + A2, T = by
Am1 L1+ Am2 T2 + -+ Amn Ty :bm

O método de eliminacio de Gauf-Jordan consiste em efectuar uma série de operagoes algébricas
sobre as equagoes, e portanto sobre as linhas da “matriz aumentada”

aiq ai12 . A1n b1

a1 a922 . agn b2
(A|B) :=

ml  Am2 v Amn bm

até chegar a um sistema equivalente, ou seja, com as mesmas solugoes, mais simples.
As operacoes permitidas, chamadas operagdes elementares, sdo as seguintes:

EG1 trocar duas equagoes,
EG2 multiplicar (todos os termos de) uma equagao por um escalar nao nulo \ # 0,

EG3 somar a uma equacao um multiplo « de outra equagao.
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Estas operagbes sao reversiveis, e as operagoOes inversas sdo também operagoes elementares (a
inversa de EG1 é a prépria, a inversa de EG2 com escalar A é uma EG2 com escalar A™', e a inversa
de EG3 com escalar « consiste numa EG3 com escalar —a). E claro portanto que nio alteram
o espaco das solugoes. Dois sistemas lineares, AX = B e A’X = B’, obtidos um do outro por
meio de operacoes elementares sdo ditos equivalentes. As matrizes A e A’ sdo também chamadas
“equivalentes”.

O objetivo do método de eliminacao de Gauss é efetuar uma série de operagoes elementares até
obter um sistema equivalente A’X = B’ com A’ “matriz em escada de linhas” (ou “escalonada”,
em inglés, row echelon form), ou seja, da forma

S

I
S OO O x
S O O X* ¥
OO O % ¥
S O X ¥ ¥
O ¥ * ¥
O ¥ ¥ ¥ ¥

onde os “pivots” * (ou “leading coefficients”) sao os elementos # 0 mais & esquerda de cada linha
néo nula, e o pivot de cada linha é situado mais a direita do pivot da linha superior . As linhas nulas
sao as ultimas. Este processo, que transforma a matriz A do distema numa matriz em escada de
linhas A’, é chamado elimina¢do de Gauss, ou também condensagao. E claro que é sempre possivel.

Também a matriz A’ é dita equivalente a matriz A, e as operacoes elementares podem ser
interpretadas como operagoes sobre as linhas de A. E evidente que as operacoes elementares nao
mudam a carateristica r = Rank(A) de uma matriz (pois ndo alteram o espago das solugoes da
equagdo, e em particular da equacdo homogénea, que é um subespago de dimensao k = n — r).
Consequentemente, a carateristica da matriz A é igual a carateristica da matriz em escada de
linhas A’, que é claramente igual ao niimero de linhas nao nulas, ou seja ao ntiimero dos pivots.
Em particular, o método de eliminagao de Gauss pode ser usado como um algoritmo para calcular
a carateristica de uma matriz, ou seja, como um algoritmo para calcular o numero de vetores
independentes numa familia finita de vetores, as linhas de A.

E finalmente possivel mudar a ordem das varidveis, assim que a matriz A’ assume, na base
reordenada, a forma

S

I
oo o
oo oK %

0

O O X *x ¥
O X ¥ ¥ ¥
O ¥ * X ¥
O ¥ * % ¥

0

A partir desta matriz em escada de linhas, a solugao, ou a familia paramétrica de solugoes, pode
ser facilmente calculada como nos exemplos anteriores em dimensao um, dois e trés.

O caso mais importante é quando o niimero n das incégnitas é igual ao niimero m das equagoes,
e a carateristica da matriz é r = n, assim que a solucao é tinica. A matriz escada de linhas A’ é entao
uma matriz quadrada diagonal superior, com entradas diagonais aj,, diferentes de zero (os pivots).
A dltima equacao, al,,z, = b}, determina x,. A peniltima equagao, a;,_, ,, 1Tn_1+a),_1 ,Tp =
'._1, determina x,_1 em funcdo do valor ji calculado de x,. ...e assim a seguir, até obter a
solucao unica do sistema. Esta tiltima séries de operagoes é chamada “back-substitution”, e é claro
que também consiste em operagoes elementares.

Se o numero n das incégnitas é superior & carateristica r da matriz (ou seja, ao nimero dos
pivots), entdo as r varidveis que correspondem aos pivots sao fungdes das restantes k = n — r
variaveis, os parametros das solucoes.

e.g. Um sistema com solugao tinica. Por exemplo, queremos resolver o sistema

20 +y -2z =1
r -2y 4z =2
3r 4y -3z =-5
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Se trocamos primeira e segunda linhas, ficamos com o sistema equivalente

r -2y +z =2
2¢ +y -2z =1
3r +y -3z =-5

Se retiramos da segunda linha o dobro da primeira, e depois da terceira linha o triplo da primeira,
obtemos o sistema equivalente

r -2y =z =2
5oy —4z =-3
Ty —6z =-11

Se agora retiramos 7 vezes a segunda linha de 5 vezes a terceira linha, ficamos com o sistema
equivalente em escada de linhas

r 2y +=z =2
5y —4z =-3
-2z =-34

A terceira equagao diz que z = 34/2 = 17, entéo a segunda equacao diz que y = (—3+4-17)/5 = 13,
e a finalmente a primeira equagdo diz que x = (2+2-13 — 17) = 11.

e.g. Um sistema com uma familia de solugoes. Por outro lado, consideramos o sistema

r -2y 4z =2
2r +y -2z =1
3 -y —2 =3

Se retiramos da segunda linha o dobro da primeira, e depois da terceira linha o triplo da primeira,
obtemos o sistema equivalente

r —2y 4=z =2
5y —4z = -3
5y —4z = -3

A segunda e a terceira linhas sao iguais! Entao, retirando da terceira a segunda linha, ficamos
com um sistema de apenas duas equacoes em escada de linhas

r -2y +z =2
5y —4z =-3

A varidvel z pode entao ser considerada um parametro, assim que o sistema determina x e y em
funca de z, pois podemos escrever

r —2y =2—-z
oY =-3+4z

Finalmente, se chamamos z = 5t (o parametro das solugbes), entado a segunda equacio diz que
y=(-3+4z2)/5= —% + 4t, e a primeira equacao diz que © = 2 — z + 2y = % + 3t. Temos assim
uma reta de solugoes, a reta (4/5,—3/5,0) + R (3,4,5).

Usando operagoes elementares sobre as linhas, transforme a matriz A dada numa matriz em
escada de linhas, e calcule a caracteristica de A.

2 21 1 2
A=|[1 3 1 A= 0 1
12 2 3 4
01 3 =2
A= 21 -4 3 A:(éill _22>
2 3 2 -1
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Resolva os seguintes sistemas lineares usando o método de eliminagao de Gauss.

3x+2y+2z =1

3r4+2y+z =1 2z +y+ 4z =2
B 20 —6y+4z =3 .
Sjcxigyijz :2—1 rhytz =2 (Z% ~ 102 :71110
y o 20 =5y +5z =-1 y o
_ r+2y+3z+4w =3 _
ii; . :515 5z 4 6w = a:f——gzy z :1_3
x+ y+z :1 23w B -z :0
Y = T —y+ 8w =0 y -

[Ap69] 16.20.

Dé exemplos de
e um sistema de 2 equacgoes lineares com 2 incognitas com solugao tnica,
e um sistema de 2 equacgoes lineares com 2 incognitas sem nenhuma solucao,

e um sistema de 3 equacoes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja uma
reta afim.

e um sistema de 3 equacgoes lineares com 3 incognitas com solugao tnica,

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incognitas tal que o espago das solugbes seja um
plano afim.

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incognitas tal que o espago das solugbes seja um
subespago vetorial de dimensao 1.

Operacoes sobre as linhas e matrizes elementares. No caso de sistemas de n equagoes em
n incdgnitas, as operagoes elementares do método de Gauss podem convenientemente ser interpre-
tadas e calculadas como produtos da matriz quadrada A que define o sistema por certas “matrizes
elementares”.

Fixada a dimensao n, denotamos por I;; a matriz quadrada n x n cuja tnica entrada nao nula
é o elemento da i-ésima linha e a j-ésima coluna, que é igual a 1 (j4 observamos na se¢ao 10 que
estas matrizes formam uma base do espaco linear das matrizes n x n).

Se A é uma matriz quadrada, entdo o produto I;; A é uma matriz quadrada cuja dnica linha néo
nula é a i-ésima, e esta linha é igual a j-ésima linha da matriz A. Consequentemente, a operacao
EG1, trocar as linhas 7 e j (naturalmente com i # j), corresponde a substituir a matriz A pela
matriz A’ = A, onde E é a matriz elementar

Ey=T;+ L+ Y I (12.3)
ki,

obtida da matriz identidade I ao trocar as linhas i e j.
A operacdo EG2, multiplicar a i-ésima linha por uma constante ndo nula A, corresponde a
substituir a matriz A pela matriz A’ = EA, onde E é a matriz elementar

M;(\) = My + Z Ty (12.4)
ki
obtida da matriz identidade I ao multiplicar a i-ésima linha (ou seja, a i-ésima entrada diagonal)
por A.

Finalmente, a operacao EG3, somar & i-ésima linha « vezes a j-ésima linha (com i # j),
corresponde a substituir a matriz A pela matriz A’ = FA, onde E é a matriz elementar

S; (a) =1+ OéEij (12.5)



12 SISTEMAS LINEARES 102

¢ obtida da matriz identidade somando « vezes E;;.

As matrizes do género (12.3), (12.4) e (12.5) sdo chamadas matrizes elementares. Sao in-
vertiveis, e a inversa de uma matriz elementar é também uma matriz elementar (pois as operagoes
elementares sdo reversiveis, e as inversas sdo operagoes elementares).

A matriz escada de linha A’ obtida ao aplicar a eliminacdo de Gauss é um produto A’ =
Ey ... EsFE1 A de um certo nimero de matrizes elementares F;’s pela matriz original A. Portanto,
A é invertivel sse A’ é invertivel. Por outro lado, a matriz quadrada em escada de linha A’, que
é uma matriz diagonal superior, é invertivel sse os termos diagonais a}; forem todos diferentes de
zero. Neste caso, é também fdcil ver que mais umas operagoes elementares (que fazem a back
substitution) podem transformar a matriz A’ na matriz identidade I. Finalmente,

Teorema 12.3. Uma matriz quadrada A € invertivel sse existem matrizes elementares Fy, Fs ..., Ey
tais que
Ey...EoE1A=1

ou seja, sse é um produto A = E{FE} ... E] de matrizes elementares.

Seja A uma matriz quadrada. Descreva os produtos I;;A e Al;; em termos das linhas e das
colunas de A.

Calcule as inversas das matrizes elementares E;;, M;(\) e S;;(), definidas em (12.3), (12.4)
e (12.5) (com A # 0), e verifique que também sao elementares.

Computational cost of Gaussian elimination. Real world linear systems of interest in engi-
neering involve large matrices, with hundreds or even thousands of entries. Gaussian elimination
is clearly the simplest algorithm that can be implemented in a computer. It is a good exercise to
write such a code, in your favourite programming language. Below, I show the most simple-minded
code in Python that solve a linear system of n equations in n unknown with a unique solution,
written without worrying about possible divisions by zero (but a real code must treat such cases!).

# scienific libraries
import numpy as np

data

3 # number of variables

np.array([[1, 2, 31,[5, 6, 7], [13, 17, 66]],float) # matrix of the linear | map
np.array([1, 11, 111],float) # vector of the r.h.s.

np.zeros(n) # vector of the unknowns / solution

ratio = np.zeros(n)

#
n
a
b
X

# Gaussian elimination
for 1 in range(n-1):
for j in range(i+l, n):
ratio = a[j,1i] / ali,il
b[j] = bl[j] - ratio * b[i]
for k in range(n):
alj,k]l = alj,k] - ratio * ali,k]

# back substitution
x[n-1] = b[n-1] / aln-1,n-1] #last coordinate of the solution
for 1 in range(n-2,-1,-1):
somma = b[i] # partial sum
for j in range(i+1,n):
somma = somma - al[i,j] * x[jl]
x[i] = somma / ali,i]

# output

print( '\n The upper-diagonal equivalent matrix is \n A = ' + str(a))
print(‘the r.h.s. is B = ' + str(b))

print( 'and the solution is X = ' + str(x) )

It important to estimate the time needed for the algorithm to solve the problem. In a first
approximation, this amounts to estimate the number of elementary algebraic operations (sums,
multiplications and divisions) that a machine must perform. The loop in lines 16 and 17 requires
about n — ¢ multiplications and n — ¢ sums, hence ~ 2(n — i) operations (we may safely disregard


https://www.python.org
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the 3 operations of lines 14 and 15). The loop at line 13 performs therefore something like 2(n —i)?
operations. Finally, the initial loop at line 12, hence the whole Gaussian elimination algorithm,

performs something like
1

2
2(n—i)*~ Zn?
1 3

n

.
Il

(up to leading order) elementary operations. A similar analysis shows that back substitution,
which consists of two loops, only requires something of order ~ n? operations. Therefore, the
entire Gauss-Jordan algorithm that solves a linear system of n equations in n unknowns has an
“algebraic cost” (which is different from the real “computational cost”, since we are disregarding
the actual complexity of making multiplications or divisions ...) of order O(n?). This means that
if solving a system of N equations in N unknowns requires 7 seconds, then solving a similar system
of 10- N equations in 10- N unknown, hence only a factor 10 larger, requires something like 1000 7
seconds (a ratio that makes the difference between one second and three hours!).

There exist more sophisticated algorithms that reduce the cost to something like O(n?-®) or even
O(n?376-) and also Monte Carlo (i.e. probabilistic, originally proposed by John von Neumann and
Stan Ulam) algorithms that run in much smaller time. The computational cost can be substantially
reduced if we know (as is the case in many real situations) that the involved matrix A is a “sparse
matrix”, i.e. has a lot of zeroes in some precise sense. This is an important theme in contemporary
computational mathematics ...

Equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes. O nitcleo do operador de-
rivacao (Df)(t) = f'(t) é o espago de dimensao um das fungdes constantes f(t) = c. As solugoes
da equagao diferencial linear

Df=y,

onde ¢(t) é uma funcao integravel dada, sdo f(t) = (Pg)(t) + ¢, onde (Pg)(t) = fg g(s)ds é uma
solucdo particular, e ¢ = f(0) é uma constante arbitréria, solugdo geral da equagdo homogénea
Df =0.

Uma equagdo diferencial linear com coeficientes constantes é uma equacao do género

ayD"f+-+aDf +ag =g,

para a fungao f(t), onde os aj sdo coeficientes (reais ou complexos) e g(t) é uma fungao dada
(uma forga quando n = 2). Pode ser pensada como Lf = g se L é operador diferencial

L:=a,D"+ --+a1D+apl.
O nitcleo de L, o espago das solugdes da equagdo homogénea associada

anD"f+---+a1Df +a9=0,

é um espaco vetorial de dimensdo n. De fato, h(t) = e** é uma solucdo de Lh = 0 se z é uma

raiz do polindmio carateristico anz"™ + -+ + a1z + ag = 0. No caso genérico, este polinémio tem
n raizes complexas distintas 21, 2, ..., 2, (conjugadas em pares se os coeficientes aj forem reais,
como acontece as equagoes tipicas que descrevem o mundo real). Os exponenciais h(t) = !, com
k=1,2,...,n, formam entdo uma base de H = ker(L) ~ C™. Se f(¢) é uma “solugao particular”
(ou seja, apenas umal) da equacgdo Lf = g, entdo o espago das “todas as solugoes” de Lf =g é o
espaco afim f + H. Ou seja, a “solucao geral” é uma combinacao linear

J(t) + et cqe®?t o 4 et

com ¢1,Ca, . . ., ¢, coeficientes arbitrarios (determinados pelas condigbes iniciais).

O caso nao genérico em que algumas raizes do polindmio carateristico tém multiplicidade > 1 é
tratado na UC de Complements de Calculo e de Geometria Analitica, e envolve “quase-polindémios”,
ou seja, produtos p(t)e* de exponenciais vezes polinémios. Determinar uma solugao particular é
também simples quando a forca é um quase-polinémio g(t) = p(t)e*t, pois neste caso é sempre
possivel arranjar um quase-polinémio f(t) = ¢(t)e*t, com deg(q) < deg(p) +n, que resolve Lf = g
(método dos coeficientes indeterminados).
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13 Volume e determinante

ref: [Ap69] Vol 2, 3.1-17 ; [La97] Ch. VII

Motivagoes geométricas. A maneira mais transparente de definir determinantes é, na minha
opinido, a maneira axiomatica de Emil Artin, adotada, por exemplo, em [Wa91] e [Ap69].

O volume de uma regiago “razodvel” @ C R™ é definido/calculado aproximando a regiao com
reunides de hipercubos de lados r suficientemente pequenos, cujo volume é r™ (as regides para as
quais estas aproximagcoes fazem sentido, sem entrar em detalhes dificeis de analise, sdo chamadas
“mensurdveis”). Um operador linear L envia hipercubos em paralelepipedos. A linearidade de L
diz que estes paralelepipedos apenas dependem das dimensoes dos hipercubos, e nao das posigoes.
Consequentemente, é claro que a razio entre o volume da imagem L(2) e o volume de 2 é um
nimero que nao depende da regiao €2, mas apenas do operador L.

LD
L

&2

E suficiente portanto, pela homogeneidade de L, compreender o volume da imagem do hipercubo
unitdrio @ = [0, 1]™. Esta imagem L(Q) é um paralelepipedo cujos lados séo as colunas da matriz A
que define L na base canénica. Queremos portanto calcular o volume de um paralelepipedo, ou seja,
definir uma funcao que associa um volume a uma n-upla de vetores, os seus lados. O problema é
que se um lado do paralepipedo é multiplicado por um fator A, entdao o volume deve ser multiplicado
por || E mais conveniente definir um “volume orientado”, ou seja, um volume com um sinal que
toma conta da ordem dos lados, pois desta forma as propriedades naturais dos volumes podem ser
traduzidas nos simples axiomas algébricos que caraterizam as formas alternadas, de acordo com
Emil Artin. O determinante de um operador é, finalmente, um escalar

Vol(L(2))

Det(L) = + Vol ()

que mede a distorgao que o operador produz nos volumes, com um sinal que toma conta da
orientagao.

Por exemplo, se L é diagonal e positivo, ou seja, é representado na base candnica por uma
matriz diagonal com entradas positivas A1, Aa, ..., \,, entao a imagem do hipercubo unitario tem
volume igual ao produto dos lados, e portanto o determinante de L serd Det(L) = AjA2... \,. Uma
isometria, um operador que preserva as distancias euclidianas, preserva também os volumes (pois
envia o hipercubo unitdrio num hipercubo de lado um), logo deve necessariamente ter determinante
de médulo um. Por exemplo, uma rotagao do plano, que também preserva a orientacao, deve ter
determinante 1. Por outro lado, uma reflexao do plano, que muda a orientacao preservando as
distancias, deve ter determinante —1.

Uma consequéncia natural desta interpretacao geométrica é que o determinante é mutiplicativo:
o determinante da composicao de dois operadores, ou seja, do produto de duas matrizes, é igual
ao produto dos determinantes dos dois operadores. Em particular, deve ser possivel calcular de-
terminantes fatorizando um operador genérico como produto de isometrias e operadores diagonais
e positivos ...
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Formas alternadas. Uma n-forma (linear) no espago vetorial R™ é uma funcdo escalar

F:R"xR"x---xR" =R

n vezes

que envia n vetores ordenados vi,va,. .. v, de R" num escalar F(vy, va,...V,), que é multilinear,
ou seja, homogénea e aditiva em cada variavel. Homogénea significa que

F(...; v,...) =AF(...,v,...) (13.1)
e aditiva significa que
F(....v+w,...)=F(..,v,...)+ F(...,w,...) (13.2)

Em particular, a homogeneidade implica que F' assume o valor nulo se uma das variaveis for igual
ao vetor nulo, ou seja, F(...,0,...)=0.
Uma n-forma F é alternada se é nula quando duas vardveis sdo iguais (ou, pela homogeneidade,
proporcionais), ou seja, se
F(...,v,...,v,...)=0 (13.3)

Uma forma alternada é também anti-simétrica, pois uma consequéncia da (13.3) é que o valor da
forma muda de sinal ao trocar duas varidveis, ou seja,

F(...,v,...,w, ...)==F(..,w,...,v,...) (13.4)

(a prova consiste em calcular F(...,v+w,..., v+ W, ...) e usar a linearidade ...) Vice-versa,
é claro que (13.4) com v = w implica (13.3) (porque no corpo dos reais, assim como no corpo dos
complexos, podemos dividir por 2), assim que as duas propriedades sao equivalentes.

Uma consequéncia da aditividade (13.2) e da (13.3) é também que o valor de uma forma
alternada nao muda se somamos uma variavel a outra, ou seja,

F(...,v,o.o,w, ... )=F(..,v+w,...,w, ...) (13.5)

Finalmente, usando repetidamente a homogeneidade e a (13.5), o valor de uma forma alternada
é nulo se uma das varidveis é uma combinacao linear das outras, ou seja, se as n variaveis sao
linearmente dependentes.

Ainda nao sabemos se formas alternadas nao triviais, ou seja, nao identicamente nulas, existem.
Fixada uma base de R", por exemplo a base candnica e, es,...,e,, uma n-forma F é deter-
minada pelas suas “coordenadas”

fijk... = F(e;,ej,ep,...)

pois, pela linearidade em cada variavel,

F(x,y,2,...) = Z Yz ... Fle;,ej,ep,...)
ijk...

Se a n-forma F ¢ alternada, entdo as coordenadas com (pelo menos) dois indices repetidos sdo

nulas, ou seja, f. ;. ;.. = 0. Assim, apenas podem ser diferentes de zero as coordenadas cujos
indices sdo permutacoes (fungdes bijetivas) do conjunto {1,2,...,n}. Pela (13.4), as coordenadas
sao também anti-simétricas, ou seja, f. ;. j.. = —f. j ...

E um fato que toda permutacio o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} pode ser obtida da permutacdo

identidade, definida por og(k) = k, usando transposigoes (trocas entre as posigdes de apenas dois
elementos) repetidas. O nidmero N de transposigdes que envia a permutacao identidade oy em o
nao é, naturalmente, tinico, mas é bem definida a sua “paridade” sgn(o) := (—1)", que assume os
valores +1 dependendo se N é par ou fmpar (isto é intuituivamente ébvio, podem ler uma ideia
da prova no préximo pardgrafo) .

Consequentemente, se a coordenada de uma forma alternada F' sobre os vetores ordenados da
base canédnica é f12.., = A, entao as outras coordenadas nao nulas sdao £\, dependendo da paridade
da permutacgao, ou seja, sdo iguais a f,(1)0(2)...0(n) = A - 5g0(0).

Em outras palavras, o espago linear Alt"(R™) das n-formas alternadas em R™ tem dimensao
igual a 1. Temos portanto o seguinte teorema de unicidade.
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Teorema 13.1. Ezxiste uma tunica n-forma alternada D em R™ normalizada de maneira tal que
D(ey,eq,...,e,) =1.

Uma forma alternativa e ttil de formular este teorema de unicidade ¢ a seguinte. Toda n-forma
alternada F' em R™ é proporcional a D, ou seja, é igual a F'= AD se A = F(ej,es,...,€,) é 0 seu
valor nos vetores da base candnica, ou seja,

F(vi,va,...,vy) = F(er,ea,...,e,) D(vy,va,...,V,) (13.6)

A “n-forma alternada candnica” D é também chamada “determinante”. As suas coordenadas
na base candnica sao os nimeros

Eijk... = D(ei, €;j,€L,... ) s
definidos por e;x... = 0 se dois indices sao iguals, e €;x... = sgn(o) se ijk--- = o(1)o(2) o (3)...
onde o é uma permutagao de {1,2,3,...,n}. A colecdo dos nimeros €;;;... é chamada simbolo de
Lewi-Clivita. O valor da forma canénica D sobre os vetores X,y,z,... é

D(x,y,z, .. ) = Z Eijk... TilYjZk - - -

ijk...

Mostre que, se F' é uma forma bi-linear, entdo F(x,x) = 0 implica F(x,y) + F(y,x) =0
(calcule F(x+y,x+y) ...)

Verifique que a tinica 2-forma alternada no plano R? normalizada de maneira tal que D(e;, e3) =
16
D(ae1 + bes, cey + deg) =ad — be.

Mostre que o valor de uma n-forma alternada é nulo se uma das varidveis é uma combinagao
linear das outras, ou seja, se as n varidveis sao linearmente dependentes.

Permutations, transpositions and parity. Existence of a non-trivial alternating forms de-
pends, in our discussion, on existence of the parity of a permutation of a finite set. Here we sketch
a possible proof. The first observation is that any permutation of the set {1,2,..., N} is a compo-
sition of transpositions, permutations that only exchange two positions, say ¢ and j # ¢ (you may
try to prove it by induction). We also note that transpositions are involutions, i.e. they are their
own inverses. The second observation is that we may restrict to “adjacent transpositions”, those
between two successive positions, say ¢ and 7 + 1. Indeed, any transposition may be obtained as a
composition of a minimal number of adjacent transpositions, which is an odd number (if you want
to exchange ¢ and j, you may perform |j — i| adjacent transpositions to bring i to the position
of j, and then back |j — i| — 1 adjacent transpositions to bring j at the position of i, for a total
of 2|j — i] — 1 adjacent transpositions). Therefore, a generic permutation o may be written as a
composition ¢ = 7, ... 77 of a certain number of adjacent transpositions 7. This representation
is clearly not unique. So, suppose that the same permutation may also be written as a possibly
different product ¢ = 7/, ...757] of adjacent transpositions. We want to prove that n and m

m

share the same parity, i.e. that they are both even or odd. We then observe that the composition
ool =1, (7], ... )T = 7, ..o Th ... 7], represents the identity permutation as
a composition of n + m adjacent transpositions. So, we want to prove that n 4+ m is even. This

amounts to prove the following.

Teorema 13.2. If the identity permutation is represented as a composition Ty ... ToT, of k adjacent
transpositions, the k is even.

To help seeing what is going on, we may associate to such a composition a diagram, with
the planar trajectories of N numbered “particles” (here a picture would help). The i-th particle
starts at the position ¢. Every unit of time, the two particles which occupy the positions involved
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in the transposition 71, then 73, ..., and finally 7, flip. Since the final permutation is the trivial
one, the porition of the i-th particle at the final time k is again i. Now, for any chosen pair of
particles, say the i-th and the j-th with ¢ < j, the number k;; of flips between the two must be
even (possibly zero), since the two particles start and end at the same positions, in particular with
the same order. But the total number of flips, i.e. the total number of adjacent transpositions, is
the sum k = Ziq ki;. This number is even, being the sum of even integers.

Formas alternadas e volumes de paralelepipedos. O paralelepipedo delados vi,va,..., v,
no espaco R™ é o conjunto

P={t;vi +tovo + -+ t,v, com ty,ts,...,t, €[0,1]}.

A n-forma alternada candnica D calcula o volume orientado dos paralelepipedos, um volume
com sinal positivo ou negativo dependendo da maneira em que os lados sao ordenados. De fato,
uma pequena reflexdo mostra que um volume orientado satisfaz as propriedades que definem a
forma canénica, ou seja, é linear em cada varidvel/lado, é nulo quando dois lados sdo iguais
ou proporcionais, e é normalizado de maneira tal que o hipercubo cujos lados sao os vetores
ordenados da base candnica tem volume igual a um. Em dimensao dois, isto pode ser observado
muito facilmente. E interessante observar que assim como o produto escalar, uma forma bilinear
simétrica, contém informagao sobre projecoes, ou seja, sobre o coseno do angulo entre dois vetores, o
determinante, uma forma bilinear anti-simétrica, contém informagodes sobre drea de paralelogramos,
ou seja, sobre o seno do angulo entre dois vetores.

Finalmente, o volume (n-dimensional) do paralelepipedo P é igual ao valor absoluto do valor
da n-forma canénica sobre os lados vi,va, ..., Vv,, ou seja,

[ Vol(P) = [D(vi.va,.. v

Determinante de uma matriz. Uma matriz quadrada A = (a;;) € Mat,xn(R) pode ser
pensada como uma lista de n vetores de R™, as suas n colunas

a11 a12 A1n

a21 @22 A2n,
A*l == . A*Z - . ce A*n -

an1l an2 Ann

O teorema de unicidade 13.1 implica entao que existe uma tnica forma multilinear alternada nas
colunas da matriz e normalizada de maneira tal que o seu valor sobre a matriz identidade I seja 1
(pois a matriz identidade é a matriz cujas colunas sdo os vetores da base candnica, ordenados da
maneira natural). Esta fungao, definida por

| Detd i= D(Au1, Aus, -, Au) | (13.7)

é denotada por Det : Mat,, x, — R e chamada determinante (de ordem n). Outra notagao também
utilizada é DetA = |A|. Usando o simbolo de Levi-Civita, o determinante pode ser definido pela
férmula

DetA = Z Eijk... i1 A52 A3 - .. . (138)
ijk...

E imediato verificar, usando a férmula (13.8), que o determinante

-
DetA' = E €ijk... Q15 25 A3k - - -
ijk...

da matriz transposta de A é uma n-forma linear alternada nas linhas de AT que assume o valor
um s¢c AT = I. Mas as linhas de AT sfo as colunas de A, ¢ AT =T sse A = I. Pelo teorema de
unicidade, ou seja, pela (13.6), e pela defini¢ao (13.7),

| DetA™ = DetA | (13.9)
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Assim, o determinante de uma matriz pode também ser definido como o valor da forma alternada
canénica D sobre as suas linhas.
Se as colunas (ou as linhas) de uma matriz quadrada A sdo vetores linearmente dependentes,
entdo DetA = 0.
O determinante de ordem n, sendo linear em cada coluna (ou linha), é homogéneo de grau n.
Ou seja, se A € Mat,x,(R) e A € R, entao

Det (AA) = A" DetA

o que é natural sendo também um volume orientado.

Célculo de determinantes. E possivel calcular determinantes de algumas matrices usando as
propriedades (13.1), (13.2), (13.3) e a normalizagdo D(ej,es,...,€,) = 1. As férmulas ficam
logo compridas, pois o nimero das permutagoes de n elementos é n!, e o fatorial cresce muito
rapidamente.

Por exemplo, é um exercicio verificar que o determinante de uma matriz 2 x 2 é

a1l a2
Det = a11 G2 — Q12 G21
az1 Q22

(ou seja, que esta é a tnica 2-forma alternada nas colunas de A que assume valor unitdrio se as
colunas sao os vetores ordenados da base canénica). Também é relativamente simples verificar que
o determinante de uma matriz 3 x 3 é

a1l a2 ais

a2 A2 a1 Az a1 a2
Det a1 Qg Q23 = aq1 Det 3 — a2 Det 3 + a13 Det
a3z ass a3y ass a31 as2
a31 asz a33

Mais importante é que esta férmula sugere a possibilidade de dar uma definicao recursiva do
determinante . ..

O célculo do determinante de uma matriz diagonal é uma consequéncia da homogeneidade e
da normalizacao, e é igual ao produto dos termos diagonais, ou seja

A0 ..o 0
0 X 0

Det . A . = )\1)\2 . )\n
0 0 ... Mo

(quando os \j séo positivos, este é o volume de um paralelepipedo de lados dois a dois ortogonais
de comprimentos A’s). Usando repetidamente a (13.5), este é também o caso do determinante de
uma matriz diagonal superior (ou inferior), ou seja,

)\1 * . *
0 Ao
Det . . :/\1/\2/\n
0O 0 ... X,
Calcule o determinante das seguintes matrizes
1 2 cosf —sinf 300 L0
3 4 inf 0 050 0 11
° o8 00 7 101
Mostre que
1 1 1
Det|{ a b ¢ | =(@0-a)lc—a)(c—0>b)
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Calcule o determinante de 2A e —A sabendo que A é uma matriz 5 X 5 com determinante
DetA = —3.

Verifique que uma equacio cartesiana da reta que passa pelos pontos (a,b) e (c,d) de R? é

_ b z y 1
Det * ¢ Y =0 ou Det| a b 1 =0
c—a d-—2>b
c d 1

[Ap69] 3.6.
Determinante e produtos. A propriedade mais importante do determinante, consequéncia
natural da sua interpretacao geométrica, é a multiplicatividade.

Teorema 13.3. O determinante € uma funcao multiplicativa. Ou seja, se A e B sdo duas matrizes
n xXn, entao

| Det(AB) = (DetA) (DetB) | (13.10)

Demonstra¢do. Dada uma matriz quadrada A = (a;;) € Mat,x,»(R), a funcao
Xl,XQ, - ,Xn — D(AXl,AXg, ey AXn)

é uma n-forma alternada dos n vetores coluna X; € R™. Pelo teorema de unicidade 13.1, é
proporcional & forma candnica D, ou seja, pela férmula (13.6),

D(AX,,AXs,...,AX,) = D(AE,, AE,, ..., AE,) - D(X1, Xs,... X,)

onde FE; sao os vetores coluna da base candnica. Por outro lado, os AFE; sdo as colunas da
matriz A. Portanto, pela definicdo de determinante (13.7), D(AFE;, AFEs, ..., AE,) = DetA. Se
B € Mat, «x,(R) denota a matriz cujas colunas sdo os vetores X;, entdo os vetores AX; sdo
as colunas da matriz AB. Entdo, sempre pela definicdo (13.7), D(X;, Xa,...X,) = DetB e
D(AX1,AXs,...,AX,,) = Det(AB). O

Observe que Det(AB) = Det(BA), embora AB pode ser diferente de BA. Em particular, se A
¢ invertivel entdao Det(A)Det(A~!) = Detl = 1, e portanto Det(A4) # 0 e

1

Det(4™) = DetA

Outra consequéncia util da multiplicatividade do determinante é a seguinte. Se A € Mat,, x, (R)
e B € Mat, xm(R), entdo é possivel construir a matriz “diagonal por blocos”

A 0
< 0 B > S Mat(n+m)><(n+m) (R)

que define o operador (X,Y) — (AX, BY) de R® x R™ ~ R*"*™_ O seu determinante é

Det( a0 ) — (DetA)(DetB)

De fato, a matriz diagonal em blocos é um produto

A0\ (A o0N[(I 0
0 B) \0 I 0 B
e os determinantes dos fatores sdo claramente Det(A) e Det(B), respetivamente (sempre pelo

teorema de unicidade, porque sao formas alternadas nas colunas de A e B normalizadas de maneira
correta).
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Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstracao ou um contra-exemplo.

Det(A + B) = DetA + DetB Det ((A+ B)?) = (Det(A + B))?

Observe que
Det (A™) = (DetA)"™ .

Deduza que o determinante de uma matriz nilpotente é nulo.

Uma matriz quadrada A é dita “ortogonal” se ATA = AAT = I, ou seja, se é invertivel e
a sua inversa é A" (se reais, sdo as isometrias lineares do espaco euclidiano R™). Mostre que o
determinante de uma matriz ortogonal é £1.

[Ap69] 3.11.

Célculo de determinantes pelo método de eliminagao de Gauss. O determinante de uma
matriz triangular superior (ou triangular inferior) é igual ao produto dos termos diagonais. Con-
sequentemente, é possivel calcular um determinante transformando uma matriz quadrada genérica
A numa matriz triangular superior A’ pelo método de Gauss, ou seja, por meio de um nimero
finito de operagoes elementares. Isto acontece porque as operacoes elementares tém efeitos simples
no determinante. A operagdo EG1, permutar duas linhas, muda apenas o sinal do determinante
(pela (13.4)). A operagao EG2, multiplicar uma linha por um escalar A # 0, transforma DetA em
ADetA (pela (13.1)). A operagdo EG3, somar a uma linha um multiplo de uma outra linha, nao
muda o determinante (pelas (13.1) e (13.5)).

Em outra palavras, o algoritmo de eliminacao de Gauss permite transformar uma matriz qua-
drada A numa matriz equivalente A’ = Ej ... E3FE1A que é diagonal superior, sendo as E;’s
matrices elementares que correspondem a certas operagoes elementares sobre as linhas de A. Os
determinantes das matrices elmentares sao simples de calcular, usando as propriedades da n-forma
alternada canénica. Finalmente, a multiplicatividade do determinante permite calcular o determi-
nante de A como quociente entre o determinante de A’, que é o produto aj;ab, . ..al,, dos termos
diagonais, e os produtos dos determinantes das E;’s.

Em particular, apesar da férmula (13.8) para o determinante de uma matriz n x n envolver
n! produtos e somas (pela férmula de Stirling, o fatorial cresce como ~ n"+1/2) na pratica um
algoritmo como a eliminacdo de Gauss reduz este célculo a apenas ~ n> operacoes.

e.g.  Por exemplo, queremos calcular o determinante da matriz
1 2 3
A= 2 3 1
31 2

Se retiramos da segunda linha de A o dobro da primeira linha, e da terceira linha de A o triplo
da primeira linha, ficamos com a matriz equivalente

1 2 3
A=(0 -1 =5
0 -5 -7

que tem o mesmo determinante de A. Se retiramos da terceira linha de A’ o quintuplo da segunda
linha, ficamos com a matriz equivalente

1 2 3
A"=10 -1 -5
0 0 18

que tem o mesmo determinante de A’ e portanto de A. Finalmente, DetA = —18.
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Verifique, usando a defini¢do de determinante (13.7) e as propriedades da n-forma alternada
D, que as matrizes elementares definidas em (12.3), (12.4) e (12.5) tém determinantes

Use o método de eliminacao de Gauss para calcular o determinante das matrizes

1 -1 1 1 1 1 1 1
i z 2 1 -1 -1 -1 a b ¢ d
7 8 9 1 1 -1 -1 a? v 2 &P
1 1 1 -1 a® ¥ A B

Determinante e independéncia linear. As operagdes elementares sobre as linhas de uma
matriz nao alteram a sua carateristica. Em particular, se a carateristica de uma matriz quadrada A
de ordem n é igual a RankA = n, ou seja, se as colunas de A s@o vetores linearmente independentes,
entao a matriz é equivalente a uma matriz triangular superior com pivots Ay nao nulos. O seu
determinante é portanto diferente de zero. Vice-versa, é evidente que o determinante de uma
matriz cujas colunas sdo linearmente dependentes é nulo (porque uma coluna é combinagao linear
das outras). Consequentemente,

Teorema 13.4. As colunas ou as linhas de uma matriz quadrada A sao linearmente indepen-

dentes sse DetA # 0.

Férmula de Laplace. A férmula explicita para determinantes de ordem 3 sugere a possibilidade
de determinar férmulas recursivas que permitam calcular determinantes de ordem n a custa de
determinantes de ordem n — 1. Esta possibilidade depende apenas das propriedades das formas
alternadas e da unicidade da forma alternada canénica.

Seja A = (a;5) € Mat,,«,(R) uma matriz quadrada de ordem n > 2. Fixados os indices i e j,
entre 1 e n, o menor ij de A é a matriz A;; € Mat(,_1)x n—1)(R) obtida da matriz A suprimindo
a linha ¢ e a coluna j. O complemento algébrico do elemento a;; de A é o nimero

Cal (aij) = (71)i+jDetAij .

Também ttil é definir a matriz dos complementos algébricos (ou dos co-fatores ) de A como sendo
a matriz Cal A € Mat,, x,(R) cujo elemento ij é Cal(a;;), ou seja

CalA = (Cal (aij))

Finamente, as formulas de Laplace mostram como desenvolver o determinante de uma matriz a
partir dos elementos da sua i-ésima linha ou da sua j-ésima coluna.

Teorema 13.5 (férmulas de Laplace). O determinante de uma matriz quadrada n X n A é

DetA = Z a;; Cal(a;;) ou também DetA = Z a;j Cal(a;;) (13.11)

Jj=1 i=1

onde i ou j sao indices (linha ou coluna) arbitrdrios entre 1 e n.

Demonstracdo. A ideia da prova é bastante simples, embora custe escrever todos os detalhes,
e consiste em usar repetidamente as propriedades bésicas das formas alternadas. Consideramos
inicialmente a primeira linha de A, que é

Ais = ar1e1 +azea + -+ ame,
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Pela definicdo de determinante (13.7), e pela linearidade da n-forma alternada canénica D, o
determinante de A é uma soma

DetA = D(aj1e1 + aiz€2 + -+ + ainen, Ao, . .., Ans)

= Zalj D(ej,Ag*, .. .,An*)

Jj=1
n
= E aij DetA’lj
j=1
onde
0o ... 1 ... 0

, as1 ve a2; [N agn
1 =

an1 .- Qpj ... Apn

¢ a matriz n X n obtida da matriz A ao substituir a primeira linha pelas coordenadas do vetor e;
(ou seja, 1 na posicao j e zero nas outras). Pela (13.9) e a (13.5), o seu determinante é igual ao
determinante da matriz

o ... 1 ... 0
asy 0 ... a2p,
anp1 ... 0 ... apn

obtida de A’lj ao substituir por 0 todas as outras entradas da coluna j, exceto a primeira (ou
seja somando oportunos multiplos da primeira linha as outras linhas). Finalmente, pela (13.4),
podemos passar a coluna j (formada por um 1 inicial e todos 0’s) na primeira posigao, multiplicando
o determinante por (—1)!*7. O determinante da matriz resultante

1 0 ... 0
0 a1 PN a9n
0 an1 ... Qpn

¢ claramente uma (n—1)-forma alternada nas linhas da matriz A;; € Mat(,_1)x(n—1)(R), obtida
da matriz A suprimindo a primeira linha e a coluna j, e assume o valor 1 quando as linhas desta
matriz sdo os vetores da base canénica de R"~!. Pelo teorema de unicidade, este determinante é
DetA,;. Consequentemente,

DetA = Zalj (—1)1+j DetAlj
j=1

As férmulas de Laplace s@o uma consequéncia da (13.4), pois podemos trocar a linha i pela
primeira linha & custa de um fator (—1)'™ no seu determinante, e depois da (13.9). O

A férmula de Laplace pode ser (e de fato é) usada, em alternativa, como definigao recursiva dos
determinantes. As propriedades das formas alternadas sao, entao, consequéncias desta definicao.

Calcule a matriz dos complementos algébricos das matrizes

1 2 3 1 1 0
0 3 0 011
-7 0 0 1 01
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Calcule o determinante das matrizes

1 0 -1 3 21 0 0
-5 0 2 -1 13 0 0
4 0 1 1 00 -1 1
3 -2 -1 0 00 4 =2
2 0 -1 0 2 01 2
1 3 3 0 1 3 1 -2
1 2 2 0 00 2 1
3 6 6 0 000 -2
Determinante de um operador. Seja A a matriz quadrada que define a transformagao li-
near L : R® — R", relatvamente & base candnica (ou seja, y; = Zj aij ;). E claro que
(Vi,va,...,vp) = D(Lvy, Lvs, ..., Lv,) é uma n-forma alternada. Pelo teorema de unicidade, ou

seja, pela (13.6),
D(LVl,LVQ, ceey LVn) = D(Lel, Leg, ey Len) D(Vl,VQ7 ce ,Vn)
= (DetA) - D(v1,va,...,Vy)

pois os vetores Lej sao as colunas da matriz A. Isto mostra que o determinante da matriz A
depende apenas da transformacao linear L, e ndo da base usada para calcular a matriz!
Uma maneira mais pedante de ver isto é a seguinte. Uma mudanga de coordenadas envia a
matriz A na matriz A’ = U"'AU, e a multiplicatividade implica que

DetA’ = Det(U—1AU) = Det(U ') Det A DetU = DetA

Faz portanto sentido definir o “determinante” de um operador L : R™ — R™ como

| DetL := DetA]

onde A é a matriz que representa L numa base arbitrdria de R™. Naturalmente, o operador
identidade tem determinante Detl = 1. E claro, pelo teorema 13.3, que o determinante de uma
composicao é o produto dos determinantes, ou seja,

Det(LM) = (DetL)(Det M)

Se
Q = [0, 1]" = {tlEl +tobo+ -+t B, € R™ com 0 <t < 1}

denota o hiper-cubo unitario, ou seja, o paralelepipedo de lados E1, Fs, ..., E,, entao a imagem
L(Q) é o paralelepipedo de lados L(Ey) = Ay, L(E3) = Aa, ... L(E,) = A,, que sdo as colunas da
matriz A que define L na base candénica. O determinante do operador L é portanto o quociente

Vol(L(Q))
Vol(Q)

o sinal sendo positivo ou negativo dependendo se L preserva ou nao a orientagao. Em geral, se
R C R™ é uma regiao suficientemente regular, e portanto o seu volume pode ser aproximado con
precisao arbitraria usando somas de volumes de hipercubos, entao DetL é igual a + o quociente
Vol(L(R))/Vol(R). A conclusao é que o determinante de uma matriz A é o fator pelo qual a
transformacao L4 multiplica os volumes orientados. A multiplicatividade do determinante é uma
consequéncia evidente desta interpretagao.

DetL = +

Calcule o determinate das transformacéces lineares

T(x,y,2) = (3z,2y,2)  T(v,y,2) = (v, 2 +y,z+y+z) T(v,y,2) = (y,7,0)
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O que pode dizer do determinante de uma projecio, um operador que satisfaz P? = P ?
O que pode dizer do determinante de uma involucdo, um operador que satisfaz R? = I ?

Regra de Cramer. Seja A € Mat,«,(R) uma matriz quadrada com DetA # 0. Entdo as suas
colunas A1, Asa, ..., A, geram o espago R, e a transformagao linear X — AX é invertivel. Para
todo vetor coluna B € R™ existe portanto uma tnica solugao do sistema linear

AX =B.
As coordenadas desta solugao sdo os Unicos coeficientes x;’s tais que
.TlA*l + $2A*2 + -+ JjnA*n =B.

Se substituimos a k-ésima coluna A, da matriz A com o vetor B e calculamos o determinante,

acontece que
D(A*l, N ,B, e ,A*n) = D(A*l, e ,CElA*l +Z2A*2 + . +f£nA*n, e ,A*n)
= Tk l)(A*l7 e ,A*k, PN ,A*n)
pela multilinearidade e a anti-simetria de D. Consequentemente,

Teorema 13.6 (regra de Cramer). Seja A € Maty,x,(R) uma matriz quadrada com DetA # 0.
As coordenadas xy, da inica solucdo do sistema linear AX = B sdo 0s quocientes

a1 e b1 e QA1n

az1 e b2 . (0579
Det

apt  --- bp ... Qpn

Tk =

a1 . a1k . A1n

a1 ce asi e a2n
Det

(07 RN ank .- Ann

Apesar da sua elegancia aparente, a regra de Cramer é 1til apenas para resolver tipicos exercicios
de Algebra Linear nos primeiros anos das universidades, com matrizes 3 x 3, ou 4 X 4 ou, excecio-
nalmente, até 5 x 5. Apenas a dimensao das matrizes é grande, da ordem das dezenas ou centenas,
como nos problemas interessantes do mundo real, a sua eficiéncia é praticamente nula se comparada
com outros métodos computacionais.

Resolva os seguines sistema utilizando a regra de Cramer

3x4+2y+2z =1 x+2y+z =1
or+3y+3z =2 20 -6y +4z =3
—x+y+z =-1 TH+y+z = -2
2r+y =6 3x4+y+z =0
—xr+2y+4z =1 20 —y+3z =1

—r+=z =3 T+y+z =1
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Determinante de Vandermonde. Dados n ntimeros reais ou complexos z1, 22, . . . , Zn, & matriz
de Vandermonde é a matriz n X n cujas linhas (ou colunas) sa as progressoes geométricas (até o
grau n — 1) dos zx’s, ou seja,

1 oz 22 ... 4t

1 2 25 ... zg_l
V= .

1 oz, 22 Zn—1

O determinante de Vandermonde é o produto

DetV = H(ZJ — 2;)

i<j

Determinante e matrizes inversas. Um matriz quadrada é invertivel sse o seu determinante
nao é nulo. A regra de Cramer 13.6 sugere uma maneira de calcular a inversa.

Teorema 13.7. Uma matriz quadrada A € invertivel sse DetA # 0, e a sua inversa € dada por

1
-1 _ T
A7 = Detd (CalA)

Demonstragio. Se A é invertivel, a sua matriz inversa A~! = (z;;) satisfaz
AA =1,

As colunas da matriz identidade I sao os vetores E1, Fo, ..., E, da base canénica. A identidade
acima entdo diz que as colunas X, Xo, ..., X,, da matriz inversa A~! sdo as solucdes dos sistemas
lineares AX) = FEj. Pela regra de Cramer 13.6, as coordenadas x;; de Xi, com i =1,2,...,n, sdo
obtidas ao dividir por DetA os determinantes das matrizes obtidas ao substituir & i-ésima coluna
da matriz A o vetor E}, da base candnica. E imediato verificar que x;; é entao o elemento ki da
matriz CalA dos complementos algébricos de A O

As mesmas consideragdes que fizemos sobre a regra de Cramer sao aplicdvei a esta férmula:
nao é um método eficiente para calcular a inversa de uma matriz de dimensao grande.

Calcule a inversa das seguintes matrizes

1 1 1 1 3
0 1 1 7 5
0 01
Determine os valores de A para os quais Al — A é singular, quando

(i) (1)

1 0 2 1 -2 8
A=10 -1 -2 A= 19 -3 14
2 -2 0 -8 2 =5

[Ap69] 3.17.



14 VALORES E VETORES PROPRIOS 116

14 Valores e vetores préprios

ref: [Ap69] Vol 2, 4.1-10 ; [La87] Ch. VIII

Subespacgos invariantes. Seja L : V — V um operador linear definido no espago vetorial V,
real ou complexo. Um subespago linear W C V é invariante, ou estdvel, (subentendido para o
operador L) se

L(W)ycw

ou seja, se v € W implica Lv € W.
Subespacos invariantes triviais sdo o subespago nulo {0} e o préprio V. Também sao subespagos
invariantes o ntcleo Ker(L) e a imagem Im(L).
Existe uma maneira canénica de produzir subespacos invariantes nao nulos. A drbita do vetor
v pelo operador L é o conjunto

OFf(v) = {L*v,k=0,1,2,3,...} ={v,Lv,L*v,L3v,...}

Naturalmente, a 6rbita do vetor nulo é o conjunto formado apenas pelo préprio vetor nulo. Em
geral, uma 6rbita é um conjunto numeravel, e é finito sse o vetor v é “periédico”, ou seja, se
existe um inteiro (minimal) k > 1 tal que L¥v = v. O subespaco Span(Oj (v)) gerado pela érbita
de v é chamado subespaco ciclico gerado por v. E evidente que é um subespaco invariante (pois
L(L*v) = LF*'v, logo a prépria érbita é um conjunto invariante), e contém vetores nao nulos se
v # 0. Pode ser também caraterizado como o “menor” subespaco invariante que contém o vetor v,
ou seja, a intersegao de todos os subespagos invariantes que contém v (a familia destes subespagoes
nao é vazia porque contém pelo menos o espaco total).

Mostre que o nucleo Ker(L) e a imagem Im(L) sao subespagos invariantes.
Uma intersecao de subespacgos invariantes é também invariante?

Verifique que se W é um subespago invariante para o operador L, entdo também é invariante
para todas as suas poténcias LF, com k > 1.

Verifique que Span(Oj (v)) é um subespago invariante.

Determine os subespacos invariantes da transformacio T : R? — R? que transforma cada
ponto (x,y) no seu simétrico em relagao a reta y = .

Determine os subespacos invariantes da transformacao T : R?® — R? que transforma cada
ponto (x,y, z) no seu simétrico em relacdo ao plano z = 0.

Determine os subespacos invariantes da transformacdo T : R? — R2? que transforma cada
ponto (x,y) na sua projegao ortogonal sobre a reta y = .

Para quais valores de 6 existem subespagos invariantes nao triviais de uma rotagao do plano
de um éangulo 6 7

Polinémios e quase-polinémios. O subespago Pol(R) C C*°(R) dos polindmios é um subespago
invariante do operador derivacdo, definido por (Df)(t) := f’(t), e do operador multiplicacdo,
definido por (X f)(t) = tf(t). O subespago Pol,(R) C Pol(R) dos polinémios de grau < n é
também um subespago invariante do operador derivacao mas nao do operador multiplicagao.
Fixada um expoente A, o subespaco QPol,(R) C C*°(R) dos quase-polinémios é o subespago
formado pelos produtos p(t)e”7 com p(t) polinémio. Pode ser pensado como o subespaco ciclico
para o operador multiplicacdo gerado pelo vetor et. E também um subespago invariante para
o operador derivacao, e portanto para qualquer operador diferencial com coeficientes constantes
L=a,D"+---+a1 D+ ag. Esta observacao justifica o “método dos coeficientes indeterminados”
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para encontrar uma solugdo particular de uma EDO linear Lf = g quando a “for¢a” g(z) é
um quase-polinémio. As mesmas consideragoes se aplicam a quase-polinémios com coeficientes
complexos, e portanto com expoentes complexos A + iw, cuja parte imagindria representa uma
“frequéncia”.

Espaco de Schwartz. No estudo das EDPs da fisica matematica, é oportuno considerar fungoes
integréveis, ou de quadrado integravel (ou seja, de energia finita). Isto quer dizer que as fungoes
devem decair, ou seja, ter limite |f(t)] — 0 quando ¢t — £o0, suficientemente rédpido. Na andlise
de Fourier, o instrumento béasico para tratar EDPs lineares, sao particularmente importantes os
operadores derivacdo e multiplicagdo (que também correspondem aos operadores momento linear
e posigdo da mecanica quantica), pois estes dois operadores sao “entrelagados” pela transformada
de Fourier. E entdo ttil considerar um espago de fungoes integraveis que seja invariante para
estes dois operadores e no entanto suficientemente grande para poder aproximar arbitrariamente
bem fungoes integréveis arbitrérias. Este é o famoso espag¢o de Schwartz (Laurent, um francés).
Tecnicamente é definido como o espago S(R) das fungoes infinitamente derivdveis na reta real tais
que para todos inteiros m,n > 0

1F . = sup ™ f ()] < o0
teR

ou seja, que decaem, juntamente com todas as derivadas f("), mais rdpido do que qualquer
polinémio. E claro que os operadores X e D deixam este espago invariante.

Subespagos invariantes e matrizes em blocos. Se W C V é um subespago invariante nao
trivial (para que a ideia seja interessante) do operador L : V — V| entdo é possivel definir a
retricdo L|y, : W — W do operador L ao subespago W, que é naturalmente um operador linear.
Se o subespago invariante tem dimensao finita, por exemplo W ~ R", e se e, €3, ..., €, é uma sua
base, entdo a restricdo Ll|yy ¢ definida, nesta base, por uma matriz A € Mat,,»,(R). Se também
V tem dimensdo finita, por exemplo V =~ R™™™ ¢ entdo possivel, pelo teorema 4.5, completar
o sistema a uma base ej,es,...,€,,€,41,...,€n+m do proprio V. Nesta base, o operador L é
definido por uma “matriz em blocos”
A C
( 0 B > (14.1)

onde C € Mat,,xm(R) e B € Mat,, xm(R), pois as suas primeiras n colunas, que sao as imagens
dos primeiros n vetores da base, devem ser vetores de W.
O espago quociente V/W, o espago das classes de equivaléncia [v] := v+ W, admite uma base
formada pelas classes [€n41], [€nt2],- - -, [€ntm], € é portanto isomorfo a V/W ~ R™. O operador
L induz um “operador quociente” M : V/W — V /W, definido por

Mv] := [Lv] ou seja, Mv+W):=Lv+W

(a defini¢do é bem posta justamente porque L(W) C W, e portanto a classe de Lv ndo depende
do representante v da classe de equivaléncia [v]). A matriz que representa o operador quociente
M na base [ep41], [€nt2] -, [€n+m] é Precisamente a matriz B em (14.1).

e.g. Deslizamentos. O “deslizamento/cisalhamento” (em inglés, shear) horizontal é a trans-
formacdo T : R? — R? definida por T'(x,y) = (z + y,y), ou seja, induzida pela matriz em blocos

1 1

0 1
A reta Ri é um espaco invariante, o inico nao trivial, e a restricao de T" a esta reta é a transformacao
identidade T'(z,0) = (z,0)

Determine os subespagos invariantes de um deslizamento vertical, a transformacao T'(z,y) =
(z,2 + y) induzida pela matriz
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Somas diretas de operadores e matrizes diagonais em blocos. Pode acontecer que o
espaco total é uma soma direta V. = W @ W’ de dois subespacos invariantes, W e W', para
endomorfismo L. Neste caso, existe uma base ej,€s,...,€,,€,41,...,€n+m de V formada por
uma base eq,es,...,e, de W e uma base €,11,€n42,---,€ntm de W’. A matriz que representa o
operador L nesta base é entao uma matriz “diagonal em blocos”

A 0
(0 5)

Os blocos A € Mat, x,(R) e B € Mat,,xm(R) representam as restricées de L aos subespagos
invariantes W e W/, respetivamente. O operador é uma soma direta L = L4 & Lp dos operadores
Ly :W —=We L|,, : W — W’ definidos pelas matrizes A e B nas bases escolhidas.

Da mesma forma, se o espaco o é uma soma direta V.=V, Vo B --- B V,, de um ntmero finito
de subespagos invariantes Vj’s, entao o operador é uma soma direta L = L1 & Lo ® --- & L,,, das

suas restrigoes Lj = L|Vk : Vi = Vi, e é definido, numa base oportuna composta por bases dos
diferentes V4’s, por uma matriz diagonal em blocos,

A, 0 ... 0
0 Ay ... 0
0 0 ... A,

formada por m blocos.
E uma estratégia natural tentar representar desta forma um operador genérico, assim reduzindo
a sua complexidade a um nimero finito de operadores mais simples, associados a blocos Ay’s que
ja nao podem ser decompostos, por exemplo de dimensao menor possivel. O caso mais desejavel
é, naturalmente, o caso de blocos de dimensao apenas um, que correspondem a operadores L que
sao homotetias de retas, do género x — Ax. Esta é a ideia dos ...

Valores e vetores préprios. Seja L : V — V um operador linear definido num espago vetorial
V, real ou complexo. Um vetor préprio ou autovetor (em inglés, proper vector ou eigenvector, do
alemao eigen = préprio) de L é um vetor nao nulo v € V cuja imagem é proporcional ao préprio

vetor, ou seja, tal que

onde A é um escalar, real ou complexo. O escalar A, tal que existe um vetor nao nulo v que satisfaz
Lv = v, é chamado wvalor prdprio ou autovalor (em inglés eigenvalue) do operador L (associado
ao vetor préprio v). Se v é um vetor préprio com valor préprio A, entdo todo vetor nao nulo
v/ = av proporcional a v é também um vetor préprio com valor préprio A. Portanto, um vetor
préprio de L é um vetor (necessariamente ndo nulo) v que gera uma reta Rv (ou Cv se o espago
é complexo) que é um subespago invariante de dimensdo um para L.

Um vetor préprio de v com valor proprio A é um vetor nao nulo do nicleo do operador

Ly=\A—1L

Portanto, A é um valor préprio de L sse Ly nao ¢ injetivo. Em particular, 0 é um valor préprio
sse o proprio operador L nao é injetivo. Se o espago V tem dimensao finita, entdo o escalar \ é
um valor préprio do operador L sse o operador A — L nao é invertivel (que, em dimensao finita,
é equivalente a nao ser injetivo ou a nao ser sobrejetivo). Esta afirmagao é falsa em dimensao
infinita.

Se V tem dimensao finita, fixada uma base, um operador L é representado por uma matriz
quadrada A. Entdo um vetor préprio é um vetor coluna X que satisfaz AX = AX. Neste sentido
é também usual falar de vetores e valores préprios de matrizes quadradas.

Teorema 14.1. Se vq,va,...,V,, sao vetores proprios do operador L, e se os correspondentes
valores proprios A1, Az, ..., Am sdo dois a dois distintos (ou seja, N\ # A; se i # j), entad os
vetores Vi,Va, ..., Vy, Sao linearmente independentes.
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Demonstra¢do. Seja
civi+cevo+ -4+ vy, =0

uma combinagao linear nula dos vetores préprios vy associados a valores proprios diferentes \.
Se aplicamos o operador (A2 — L)(A3 — L) ... (\,, — L) aos dois membros desta identidade, temos

Cl()\g — )\1)()\3 — )\1) N ()\m — )\1)V1 =0

e portanto ¢; = 0. Se depois aplicamos o operador (A — L)(Ag3 — L) ... (A — L), obtemos ¢3 = 0.
Continuando assim, obtemos ¢y = 0 para todos os k. O

Todo vetor nao nulo é um vetor prépro da trasformagao nula, com valor préprio A = 0.

Todo vetor nao nulo é um vetor prépro da trasformagao identidade, com valor proprio A = 1.
Em geral, todo vetor v # 0 é um vetor préprio de uma homotetia v — Av (cuja matriz é A\I em
qualquer base) de valor préprio A.

Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R?2 — R? que transforma cada
ponto (x,y) no seu simétrico em relagao a reta y = 2.

Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R2 — R? que transforma cada
ponto (x,y) na sua projegao ortogonal sobre a reta 3y = .

Existem operadores sem valores préprios. Por exemplo, uma rotacao Rg : R2 — R?, definida
no espaco vetorial real R? por

(z,y) — (zcosh — ysinb, xsinf + ycosb) ,

nao admite vetores préprios se o angulo 6 ndo é um multiplo inteiro de w. No entanto, a mesma
rotacao pode ser pensada como a transformacio z — e’z definida no espaco vetorial complexo
C ~ R? onde z = z + iy ~ (z,y). Neste caso, todo vetor z # 0 é um vetor préprio, de valor

préprio €.

Determine os valores e os vetores proprios das transformagoes

L(xay) = (.I,O) L($7y) = ($/2,3y) L(.I',y) = (—y,x)
L(z,y) = (z,2 +y) L(z,y) = (z + Ay, y) L(z,y) = (z + ay,y)
L(a:,y,z) = (Ovy’ _Z) L(gc,y,z) = (y,Z,SC)

Sejam v e w vetores préoprios do operador L, associados a valores préprios A e u, respeti-
vamente. Mostre que se também a soma v + w é um vetor préprio de L entdo necessariamente
A= L.

Se A é um valor préprio do operador L e k é um inteiro positivo, entdo A* é um valor préprio
da poténcia L* (o vetor préprio é o mesmo). No entanto, L* pode ter também outros valores
préprios, que nao sao poténcias dos valores préprios de L. Por exemplo, uma rotacao R/, de um
angulo 7/2 no plano nao tem valores préprios, mas o seu quadrddo Rfr )2 = R, admite o valor
préprio —1 (cuja raiz quadrada ndo é um nimero real!), e a sua quarta poténcia Ri /2= I admite
um valor préprio 1.

Em particular, os valores préprios de um operador nilpotente (um operador tal que alguma
poténcia LF é o operador nulo) ndo podem ser diferentes de zero.
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Se L : V — V é um operador invertivel e v € V é um vetor préprio de L com valor préprio
A, necessariamente diferente de zero (pois L é injetivo), entdo v é um vetor préprio de L~! com
valor préprio A71.
Verifique que os exponenciais e** sdo vetores préprios do operador derivagao (e portanto das
suas poténcias), definido no espago C*°(R) por (Df)(t) := f'(t). Se A1,..., A, sdo distintos, entéo
as funcoes eM?, e*2t ... e*? sdo linearmente independentes.

Verifique que os operadores derivacao e multiplicacao, definidos por (Df)(t) = f/'(t) e
(X f)(t) :=tf(t) no espago Pol(R) dos polindmios, respetivamente, ndo admitem vetores préprios.
Mostre que, por outro lado, os vetores préprios do operador L = X D, definido em Pol(R), sdo os
mondmios f(t) = t".

Considere o operador primitivacdo, definido por (Pf)(z) := [; f(t)dt no espago C*(R).
Mostre que P nao tem valores préprios (derive a identidade Pf = Af para obter uma equagao
diferencial para o suposto vetor préprio f(t), e observe que a mesma identidade também implica
uma condigdo inicial f(0) ...)

Seja A uma matriz n X n, e sejam D e P as matrizes (2n) X (2n) em blocos definidas por

p-(ha) ()

Verifique que P2 =T e que P e D anti-comutam, ou seja, satisfazem PD + DP = 0. Mostre que
se v é um vetor préprio de D com valor préprio A, ou seja, Dv = Av, entao w = Pv é também
um vetor préprio de D, com valor préprio —\ (anti-particulas).

Em dimensao infinita, é possivel que A— L nao seja invertivel sem que A seja um valor préprio.
Por exemplo, o operador deslocamento a direita (em ingés, right shift)

S:(x1,29,23,...) = (0,21, 22,...),

definido no espaco RY das sucessoes reais x = (21,2, 23,...), ndo é invertivel. No entanto, 0
néo é um valor préprio de S, pois a tnica solugao de Sx = 0x é a sucessdo nula (0,0,0,...).

[Ap69] Vol 24.4.

Espacos préprios e multiplicidade geométrica. Se A é um valor préprio do operador L :
V — V, entao o nicleo

Ey:=Ker(A—L)={veVtq Lv=JAv}

é um subespago invariante nao nulo para L, dito subespago proprio associado ao valor préprio
A. Em dimensao finita, se o operador L é representado pela matriz quadrada A, é o espago das
solugbes do sistema homogéneo (A — A)X = 0 (que é possivel e indeterminado). A dimenséo
dim(E)) é chamada multiplicidade geométrica do valor préprio A. A restrigao do operador linear
L a cada espacgo préoprio E) é uma homotetia v — Av.

Considere o espaco vetorial C*°(R/27Z) das fungdes f(t) infinitamente derivaveis na reta real
e periddicas de periodo 27, o seja, satisfazendo f(t + 27) = f(¢) para todo ¢ (que portanto podem
ser pensadas fungoes definidas na circunferéncia R/277Z). Mostre que, para cada inteiro ndo nulo
n, o plano gerado por cos(nt) e sin(nt) é um espaco préprio do operador laplaciano A = D?, com
valor préprio A = —n?. Determine o espaco préprio associado ao valor préprio A = 0. Existem
outros valores préprios?
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Operadores diagonalizaveis. Em particular, se existe uma decomposicdo de V como soma
direta finita V. = E), ® Ex, @ --- @ E),, de espacos préprios Ey, associados aos valores préprios
distintos A, de L (ou seja, todo v € V é uma sobreposicao tnica v = vi +va+-- -+ v, de vetores
vi € E), tais que Lvy = A\;vy), entdo o operador é uma soma direta L = @ Ay, de homotetias.
Em outras palavras, se P, : V — V), denota a projegao sobre Vy, (definida por Py (v) = vy,), entéo
L= Z;nzl ArPj;. Tais operadores sdo chamados “diagonalizdveis”. De fato, se V tem dimensao
finita, sdo representados por matrizes diagonais

M0 o0 0
0 X ... O
A= . . . .
0 0 ... Ap

numas bases formadas por vetores proprios.
Lamentavelmente, nem todos os operadores, mesmo definidos em espagos de dimensao finita,
sao diagonalizaveis.

e.g. Projecoes. Uma projecao, um operador P : V — V que verifica P2 = P, é diagonalizével.
De fato, o espago total é uma soma direta V = ker(P) @ Im(P). O ntcleo é ker(P) = Fy, o
espago proprio associado ao valor préprio 0. Por outro lado, a imagem de P é o espago proprio
Im(P) = E; associado ao valor préprio 1, pois se w = Pv entdio Pw = P?v = Pv = w, sendo
P2 =P

Mostre que o operador L : R? — R?, defiido por L(x,y) = (y,0), nio é diagonalizavel.

Existéncia de valores préprios. As rotagdes do plano real sdo exemplos de operadores sem
valores préprios. Também é fécil fazer exemplos de operadores sem valores proprios em dimensao
finita, como o operador primitivacdo. Por outro lado, se o espaco é complexo e se a dimensao é
finita, entao o teorema fundamental da dlgebra (um teorema de andlise sobre zeros de polinémios
complexos!) garante a existéncia de valores préprios. A prova mais transparente deste resultado é
a prova de Sheldon Axler'®, explicada em [Ax15].

Teorema 14.2. Todo operador de um espago vetorial complexo de dimensdo finita admite (pelo
menos) um valor préprio.

Demonstragao. Seja V =~ C"™ um espago vetorial complexo de dimensao n, e seja L : V = V
um operdor. A érbita OF (v) de um vetor ndo nulo v € V ndo pode conter mais de n vetores
independentes. Em particular, os primeiro n 4+ 1 vetores desta orbita devem ser linearmente
dependentes. Isto significa que existem coeficientes complexos ag, a1, as, ..., a,, nao todos nulos,
tais que

(a0+a1L+a2L2+~~+anL")v:0

O polinémio f(z) = ap + a1z + a2z + -+ + a, 2™ nio é constante se v nio é o vetor nulo. Pelo
teorema fundamental da dlgebra 6.2, fatoriza num produto f(z) = am(z—A1)(z—A2) ... (2 — A\m),
sendo \’s as suas raizes, nao necessariamente distintas, e a,, # 0se 1 < m < n é o grau de f.
Entao

(L=X)(L—=X3)...(L=X\p,)v=0

(observe que os L — A, comutam, assim que a ordem é indiferente). Isto claramente diz que existe
um vetor nao nulo no nicleo de pelo menos um dos L — A, e consequentemente este A\, é um valor
préprio de L. 0

Mostre que se v é um vetor nao nulo tal que A1 A5 ... A, v = 0, entdo existe um vetor nao
nulo no nicleo de um dos operadores Ay.

183, Axler, Down With Determinants!, American Mathematical Monthly 102 (1995), 139-154.
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Polinémio carateristico. A estratégia usada para provar a existéncia no teorema 14.2 nao é
um método pratico para encontrar todos os valores préprios de um operador, nem para decidir
quantos sao. Mais tradicional é a seguinte ideia, que utiliza os determinantes.

Seja L : V — V um operador linear definido no espago vetorial de dimensao finita V, real ou
complexo. Fixada uma base, o operador é definido pela equacao matricial X — AX, onde A é
uma matriz n x n, real ou complexa. O escalar A é um valor préprio do operador L sse a matriz
Al — A nao é invertivel, e portanto, pelo teorema 13.7, sse

Det (A\] — A) =0.

Esta observagao sugere a seguinte defini¢do. O polindmio carateristico da matriz quadrada A
é o polinémio

’cA(z) :=Det (21 — A) ‘

O polinémio carateristico depende apenas do operador L e nao da matriz que o representa. De
fato, matrizes semelhantes (ou seja, matrizes que representam o mesmo operador em bases dife-
rentes) tém o mesmo polinémio caraterfstico, pois se B = U~YAU com U invertivel, entdo pela
multiplicatividade dos determinantes 13.3

Det(z1 — B) = Det (21 — U~ 'AU) = Det (z:U~'1U — U~ AU)
= Det (U~' (21 — A)U) = Det (2I — A)

Finalmente, temos a seguinte caraterizacao dos valores proprios de um operador em dimensao
finita.

Teorema 14.3. Seja A a matriz quadrada que define o operador L : V. — V numa base do
espaco de dimensdo finita 'V, real ou complexo. O escalar A é um valor préprio do operador L sse
é uma raiz do polindmio carateristico de A, ou seja, se ca(\) = 0.

O polinémio carateristico de uma matriz n X n é um polinémio ménico de grau n, com coefici-
entes reais ou complexos, dependendo se o espago € real ou complexo. Se representa um operador
definido num espaco real, pode nao ter raizes, pois polinémios reais podem nao ter raizes reais. Por
outro lado, se a matriz representa um operador definido num espago complexo, entao o teorema
de Gauss 6.1 garante a existéncia de valores proprios. Ainda mais, pelo teorema fundamental da
algebra 6.2, o polinémio carateristico fatoriza num produto

ca(z)=(z=A)"(z=A)" ... (z = A\p)"™

onde os Ap’s sdo as raizes (logo os valores préprios) distintas, e os ny’s s@o inteiros positivos
que somam » _, ny = n. O inteiro ny é chamado multiplicidade (algébrica) do valor préprio A
(embora exista uma definigdo mais “geométrica” deste nimero, que é uma dimensao, precisamente
a dimensdo do “espago préprio generalizado” G = ker(A — L)™).
Naturalmente, quando n nao é muito pequeno, o préprio calculo do determinante, e depois das
raizes do polinémio carateristico, continua sendo um problema dificil. Pode ser necessario usar
métodos numéricos, como o método de Newton ...

Mostre que A e AT tém o mesmo polinémio carateristico.
Mostre que uma matriz real n x n admite sempre um valor préprio se a dimensao n é impar.
Verifique que o polinémio carateristico da matriz 2 x 2
a b
A =
éca(z) =22~ (a+d)z + (ad — be). Verifique que ca(A) = 0, ou seja, que

A? — (TrA) A+ (DetA) I =0
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Os valores préprios de uma matriz nilpotente (uma matriz A tal que alguma poténcia A* = 0)
nao podem ser diferentes de zero.

A matriz quadrada A é unipotente (ou seja, A — I é nilpotente) sse o seu polinémio cara-
teristico é uma poténcia de z — 1, e portanto os seus valores préprio sao todos iguais a 1.

Determine valores e vetores proprios dos endomorfismos definidos pela seguintes matrizes

2 0 1 1 1 0 2 1
0 1/3 0 1 11 1 1
2 5 -1 1 5 -1 2 11
0 -3 1 0o -2 1 2 3 2
0 0 7 -4 0 3 3 3 4
7T 5 1 10 O
0 -2 1 00 -1
20 0 01 0

[Ap69] 4.10.

Diagonalizagao de matrizes. Uma matiz diagonal representa um operador numa base formada
por vetores préprios. A manipulagao de matrizes diagonais é particularmente simples. Por exemplo,
os poténcias de uma matriz diagonal sao também matrizes diagonais, e portanto polinémios de
matrizes diagonais sao também matrizes diagonais faceis de calcular.

Pode ser 1til, portanto, representar operadores diagonalizaveis com matrizes diagonais. Se um
operador é definido por uma matriz quadrada A, por exemplo relativamente & base candnica de
R™ ou C™, este processo é chamado “diagonalizagao”. A matriz quadrada A é dita diagonalizdvel
se é semelhante a uma matriz diagonal. Isto acontece quando o operador linear definido na base
canénica do espaco R™ ou C™ pela matriz quadrada A admite n vetores préprios linearmente inde-
pendentes vq, Vo, ..., V,, com valores proprios A1, Ag, ..., A,, respetivamente (ndo necessariamente
distintos). Entdo, se U denota a matriz (invertivel, pela independéncia dos v;’s) cujas colunas sao
os vetores vy, entdo UL AU é a matriz diagonal

M O ... 0
0 X ... 0
UltAu= A=| . | .
0 0 ... X

e portanto A = UAU L.
Se A1, A2, ..., Ay 880 as raizes (em geral, complexas e distintas) do polinémio carateristico da
matriz quadrada A, entéo

ca(z) = (z=A)(z=A2) - (2= An)
=2"— (A At ) 2" A (D) (A )

Mas c4(0) = Det(—A), e portanto

’DetA:Al)\Qu-)\n‘

Também acontece que

I TrA=XM+ X+ + A

pois Tr(AB) = Tr(BA), e portanto Tr(A) = Tr(U1AU) = Tr(A). Assim, determinante e traco
de uma matriz quadrada sao iguais ao produto e a soma, respetivamente, dos valores préprios.
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e.g. Exemplos de matrizes diagonalizaveis. As matrizes

(i) o= (0)

sao diagonalizdveis, e tém os mesmos valores proprios, 2 e 3. Os vetores préprios de A formam
uma base ortogonal, a base canénica. Por outro lado, os vetores proprios de B, que sao proporci-
onais a (1,0) e (1,1), respetivamente, nao formam uma base ortogonal (relativamente a estrutura
euclidiana natural do plano). No entanto, U 'BU = A se a mudanca de coordenadas ¢ definida

pela matriz
1 1
7=(0 1)

e.g. Uma matriz 2 x 2 com apenas uma reta de vetores préprios. A matriz

(3 1)

admite um valor préprio, 2, e apenas uma reta de vetores préprios, a reta dos vetores proporcionais
a (1,0). De fato, a imagem de todo vetor v = (z,y) é Cv = 2v + (0,y), que ndo pode ser
proporcional a v se y # 0. Em particular, ndo é diagonalizavel.

e.g. Uma matriz com nenhum vetor préprio. Finalmente, a matriz
0 -1
= (170)

que representa uma rotacdo de um angulo 7/2, ndo admite vetores préprios. Isto é evidente
geometricamente. Do ponto de vista algébrico, basta observar que a imagem de v = (z,y) é

Dv = (—y, z) pode ser proporcional a v sse y = —Az e £ = Ay, o que é impossivel se v ndo é o
vetor nulo.
e.g. Diagonalizagao da matriz do “gato de Arnold”. Considere a transformagao linear

L : R? — R? definida, na base candnica, pela matriz

2 1
(1)
ou seja, L(z,y) = (2 +y,x +y). O polinémio carateristico é P4(z) = 22 — 3z — 1, e portanto os
valores préprios sdo A+ = (3 ++/5)/2. Vetores préprios correspondentes, que satisfazem L(vi) =
ALV, sao, por exemplo,
Vi = (‘Pr 1) € Vo = (la —gp)

onde ¢ = (14+/5)/2 ~ 1.6180339887 ... é a “razao” dos gregos (a “divina proportione” de Pacioli
e Leonardo da Vinci, a “razao de ouro” de Kepler, ... ), a raiz positiva do polinémio ¢? — ¢ — 1.
Observem que Ay > 1e 0 < A_ < 1, e portanto L estica os vetores da reta Rv, e contrae os
vetores da reta Rv_. Observem também que DetA = A A_ = 1. Em particular, L preserva as
dreas. A matriz A é invertivel, e a sua inversa A~! tem também entradas inteira, pois DetA = 1.
Observem também que TrA = 3 = AL + A_. A matriz que representa L na base formada pelos
vetores proprios vi e v_ é a matriz diagonal

_ (A 0 _ -1
A_(O /\_>—U AU

onde U é matriz mudanca de base, a matriz ortogonal

1
()
I+2\ 1 —¢

cujas colunas sdo as coordenadas dos vetores proprios normalizados de A na base candnica.
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As matrizes

— =
~

sao semelhantes?

Diagonalize as seguintes matrizes, ou mostre que nao é possivel.
2 3 1 0 11
3 4 1 3 11
2 1 1 -1 2 1 0 1
-1 4 -2 2 -1 0 0 0

Linear homogeneous recursive equations. A linear homogeneous recursive system is a law
KXpp1 = AX,

for some vector valued sequence Xj € R™, given a square matrix A € Mat,, x,(R). The solution is
X = A*X,

where X € R is the initial condition. The computation of the powers A* of a square matrix A
is simplified if we can diagonalize it. Indeed, if A = U AU with A = diag(\y,...,\,), then its
k-th power is simply A* = U~1A*U, where AF = diag(AF,..., \F).

Linear homogeneous recursive equations may arise from finite difference equations as in the
following example.

Consider the “Fibonacci sequence”, defined by the recursive equation

frot2 = frog1 + fr

with initial conditions fo = f; = 1. If we define the vector valued sequence Fy, = (fxr1, fr)' € R2,
this is equivalent to
Fk+1 = AFk with A= 1
10
and initial condition Fy = (1,1)7. The solution is Fj, = A¥Fy. Compute the eigenvalues of A,
diagonalize it, compute its k-th power, and finally find a formula for the k-th “Fibonacci number”
fx (known as Binet’s formula).

Stochastic matrices and Markov chains. An important class of square matrices is the class
of stochastic matrices. They are those square matrices P = (p;;) € Mat,x, (R) that define
endomorphisms of R” which preserve the unit simplex A"~! (defined in (3.1)). We think at
the simplex as the space of probability measures on a space made of n atoms, column vectors
p = (p1,p2,...,pn) | with non-negative entries such that > p_y1pr = 1. Therefore, the operator
sends p to Pp (warning: probabilists use row probability vectors, hence act with matrices on the
right!). The condition Pp € A"~! for all p € A""! requires that the matrix has non-negative
entries, i.e. p;; > 0, and that the sum of each column is one, i.e.

sz’j =1
i=1

for all j = 1,2,...,n. Stochastic matrices were introduced by the Russian mathematician Andrey
Markov in his theory of “Markov processes”. In its simplest version, we may think that a system
can be observed in one of the states 1,2,...,n, and that in each step of time (thought as discrete)

may undergo a transition from the state 7 to the state j with “probability” Prob(i — j) = pj;
(hence the condition on the columns of P is simply the “law of total probability”). A simple
reasoning shows that if a system at time 0 is described by a probability vector p, i.e. it is observed
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in the state k with probability py), then its state at time n will be described by the probability
vector

p(n) = P"p

Therefore, the far future of the system is governed by the behaviour of large powers of P. An
eigenvector v with eigenvalue 1 which is also a probability vector is a “stationary state” for the
Maikov chain, since Pv = v implies that if the system starts at state v then it will remain in such
a state for all future times.

Today, Markov chains and processes, together with the ergodic theorem (dealing with the
possible asymptotics of the P"p as n — 00), are fundamental tools in probability and dynamical
systems, as well as important tools in many areas of applied mathematics (typical examples are
Monte Carlo methods to find approximate solutions to complex problems, and a striking example
is the Google “PageRank algorithm” by Brin and Page'?).

Tansition matrices and Markov graphs. Another interesting class of square matrices, mo-
tivated by the theory of Markov chains but not directly interpreted as “transformation”, is that
of transition matrices. They are square matrices T = (¢;;) € Mat,x,(R), with entries that only
take two possible values, t;; = 0 or 1. Those matrices clearly preserve the “cone of non-negative
vectors”, those vectors having coordinates z; > 0. Any transition matrix defines a directed graph
Gr, whose vertices are the possible states 1,2,...,n of a system, and with a directed arrow joining
the state ¢ to the state j (hence a possible transition) iff ¢;; = 1. Such “Markov graphs” have
a natural metrics, and large powers of T determine the asymptotic of the lengths of its closed
geodesics.

The Perron-Frobenius theorem, dealing with the relation between large powers 7™ and the
largest eigenvalue of T', has also important applications in modern technology.

198, Brin and L. Page, The anatomy of a large-scale hypertextual Web search engine, Computer Networks and
ISDN Systems 30 (1998), 107-117.
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