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CONTEUDO 3

Notacoes

Conjuntos. a € A quer dizer que a é um elemento do conjunto A. A C B quer dizer que o
conjunto A é um subconjunto do conjunto B. AN B é a interse¢cao dos conjuntos A e B,e AUB
é a reuniao dos conjuntos A e B. A x B é o produto cartesiano dos conjuntos A e B, o conjunto
dos pares ordenados (a,b) coma € Aeb € B.

Nuameros. N:={1,2,3,...} denota o conjunto dos nimeros naturais. Z := {0, £1,4+2,£3,...}
denota o anel dos numeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, ¢ # 0} denota o corpo dos nimeros
racionais. R e C séo os corpos dos nimeors reais e complexos, respetivamente.

Fungoes. Uma funcio f: X — Y, com domino o conjunto X e conjunto de chegada o conjunto
Y, é um subconjunto R C X X Y tal que para cada x € X existe um unico y := f(z) € Y, dito
imagem de x, tal que (z,y) € R. Quando dominio e contradominio sao claros, uma func¢ao pode
ser denotada apenas por x — f(x), ou seja, identificada com a “regra” que determina y = f(z) a
partir de z. A imagem do subconjunto A C X é o conjunto f(A) :={f(a) com a € A} CY. Em
particular, a imagem/contradominio da funcao f : X — Y é o conjunto f(X) := {f(x) com z €
X} CY dos valores da fungao. O grdfico da funcdo f: X — Y é o subconjunto

Graph(f) :={(z,y) e X xY t.q. y=f(x)} C X xY

do produto cartesiano do dominio e o conjunto de chegada. A funcdo identidade 1x : X — X é
definida por 1x(x) = z, e o seu grafico é a diagonal {(z,x) com =z € X} C X x X.

A restricdo da funcéo f: X — Y ao subconjunto A C X é a fungéo f|, : A — Y definida por
f1a (@) i= f(a).

A composi¢ao das fungoes f: X - Y eg: f(X)CY — Z éafungdo go f : X — Z definida
por (go f)(x) := g(f(x)), ou seja,

vy = f(r) = z=9g(y) =g9(f(z))

Uma fungéo f: X — Y é injetiva se x # 2’ implica f(x) # f(2’), e portato a imagem f(X) é
uma “cépia”’ de X. Uma funcdo f: X — Y é sobrejetiva se todo y € Y é imagem y = f(z) de
algum = € X, ou seja, se Y = f(X). Uma fungdo f : X — Y é bijetiva/invertivel se é injetiva
e sobrejetiva, e portanto admite uma funcio inversa f=!:Y — X, que verifica f~1(f(z)) =z e
f(f~Y(y)) =y paratodososr € X ey €Y.



1 VETORES 4

1 Vetores

“

1. (a linguagem da filosofia) Signor Sarsi, la cosa non ista cosi. La filosofia & scritta
in questo grandissimo libro che continuamente ci sta aperto innanzi agli occhi (io dico
Puniverso), ma non si pud intendere se prima non s’impara a intender la lingua, e conos-
cer i caratteri, ne’ quali e scritto. Egli e scritto in lingua matematica, e i caratteri son
triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, senza i quali mezi ¢ impossibile a intenderne
umanamente parola; senza questi & un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.” !

2. Fixada uma origem (ou seja, um ponto 0), um unidade de medida (ou seja, a
distancia entre 0 e 1) e uma orientacao (ou seja, uma diregdo “positiva”), é possivel repre-
sentar cada ponto de uma reta com um numero real x € R. Vice-versa, ao nimero = € R
corresponde o ponto da reta colocado a uma distancia v/z2 da origem, na direcio positiva se
z > 0 e negativa se x < 0.

3. O plano cartesiano® R? := R x R é o conjunto dos pontos r = (x,y),
com “coordenadas (cartesianas)” z,y € R (chamadas abcissa e ordenada, respetivamente).
A origem é o ponto 0 := (0,0). O ponto r = (z,y) pode ser pensado como o vetor (i.e. o
segmento orientado, a seta) entre a origem e o ponto r. A soma dos vetores r = (z,y) e
' = (2/,y') é o vetor

r+r’i=(z+ay+y),
que representa uma diagonal do paralelogramo de lados r e r’. Por exemplo, (1,2) 4+ (3,4) =
(4,6). O produto do nimero/escalar A € R pelo vetor r = (x,y) é o vetor

Ar = (Azx, \y)

que representa uma dilatagao/contracao (e uma inversao se A < 0) de razdo A do vetor r.
Por exemplo, 3(1,2) = (3,6), e —%(107 12) = (=5, —6). Cada vetor pode ser representado de
maneira Uinica como soma

r=(z,y) =xi+yj,
onde i:=(1,0) e j := (0,1) denotam os vetores da base candnica.
Lugares geométricos (pontos, retas, circunferéncias, pardbolas, . ..) podem ser descritos/definidos
por equacoes algébricas, ditas “equacoes cartesianas”.
e Descreva as coordenadas cartesianas dos pontos da reta que passa por (1,2) e (—1,3).
e Descreva as coordenadas cartesianas do tridngulo de vértices (0,0), (1,0) e (0, 2).

e Esboce os lugares geométricos definidos pelas equacoes

ry=1  y=20-7 (24+1)*+(@y—-3)*=9 2-2°=3

r+y=1 r+y=3 r+y=1
r—1=1 —2x — 2y = —6 3z+3y =1
e Escboce os lugares geométricos definidos pelas seguintes desigualdades
0<z<1 r+y<1
—y <
zoy=l {03y31 {x—y§1

Determine umas desigualdades (cartesianas) que definem os pontos do paralelogramo
de lados (2,1) e (3,5).

4. (o espago, o espago-tempo e o espago de fases da fisica newtoniana) O espago onde acontece
a fisica newtoniana é o espaco 3-dimensional R? := R x R x R. A posicdo de uma particula
é um ponto/vetor
r=(z,y,2):=zi+yj+ 2k e R?

1Galileo Galilei, Il Saggiatore, 1623.
2René Descartes, La Géométrie [em Discourse de la Méthode, 1637).
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onde i := (1,0,0), j := (0,1,0) e k := (0,0,1) denotam os vetores da base canénica. Ou

seja, uma receita para deslocar um ponto material da origem 0 := (0,0,0) até a posi¢ao
r = (x,y, z) consiste em fazer x “passos” na diregdo do vetor i, depois y “passos” na dire¢éo
do vetor j e enfim 2z “passos” na diregao do vetor k (mas a ordem ¢ indifferente!).

A lei hordria/trajetdria, de uma particula é uma fungao t — r(t) que associa a cada tempo
t € I C R a posicao r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R? da particula no instante t. A velocidade da
particula no instante ¢ é o vetor v(t) := ¢(t) = (&(¢t),9y(t), 2(t)). A acelera¢ao da particula
no instante ¢ é o vetor a(t) := v(t) = #(t) = (£(¢),4(t), 2(t)). A aceleragdo de uma particula
de massa m > 0 num referencial inercial é determinada pela equacdo de Newton®

ma(t) = F(r(t), £())

onde F : R? x R3 — R? é um campo de forcas.

O espago-tempo* da fisica newtoniana é o produto cartesiano R x R? ~ R*, o espaco dos
eventos (t,z,y,2) € R* onde r = (z,y,2) € R? representa uma posicio num referencial
inercial, e t € R é o tempo absoluto.

O estado de uma particula, a informacao necessaria e suficiente para resolver a equacdo
de Newton e portanto determinar a sua trajetéria futura (e passada), é um ponto (r,p) €
R3 x R? ~ R® do espago dos estados/de fases, onde r é a posigao e p := mv é o momento
(linear).

e Determine a “dimensao” do espaco de fases de um sistema composto por 8 planetas
(como, por exemplo, Merctrio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Netuno)
e de um sistema composto por 6 x 1023 moléculas.

5. (reagoes quimicas) O estado de uma rea¢do quimica

aA+bB+cC+... — aX+yY+2Z2+...
entre os n reagentes A, B, C, ... e os m produtos X, Y, Z, ... é descrito usando as
concentragoes [4], [B], [C], ..., [X], [Y], [Z], ..., e portanto n + m ntmeros.
6. O espaco vetorial real de dimensao n é o conjunto

R" =RxRx---xR
—_——

n vezes

das n-uplas x = (2%, 22,...,2") de nimeros reais, ditas vetores ou pontos, munido das
operagoes adicdo + : R™ x R™ — R" | definida por

Xy xty =@ty 2+t ey

e multiplicacao por um escalar - : R x R™ — R"™ | definida por

]A,x — AX = (Axl,)\xQ,...,)\x")‘

O wvetor nulo/origem é o vetor 0 := (0,0,...,0) (também denotado pela letra O), tal que
x + 0 = x para todo x € R". O simétrico do vetor x = (2%, 22,...,2") é o vetor —x :=
(—1)x = (—at, —22,..., —2"), tal que x+(—x) = 0. Isto justifica a notacdo x—y := x+(-y).
A soma de vetores é comutativa, ou seja, x +y =y + X, e associativa, ou seja, x + (y +z) =
(x+y) + z (e portanto as paréntesis sdo initeis). Em particular, a ordem dos vetores numa

soma (finita) X +y + --- + z 6 irrelevante. E também evidente que A(ux) = (Au)x, e que

3Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687.

44Cette maniére de considérer les quantités de trois dimensions est aussi exacte que 'autre, car les lettres
peuvent toujours étre regardées comme représentant des nombres rationnels ou non. J’ai dit plus haut qu’il n’était
pas possible de concevoir plus de trois dimensions. Un homme d’esprit de ma connaaisance croit qu’on pourrait
cependant regarder la durée comme une quatriéme dimension, et que le produit temps par la solidité serait en
qualque maniére un produit de quatre dimensions; cette idée peut étre contestée, mais elle a, ce me semble, quelque
mérite, quand ce ne serait que celui de la nouveauté.” [Jean-le-Rond D’Alembert, Encyclopédie, Vol. 4, 1754.]
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valem as propriedades distributivas (A + p)x = Ax+ ux e A(x+y) = Ax+ A\y. Finalmente, a
multiplicacao pelo escalar 1 é a identidade, i.e. 1x = x, e a multiplicagao pelo escalar “zero”
produz o vetor nulo, i.e. 0x = 0. .

A combinagao linear dos vetores vy, va, ..., Vi € R com coeficientes A, A2, ..., \F € R é
o vetor
k
Z Aov, = Avi + A 2vg + -+ My,
i=1

A base candnica de R™ é o conjunto ordenado dos vetores

]e1:(1,0,...,0) e; =(0,1,0,...,0) ... en:((),...,(),l)‘

assim que cada vetor x = (z!,22,...,2") € R" é uma combinacao linear tinica

x =zle; + 2%y + -+ 2",

dos vetores da base canénica. O ntimero z* é chamado k-ésima coordenada, ou componente,
do vetor x (relativamente & base candnica).

Um subespaco vetorial de R™ é um subconjunto nao vazio V C R™ que contém a origem, i.e.
0 € V, e que contém todas as combinagoes lineares dos seus vetores, i.e. tal que se x,y € V
entao também Ax + py € V para todos A, u € R.

No plano R? os pontos costumam ser denotados por r = (z,¥), e no espago (3-dimensional)
R3 por r = (,y, 2).

e Calcule
(1,2,3) + (2,3,4) 6-(—1,-6,0) (1,-1)—(3,2)
e Calcule e esboce os pontos A+ B, A— B,2A—3Be —A+ %B quando
A=(1,2) e B=(-1,1) ou A=(0,1,7) e B=(-2,3,0)

e [Ap6Y] 12.4.

. (a warning about the notation) After some rewritings, I decided to use Einstein’s notation

for the coordinates of (contravariant, in Einstein’s language) vectors: upper indices, as in
x = (2'). You must be warned that almost all books on linear algebra use lower indices,
and do not make distinction between vectors and covectors (covariant vectors, in Einstein’s
language). Actually, the only exception I know is van der Waerden’s classic [Wa91].

Um wvetor aplicado/geométrico (uma forga, uma velocidade, ...) é um
segmento orientado AB entre um ponto de aplicagao A € R™ e um ponto final B € R™. Dois
vetores aplicados AB e CD sao paralelos se B— A = A(D —C) com X € R, e sdo equivalentes
(e portanto definem o mesmo “vetor” x =B — A)se B—A=D —C.

e Mostre que cada vetor aplicado é equivalente a um vetor oC aplicado na origem O :=
(0,0,...,0).

e Diga se sao paralelos ou equivalentes AB e CD quando
A=(1,2) B=(-1,1) C=(2,3) D=(4,,4)
A=1(0,1,m) B =(-2,3,0) C=(1,0,—m) D =(2,3,0)
e Determine D € R™ de maneira tal que ABe CD sejam equivalentes quando
A=1(1,2) B=(-1,1) C=(2,3)

A=(0,1,71) B=(-2,3,00 C=(0,0,0)
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9.

10.

11.

12.

(composigao de forgas) Se duas for¢a F e G atuam sobre uma particula colocada num certo
ponto do espaco, entao a “resultante” é uma forca F + G.

Uma translagdgo do espago R™ é uma transformacao
Ts : R™ — R" definida por
x = Ta(x) :=x+a,

com a € R™. A imagem de um subconjunto X C R” é também denotada a + X := T, (X).

Uma dilatagdo/contragio (em inglés, scaling) de razao A # 0 é uma transformagdo M) :
R™ — R"™ definida por
x = My(x) := Ax.

A imagem de um subconjunto X C R™ é também denotada A\X := My (X).

Uma homotetia de centro ¢ € R™ e razao A # 0 é a transformagao H,  : R — R"
x— Hea(x):=c+ A(x—c).

Observe que o centro é um ponto fixo de uma homotetia, i.e. Hc x(c) = c. Em particular,
uma homotetia com centro na origem ¢ uma dilatagao, i.e. Hg x = M.

e Calcule T,(v) quando

a=(me) ev=(11,13) a=(2,1,1) e v=(0,1,3)

Mostre que T, 0Ty, = Tayp e deduza que Ty oT_ 5, =T 40T, = 1.

Mostre que Vx,y € R" existe uma translagdo T, tal que Th(x) =y.

Calcule My (v) quando

1
/\:§ev:(2,—1) A=5ev=(6,7,8)

o Descreva o efeito das transformacoes My, com A < 1 e A > 1, no plano R2.
e Determine e compare as transformagoes compostas T, o My e My o T,. Sao iguais?
[ ]

(graus Celsius, Fahrenheit e Kelvin) A temperatura pode ser medida em graus Celsius (C),
Fahrenheit (F') e Kelvin (K), e

F=18-C+32 K =(F+459.67)/1.8

e Determine a relagdo entre graus Kelvin e Celsius.

e Determine a relagao entre um grau Kelvin e um grau Fahrenheit.

(invariancia galileiana/sistemas inerciais) Seja r a posigdo de uma particula num referencial
inercial R. Num referencial R’ em movimento retilineo uniforme com velocidade (constante)
V € R3 e origem R no instante ¢t = 0, a posicdo da particula é dada pela “transformacio de
Galileo” [LLT78]

r=r— (R+Vit). (1)

e Verifique que a diferencga ri — ro entre as posigoes de duas particulas é invariante para
as transformagoes (1), ou seja, rj — rj = r; — ro. Verifique que a aceleragdo a := i da
trajetéria ¢t — r(t) de uma particula também é invariante para as transformagoes (1), ou
seja, a aceleragao nao depende do sistema inercial no qual é calculada. Deduza que se
a forga entre duas particulas apenas depende da diferenga entre as posigoes (interagao
gravitacional, interagao elétrica, ... ), entdo a lei de Newton mi = F é invariante.

e Mostre que o momento linear p := mr transforma segundo a lei

p=p+mV.

more ...
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13. (centro de massas) O centro de massas do sistema de particulas de massas my, ma,...,my
colocadas nos pontos ry,ra,...,ry € R3 é

N
1 miry + meoro + - -+ MNTN
R = E mrrr =
k=1

M

=

onde M :=mq +ms +---+my é a massa total do sistema.
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2 Produto escalar, norma e distancia
1. (médulo e distancia na reta real) O mddulo, ou valor absoluto, do nimero real x € R é

T sex >0
—x sex <0

|| := max{x, -z} = {
A distancia entre os pontos x e y da reta real R é
d(z,y) := [z — y|
e Mostre que o médulo e a distancia satisfazem as desigualdades do tridangulo
[z +yl <lz[+]yl e dzy) <d(z,2)+d(y,2).

2. (o plano euclidiano segundo Descartes) A geometria euclidiana do plano (distancias, angulos,
paralelismo e perpendicularidade, ...) pode ser deduzida a partir da nogao algébrica de
produto escalar/interno

r-r =z +yy.
Os vetores r = (x,y) e v’ = (2/,y') slo perpendiculares/ortogonais quando r - ' = 0, i.e.
quando za’ = —yy'. O comprimento, ou norma, do vetor r = (z,y) é dado pelo teorema de

Pitagoras:
Ir] :=vr-r=+va?+y2.

A distincia entre os pontos r = (z,y) er’ = (2,y/) é

d(r,r') = lr =l = V/(z — 2')2 + (y —y)?.

e Determine um vetor ortogonal ao vetor (2, 3).
e Calcule o comprimento do vetor (3,4).
e Calcule a distancia entre os pontos (2,1) e (1,2).

3. O produto escalar/interno (euclidiano) em R™ é a funcao (-, ) :
R™ x R™ — R definida por

’<X7Y>:X'yI:I1y1+z2y2+...+xnyn‘

Usando o simbolo de Kroneker d;;, definido por é;; = 1 e d;; = 0 se i # j, o produto escalar
Euclidiano entre os vetores x e y é

X-y= Z(Sijxiyj .
2%
O produto escalar é “comutativo/simétrico”, i.e.
Xy=y-Xx,
“bilinear” (ou seja, linear em cada uma das duas varidveis), i.e.
(x+y) z=x-z+y-z, x-(y+z)=x-y+x-z e (Mx)-y=x-(Ay) =Ax'y),

e “positivo”, i.e.
x-x2>0, e xx=0 & x=0.

Os vetores x e y sao ditos ortogonais/perpendiculares quando x -y = 0. (notagdo x L y)

e Mostre que o produto interno é simétrico, bilinear e positivo.
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Verifique que os vetores da base canénica sao ortogonais dois a dois, i.e. e;-e; = 0 se
i# 7.

e Se v ¢é ortogonal a todos os vetores x € R”, entao v = 0.

Calcule o produto interno entre x = (1,2) e y = (—1,1), e entre x = (0,1,7) e y =
(—2,3,0).

Determine se s@o ortogonais x = (1,2) ey = (—=1,1),oux = (0,1,7) e y = (—2,3,0).

e Sex-y=x-zentaoy =z 7
[Ap69] 12.8.

4. A norma (euclidiana) (ou seja, o comprimento) do vetor x € R™ é o
nimero nao-negativo

%] == vx x=+/(21)2 + (22)2 + - + (a")2

A norma é “(positivamente) homogénea”, i.e.

[Ax[| = Al ][,
e “positiva’”, i.e.
%[ >0, e x| =0 < x=0.
Um vetor x é dito unitdrio se ||x|| = 1.

e Mostre que a norma é homogénea e positiva.
e Verifique que os vetores da base candnica sao unitdrios, i.e. ||e;]| = 1.
e Verifique que se v # 0 entdo u = v/||v|| é um vetor unitdrio paralelo a v.
e Mostre que
I +yl* = lx—yl* =4x -y,
e deduza que ||x+y| = |x—y|| sse x -y = 0.

e Prove o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao
I+ y1I* = IIx* + lly[|*-
e Verifique (e interprete) a identidade do paralelogramo
I+ yII* + [Ix =y = 2|1 + 2 [ly[|*-

e Verifique que o produto interno euclidiano pode ser deduzido da norma usando a iden-

tidade de polarizacdo
x-y =5 (x+yl?=lIx=yl?),
ou

xy =g (lx+yl* = lIx[* = lIyl?*) -

Calcule a norma dos vetores x = (1 — 1,1),y = (-1,1) e z = (1,2, 3,4).

5. Seja v € R™ um vetor # 0. Cada vetor x € R"™ pode ser representado
de maneira tnica como soma
X=AV+w

de um vetor A\v proporcional a v e um vetor w ortogonal a v. De fato, a condigao de
ortogonalidade w L v, ou seja, (x — Av) - v = 0, obriga a escolher

- X -V
lvll>~

A

O vetor Av é dito proje¢ao (ortogonal) do vetor x sobre (a reta definida pel)o vetor v, e o
coeficiente A é dito componente de x ao longo de v. Em particular, a componente de x ao
longo de um vetor unitario u é o produto escalar x - u.
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Verifique que a projecdo de x sobre o vetor e, da base canénica é z*

coordenada de x).

= x-e; (a k-ésima

Calcule a componente de x = (1,2) ao longo de v = (—1,1), e a projecao de x = (0,1, 7)
sobre v = (—2,3,0).

[Ap69] 12.11.

A desigualdade de Schwarz

afirma que se x,y € R™ entao

[ y| <[]l lyll]

e a igualdade verifica-se sse os vetores x e y sao paralelos. Em particular, a norma satisfaz
a desigualdade do triangulo (ou subaditividade)

[+ vl < Ix] + llyll]

O dngulo entre os vetores nao nulos x e y de R™ é o tnico 6 € [0, 7] tal que

(x-y =[]l |yl cos |

Prove a desigualdade de Schwarz.

(primeira sugestdao: se x # 0 e y # 0, considere os vetores unitdrios u = x/||x|| e
v =y/|lyl, calcule |[u£v|? ... deduzaque -1 <u-v<1...)

(segunda sugestao: se x # 0, considere a projegdo Ax de y sobre x, e aplique o teorema
de Pitdgoras aos vetores ortogonais Ax ey — Ax ...)

Prove a desigualdade do tridngulo (calcule |[x + y||* e use a desigualdade de Schwarz).

Mostre que se € é o angulo entre x e y entao
Ix £ v = lIx[I* + llyl|* £ 2[|x|l[|y ]| cos 6

Calcule o coseno do dngulo entre x = (1,2) e y = (—1,1). Calcule o coseno do angulo
entre x = (0,1,7) e y = (—2,3,0).

Calcule o coseno dos angulos do triangulo de vértices A = (1,1), B = (-1,
(0,2). Calcule o coseno dos dngulos do tridngulo de vértices A = (1,2,5), B
e C'=(0,3,0).

Determine um vetor ortogonal ao vetor (1,—1), e um vetor ortogonal ao vetor (1, 3,6).

3)eC =
=(2,1,2)

Determine a familia dos vetores (ou seja, todos os vetores) de R? ortogonais ao vetor
(a,b). Determine a familia dos vetores de R? ortogonais ao vetor (a, b, c).

[Ap69] 12.8.

A distancia (euclidiana) entre os pontos x e y de R™ é o nuimero

nao-negativo

d(x,y) =[x =yl = V& =y P+ @ =P+ -+ @ =y

Observe que d(x,y) = 0 sse x = y. A distancia satisfaz a desigualdade do tridngulo (o
comprimento de um lado de um tridngulo é inferior a soma dos comprimentos dos outros

dois lados)

[d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)]

Prove a desigualdade do tridngulo (use a desigualdade homénima da norma).
Prove que d(Ax, Ay) = |A|d(x,y)-

Calcule a distancia entre x = (1,2) e y = (—1,1), e a distancia entre x = (0,1,7) e
y =(-2,3,0).
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8. (trabalho e energia cinética) O trabalho (mecdnico) infinitesimal que realiza um campo de
forgas F ao deslocar uma particula (ao longo do segmento) do ponto r ao ponto r + dr (se o
deslocamento dr é “pequeno” entdao o campo pode ser considerado constante) é dT := F - dr.
Usando a equagao de Newton F = p, com p = mv, e considerando m constante, temos que

d
dT:F-dr:md—:~th:mv~dv:m%d(v~v).

Portanto dT' = dK, ou seja, o trabalho infinitesimal é igual a variacao infinitesimal da energia

cinética
2
K = %m||v|| .
Ao integrar, temos o teorema trabalho-energia: o trabalho T := f;l F - dr realizado sobre
uma particula por um campo de forcas F é igual a variacao AK := K(t1) — K(to) da energia
cinética.
9. A bola aberta e a bola fechada (ou circulo, se n = 2) de centro x € R™ e

raio r > 0 sao

B.(x):={y eR" t.q. ||y —x| <r} e B.(x):={y e R" t.q. ||y —x| <r}

respetivamente. A esfera (ou circunferéncia, se n = 2) de centro x € R” e raior > 0 é

5.(x) = {y €R" t.q. [ly — x| =r}]

Em particular, a esfera unitdria de dimensao n — 1 é
S"ti=51(0) = {x € R" t.q. ||x]|=1}.

e Determine uma equacdo cartesiana da circunferéncia de centro (2, —1) e raio 7.

e Diga quando (ou seja, para quais valores dos raios r e ' dependendo dos centros x e
x') a interse¢do B,(x) N By (x') é # 0.

e Verifique que B, (x) = Tx (M; (B1(0))) e S.(x) = T (M; (S"71)).
10. (centroide) O centroide do sistema de pontos x1,Xs,...,xy € R™ é o ponto

X1 +Xg+ -+ XN

C .=
N

(o centro de massa de um sistema de particulas de massas unitdrias colocadas nas posicoes
X1, Xa,...Xy). Observe que em dimensdo n = 1 o centréide da colegdo de ndmeros 1,3, ..., TN
é a média aritmética T := (x1 + x2, -+ xn)/N.

e Mostre que o centroide é o ponto y que minimiza a fungao
N
y = EXy) =) Ixk -yl
k=1

e Calcule o centroide do sistema composto pelos pontos (0,1), (2,2) e (3,0) do plano.

e Mostre que o centroide de 3 pontos do plano, A, B e C, é a interse¢ao dos segmentos
que unem os vértices do tridngulo ABC' aos pontos médios dos lados opostos.
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3 Retas e planos

1. Curvas, superficies e outros subconjuntos de R™ podem ser definidos
de forma paramétrica, ou seja, como imagens A = f(S) = {f(s) com s € S} de fungoes
f S — R" definidas em espagos de “pardmetros” S = [0,1],R,R?,... (por exemplo, uma

“trajectéria” t + r(t) € R3, onde t é o “tempo”), ou de forma cartesiana, ou seja, como
“lugares geométricos” B = {x € R" t.q. fi1(x) =0, fo(x) =0, ...} dos pontos de R™ onde
as fungoes f1 : R™ = R, fo : R™ = R, ...se anulam.

e Descreva e esboce os seguintes subconjuntos de R? ou R3.
{(z,y) € R? t.q. 2* +y* =2} {(z,y) € R? t.q. zy = 0}
{(1,1) +¢(0,3) com t € R} {(0,4,0) +t(2,3,4) com t € R}
{(cost,sint) com t € [0,27]} {(cost,sint,s) com t € [0,27], s € R}
{(z,y) €R® t.q. 2 +y*+2% < 7} {(t, |t]) com t € [-1,1]} {(t,t*) com t € R}
{(z,y) € R? t.q. ((1,2),(z,y)) =0} {(z,y) € R? t.q. 2z — 3y =0}
{(z,9) € R? t.q. ((3,-1),(z,y)) =2} {(z,9) €R? t.q. 20 -3y =1}
{(z,y) eR* t.q. —3x+y=0eca—Ty=0} {(z,y,2) €ER® t.q. x4+y+2=0}
{(z,y) ER* t.q. z+y=2e 20—y =1} {(z,y,2) ER® t.q. x+y+2z=1}
{(z,y,2) €R® t.q. 22 —3y—2=0e x+y+ 11z =3}

2. (particula livre) A trajetéria t — r(t) € R® de uma particula livre de massa m > 0 num
referencial inercial é modelada pela equagao de Newton

7 (mv) =0, ou seja, se m é constante, ma =20,

onde v(t) := 1(t) denota a velocidade da particula no instante ¢, e a(t) := ¥(¢) denota a
aceleracao da particula no instante ¢. Em particular, o “momento linear” p := mv, é uma
constante do movimento, de acordo com o principio de inércia de Galileo® ou a primeira lei
de Newton®. As solucdes da equacio de Newton da particula livre sdo as retas afins

r(t)=s+vt
onde s,v € R3 sdo a posicao inicial e a velocidade (inicial), respetivamente.

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa, no instante ¢ty = 0, pela posicao
r(0) = (3,2,1) com velocidade #(0) = (1,2, 3).

e Determine a trajetéria de uma particula livre que passa pela posicao r(0) = (0,0,0)
no instante fy = 0 e pela posigdo r(2) = (1,1,1) no instante t; = 2. Calcule a sua
“velocidade escalar”, ou seja, a norma v = ||v||.

3. Um vetor ndo nulo v € R™ define/gera uma reta Rv := {tv com t € R} passando pela
origem, o subespaco vetorial de R™ formado pelos vetores proporcionais a v. Dois vetores nao
nulos e proporcionais geram a mesma reta. De fato, se w = Av com \ # 0, entao tv = sw
quando t = s\, e portanto Rv = Rw (as retas diferem apenas pela parametrizacao, ou seja,
a velocidade).

3

A reta (afim) paralela ao vetor ndo nulo v € R™ que passa pelo ponto a € R™ é

’a—&-Rv ={a+tv com tE]R}‘

5« . .il mobile durasse a muoversi tanto quanto durasse la lunghezza di quella superficie, né erta né china; se tale

spazio fusse interminato, il moto in esso sarebbe parimenti senza termine, cio¢ perpetuo.”
[Galileo Galilei, Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo, 1623]
6 «“Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus
impressis cogitur statum illum mutare.” [Isaac Newton, Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687]
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(v é dito wvetor direccional da reta, e pode ser pensado como a velocidade da trajetéria
r(t) = a+tv). Duas retas afins a4+ Rv e b+Rw sdo ditas paralelas quando w é proporcional
a v (ou seja, w = Av), e ortogonais quando w é ortogonal a v (ou seja, w - v = 0).

No plano R?, é possivel eliminar o parametro ¢ das equacoes (z(t),y(t))) = a+tv, e deduzir
uma equagao cartesiana da reta: por exemplo, se a = (a,b) e v = (v, w), entdo

’a—i—Rv:{(m,y) € R? t.q. w(m—a)—v(y—b):O}‘

Um vetor ndo nulo n € R? define uma reta normal nt := {x € R? t.q. x-n = 0}, subespaco
vetorial de R? formado pelos vetores ortogonais a n. A reta perpendicular/normal ao vetor
n € R? que passa pelo ponto a € R? é

’a—l—nJ- ={x € R? t.q. (X—a)-nzo}‘

(n é dito vetor normal & reta). Por exemplo, se a = (a,b) e n = (m,n), entdo

’a—&-nL:{(x,y) € R? t.q. m(x—a)—l—n(y—b)zO}‘

e Mostre que a reta que passa pelo pontos a e b de R™ é
{a+t(b—a) com t € R}

e portanto
{t1a+ tob com tq,ts € R t.q. t1 +1y = 1}

e Mostre que se L = a+ Rv e L'’ = a’ + Rv’ sdo duas retas paralelas, entao existe um
vetor r tal que L' =r + L.

e Determine uma equagao paramétrica da reta
que passa pelo ponto (2,3) e é paralela ao vetor (—1,2)
que passa pelo ponto (5,1, —2) e é paralela ao vetor (3, —7,2)
que passa pelos pontos (3,3) e (—1,—1)
que passa pelos pontos (0,3,4) e (8,3,2)
{(z,y) € R?t.q. 22 —3y =5}
{(z,y) € R*t.q. —x+Ty=0}
e Determine uma equacao cartesiana da reta
que passa pelo ponto (5, —1) e é paralela ao vetor (—6,2)
que passa pelos pontos (0,1) e (—3,4)
que passa pelo ponto (0,0) e é perpendicular ao vetor (—2, —3)
que passa pelo ponto (2,1) e é perpendicular ao vetor (9, 3)
(—2,3)+t(5,1)
e Calcule o (coseno do) dngulo entre as retas
r—y=0 e —xz+y=-7
r+y=1 e x—2y=-4
e Determine um vetor normal a reta
que passa pelos pontos (3,0) e (2,1)

Sx —3y =2
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Determine P € R? e v € R? tais que

{(z,y) €R?* t.q. x+2y=—1}={P+tv com t € R}
o As retas
{(z,9) eR?’t.q. 2z —-3y=5} e {(z,9) €R’t.q. 3z —2y=5}
{(z,y) eR*t.q. 2+Ty=3} e {(z,y) €R*t.q. —2x— 14y =0}
sao paralelas? Sao perpendiculares?
e Determine as intersecoes entre as retas
r—2y=1 e —2x+4y=3
3x+5y=0 e x—y=-1
(3,1)+t(1,3) e (0,1)+¢t(—-1,-2)
e Determine a familia das retas paralelas ao vetor v = (a, b) do plano.
e Determine a familia das retas que passam pelo ponto (a,b) do plano.

e Verifique que homotetias e translacoes enviam cada reta numa reta paralela.
o [Ap69] 13.5.

4. O segmento (afim) entre os pontos x e y de R™ é

’@:{tXJr(l*t)y com tE[O,l]}‘

e Determine o segmento entre
os pontos (2,4) e (—3,—8)
os pontos (1,0,1) e (0,1,0)

e Determine a famfilia dos pontos de R™ equidistantes de x e y (no plano, este conjunto é
chamado mediatriz do segmento Xy).

5. (ternos pitagoéricos, método da corda de Diofanto) Uma solucéo inteira (i.e. com XY, Z € Z)
da equagao
X?+y?=2°

é uma solugao racional (i.e. com z,y € Q) de
2?42 =1

(basta dividir por Z # 0), ou seja, um ponto racional (x,y) € Q? da circunferéncia unitéria
S:={(z,y) € R? t.q. 22 +9y?> =1} CR2

e Determine a (outra) intersegao entre uma reta que passa pelo ponto (—1,0) e a circun-
feréncia unitéaria S := {(z,y) € R? t.q. 22 +y*=1}.

e Mostre que quando o declive d da reta é racional, ou seja d = U/V com U,V € Z, a
intersecdo determina uma solucio inteira de X2 + Y2 = Z2. Verifique que esta solucio
corresponde a solucao de Euclides

X =(U*-V)wW, Y =20VW, Z=(U*+VHW,

com U, V., W € Z.
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6. Seja r(t) = a+ tv, com t € R, a representacao
paramétrica dos pontos de uma reta em R" passando pelo ponto a e paralela ao vetor nao
nulo v. O quadrado da distincia entre r(t) e a origem (ou qualquer outro ponto, basta mudar
a origem do referencial!) é um polinémio de segundo grau no tempo t,

le@I* = [IvI* +2ta- v + [al*.

Esta fungdo assume um minimo quando o tempo é igual a = —a-v/||v||?. Portanto o ponto
da reta mais préximo da origem é

o ponto onde r(t) é perpendicular ao vetor v.

Em particular, no plano euclidiano, a distancia do ponto x € R%2 4 reta R =a+nt Cc R%2 ¢
a norma da proje¢ao de x — a sobre o vetor normal n, i.e.

d(r,R) — |(x—a)-n)|

(In]]

Se areta é R = {(x,y) € R? t.q. mx+ ny+ c= 0}, entdo

d((w,y), R) = It

e Mostre que ||a+ tv| > ||al| para cada tempo ¢t € R sse a- v = 0 (calcule o quadrado da
norma de a + tv). Dé uma interpretacao geométrica.

e Mostre que a norma de cada ponto r € a + n* da reta que passa por a € R? e é
perpendicular ao vetor ndo nulo n € R? verifica

el > d = 28l
]
a-n|

_ . - o .
e que ||r|| = d sse r é a projecao de a sobre n, ou sejar = Tz (observe que a equagao

dareta ér-n=a-n e use a desigualdade de Schwarz).

e Calcule a distancia entre
o ponto (8,—3) e a reta (1,0) +¢(3,3)

oponto (2,4) earetax —y =0
o ponto (11,—33) e aretay =0

[Ap69] 13.5.

7. Dois vetores v, w € R™ “linearmente independentes” (i.e. néo paralelos) geram um
plano Rv + Rw := {tv + sw com (t,s) € R?} C R", subespaco vetorial de R™. O plano
(afim) gerado pelos vetores v e w que passa pelo ponto a € R™ é

’a+(]Rv—|—Rw) ={a+tv+sw com (t,s) E]Rz}‘

No espaco R3, é possivel eliminar os parametros ¢ e s e deduzir uma equacdo cartesiana do
plano, da forma
axr+by+cz=d.

Um vetor nao nulo n € R? define um plano normal nt := {x € R? t.q. x-n = 0}, subespaco
vetorial de R®. O plano ortogonal /perpendicular/normal ao vetor nao nulo n € R? que passa
pelo ponto a € R? é

’a—l—nL ={xeR? t.q. (x—a)-nzO}‘

O vetor n (que é definido a menos de um multiplo # 0) é dito vetor normal ao plano. O
angulo entre dois planos de R? pode ser definido como sendo o angulo entre dois vetores
normais aos planos.
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Mostre que o plano que passa pelo trés pontos a, b e ¢ de R”, com b — a e ¢ — a nao
paralelos, é
{a+t(b—a)+s(c—a) com (ts) € R?*},

e portanto

{t1a+t2b 4+ t3c com t1,t,t3 € R t.q. t1 +to +t3 = 1}

Mostre que uma equagao cartesiana do plano perpendicular ao vetor n = (m,n,p) € R3
que passa pelo ponto a = (a,b,c) € R3 é

m(z —a)+n(y—b)+p(z—c)=0

Determine uma equagao paramétrica do plano
que passa pelo ponto (5,1, —2) e é gerado pelos vetores (3,—7,2) e (—1.0,—1)
que passa pelos pontos (0,3,4), (0,5,0) e (8,3,2)
{(z,y,2) €R3t.q. x+y+2z=1}
{(z,y,2) € R*t.q. z=0}
e Determine uma equacao cartesiana do plano
que passa pelo ponto (—1,1,11) e é gerado pelos vetores (1,0,0) e (0,1,0)
que passa pelo ponto (0,0,0) e é gerado pelos vetores (3, —7,2) e (—1.0,—1)
que passa pelos pontos (3,3,3) e é paralelo ao plano z +y+ 2 =0
que passa pelos pontos (0,3,4), (0,5,0) e (8,3,2)
que passa pelo ponto (0,0,0) e é perpendicular ao vetor (—2, —3, —4)
que passa pelo ponto (2,1,0) e é perpendicular ao vetor (9, 3,0)

Calcule o (coseno do) dngulo entre os planos
r—y+2=0 e —zx4+3y+52=-7

r—z=2 e z—y=-3

Determine um vetor normal ao plano
que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0)

y+z=1

Determine as intersecgoes entre os planos
rz+2y+3z2=-1 e —2z4+4y—2=3

3z -5y =0 e r+y+z=1

[Ap69] 13.8 e 13.17.

8. A distancia do ponto x € R? ao plano P =
{x €R? t.q. (x—a)-n=0}CR3éanorma da projecio de x — a sobre o vetor normal n,
ie.

d(X, P) _ |(x—a)n|

(In]]

Se o plano é P = {(z,y,2) € R® t.q. mz +ny+ pz+ c =0}, entdo

d((z,y, 2), P) = Ima+ny+pz4c|

v/ m2+n2+4p?
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e Calcule a distancia entre
o ponto (2,4,1) eoplanox+y+2=0

o ponto (5,7,1) e o plano que passa por (2,0, 3) e é normal ao vetor (1,1,0)

o ponto (15,11,17) e o plano zy
o [Ap69] 13.17.

9. (gradiente e plano tangente)

gradU :=VU :=

10. (divergéncia)

divF =V -F:

18
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4

Subespacos, bases e dimensao

Um subespago vetorial/linear de R™ é um subconjunto nao vazio

VCcR"talque v+v € Ve v € V para todos os v,v' € V e A € R. Em particular,

todo subespago contem o vetor nulo 0, e o subespago minimal é o subespaco trivial {0}. O
subespago maximal é o préprio R™.

Se S C R™, o conjunto das “combinagdes lineares” (finitas) dos elementos de S, i.e.

’Span(S) = {Ms; + A%y + -+ Msp com  s; €5, €R} ‘

é um subsespaco vetorial de R", dito subespaco gerado por S.

Intersegoes e reunioes . . .

e O subespaco gerado por um vetor nao nulo v € R" é a reta Rv.

e O subespaco gerado por dois vetores nao nulos v,w € R™ é o plano Rv +Rw, se ve w
nao sao paralelos, ou a reta Rv se w = Av.

e Determine o subespaco gerado por
(3,—2) e (—6,4) em R?
(1,1) e (1,-1) em R?
(1,0,0) e (0,1,0) em R3
(1,0,0), (0,1,0) e (1,—1,0) em R?
e, es, ..., € em R"
e Diga se sdo subespacos vetoriais os seguintes subconjuntos de R? ou R3
{(t,3t) com t € R} {(2t,3t) com t € [0,1]} {(t —=1,2+3t) com t € R}
{(t,35 — t,s) com (t,s) € R?} {(1 —t,t+s,5) com (t,s) € R?}
{(z,y) € R* t.q. = —2y =0} {(z,y) €R? t.q. ©—2y=1}
{(z,9,2) €ER® t.q. z—y+2=0e —20+y—2z=1}
{(z,9,2) €R® t.q. c+y+2=0e xz—y—32=0}
e Dado n € R", o conjunto
nt = {x€R" t.q. n-x =0}

é um subespago linear de R™. Dados ni,ns,...,n,, € R™ o conjunto
m
ﬂ nt={xcR" tq n;-x=0 Vi=1,2,...,m}
k=1

é um subespaco linear de R”. Em geral, dado um subconjunto N C R™ (ndo necessari-
amente um subespago), o conjunto

Nt :={x€R" t.q n-x=0 Vnec N}

é um subespaco linear de R™
e O conjunto
{xeR" t.q. n-x=1}
é um subespaco linear de R™ 7
e [Ap6Y9] 12.15.
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2. Um vetor v € R™ é (linearmente) dependente dos vetores s1,Sa, ..., Sy,
(ou do conjunto finito S = {s1,82,...,8m} C R™), se v € Span({s1,82,...,Sm}), Ou seja, se
v é uma combinagao linear

v=>As + sy +--+A"s,,
dos vetores s1,89,...,S;,, Ou seja, se
AV 4 As +Mso 4+ As, =0

com A # 0. Um vetor dependente do conjunto vazio () é um vetor nulo.

O vetor v é dependente do vetor w sse é proporcional a w.

e Cada sg, com 1 < k < m, é dependente dos vetores s1,Sa, ..., Sp.
e Se v é dependente dos sq,ss,...,S,, mas nao é dependente dos s1,ss,...,Sm,_1, entao
Sm ¢ dependente dos s1,82,...,8m_1,V.
e Se v é dependente dos si1,S2,...,8y, € cada sg, com 1 < k < m, é dependente dos
ti,ta,...,tp, entao v é dependente dos tq,ts,...,t,.
3. O conjunto finito S = {s1,s2,...,8n} CR™ é

dito dependente se um dos vetores é uma combinagao linear dos outros, e.g. s = Z#k As;.

O conjunto finito S é livre/(linearmente) independente (ou os vetores si,Ssa, ..., Sy, sdo li-
vres/independentes) se ndo é dependente, ou seja, se nenhum dos sy é dependente dos outros,
e portanto se S gera o vetor nulo 0 duma tnica maneira, i.e. se

[ Msi+ Mo+ 4+ ATs,, =0 =  XN=0V i=12..m

(ou seja, se a dnica solucd do sistema homogéneo acima, de n equagdes em m incognitas,
apenas admite a solucao trivial), e portanto se S gera cada vetor de Span(S) duma tnica
maneira, i.e. se cada vetor v € Span(S) admite uma tinica representaciao v = A's; + A\%sy +
e _|_ )\msm-

e Os vetores v e w sao dependentes sse sao paralelos.

e Um conjunto que contém o vetor nulo ndo é independente (assuma que s; = 0, e observe
que 0 =181 + 0sg + -+ - + 0s,y,).

e Se s1,S9,...,S,, sao independentes mas s1,Ss2,...,S,,, Vv sao dependentes, entdao v é
dependente dos s1,82,...,Smn.

e Cada conjunto finito S = {s1,s2,...,8,,} C R” contém um subconjunto (que pode ser
vazio) de vetores do qual cada sj é dependente.

e Se S = {sy,s2,...,8,} C R™ é um conjunto independente de m vetores, entao todo o
conjunto de m + 1 vetores do espago Span(S) gerado por S é dependente (prova por
inducéo)

e Mostre que os vetores (a,b) e (c,d) de R? sdo independentes sse
ad—bc#0.
e Verifique se os seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes:
(1,2) (-1,2) em R?
(7,=7/3) (—1,3) em R?
(17,4)  (23,-6)  (—8,99) em R?
(1,1,0)  (0,1,1)  (1,0,1) em R?
(v3,1,00  (1,v3,1)  (0,1,v3)  emR®
(V2,1,00  (1,v2,1)  (0,1,v/2)  emR®
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Verifique se
(7,—1) é combinagéo linear de (3,8) e (—1,0)
(1,5,3) é combinagao linear de (0,1,2) e (—1,0,5)
Determine os valores de ¢t para os quais os vetores

(t,1,0) (1,¢,1) (0,1,1)

sao dependentes.
e Dé 3 vetores independentes de R3.
[Ap69] 12.15.

4. Uma base de R™ é um conjunto livre de geradores de R™, ou seja, um
conjunto que gera R” duma dnica maneira, ou seja, um conjunto B = {bq,bs,...,b,} CR"
tal que cada vetor x € R™ admite uma tinica representacio x = A'b; +A2by+- - -+A"b,, como
combinagao linear dos vetores de B. Os coeficientes A\’ sao ditos coordenadas/componentes
de x relativamente & base B. A base candnica de R™ é e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0),

.,e,=1(0,...,0,1). E tautolégico que a base candnica é uma base de R”™.

’ Toda a base de R™ é composta de n vetores. ‘

A cardinalidade de uma (e portanto de qualquer) base é chamada dimensao do espago.
Portanto, a dimensao do espago R™ é n.

’ Qualquer conjunto de n vetores linearmente independentes é uma base de R™. ‘

’ Qualquer conjunto linearmente independente é um subconjunto de uma base de R". ‘

e Os vetores (1,1) e (1,—1) formam uma base de R? ?

e Determine uma base de R? contendo o vetor (2,3).

e Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).

e Verifique se os vetores (1,0) e (1,1) formam uma base de R?.

e Verifique se os vetores (0,1,2), (—1,0,3) e (1,1, —1) formam uma base de R3.

e Calcule as coordenadas do vetor (1, 1) relativamente a base formada pelos vetores (1, 2)

e (—1,2).

e Verifique se os vetores (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1,1,0) e (1,1,1,1) formam uma base de
R

e [Ap69] 12.15.

5. O conjunto S = {s1,s9,...,8,,} C R" é
ortogonal se s; -s; = 0 quando 4 # j. Um conjunto ortogonal composto de vetores unitarios
(i.e. tais que ||s;]| = 1 Vi = 1,2,...,m) é dito ortonormado. Se o vetor x € R™ é gerado
pelo sistema ortogonal de vetores ndo nulos {s1,S2,...,Sn,}, ou seja, x = > x's;, entdo os
coeficientes x’ sao as projecgoes de x sobre s;, i.e.

1 . X'S;
T s
Em particular, se {s1,s2,...,8,} é uma base ortonormada, entdo cada x € R™ é

x =3 atsi =300 (X si) s
Um sistema ortogonal de vetores nao nulos é linearmente independente (calcule o pro-
duto escalar de A's; + A2sqg + -+ - + \™s,,, com oS s; ).

A base canonica de R™ é ortonormada.
e Verifique se o conjunto formado pelos vetores (0,v/3/2,1/2), (0, —1/2,v/3/2) e (1,0,0)
é ortogonal e ortonormado.

e Determine uma base ortogonal de R? contendo o vetor (1,1).
Determine uma base ortonormada de R? contendo o vetor (1/v/2,1/v/2).
[Ap6Y9] 12.15.
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5 Produto vetorial, area e volume
1. Os vetores (a, ¢) e (b,d) sdo independentes sse
z(2)+y(y) =0
implica x = 0 e y = 0, ou seja, sse a unica solugao do “sistema linear homogéneo”

ax + by 0
cx+dy = 0

é a solucao trivial. Ao retirar b vezes a segunda equacao de d vezes a primeira equagao, e
depois ao retirar ¢ vezes a primeira equacao de a vezes a segunda equacao, temos que

ar+by = 0 N (ad—bc)x = 0
cc+dy = 0 (ad—bc)y = 0

O determinante da matriz 2 X 2 cujas colunas sdo as componentes dos vetores (a,c) e (b,d)
(ou cujas linhas sdo as componentes dos vetores (a,b) e (c,d)) de R? é

a b
det(C d>

(observe que trocar linhas com colunas néo altera o determinante!). Portanto, os vetores
(a,c) e (b,d) sdo independentes sse }‘Cl b #0.

a b
c d

':adbc

e Diga se os vetores (—1,4) e (3,—12) sao independentes.

e Diga se os vetores (5,7) e (2,9) sdo independentes.

2. O paralelogramo gerado/definido pelos vetores x = (a,b) e y = (¢, d)
de R? é o conjunto P = {tx + sy com 0 <t s <1} C R% A sua drea é igual ao médulo

do determinante da matriz (‘Z g), ie.

Area (P) =

a b
det( e d )’:ad—bc|

e Prove a férmula acima para a drea do paralelogramo (retire da drea do retdngulo de
base a + ¢ e altura b + d as dreas dos retangulos e tridngulos que sobram .. .).

e Calcule a drea do paralelogramo definido pelos vetores (0, 1) e (1, 1), e do paralelogramo
definido pelos vetores (5, —2) e (—3,1).
e Calcule a drea do tridngulo de vértices (3,2), (6, —4) e (8,8).
3. O produto vetorial (ou externo, em inglés cross product) no espaco R3

(munido da orientacdo definida pela base candnica i, j, k) é a operacio x : R? x R3 — R3
definida por

’r,r’»—)rxr' = (yz' — 2y, —x2' + 22, xy’ — ya')

onde r = (z,y,2) e v’ = (a/,¢y',2). O produto vetorial é distributivo sobre a adi¢ao e

compativel com a multiplicagao escalar, ou seja, é bilinear, i.e.
(Ar + pr’) x " = AMr x ") + p(r’ x )
rx (Ar' + pur’”) = Ar x ') + p(r x r'")

e “anti-comutativo”, i.e.
rxr =-r' xr

O produto vetorial satisfaz a identidade de Jacobi

’ax(bxc)—}—bx(cxa)—i—cx(axb):O‘

e a identidade de Lagrange

(e <2/l = e 2 2 = (= - )2
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Mostre que o produto vetorial é bilinear e anti-comutativo.

e r xr' =0sser er sio dependentes, i.e. proporcionais (use a identidade de Lagrange
e a desigualdade de Schwarz).

O vetor r x r’ é ortogonal ao subespago vetorial Rr + Rr’ gerado por r e r’ (calcule
r-(rxr)er -(rxr')...).

Calcule os produtos vetoriais entre os vetores da base canénica de R3, i = (1,0,0),
j=1(0,1,0) e k =(0,0,1), e verifique que

ixj=k jxk=i e kxi=j

O produto vetorial nao é associativo! Por exemplo, i x (i x j) # (i x i) x j.

Verifique a formula de Lagrange

cx(axb)=a(c-b)—b(c-a)

Calcule r x r’ quando
r=(1,-1,1) e r =(2,-2,2)
r=(-2,-1,3) e r' = (m,—m,0)

4. Uma representagao formal do produto vetorial entre os
vetores r = (x,y,2) er’ = (2/,y',2') é

i j k -
rxr'=%det| x y =z |7 =i y/ | —j‘ k| y/
oy y =z Y
e Calcule r x r’ quando
r=(3,-2,8) e r =(1,1,1)
r = (—m,e, 10) e r =(7,5,3)
e [Ap69] 13.11.
5. Usando a identidade de Lagrange é imediato ver que que norma do

produto vetorial r x r’ é

[l x| = [e]| '] | sin ] |

onde 6 é o angulo entre os vetores r e r’. Portanto, o comprimento do produto vetorial r x r’
é a area do paralelogramo {tr + sr’ com 0 < t,s < 1} C R3 definido pelos vetores r e r’.
e Prove a férmula acima (use a identidade de Lagrange e a defini¢ao de ).
o |lr x /|| = ||r||||r’|| sse r e ¢’ sGo ortogonais.
e Calcule a 4rea do paralelogramo de lados OP e OQ, onde P = (2,4,-1)e@ = (1,-3,1).
e Calcule a drea do tridngulo de vértices (1,2,0), (2,3,4) e (—1,0,0).

6. Se u e v sdo dois vetores linearmente independentes de R?,
entdo n = u X v é um vetor nao nulo ortogonal ao plano Ru + Rv, e o conjunto {u,v,n} é
uma base de R?. Em particular, se u e v sdo vetores unitarios e ortogonais, entdo também
n = u x v é unitdrio, e o conjunto {u,v,n} é uma base ortonormada de R3. Neste caso

valem as relagoes
(uxv)xu=v e vx(uxv)=u

(que podem ser provadas usando a férmula de Lagrange).

e O plano gerado pelos vetores linearmente independentes u e v no espaco R3 é

Ru+Rv=(uxv)t={reR¥tq r-(uxv)=0}
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O es

Determine um vetor normal aos vetores (2,3, —1) e (5,2,4).
Determine uma base de R? contendo os vetores (0,1,1) e (1,1,1).

Se a e b sdo dois vetores ortogonais e unitdrios de R3, entdo {a,b,a x b} é uma base
ortonormada de R3.

Determine um vetor normal ao plano que passa pelos pontos (0, 1,0), (1,1,0) e (0,2,3)
Determine uma equagao cartesiana do plano
gerado pelos vetores (—3,1,2) e (1,5, —2)
que passa pelos pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0)
{(1+t+s,t—s,5t) com (t,s)€R?*}
Resolva os exercicios 5 da folha 2
[Ap69] 13.11.

O produto misto dos vetores r, ' e '’ de R3 é
calar r - (r' x r”). E também igual ao determinante da matriz 3 x 3 cujas linhas séo as

componentes dos trés vetores, i.e.

r-('xr’)=det| 2 y =z ==

Os vetores a, b e ¢ sdo independentes (e portanto formam uma base de R3) sse a- (b x c) # 0.

Calcule o produto misto a - (b x ¢) quando

a=(1,1,0) b=(1,3,1) c=(0,1,1)

=(-2,5,1) b =(0,3,0) c=(6,7,-3)
Diga se sao independentes

(7,2,3) (—-1,-5,3) e (0,1,-3)

(1,0,1) (0,1,0) e (1,1,1)
Determine os valores de ¢t para os quais os vetores
(t,1,0) (1,¢,1) (0,1,¢)

sao dependentes.

o [Ap69] 13.14.

8.

O paralelepipedo gerado/definido pelos vetores a, b e ¢

de R3 é o conjunto {ta + sb + uc com 0 < ¢,s,u < 1}. O seu volume ¢ igual ao médulo do
produto misto a - (b X c), i.e.

at a® o
Volume ({ta+ sb +uc com 0 < t,s,u <1})=|a- (b xc)|=|det | b' b* b
2

Verifique que
a- (b x c) = [all[bll[|c|| sin(6) cos(¢)

onde 0 é o angulo entre b e ¢, e ¢ é o angulo entre a e b x c.

Calcule o volume do paralelepipedo definido pelos vetores i+ j, j + k e k +i.
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e Calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos vetores
3,3,1)  (2,1,2)  (5L1)

(0,0,1) (5,7,-3) (—9,0,0)

9. Resolver o sistema de trés equagoes lineares
alz+bly+ctz = d o bl o g
alr+ by +ctz = d? ou seja :r( >+y( >+Z<c§>:(d§)
adr+by+ctz = @ a® b ¢ d
nas trés incégnitas , y e z, significa representar o vetor D = (d', d?,d®) como combinacio
linear

tA4+yB+2C=D
dos vetores A = (a',a?,a®), B = (b',b%,0%) e C = (c!,c?,c3) com coeficientes x, y e z. Ao
multiplicar esta representacdo por B x C, ou por C' x A, ou por A X B, resulta que

A-(BxC)=D-(BxC(C),
B-(CxA)=D-(CxA)),
C-(AxB)=D-(AxB).

Portanto, se o produto misto A-(Bx D) # 0 (i.e. se o determinante da matriz 3 x 3 cujas colu-
nas sao os vetores A, B e C é diferente de zero, ou seja, se os trés vetores sao independentes),
entdo o sistema admite una tnica solugido (z,v, z), dada pela regra de Cramer:

D-(BxC) C-(DxA) A-(Bx D)

z =

A-(BxC)' YT A (BxO) A-(BxC)

Tr =

Observe que o denominador é o determinante da matriz 3 x 3 cujas colunas sdo os vetores A,
B e C, e o numerador da i-ésima coordenada é obtido ao substituir, nesta matriz, a i-ésima
coluna com o vetor D.

e Resolva os sistemas

z+y+=z = 6 r+2y—3z = 4
2r+y+3z = 9 2r—-3y+z = 1
3xr—y—5z = —17 3xr—y—2z = 5

10. (uniform rotations and rotating frames) Let r = r(t) denotes the position of a moving particle
in an inertial frame R, and let v := r and a := 1 denote its velocity and acceleration,
respectively. Consider a non-inertial frame R’ rotating at uniform angular velocity € € R3.
If the angular velocity has modulus  and is directed along the z-axis (i.e. is 2 = Qk), then
the rotating frame is

i =cos(Q)i+sin(Q)j j=-—sin(Q)i+cos(U)j kK =k
Thus, the vector r = zi + yj + zk is equal to the vector r' = z'i’ +¢'j’ + 2’'k’
r=Qxr
The velocity in the rotating system is
V=v-Qxr
The acceleration in the rotating system is
A=a—-20xV-Qx(Qxr)—Qxr

(the second and the third terms above are the Coriolis acceleration and the centrifugal
acceleration, respecively)

da fare

[KKR62]



5 PRODUTO VETORIAL, AREA E VOLUME 26

11. (momento angular e torque) O momento angular (relativo a origem do referencial) de uma
particula de massa m > 0 colocada na posicio r € R® com momento linear p = mr, é o
produto vetorial

L:=rxp

A derivada do momento angular de uma particula sujeita a lei de Newton p = F ¢ igual ao
bindrio (ou torque) T :=r x F, pois

L=rxp+rxp
=rxF.
sendo r x p = 0.

e O momento angular do sistema de n particulas de massas m;, colocadas nas posicoes

r; € R3 com momentos lineares p; := m;¥;, com i = 1,2,...,n, é
n
L= E r; X p;
i=1
Sejam R := ;31  m;r;, com M := YI'  m;, o centro de massa do sistema, e

P:=MR=M Z?Zl m;T; 0 momento linear do centro de massa. Mostre que
L=RxP +1L

onde L' := "  r/ x p}, comr = R+ 1, 6 0 momento angular relativo ao centro de
massa.

12. (angular momentum of Kepler orbits and Hamilton’s theorem) If two point masses with
g I p
positions r; and ro move around their center of masses according to Newton’s gravitational
law, then the difference vector r = r; — ry obeys the law

(if we set to one both the reduced mass of the system and the universal gravitational cons-
tant). If v = I denotes the velocity vector, then a computation shows that the angular
momentum

Li=rxv

is a constant of the motion. If at some (initial) time the vectors r and v are not parallel,

then L # 0. We may therefore choose a reference Cartesian system in which L = £k for some
¢ > 0, and write the position vector as r(t) = rcos(6) i+ rsin(f) j for some time-dependent
angle 6 and lenght » = ||r||. A computation shows that

(=%, (3)

expressing Kepler second law’, according to which “the position vector from the sun to a
planet sweeps out equal areas in equal times”. If we eliminate dt from Newton equation (2)
(written for v) and equation (3), we get

dv/df = —0~(cos(0) i+ sin() j)
and, after integration,
v =vg + £ (sin(0)i— cos(6)j),

for some constant vector v (on the z = 0 plane). Thus, “the velocity vector moves along
a circle orthogonal to the angular velocity vector with radius inversely proportional to its
length” 8 9.

7J. Kepler, Astronomia Nova, Prague, 1609.

8W.R. Hamilton, The hodograph or a new method of expressing in symbolic language the Newtonian law of
attraction, Proc. Roy. Irish Acad. 3 (1846), 344-353.

9J. Milnor, On the geometry of the Kepler problem. Amer. Math. Monthly 90 (1983), 353-365.
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13. (forca magnética) A for¢a de Lorentz que experimenta uma particula com carga eléctrica ¢ e
velocidade v num campo elétrico E e magnético B é (nas unidades do S.1.)

F=¢g(E+vxB)

e Mostre que num referencial inercial em que o campo elétrico é nulo, i.e. E = 0, e
portanto a tnica forga é forga magnética qv x B, a energia cinética K := %mHsz é
conservada, calculando a derivada

d
1 2\ oo
pn (zm|v|]*) =mv v
e utilizando a equagao de Newton mv = F.

e Um magneto de momento magnético m, colocado num capo magnético B, sofre um

torque
N=mxB

14. (rotacional) O rotacional (em inglés, curl) do campo de vetores (diferencidvel) F(r) =
(Fy(r), Fa(r), F3(r)), definido num aberto de R3, é o campo de vetores

curlF .=V x F

ik
—det [ 0, 0, 0.
F, Fy F3

(OB OB\, (R OFs\ . (0 OF\,
oy 0z 0z ox J ox oy
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6

Niumeros complexos

O corpo dos nimeros complexos é o conjunto C ~ R? dos
pontos/nimeros z = z + iy ~ (z,y), com z,y € R, munido das operagdes “soma”, definida
por

(@ +iy) + (@ +iy) = (@ +a) +ily +y)

(que corresponde & soma dos vetores (x,y) e (z',9') do plano R?) e “multiplicacio”, definida
por

’ (z+1y) - (2 +1y) := (z2’ —yy') +i(zy + 2'y) ‘

O elemento neutro da soma é 0 = 0 + 0 = (0,0), e o elemento neutro da multiplicacao é
1=1+4140=~(1,0). O nimero complexo i :=0+i-1~ (0,1) € C satisfaz i - i = —1, ou seja,
i =+/—1. O conjugado do nimero complexo z = x + iy é o nimero complexo z := x — iy. O
maodulo do ntimero complexo z = x + iy é

|z] := V2z = V22 + 92

(a norma euclidiana do vetor (x,y) € R?). Os ntimeros reais

2 24

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = = + iy, respetivamente. A
representacdo polar do nimero complexo z = x + iy ~ (x,y) € R? é

onde p =|z| > 0 é o médulo, 6 € R é “um” argumento de z, ou seja, um “4ngulo” arg(z) =
6 + 27n, com n € 7Z, tal que x = pcos(f) e y = psin(f), e o niimero complexo €* é definido
pela férmula de Euler

e'? := cos(0) + isin(0) ‘

Verifique que o inverso multiplicativo de um ntimero complexo z # 0 é
1/2=%/|2|?

e Represente na forma x + iy os seguintes niimeros complexos

2—1 1—4

1414 144 2414

1/i (1—1i3)?

e Resolva as seguintes equagoes
22-2:42=0  22424+1=0
e Verifique que, se z; = plewl e 29 = pgewz, entao

2120 = prpoe’ D1 T02) e EL o PLi(6i=t2) (se p2 #0).
2 P2

Deduza que a multiplicacdo por z = pe’?, no plano C ~ R2, corresponde a uma di-

latagao/contracdo por p e uma rotagdo de um angulo . Em particular, a multiplicagao
por i = ¢'™/2 é a “raiz quadrada” da inversdo (z,y) — (—x, —%), ou seja, uma rotacio
de um angulo /2.

e Use a férmula de Euler para provar as férmulas

cos(f £ ¢) = cos() cos(¢) F sin(P) sin(¢)

sin(6 £ ¢) = cos(0) sin(¢) =+ sin(f) cos(¢) .
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e Use a representagao polar e a férmula de Euler para provar a férmula de de Moivre
(cos(0) +isin(f))" = cos(nd) + isin(nf) .

Deduza as férmulas
cos(nd) = ... e sin(nd) = ...

Verifique que o conjugado de z = pe’’ é Z = pe

Calcule

Vi V=i 1+

Resolva as equacoes 2% =1, 2° = 1 e 23 = 81.

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, W™ =1 e w # 1)
entao
l+w+w? +wd+ . +w"t=0.

(multiplique por 1 —w ...).

2. A fungao exponencial exp(z) := e*, é a
funcao inteira exp : C — C definida pela série de poténcias

=Y =T+ S 44

n=0 n!

e Verifique a férmula de adigao e*t% = e*e, e deduza que e* # 0 para todo o z € C.

Verifique que e* é igual a sua derivada, ou seja, exp’(z) = exp(z).
i0

Mostre que, se § € R, entdo o conjugado de e? é e~ e portanto |¢’?| = 1. Defina as
~ . V . /V L] L4 — > 1
funcoes reais de varigvel real “cos” e “sin” usando a férmula de Euler ¢ = cos 0+ sin 0,

ou seja,
0, ,—if 0 _ —if
cos() := e te e sin(6) := ¢ ,
2 24

e deduza as suas expansoes em série de poténcias em torno de 0.

Deduza que, se a,0 € R, ,
et — ¢ (cos § + isinf)

3. (oscilador harmdnico e sobreposicoes) A funcio z(t) = €™ descreve um ponto que percorre
o cfreulo unitdrio S! := {z € C t.q. |z| = 1} do plano complexo no sentido anti-hordrio com
“frequéncia angular” w > 0 (e portanto com periodo 7 = 27 /w e frequéncia v = w/(27)).

e Verifique qua a funcio z(t) = e’ satisfaz a equacao diferencial linear
Z=1wz.

e Verifique que z4(t) = e*™! e portanto uma sobreposicio z(t) = azy(t) + bz_(t) com
coeficientes a, b € C, satisfazem a equacao do oscilador harménico (ou lei de Hooke)

Z=—-w"z.
Deduza que a parte real e a parte imaginéria de z(t), por exemplo
q(t) = p cos(wt + ¢) e p sin(wt + ),

sdo solucdes reais do oscilador harménico § = —w?q. Identifique as condicdes iniciais
q(0) e ¢(0) em quanto fungoes de pe*?.

A NVANVANYA
\VERVERV

Oscilagao ¢(t) = pcos(wt + ).
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e Observe que a sobreposicao das oscilagoes 21 (t) = €1t e 25(t) = 2!,
Z(t) — e’iwlt 4 eiWQt

é maxima quando wit = wot (mddulo 27), e minima quando w1t —wst = 7 (médulo 27).
e Observe que, se wy = w * ¢, entdo a sobreposicio das duas oscilagoes z4(t) = e'w+?
pode ser representada como

2(t) = 24 (t) + 2 (t) = ™" (" + e7") = 2™ cos(et)

Em particular, se || < |w]|, ent@o a sobreposigao consiste numa modulagao lentai, com
periodo 27/ > 27 /w (chamada batimentos, em inglés, beats), da frequéncia fundamen-
tal w ~ w4.

Sobreposigao z(t) = (€9 + ¢1-09") =sin(0.95 - t) + sin(1.05 - t).

4. (epiciclos e deferentes) A ideia de Aristételes e Platdo, de que “todos os movimentos sao
combinagoes de movimentos circulares uniformes” esta na base dos calendérios calculados
por Iparco e Ptolomeu, e transmitidos até nés pelos drabes no Almagesto.

Nestas cosmologias, cada corpo celeste descreve uma circunferéncia, dita epiciclo, a volta
de uma circunferéncia, que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de uma circun-
feréncia, ... , que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de uma circunferéncia
inicial, dita deferente, centrada na Terra. Até o sistema de Nicholas Copernicus funciona
assim: a unica novidade, que também nao uma novidade porque os préprios gregos consi-
deraram esta possibilidade!, é que o centro do deferente é colocado no Sol, ideia que pareceu
simplificar muito o modelo.

De fato, todo movimento quase-periédico'” (planar) pode ser aproximado com precisao ar-
bitraria usando uma “sobrerposi¢ao”

Z(t) — aoezwgt 4 alezwlt R anezwnt

de um numero finito de movimentos circulares uniformes, e este é o conteiido da moderna
analise de Fourier.

05|

10G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, Series 9, Band 12, No. 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
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Um espago linear/vetorial real (ou seja, sobre o corpo R dos

niimeros reais) é um conjunto V munido de duas operagoes:
a “adicao” :' VxV =V
V,WH V+W,
que satisfaz os axiomas
EL1 (propriedade associativa) u+ (v+w) = (u+v)+w,
EL2 (propriedade comutativa) v+w = w + v,
EL3 (existéncia do elemento neutro) existe 0 € V, tal que 0+ v =v

EL4 (existéncia do simétrico) Vv € V existe —v € V tal que v + (—v) = 0.
e a “multiplicagio por escalares/ntimeros” : R x V =V

A, v AveV
que satisfaz os axiomas

EL5 (propriedade associativa) (Ap)v = A(puv),
EL6 (propriedade distributiva para a adi¢io em R) (A + p)v = Av + pv,
EL7 (propriedade distributiva para a adi¢io em V) A(v + W) = Av + Aw,

EL8 (ezisténcia do elemento neutro) 1v = v,

Um isomorfismo entre os espagos lineares V e V' é uma aplicacao bijectiva f : V — V/,

v < v/, que respeita as operagoes, i.e. tal que se v <> f(v) =v' e w « f(w) = w', entdo

v+wo v +w e AV & AWV VYA eR.

Se substituimos o corpo R dos niimeros reais pelo corpo C dos niimeros complexos, obtemos

a definicdo de espago linear/vetorial complezxo.

W

e Verifique que R, munido das operacoes usuais “+” e
)

, ¢ um espago vetorial real.

e Verifique que R™, munido das operagoes “adigdo” e “produto por um escalar” definidas

no exercicio 1 do capitulo 1, é um espaco vetorial real.
e Mostre que o elemento neutro 0 é tnico.
e Mostre que o simétrico —v de cada v € V e tnico.
e Mostre que Ov = 0 para todo v € V e que A0 = 0 para todo A € R.
e Mostre que Av = 0 implica v=0ou A = 0.
e Mostre que A\v = pv implica v =0 ou A = p.

e Mostre que Av = Aw implica v =w ou A = 0.

e [Ap69] 15.5.
O espago vetorial complexo de dimensdo n é o espaco
C":=CxCx---xC
I e—
das n-uplas z = (2%, 22,...,2") de nimeros complexos, munido das operagoes adi¢io + :

C™ x C™ — C , definida por

’Z7W'—>Z+WZ= (zl+w17z2+w2,...,z"+w")‘

e multiplicacao por um escalar - : C x C* — C™ | definida por

’)\,z = Az= ()\zl,)\ZQ,...,/\z")‘
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3. Um espago afim modelado sobre o espago vetorial V é um conjunto A munido
de uma aplicagdo A x A — V .
P,Q— PQ

que satisfaz os axiomas

EA1 para cada P € A e cada v € V existe um tnico @ € A tal que P_Q =v
EA2 para quaisquer P,Q, R € A, . B B
PQ+QR=PR
e Verifique que o conjunto R™ munido da aplicacdo P,Q — @ — P é um espaco afim
modelado sobre o espaco vetorial real R™.

4. Sejam X um conjunto e R* = F(X,R) ou C¥ = F(X,C) os espacos
das fungodes reais ou complexas definidas em X, cujos elementos sao denotados por x — f(x).
Os espagos F(X,R) e F(X,C), munidos das operagdes “adi¢ao” e “produto por um escalar”
definidas por

(f+9)(@):=flx)+g(x) e  (Af)@):=Af(2),

sao espacgos vetoriais reais e complexos, respetivamente.

e Mostre que F(R,R) é um espago vetorial real, determine o elemento neutro, e dé exem-
plos de elementos de F(R,R).

e Seja R>® := RN = F(N,R) o espaco das sucessdes reais X = (x1,Z2,...,Tp,...), com
z, € R. Descreva a sua estrutura de espago linear real.

e Seja Pol(R) := R[t] o espago dos polinémios com coeficientes reais na varidvel ¢, e
Pol<,,(R) o espago dos polindmios reais de grau < n. Verifique que Pol(R) e Pol<, (R)
sao espagos lineares reais.

e Verifique que sdo espagos vetoriais o espago C(R,R) das fungdes continuas, o espago
C*(R,R) das fungoes com k derivadas continuas, o espaco C®(R,R) das funcdes que
admitem todas as derivadas.

e [Ap6Y] 15.5.

5. (campos de vetores) Um campo de vetores no dominio 2 C R™ é uma fungdo F : Q@ — R™.
As suas “coordenadas” sdo as fungoes reais F* : R™ — R, com i = 1,2,...,m, tais que

X = (ml,xQ,...,x") —F(x) = (Fl(x),FZ(x),...,Fm(x))

O espago F(£2,R™) dos campos de vetores definidos no dominio  C R™ é um espaco linear
real se a “adicdo” e o “produto por um escalar” sao definidos por

(F+G)(x) =Fx)+G(x) e (AF)(x) = A\F(x) .
e O campo gravitacional gerado por uma massa M colocada no ponto xo € R3 é

GM

F(x) = ———
0= =P

(x —x0)

e O campo eléctrico gerado por uma carga g colocada na origem de R3 é dado pela lei de
Coulomb
1 q

Ex)=———
(x) dneo |[x — xo|?

(x — x0)
(g0 é a constante eléctrica).

6. (superposition principle for linear ODEs) Consider a “linear homogeneous” ordinary diffe-
rential equation, for example with constant coefficients and of second order like

j+ay+By=0. (4)
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A superposition ayi(t) + by2(t) of any two solutions, yi(t) and ya(t), is still a solution.
Therefore, the space H of solutions of (4) is a linear space (a subspace of the infinite-
dimensional space V = C%(R) of twice differentiable functions on the real line). Actually, as
you will see in analysis, this space is two-dimensional, so that H ~ R?, and therefore any
solution is a superposition

y(t) = cyy+(t) + c—y—(t)

of two basic independent solutions y (t), forming a base of H. We now add a time-dependent
force f(t), and consider the linear ordinary differential equation

¥+ ai+ Pxr=f(1). (5)

The difference x1(t) — x2(t) between any two solutions of (5) is a solution of (4). Therefore,
if z(t) is any (particular) solution of (5), then the space of all solutions of (5) is the affine
space z + H.

7. (quantum superposition principle) If a physical system can be prepared in each of the sta-
tes [1), |2), |3), ..., for example corresponding to certain values A1, Ag, Az,... of a certain
observable L, then the most general state is a superposition '

[9) = b1 |1) + a2 |2) + 3 |3) + ...

with complex coefficients 1, € C. The observation of the observable L in the state |¢)
will then give one of the value ), (and not a value in between!) with relative frequency
(if the experience is repeated a large number of times) proportional to [1,|?. States of a
quantum system therefore live in a complex linear space H (which is infinite dimensional).
Actually, proportional states must be considered as equal, which amounts to say that we
may only consider normalized states, those with |t)1]? + [12]? + |¢3/> + -+ = 1, and do not
distinguish between those which differ by a multiplicative phase ¢? (although this ambiguity
is then central in quantum field theory). Therefore the state space of a quantum system is a
projective space PH of a complex linear space H.

8. Seja V um espacgo vetorial real. Um subconjunto nao vazio W C V
que é também um espaco vetorial (ou seja, tal que w +w’ € W e A\w € W para todos os
w,w € W e A € R) édito subespago (linear/vetorial) de V. Se S C V é um subconjunto de
V., o conjunto Span(S) das combinagoes lineares finitas

Msy 4+ Msp 4+ -+ \™Ms,, s;ieS, M eR

é um subsespaco de V, dito subespaco gerado por S. O espaco linear V tem “dimensao
finita” se admite um conjunto finito de geradores.

Se X e Y sdo subespagos de V, entdao a “soma”
X+4Y ={x+y comxe X, yeY}

é um subespago de V. Se cada vetor v € X + Y admite uma tnica representagdo v =x+y
comx € X ey € Y, entao a soma é chamada soma direta, e denotada por X @Y.

11«Any state may be considered as the result of a superposition of two or more other states, and indeed in an
infinite number of ways. Conversely any two or more states may be superposed to give a new state ...The non-
classical nature of the superposition process is brought out clearly if we consider the superposition of two states, A
and B, such that there exists an observation which, when made on the system in state A, is certain to lead to one
particular result, a say, and when made on the system in state B is certain to lead to some different result, b say.
What will be the result of the observation when made on the system in the superposed state? The answer is that the
result will be sometimes a and sometimes b, according to a probability law depending on the relative weights of A
and B in the superposition process. It will never be different from both a and b [i.e, either a or b]. The intermediate
character of the state formed by superposition thus expresses itself through the probability of a particular result for
an observation being intermediate between the corresponding probabilities for the original states, not through the
result itself being intermediate between the corresponding results for the original states.”
’ [P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics (2nd edition), Clarendon Press, 1947]
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Se X1, Xs,... sao subespagos de V, entao

mXi ={x t.q. x € X,Vi}

é um subespago de V.

Dados os nimeros a1, as,...,a, € R, o conjunto dos vetores x € R™ tais que
a1r] + g + -+ apx, =0

é um subespaco linear de R".

Se V' é um subespago do espago euclidiano R™, entao
Vi={xeR"tq (x,v)=0 YveV}

é um subespago de R™.
Verifique que C(R,R) é um subespago de F(R,R).

Verifique que C*°(R, R) é um subespaco de C¥*!(R,R), que é um subespaco de C*(R, R),
que é um subespago de C(R, R).

Verifique que Pol<,, (R) é um supespago de Pol(R), que é um subespaco de C(R,R). O
espago Pol,,(R) dos polinémios de grau (exatamente) n é um suberspago vetorial de
Pol(R) ?

Determine os subespacos gerados por
(1,2)  (=1,-2) em R?

(0,1,0) (0,0,1) em R?
ij i+j em R?
{1,¢,¢2, ...t} em R¥
t t2 em Pol(R)
el e em F(R,R)

O conjunto b das sucessoes (z,)nen limitadas é um subespago do espago das sucessoes
reais R> ? E o conjunto ¢ das sucessoes convergentes? E o conjunto ¢y das sucessoes
convergentes tais que x, — 0 ?

O espago das fungdes ndo negativas, i.e. tais que f(t) > 0 V¢, é um subespaco do espaco
F(R,R) ?

Os conjuntos das fungoes pares e impares, definidos por

sdo subespagos de F(R,R) ? Mostre que cada f € F(R,R) é uma soma f = f, + f_
com f+ € Fi(R,R).

[Ap69] 15.9.

Seja 'V um espago linear. O conjunto S C V

é livre/(linearmente) independente se gera cada vetor de Span(S) duma unica maneira, ou

seja,

se gera o vetor nulo 0 duma tnica maneira, i.e. se quaisquer que sejam os elementos

distintos s1,s82,...,8, € S,

[ Msi+ N2+ 4 ATs,, =0 =  N=0 Vi=12...m

Caso contrario, o conjunto é dito (linearmente) dependente.
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e Verifique se os seguintes conjuntos de vetores sao linearmente independentes
(1,2) (-1,2) em R?
(1,1,0) (0,1,1) (1,0,1) em R3
(1,2,3)  (2,3,4)  (3,4,5) em R3
(1,0,0,0) (1,1,0,0) (1,1,1,0) (1,1,1,1) em R*
cost sint em F(R,R)
cos?t sin? ¢ 1/2 em F(R,R)
1 t t2 em Pol(R)
(1,-1,1,-1,1,-1,...) (1,1,1,1,1,1,...) em R*
e [ApG9] 15.9.
10. Seja V um espaco linear de dimensao finita. Uma base de V é um conjunto

livre de geradores de V, ou seja, um conjunto ordenado B = (by, bs, ..., b,) de vetores tal
que cada v € V admite uma e uma tnica representacao

v=ov'b; +v’by+---+0"b,

(os nimeros v sdo as “componentes do vetor v relativamente & base (by,ba,...,b,)”). A
dimensao dimg V do espaco linear V (de dimensao finita) é o nimero de elementos de uma
base. Se (b1, bs,...,b,) é uma base ordenada do espago linear real V, entéo a aplicagao

Vsv=uvb +v’by+ -+ 0"b, — (vl,vQ,...,v") e R"
define um isomorfismo V ~ R".
e Determine uma base e a dimensao dos seguintes subespacos de R? ou R?
{(z,y) €R?* t.q. z =y} CR?
{(z,y,2) eR® t.q. z =y} C R3
{(z,y,2) €R® t.q. x4+ y+2=0} CR3
{(z,y,2) ER®* t.q. z+y=0ey+2=0} CR3
{(z,y,2) eR®t.q. £ —2y + 2 =0} CR?
{(z,9,2) ER*t.q. s +y+2=0e2=0} CR?

e Verifique que
I N T AR

é uma base do espago Pol,, (R) dos polinémios de grau < n. Qual a dimensao de Pol, (R)?

e Determine as coordenadas do polinémio f(t) = (1 — t)? relativamente & base ordenada
(1,t,t2) de Poly(R).
o [Ap69] 15.9.

11. (rational linear independence on the line) The real numbers x1, xo, ..., x, are said linear
independent over the field of rationals if the only solution of

kizy + koxo + -+ kpx, =0
with k; € Z is the trivial solution k1 = kg = --- = k,, = 0.
e Show that (any finite subset of) the sequence
log2, log3, logbd, log7, ... logp,

of natural logarithms of prime numbers is linear independent over the rationals (use
the unique factorization of an integer into prime factors) 2.

12H. Bohr, 1910.
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8

Formas lineares

. (linearidade) Se cada kilo de © custa A euros e cada kilo de # custa B euros, entdo a kilos

de © e b kilos de # custam aA + bB euros, ou seja, a fungdo “prego” P satisfaz
P(aQ + b#) = aP(Q) + bP (M)
Esta propriedade é chamada linearidade.

e Dé exemplos de fungoes lineares.

e Dé exemplos de fungoes nao lineares.

Seja V um espago linear real (ou complexo). Uma funcao real

f:V =R (oucomplexa f:V — C) é dita aditiva se Vv,w € V

(v +w) = f(v) + f(w)]

e é dita homogénea se VveVeVAeER (ouVAeC)

fv) = Af(v)

Uma fungao real £ : V — R (ou complexa &€ : V — C) aditiva e homogénea, ou seja, tal que

[E0W + uw) = AE(WV) + p€(w) |

é dita forma linear, ou covetor (ou funcional linear quando V é um espago de fungoes). Uma
notagao simétrica para o valor da forma linear £ sobre o vetor v é

(& v) =&(v).

O espaco V* := Homg(V,R) (ou Hom¢(V, C)) das formas lineares, dito espago dual (algébrico)
de V, é um espaco linear real (ou complexo) se a adigdo e o produto por um escalar sdo de-
finidos por

(€+mn,v):=(&v)+1nv) e (A, v) := (€, Av)
respetivamente, e a forma nula 0* € V* é definida por (0*,v) =0Vv € V.

Se o espago vetorial V tem dimensao finita, e se e, eq, ..., e, é uma base de V (por exemplo
a base candnica de V & R"), entdo cada forma linear € € V* é determinada pelos seus
valores &; := (€, e;) nos vetores da base, pois

<£7 V> = <£a Ulel + 'UQQQ + e + Unen> - 51'01 + 52712 + T + Envn .

Portanto, também V* tem dimensao finita, e uma base de V*, dita base dual, é o conjunto

ordenado dos covetores e',e?, ..., e" definidos por '*

(e',ej) ="

As coordenadas da forma linear € = £1e! + &ye2 + -+ + £, e relativamente & base dual sdo
os numeros & = (£, e;), assim que (§,v) = >, 0.

Para cada v € V, a fungdo £ — (£,v) é uma forma linear em V* e portanto existe um
homomorfismo injetivo de V em (V*)*. Se V tem dimensao finita, entdo todas as formas
lineares g € (V*)* podem ser representadas como g(€) = (£, v) para algum v € V (basta
definir v = (v}, v%,...,v") com v® = g(e')), e portanto o espaco dual do espaco dual é
isomorfo a (V*)* ~ V (mas o isomorfismo ndo é candnico, depende da escolha de uma
base!).

130 simbolo de Kronecker é definido por
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e Mostre que uma fungdo homogénea f: R — R é f(z) = Az, com A = f(1) € R. Mostre
que uma funcao homogénea f : R — R é também aditiva, e portanto linear.

e Diga se as seguintes fungoes f : R™ — R sao ou nao lineares.
x— 3z r—2r—1 x > sin(27x)
(z,y) — 3z — by (z,y) — 2° —zy
(x,y,2) = 2z —y+ 32 (v,y,2) »2x —y+32+8
(z,y,2) — 0 (z,y,2) — V3

(x1,22,...,2n) = 0 (21,22,...,2,) — 66
e Mostre que, dados aq,as,...,a, € R, a aplicacao
(1’1,:172, s axn) — 0121 + a2y + -+ any

é uma forma linear em R"™.

3. (wild additive functions in the real line) For real valued functions of a real variable f : R — R,
homogeneity implies additivity, since x +y = (1 + y/x) x (if = # 0, of course), and therefore
an homogeneous function satisfies

fe+y) = f(A+y/z)z) = (1 +y/x)f(z) = f(x) + (y/x)f(z) = f(z) + fy) .

Surprisingly, there exist additive functions which are not homogeneous (hence not linear), at
least if we accept the axiom of choice. Indeed, additivity only implies linearity on “rational
lines” Qx C R, i.e.

frz) =rf(z) Vr=p/geQ and Yz € R.

Therefore, if we could choose a different slope Ag,, hence a different homogeneous function
rx — AggTe, for any orbit Qz of the quotient space Q\R, the resulting function f : R — R
would be additive but not homogeneous. Any such wild additive but not homogeneous
function f : R — R cannot be continuous, and indeed has a dense graph.

e Let f: R — R be an homogeneous function, and = € R. For r = p/q € Q with p,q € Z

and ¢ # 0, show that f(rz) = f(pz/q) = pf(x/q) and also f(z) = f(qz/q) = qf (x/q).
Deduce that f(rz) =rf(z) for all r € Q.

e Let f: R — R be an additive but not homogeneous function, so that there exists two
points a,b € R where f(a)/a # f(b)/b. This implies that v = (a, f(a)) and w = (b, f(b))
are linearly independent vectors, hence a basis, of R2. From Rv + Rw = R2, deduce
that the “rational plane” Qv +Qw is dense in R?, i.e. ant point r = (z,7) € R? may be
approximated with arbitrary precision by a point in Qv+Qw, i.e. for any r = (z,y) € R?
and any e > 0 there exist rationals A\, \ € Q such that ||r — (Av + X'w)|| < . Use again
the additivity of f to show that this implies the existence of a point ¢ € R such that

Ir— (¢, flo)ll <e.
4. Uma forma linear £ € (R™)* é determinada pelos
seus valores nos vetores de uma base de R™. Por exemplo, se eq,es, ..., e, é a base candnica
de R, e & = (€,€;), com i = 1,2,...,n, entdo o valor da forma £ € (R™)* sobre o vetor

genérico x = x'e; + z%ey + -+ +2"e, € R" ¢
(&,x) = <£,:171e1 +2%eq + -+ + x”en>
=o' (€ e1) +a” (€ e) -+ 2" (€, en)
=z'& + 2’6+ ",
Portanto, se & = (£1,&,...,&,) € R™, entao
(€,x)=¢-x

A correspondéncia que associa a forma (€,x) = £ - x ao vetor & € R™ é um isomorfismo
R™ ~ (R™)* entre o espago euclidiano R™ e o seu dual (R™)* (que depende da estrutura
euclidiana, ou seja, do produto escalar euclidiano!). Em coordenadas, a correspondéncia é

§i=2>;0i;8.
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e Determine o vetor & = (£1,&a,...,&,) € R™ que define as seguintes formas lineares
x> 3z (x,y) — 0

(x,y) — bx + 9y (x,y,2) = =3+ Ty —z

(1,22, .., 2n) — 3Tk com 0<k<n
e f:R? = R ¢ uma funcao linear tal que f(i) =5 e f(j) = —2. Determine f(z,y).
e f:R3 — R ¢é uma funcio linear tal que f(i) = —3, f(j) = 1 e f(k) = 7. Determine
f@,y,2).
5. O naicleo/espago nulo (em inglés kernel) da forma linear £ € V* é o

subespago vetorial

ker(¢) := {x €V t.q. (£,x)=0}C V|

Se £ #0 e v € V\ker(§) (i.e. um vetor tal que (€,v) # 0), entéo cada vetor x € V pode
ser representado de uma inica maneira como

X=AV+WwW

com A € Rew € ker(§). De fato, a condi¢ao x — Av € ker(§), ou seja, (£,x — Av) = 0, obriga
a escolher A = (£€,x) / (€, v). Portanto, o nicleo ker(£) de uma forma &€ # 0" é um hiperplano
do espago linear V, ou seja, um subespaco linear di “co-dimensao” 1. Em particular, se V
tem dimenséo finita,

| dimg ker(€) + 1 = dimg V |

O hiperplano afim que passa pelo ponto a € V e é paralelo ao hiperplano ker(§) é
atker(§) ={veVtq (v)=A} onde A = (€, a) .

e Mostre que o ntcleo de uma forma linear £ € V* é um subespago linear de V.

e Uma “equagao linear”
arzt +asx® + -+ apzn=1>

define um hiperplano afim em R™. Mostre que o hiperplano afim é um subespaco linear
de R™ sse b = 0.

6. Se £, €2, ... ,E’k € V* sao k formas line-
ares independentes num espaco linear de dimensao finita V &~ R”, entao a intersecao dos
nicleos W = ker(€") Nker(£?) N---N ker(ék), ou seja o conjunto dos vetores x € V que
resolvem o “sistema homogéneo”

(€x)=0, (&x)=0, ... {(¢"x)=0,
é um subespago vetorial de co-dimesao k, e portanto de dimensao n — k. De fato, se com-
pletamos o sistema de formas independentes até obter uma base &', &2, ... ,£k, £k+1, Y

de V*, e se by, bs,..., b, denota a base dual de V (assim que (€', b;) = %;), entdo nas
coordenadas relativas a esta base o sistema é

e as solugdes sao todos os vetores x = Z?:kﬂ r'b; € W = R,
7. (integral) O integral
b
1) = [ e
a

¢ uma forma linear no espaco Z([a, ], R) das fungdes integraveis no intervalo [a,b] C R.
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8.

10.

(delta de Dirac) A delta de Dirac (no ponto 0), definida por

o0

o= [ soswar = 1),
¢ uma forma linear no espaco C°(R, R) das funcdes continuas f : R — R. O niticleo de § é o
conjunto das funcdes continuas tais que f(0) = 0, que é um hiperplano do espaco C°(R, R).

(plane waves and Pontryagin dual) A plane wave is a complex valued function e¢ : R — C
defined by _
ee(x) 1= PR
for some “wave vector” & € (R™)* ~ R" (an alternative definition omits the factor 2). For

example, a plane wave
e27ri(wt7p-r)

in the space-time R x R® with coordinates (¢,r), describes a (transversal) wave traveling in
the direction of the vector p € R3 with frequency w (observe that vectors and covectors have
different dimensions, e.g. if ¢ is time and r is a length, then w is a frequency while p is the
inverse of a length, hence the distinction between a linear space and its dual is real!).

Any plane wave is a continuous (actually infinitely differentiable) homeomorphism from the
abelian additive group R™ into the abelian multiplicative group S = {z € C s.t. |z| = 1} of
unit complex numbers, i.e.

ee(x +y) = ec(x) eg(y)
The set R" of all plane waves, or, technically, the set of all continuous homomorphisms
e¢ : R® = S, equipped with the group law
(e¢ - er)(x) = eg(x) e (x)
is called Pontryagin/topologzcal dual of the abelian (topological) group R™, and, as an abelian
group, it is isomorphic to R ~ (R™)*, the isomorphism being e¢ <+ &.

(lattices and reciprocal lattices) A (Bravais) lattice is an additive subgroup

A:ZV1+ZV2+"'+ZVn

:={n1vy + nave + ... nyv, with ny,ng,...,n, € Z} CR"
of the additive group R™, generated by n linearly independent vectors vi,vs,...,v, € R™
called primitive vectors. A plane wave eg¢(x) := > in R" is A-periodic, i.e. satisfies

ee(x +v) = eg(x) for all x € R™ and all v € A, provided the wave vector £ belongs to the
reciprocal lattice

Ac:={€€R") st. £-veZ VveA}cRY,
isomorphic to the dual subgroup
At i={ec €R" st. e(v)=1 YveA}CRe.

For example, the reciprocal lattice of the one-dimensional lattice A = AZ C R, with A > 0, is
A, = A'Z C R ~ R*. Physicists are mainly interested in lattices A = Zv, +Zvy+Zvs C R?
generated by three independent vectors vy, vs, vz € R3, since they describe (the positions of
atoms in) crystals. The volume of a fundamental domain (or primitive unit cell) for such a
lattice A C R? (a domain F' C R? such that UyepTy(F) = R?, and such that the different
images Ty (F) and Ty (F) for v # v’ in A have disjoint interiors), or, equivalently, the volume
of the quotient space R3/A, is

VO](R:S/A) = ‘Vl . (VQ X Vg)‘ .
The reciprocal lattice is the lattice A, = Z&'+7Z&* +7£° (R3)* generated by the co-vectors

Vo X V3 2 V3 X Vi Vi1 X Vg

= = &=

Vi (V2 X Vg) Vo - (V3 X Vl) V3 - (Vl X VQ)

(under the identification (R?)* ~ R? induced by the Euclidian scalar product).
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11.

12.

Um subconjunto C' C V de um espago vetorial real é convezo se contém
o segmento entre cada par dos seus pontos, i.e. se

x,yeC = 1-t)x+tyeC Vte|0,1]

O menor convexo que contém (ou seja, a intersegdo de todos os convexos que contém) um
subconjunto A C R™ é chamado envoltdria/invélucro/fecho convera/o de A, e denotado
por Conv(A). Em particular, o menor convexo que contém o conjunto finito de pontos
X1,X9,...,Xm €V €

Conv({x1,X2,...,xXm}) :={t1x1 +toxo + -+ t;,X;, com t; >0 ety +tg+ - +t, =1}

e Asbolas B,(x) ={y e R" t.q. |y —x|| <7} e By(x) ={y € R" t.q. ||y — x| < r} sdo
convexas.

e Dados um vetor n € R™ e um escalar b € R, os semi-espagos {x € R" t.q. n-x > b}
Sa0 convexos.

e Dada uma forma £ € V* e um escalar b € R, os semiespagos {v € V t.q. ({,v) > b}
S40 CONVEXOS.

e A envoltéria convexa de trés pontos, A, B e C do plano R? é o tridngulo de vértices A,
BelC.

e Se C' C V é convexo, entdo também T,(C) e H)(C) sdo convexos, Va € V e VA € R.
e Se £ € V* entdo {veV tq &v)<O0}éconvexo.

(medidas de probabilidades) Uma (medida de) probabilidade num “espago dos acontecimen-
tos” finito Q@ = {wy,wa,...,w,} é uma fungio P : 2% := {subconjuntos A C Q} — [0, 1]
aditiva, i.e. tal que

P(AU B) =P(A) +P(B) se ANB=0,

(a probabilidade do evento “A ou B” é igual & probabilidade do evento A mais a probabi-
lidade do evento B se A e B sao eventos mutuamente exclusivos) que verifica P(f) = 0 (a
probabilidade do “evento impossivel” é nula) e P(2) = 1 (a probabilidade do “evento certo”
é um).

Cada vetor p = (p1,p2,.-.,Pn) € R™ cujas coordenadas estao limitadas por 0 < p; <1 e tal
que p1 + p2 + -+ + pp, = 1 define uma probabilidade P, por meio de

P(A) = Z pi

w; €A

ou seja, p; = P({w;}. Portanto, o espago das medidas de probabilidades em €2 é o fecho
convexo dos vetores da base canénica de R™, chamado “simplex”

A"V i={p=(p1,p2,---,Pn) ER"com 0<p; <1 ep+ps+-+p, =1} CR".
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9

1.

Transformacoes lineares

Uma transformagdo/aplicagdo/operador linear entre os espagos ve-
toriais reais (ou complexos) V e W é uma fungéo L : V — W aditiva e homogénea, ou seja,
tal que

L(v+v')=L(v)+ LKV e L(Av) = AL(v)

ou seja, tal que

|LOW + X'V') = AL(v) + N L(¥')

Vv,v/ € VeVA XN eR (ou e C). E usual omitir as peréntesis, e denotar a imagem do vetor
v simplesmente por Lv.

O espago Lin(V, W) := Homg(V, W) (ou Hom¢(V, W)) das transformagdes lineares de V
em W é um espago linear real (ou complexo) se a adigdo e a multiplicacdo por um escalar
sao definidas por

(L+L)(v):=L(v)+L(v) (AL)(v) := AL(v)

Em particular, é um espago linear o espago End(V) := Lin(V, V) dos endomorfismos de V.
Uma transformagao linear bijetiva L : V. — W é dita isomorfismo (linear) entre os espagos
lineares V e W.

e Se L:V — W ¢ uma transformagao linear, entdo L(0) =0 e L(—v) = —L(v).

e Uma transformacao linear L : V — W envia retas afins a + Rv C V em retas afins
b+Rw C W, se b= 1L(a) ew = L(v) # 0, ou em pontos b, se L(v) = 0. Em
particular, envia retas Rv C V passando pela origem em retas Rw C W passando pela
origem.

e A inversa de uma transformacao linear L : V — W bijetiva é uma transformacao linear
LW V.

e Uma transformacao 7T : R” — R™, definida por

(', 2%, 2™ = (THh 22, .. 2™), T2 (b 22, ™), .., T (ah, 22, ... 2™))

é linear sse todas as suas “coordenadas” T" : R™ — R, com ¢ = 1,2,...,m, sdo lineares.

e A transformacao identidade 1,, : R™ — R™, definida por x + x, e transformacao nula
0, : R™ — R", definida por x — 0, sao lineares.

e Diga se as seguintes aplicagoes de R™ em R™ sao lineares.
(z,y) = Br=5y,x—y)  (z.y) = (2% 2y)
(@,9,2) = (1, +22)  (2,9,2) = (2,y+2,0)
(z,y,2) = (z —y,z+y,3x + 2y — 2) (z,y,2) — (1,2,3)
(x1,22,...,25) — (0,0,1) (x1,22,...,2,) — (0,0,...,0) e R™
e Diga se as seguintes aplicacoes de T : R — R? sdo lineares.

T transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta y =0

T transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta y = x

T transforma o ponto de coordenadas polares (r, ) no ponto de coordenadas polares(2r, 0)

T transforma o ponto de coordenadas polares (r,0) no ponto de coordenadas polares (r, +7/2)

e Seja L : R? — R? uma transformagio linear tal que L(1,1) = (1,4) e L(2,—1) = (-2, 3).
Determine L(5,—1) (observe que 1 +2-2=5e1+4+2-(—1)=—1).

e Determine a transformacdio linear T : R? — R? tal que

TG()=2+j e T =i—3
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Se X C V é um subespaco linear de V e L : V — W é uma transformagao linear, entao
a imagem L(X) é um subespago linear de W.

e As translagoes de R", as transformagoes v — v + a com a € R”, sao transformacoes
lineares?

e As homotetias de R"™, as transformagbes v +— Av com A\ € R, sdo transformagoes
lineares?

[Ap69] 16.4.

2. Seja L : V. — W uma transformacio linear. O nicleo/espago nulo (em
inglés, kernel) de L é o subespaco vetorial

ker(L) :={veEV tq L(v)=0}C V|

A imagem de L é o subespaco vetorial

[im(L) := L(V) = {L(v) com vEV}CW|

A dimensao do nicleo é dita nulidade de L, e a dimensdo da imagem é dita ordem de L. Se
V tem dimensdo finita, entdo também a imagem L(V) tem dimenséo finita e

| dimg ker(L) + dimg im(L) = dimg V |

De fato, seja dimg(V) = n. Se os vetores vy,,..., vy formam uma base de ker(L), e se
juntamente com os vetores Vi1, ..., Vv, formam uma base de V (se k < n, caso contrario o
teorema é trivial), entdo é imediato verificar que os vetores w1 = L(Viy1), ..., Wp_r = L(vy,)
geram im(L) e sdo independentes.

e Mostre que ker(L) é um subespago de V e que im(L) é um subespago de W.

e Determine o nucleo, a imagem, a nulidade e a ordem das seguintes transformacoes
lineares

L(z,y)=(r+y,x—y) Llz,y)=(y,—z) L(z,y)= (v +y,3z—2y)
L(z,y,2) = (22,3y,0)  L(z,y,2) = (v +y,y+2,2+2)
L(z,y,2) = (0,0,0)  L(z,y,2) = (z,9)

e Determine o niicleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacio T : R? — R?
que transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

Determine o ntcleo, a imagem, a nulidade e a ordem da transformacdo T : R? — R?
que transforma cada ponto no seu simétrico em relagdo & origem.

[Ap6Y9] 16.14.

3. Seja 'V um espago linear (de dimensdo nao necessariamente finita!). Um ope-
rador (linear) em V é uma transformacao linear A : D — V definida num subespago linear
D C V, dito dominio do operador A (esta definicdo é importante em andlise, quando V é
um espaco de dimensao infinita e o operador apenas pode ser definido num subespago proprio
de V). Um subespaco linear W C D é invariante se A(W) C W (ou seja, se v.€ W implica
Av € W), e portanto a restricdo de A a W é um endomorfismo Aly, : W — W.

4. (operadores derivacao e multiplicagao) O operador deriva¢do envia uma fungao derivével
f(z) na funcao
(Df)(z) = f'(z).
Pode ser pensado como um operador D : CKTH(R,R) — C*(R,R), ou também como un
endomorfismo D : C*(R,R) — C*(R,R) do espago linear das fungées f(x) infinitamente
diferencidveis. O operador multiplica¢do envia uma funcdo f(x) na funcao

(X)) =z f(z).
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e Determine o nticleo do operador derivagao D : C}(R,R) — C°(R, R),

e O subespago Pol(R) dos polinémio é um subespago invariante de D : C*(R,R) —
C>*(R,R). O subespago Pol,,(R) C Pol(R) dos polindmios de grau n é um subespago
invariante do operador derivagao D : Pol(R) — Pol(R) ?

5. (operador primitivagao) O operador primitiva¢do envia uma fungao integrével (na reta real
ou num intervalo da reta) f(x) na funcao

P@= [ oy

Pode ser pensado como um endomorfismo P : C(R,R) — C(R, R) do espago linear das fungoes
continuas.

e Determine o nicleo ker(P) e a imagem im(P) = P(C(R,R)).

6. (Laplaciano, equagao de Laplace, fungoes harménicas) O Laplaciano (ou operador de Laplace)
no espago euclidiano R™ é o operador diferencial A := div o grad, definido, em coordenadas
cartesianas (ou seja, relativamente a uma base ortonormal), por

o o2 f o2 f
(ANG) = 552 )+ 500+ 5y )

se f(x) = f(z',22,...,2") é uma fungao real de classe C? defnida num dominio 2 C R™. O
Laplaciano pode ser pensado como um operador A : C*°(R™,R) — C*(R™,R). A equag¢do de
Laplace para o campo escalar f(x), definido num dominio Q@ C R"™, é
Af=0
As solugoes da equagao de Laplace, ou seja, os campos escalares contidos no ntcleo do
Laplaciano, sao ditas fun¢oes harmodnicas.
e Quais fungoes satisfazem a equagao de Laplace f”(x) = 0 na reta?

e Determine as solucgoes da equacao de Laplace f”(z) = 0 no intervalo [a,b] C R com
condicoes de fronteira f(a) = ce f(b) =d.

e Verifique que
f(x) =log|r|,
é uma solugdo da equagio de Laplace fr, + fyy = 0 em R?\{0}.

e Verifique que (o potencial elétrico/gravitacional gerado por uma carga/massa unitéria
colocada na origem do espago 3-dimensional)

fx)=1/]c]l,
é uma solugao da equagio de Laplace fy; + fyy + f-- = 0 em R3\{0}.

7. A composicao de duas transformacoes lineares L : V- W e M : W — Z,
definida por (M L)(v) := M(L(v)), é uma transformagao linear. Em particular, a composi¢ao
de dois endomorfismos de um espago vetorial V é um endomorfismo de V. A n-ésima iterada
do endomorfismo L € End(V) é o endomorfismo E™ definido indutivamente por

E' =1y, E"tl = EE" sen>1.
A composigao de transformagoes lineares satisfaz as propriedades distributivas
(L+ M)N=LN+ MN L(M+N)=LM+ LN

(que justificam a notagdo “multiplicativa” LM em vez de L o M).

A composi¢do ndo é comutativa! Ou seja, em geral, ndo ha razdo para que LM seja igual a
ML. Os endomorfismos L, M € End(V) comutam entre si/sao permutdveis se LM = M L.
A obstrugao é o comutador, definido por

[L,M]:= LM — ML,

que ¢é igual a transformacgao nula sse L e M comutam.
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Calcule a composicao M L quando
L(z,y)=(x+y,x—y)  M(z,y) =2z —3y

L(m7y,z)=(x—y+z,z—y) M(x,y)Z(x,y,x+y)

Verifique que cada endomorfismo comuta com si préprio, ou seja, [L, L] =0

Calcule o comutador entre os endomorfismos do plano Ey(z,y) = (y,0) e E(z,y) =
(377 _y)
Se [L,M]=0e[M,N] =0, é verdade que [L, N] =07

e Determine todos os endomorfismos do plano que comutam com I(z,y) = (x,y).

8. (4lgebra de Weyl-Heisenberg-Schrodinger) A dlgebra do grupo de Weyl-Heisenberg!? (em
dimensao um) é gerada pelos operadores multiplicacao e derivagdo

(X)) =af(z) e (D))= f(2),

definidos, por exemplo, no espa¢o de Schwarz S(R) das fungoes complexa f(z) infinita-
mente diferencidveis tais que todas as derivadas decrescem mais rapidamente do que qual-
quer polinémio. Os operadores X e P := —iiiD (onde £ é a constante de Planck reduzida)
representam a posi¢cdo € o momento, respetivamente, de uma particula quantica livre na
“representagao de Schrodinger”. Os operadores X e D, e portanto X e P, nao comutam,
pois

[X,P] =ih

e estd é a causa do “principio de incerteza de Heisenberg”.

9. (equacoes diferenciais ordindrias lineares) Uma equacdo diferencial ordindria linear de ordem
n é uma lei
d"z d"lx dx
anw+an—1w+‘”+ala+aomzf(t)
para a funcao x(t), onde ay sdo coeficientes (ndo necessariamente constantes) e f(t) é uma
funcao dada (uma forga se n = 2). Pode ser escrita como

Lx=f

se L: C"(R,R) — C°(R,R) é o operador diferencial L := a, D" +a,_1D" '+ ---+a1D+ap.
A equagdo homogénea associada é a equagao diferencial Ly = 0, ou seja,

dny dnfly dy

anw‘Fan—lW‘F'”"‘alE"‘aOy:O'

O espago das solugoes da equagao homogénea Lz = 0 é um subespago vetorial H C C"*(R, R),
de dimensao finita, tipicamente H ~ R™. Por exemplo, se os coeficientes ay’s sao constantes,
uma base de H é formada pelos exponenciais complexos y,(t) = e***, onde 21, 23, . . . , 2, sS40 as
raizes (distintas, no caso genérico!) do polinémio carateristico A2+ ay_12"" 1+ +arz4ao.
A “solugao geral”, ou seja, o ponto genérico de H, é portanto uma combinagao linear

cre™t 4 cpe®t o cpet,
com ¢, Ca, .. ., ¢, € R coeficientes arbitrérios (a cada raiz z de multiplicidade m corresponde
um “quase-polinémio” (¢; + cot + -+ + cptm_l)eZt, assim que a solucao geral no caso nao-
genérico de raizes multiplas é uma soma de quase-polinémios). Se z(t) é uma solugao (apenas
umal!) de Lz = f, entdo o espaco das todas as solugoes de Lz = f é o espago afim z + H,
formado pelos pontos
2(t) + cre™ + o™t - et

1 0s fisicos dizem “grupo de Weyl”, que era um matematico (colega de Einstein em Zurich e depois em Princeton),
e os matemadtico dizem “grupo de Heisenberg”, que era um fisico!
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10 Transformacoes lineares e matrizes

1. Uma matriz real (ou complexa) m X n é uma tabela
a alg “e a
4 2 a?y ... a?
— 2 —
A= (a ]) - : :
a™ a™a amy

de m - n ntmeros reais (ou complexos) dispostos em m linhas e n colunas. O ntmero real
(ou complexo) a’; é dito elemento/componente/entrada ij da matriz A. O co-vetor e o vetor

a' = (a'1,a's,...,a",) € (R")* ~ R" e a; = :J cR™
a77Lj

sao ditos i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A, respetivamente. Se n = m, a matriz é
dita “quadrada”.

O espago Mat,,xn(R) = R™" (ou Mat,,x,(C) = C™") das matrizes reais (ou complexas)
m X n é um espagco linear real (ou complexo) se a adigdo e a multiplicagdo por um escalar
sao definidas por
A+ B:=(a'; +b';) e M = (A\d')

se A = (a') e B = (b';) € Maty,xn(R), e X € R. O elemento neutro é a “matriz nula”
0 = (0) € Mat,,xn(R), cujas entradas sao todas nulas, que satisfaz A + 0 = A para toda
a matriz A. A matriz “oposta” da matriz A = (a';) é a matriz —A := (—d’;), tal que
A+ (—A) =0. Entao, podemos definir A — B := A+ (—B).

e Calcule A+ B, A— B, 2A — 3B quando

1 3 ~7 0
A_(—2 o) ¢ B_<2 1

1 3 -7 0
A=1 -2 0 e B = 2 1
6 2 1

e Verifique que

O =

1 0 0 0 0 0
0 0 0 10 0
é uma base do espago linear Matgy2(R).

e [Ap6Y9] 16.16.

2. Se A = (a';) € Maty,xn(R) e B = (b';) € Mat,«s(R), o produto
(linhas por colunas) AB ¢é a matriz AB = C = (c';) € Maty, xs(R) definida por

i n i pk
'y =2 p=1 @'k D"

(ou seja, o elemento ¢'; de C = AB é o produto escalar ¢'; = a' - b; da i-ésima linha de A
com a j-ésima coluna de B). A “matriz identidade” 1,, € Mat,,«,,(R) é a matriz

1 0 0
) 0 1 0 ..
Li=0@)=| . . . .|,
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que satisfaz 1, A = A e B1,, = B para todas as matrizes A e B. O produto é “associativo”,

| A(BC) = (AB)C|

e satisfaz as “propriedades distributivas” a esquerda e & direita,

|A(B+C)=AB+AC e  (A+B)C=AC + BC|

e Calcule AB quando

13
A= -2 0 e B:<_27(1)_11>
5 6

1304

A=| -2 01 ¢ B=1l4
0 11

503

A=(135) e B=|-3 -5

11

e Existem matrizes A # 0 e B # 0 tais que AB =107
o [Ap69] 16.16.

Uma transformagao linear L : V. — W definida num
espaco de dimensao finita V é determinada pelos seus valores nos vetores de uma base. De
fato, se B = (by,bo,...,b,) é uma base ordenada de V ~ R™ (por exemplo, a base candnica
de R™), e definimos os vetores w; := L(b;) € W, com j = 1,2,...,n, entdo o valor de L
sobre o vetor genérico x = x'by + 22by + --- + 2"b,, é

L(x) = 2wy + 2?wy + - + 2"w,, .

Em particular, os vetores wy, ..., w,, geram im(L) C W. Se também W tem dimenséo finita,
eC = (cy1,ca,...,Cp) é uma base ordenada de W a~ R™ (por exemplo, a base candnica de
R™), e definimos os numeros a*; como sendo as coordenadas dos w;’ s relativamente & base
C, ie.
— —ql. 2. m.
Lbj)=wj=ajci+a°ca+---+a™;cpn

com j=1,2,...,n, entdo o valor de L sobre o vetor genérico x = 2'b; +2%by +--- +2"b,, é
m n
L(x)=1L Zac]bj = Z (Za’jx]> Ci,
j j=1 \i=1

Portanto, as coordenadas do vetor y = L(x) s@o

PN i g C_
y—zjzlajxj 1=1,2,....,m.

Se X e Y denotam os “vetores coluna” (matrizes com apenas uma colunal)

fL’l yl

1‘2 2
X=|" |er" e v:i=| " |erm

o o
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e A denota a matriz

all alg al
(121 a22 [N a2n

A= . . ) . € Mat,,xn(R),
a™y a™sy a™y

entao a transformacao linear L é representada pela equacao matricial

Y =AX,
ou seja, explicitamente,

1
1 1 T
Yy a1 a2 a 22

2 2 2 2

Y 1 a72 a
ym aml am2 amn o

Se uma segunda matriz B € Mat,xm (R) define a transformacéo linear M : W — Z relativa-
mente as bases C = (¢1,¢2,...,¢p) de W R™ e D = (dy,ds,...,d,) de Z ~ RP, entdo a
composicao ML : V — Z, que é também uma transformacao linear, é definida pela matriz
produto BA € Mat,x,(R). De fato, se as coordenadas de y = L(x) sdo y* = 3" a*; 27 ¢ as

coordenadas de z = M (y) sdo 2' =Y, b} y*, entdo
zi:Zbikaijj i=1,2,...,p,
gk

ou seja, se Y = AX e Z = BY, entédo
7Z = BAX .
e Determine a matriz que define a transformagcao
L(z,y) = (x — y, 22 — 3y) L(z,y,2) =Bz +y—z,—x+2y+2)
L(z,y, z) = (3z, 3y, 32) L(z,y) = (x +y,z — y,2x — Ty)

L(x’yaz) = (‘Tvy) L(l‘,y,Z) = (I,Z)

e Determine a transformagao linear L : R™ — R™ definida pela matriz

(Le) (393

0 -1 1 3
0 8 92 0
-1 -3

e Determine a matriz 2 x 2 que define a transformacao T : R? — R2 que
transforma cada ponto no seu simétrico em relacao a reta x =0

transforma cada ponto no seu simétrico em relagao a reta y = —x
transforma o ponto de coordenadas polares (r,#) no ponto de coordenadas polares(r/2, )

transforma o ponto de coordenadas polares (r,#) no ponto de coordenadas polares (r,0—m/2)

e [Ap69] 16.12.
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4. (Einstein’s notation) It is often important to take care of the distinction between vectors and
co-vectors, and then different types of tensors, as well as to shorten formulas and computati-
ons. One possibility is the convention introduced by Einstein. We denote vectors using upper
indices as x = () € R™, and denote co-vectors using lower indices as &€ = (§;) € (R™)*. The
pairing between a co-vector & and a vector x reads (€,x) = ot + &a? + -+ €,2", and is
shortened as (£,x) = &', Einstein’s convention being that a repeated index which appears
once as an upper index and once as a lower index implies summation. Using Einstein’s sum
convention, the coordinates of the image of a linear transformation represented by the matrix
T = (t';) are given by y' = t'; z/. The composition of T" = (t*;) followed by S = (s;) is
then represented by the matrix ST = (s tF;).

5. Fixada uma base (por exemplo, a base candnica de
R™), o espago linear End(V) := Lin(V, V) dos endomorfismos de um espago linear V ~ R"
é isomorfo ao espago linear Mat,, «x,(R) das matrizes “quadradas” n x n, os seus elementos
sendo as transformacoes lineares

X—Y=AX ou seja, wiHyi:Zaijxj
J

com X € R" e A € Mat, x,(R). A composicao de dois endomorfismos corresponde o produto
de matrizes. Em particular, a n-ésima iterada L™ = Lo Lo---o L (n vezes) do endomorfismo
L: X — AX é representada pela poténcia n-ésima de A, definida recursivamente por

A'=1, e AL = 44" sen>0.

A matriz quadrada A (ou o endomorfismo L : X — AX) é nilpotente se existe um inteiro
k € N tal que A¥ = 0. A matriz quadrada A é unipotente se A — 1,, é nilpotente, e portanto
existe um inteiro k € N tal que (A — 1,)* = 0.

A diagonal da matriz quadrada A = (a’;) € Mat,x,(R) é o conjunto ordenado dos elementos
“diagonais” a'y,a?s,...,a",. O traco (em inglés, trace) de A é a soma dos elementos da
diagonal,

’tr(A) =>,di=ad'1+d’+---+a",

Uma matriz quadrada é uma matriz diagonal se os elementos que nao pertencem a diagonal
sao nulos, ou seja, se é da forma

A0 0

0 X O
A:diag()\l,)\27...7/\n) = .

0 ... 0 X,

Determine a matriz da transformacao “identidade” x — x e da transformacao “nula”
x+— 0.

Determine a matriz da homotetia x — Ax, com A € R, e calcule o seu traco.

Mostre que
tr(AB) = tr(BA)

Calcule A% A', A2 A3 .., A", .. quando

S
I
N
O =
— =
'
N
I
7 N
o O
O =
"

N
I
o O O
o O =
(e
N
I
o O =
o N O
w o o

e Determine as matrizes A € Matoyo(R) tais que A% = 0.

e Determine as matrizes A € Mataxo(R) tais que A? = 1,.
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6. A composicao de transformacoes lineares, e portanto o produto de matrizes, ndao
sao comutativos! Ou seja, em geral, AB # BA. As matrizes quadradas A, B € Mat, «,(R)
(e portanto os endomorfismos que representam), comutam entre si/sao permutdveis se

AB = BA.

A obstrugao é o comutador, definido por

[A,B]:= AB — BA|

O comutador satisfaz a identidade de Jacobi

[[[4, B,C] + [[B, C], A] + [[C, 4], B] = 0

Mostre que cada matriz quadrada A comuta com si prépria, i.e. [4, A] = 0.

Mostre que duas matrizes diagonais comutam.

Verifique se A e B comutam quando

1 3 2 -7 -1 3
A= -2 0 1 e B = 2 1 -1
5 6 7 0 -2 3

Considere as matrizes 2 x 2

(3 8) m=(84) =-(11)

Calcule [E,Ey], [E,E_]e [Ey,E_].

7. (affine transformations) The affine transformation of the plane r — r’ = Ar + a, where
A = (a;;) € Matayo(R) and a = (a,a2) € R? may be represented with the aid of a 3 x 3

matrix as
I’/ ail a12 al xr
!
Yy = a21 QA22 G2 Yy
1 0 0 1 1

8. (shearing) An horizontal shearing of the plane is a linear transformation

()= ()= 1))
Y Yy 0 1 Y
Similarly, one defines a wvertical shearing according to
()= )-G )6
y Y Al y
e Try to figure out the effect of shearings on simple plane shapes.

9. O operador transposto do operador linear L : R” — R™
é o operador linear LT : (R™)* — (R™)* definido por

<LT£,X> = (€, Lx)

sex ER"e& € (R™)*. Se A = (a’j) € Mat,,xn(R) é amatriz que representa L relativamente
as bases canénicas de R” e R™, entdo a matriz que representa LT € L((R™)*, (R")*) ~
L(R™,R™) relativamente as bases duais é a matriz transposta AT = (bi?) € Mat,xm(R),
definida por b = a’; (ou seja, as linhas de AT sdo as colunas de A e vice-versa). De fato,
se y = L(x) tem coordenadas y* = 3 a'; 27, entao

<AT£7X> = <€7AX> = Zfz Zaij xj = Z <Z aij§i> Jjj .

Uma matriz quadrada A € Mat,, x,,(R) é simétrica se A = A" e anti-simétricase AT = —A.
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Verifique que (AT)T = A.
Mostre que tr(AT) = tr(A).
Calcule o operador transposto de L(z,y) = (z + y,x — y).

Mostre que, se A é uma matriz quadrada, entdo A + AT é simétrica, e A — AT é
anti-simétrica. Deduza que cada matriz quadrada pode ser decomposta como soma
A= A; + A, de uma matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica.

Mostre que o trago de uma matriz (quadrada) anti-simétrica é nulo.
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Automorfismos e matrizes invertiveis

A transformacao linear L : V. — W ¢é invertivel se é
biunivoca (i.e. a equacdo L(x) =y admite uma e uma tdnica solugdo para cada y € im(L)),
& existe uma transformagao linear L=1 : im(L) — V (a inversa de L) tal que L™!L = 1y e
LL™ = 13,1y © o nicleo de L ¢ trivial, i.e. ker(L) = {0}.

Em particular, se V tem dimensao finita, a transformagao linear L : V — W ¢ invertivel <
dimg im(L) = dimg V < L transforma vetores independentes de V em vetores independentes
de W & L transforma bases de V em bases de im(L).

Os automorfismos Aut(V) de um espago linear V sdo os endomorfismos L : V. — V in-

vertiveis.

e Diga se L é biunivoca e, caso afirmativo, determine a imagem im(L) e a transformagao
inversa L~1.

L(z,y) = (z,z)  L(z,y) = (y,7)
L(z,y) = (z—y,z+y)  L(z,y) = (0,y)
L(z,y,2) = (z+y,y+ 2,2+ 1) L(z,y,z) = 3,2y, 2)
L(z,y,2) = (4,2,0)  L(z,y,2) = (z+y+2y,2)
L(z,y) = (2,0,y)  L(z,y) = (x —z,2+y,0)
e [Ap6Y] 16.8.
e Mostre que se L : V — V é invertivel entdo também L™ é invertivel e (L")~! = (L~1)".

e Mostre quese L : V= V e M : V — V comutam, entdo também as inversas L™! e
M~! comutam, e (LM)" = L"M™.

e Considere o operador derivagio D : Pol(R) — Pol(R), definido por f(t) — f/(t), e o
operador integragcdo I : Pol(R) — Pol(R), definido por f(t) — fot f(s)ds. Mostre que
DI = 1pgyry mas ID # 1pgr). Descreva o nicleo e a imagem de ID.

e O operador T : Pol(R) — Pol(R), definido por f(t) — ¢ - f(t), é invertivel?

e O operador deslocamento o : RN — RN, definido por
(x1,3:2,:c3,. . ) = (x271/’3a$4a <. ')7

é invertivel?

2. (inversao de matrizes 2 x 2) A matriz 2 x 2

a b
(0 0)
representa o endomorfismo genérico do plano L(z,y) = (ax + by, cx + dy). A transformagédo

L ¢é invertivel se para cada vetor (o, 3) € R? é possivel encontrar um vetor (z,y) € R? tal
que L(z,y) = («, B), ou seja, resolver o sistema linear

axr+by = « N (ad=bc)x = da—cp
cc+dy = S (ad—bc)y = af —ca

(o segundo sistema é obtido ao retirar b vezes a segunda equacao de d vezes a primeira
equacdo, e depois ao retirar ¢ vezes a primeira equacdo de a vezes a segunda equagio).
Portanto, a transformagdo L é invertivel sse det A := ad — be # 0, e a sua inversa é a
transformacao linear

C(da— cB,aB — ca),

1 d —b
ATt = .
ad — be ( —c a )

representada pela matriz
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3. A matriz quadrada A € Mat,, x, (R) é ndo-singular/reqular/invertivel
se existe uma matriz quadrada A~! € Mat,, x»(R), dita inversa de A, tal que

A'A=AA" =1,

A transformacao linear L : R™ — R", representada pela equacdo matricial X — AX, é
invertivel sse a matriz A é regular, e a sua inversa é a transformacio linear Y ++ A~1Y. Se
A = (a';), entdo as entradas da inversa A~! = (b;) satisfazem as n? equagdes lineares

Zbik akj = (5ij
k

Se A e B sao regulares, entao também AB é regular e a sua inversa é

(AB)'=B14|

Se A é regular entdo também AT é regular e

’ (AT)—l — (A—l)T ‘

e Mostre que, se A, B, € Mat,,«,(R), entdo BA =1, = AB = 1,, (ou seja, uma inversa
esquerda é também uma inversa direita, logo uma inversa).

e Diga se as seguintes matrizes sdo regulares e, caso afirmativo, calcule a inversa.

() G Gy G

1 3 0 0 a 0 1 0
0 2 2 0 0 b 0 0
0 1 4 3 0 0 a 1
e [Ap69] 16.20.
o [La87] ... A% =1, é invertivel ...
4. Sejam B = (b1,bz,...,b,) e B' = (b, bj,..., b)) duas

bases do espago vetorial V ~ R". Entéo existe uma matriz invertivel U = (u';) € Mat,,x,(R),
com inversa U~! = (v), tal que

b;:Zul]bl (§ bJZZ’UZJb;

Se (x%) sdo as coordenadas do vetor x € V relativamente & base B, entdo as coordenadas do
vetor x relativamente & base B’ sao

't =3 vt ou seja Tt = Zj u'ja

pois x =}, zib; = Dok v';27b). A matriz U, cujas colunas sio as coordenadas dos vetores
da base B’ relativamente & base B, é a matriz que realiza a mudanga de coordenadas. As
matrizes U e U~! podem ser pensadas como matrizes das derivadas parciais, pois u’; =
x' [0z vt = Ox 7. sta n a0, Srmu r mudan rden

0x'/0x'7 e v Ox'"/Ox7. Nesta notagdo, as férmulas para a mudanga de coordenadas
parecem tautolégicas (o que explica o valor da notagéo de Leibniz para as derivadas):

/1 %
B oz’ i ox' .
= — X (§] xr = a7 x
ox7 — Oz'J

J
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Sejam C = (c1,€a,...,Cp) e C' = (c],ch,...,c,) duas bases do espago vetorial W ~ R™ e
-1

seja S = (s'j) € Maty,xm(R), com inversa S™' = (¢%), a matriz que realiza a mudanca de
coordenadas, ou seja, ¢ = Y, 5" ¢;ec; = Y t'; ¢j. Se A € Maty,xn(R) é a matriz da trans-
formagao L relativamente as bases B e C, entao a matriz da transformacao L relativamente
as bases B’ e C' é

A= S7TAU
De fato, se y* = Zj a';xd, entdo y't =Y, tiy, yk = ZM tigakpat = Zk’&j ti aky uej x'.
Em particular, se A € Mat,, x,(R) é a matriz do endomorfismo L € End(V) relativamente &
base B, entao a matriz de L relativamente & base B’ é

A'=U1AU

A=UAUT.
e Mostre que >, vipuf; = 6% e Yo ulypo®; = 6.
o Verifique que se A’ = U 1AU entdao A =UA'U L.
e Determine a matriz de L(x, y) = (3z, 2y) relativamente & base by = (1,1) e bg = (1, —1).

e, de consequéncia,

e Seja T : R? — R? a reflexao na reta y = x. Determine a matriz de T relativamente &
base canénica e relativamente a base (1,1) e (1, —1).

o Seja T : R? — R? a reflexdo na reta y = 3z. Determine a matriz de T relativamente &
base candnica.

e Seja T : R? — R? a projeccao ortogonal sobre a reta = 4+ y = 0. Determine a matriz de
T relativamente & base candnica.

e Determine a matriz que representa o operador derivagdo D : Pol<3(R) — Pol<2(R),
definido por (Df)(t) := f'(t), relativamente as bases ordenadas (1,t,t%,¢%) e (1,t,t?)
Determine umas bases de V = Pol<3(R) e W = Pol<3(R) tal que o operador D : V —
W seja diagonal.

5. (rotacoes no plano e fungoes trigonométricas) Seja Ry a matriz 2 X 2 que representa uma
rotacdo Ry : R? — R? de um angulo 6 no sentido anti-horario, relatvamente & base canénica
do plano. Pela definicao das funcoes trigonométricas,

1 cosf 0 —sind
R0<0><sin9> ¢ R9<1><0089)
e portanto, usando a linearidade,
cosf) —sinf
Ro = ( sinf  cosf )
Ou seja, a rotacdo de um éangulo 6 é o automorfismo do plano cartesiano definido por
Ro(z,y) = ((cosB)x — (sin(0)y, (sinf)z + (cos b)y).

e Observe que RgRiy = Rp+y e deduza as férmulas de adigdo para as fungdes trigo-
nométricas

cos(f £¢) = cos(f)cos(¢) F sin(f) sin(¢)
sin( £ ¢) = sin(f) cos(¢) £ cos(0) sin(¢)

e Observe que RyR_y é a transformagao “identidade”, e calcule a matriz inversa de Ry.

6. (nimeros complexos e matrizes reais 2 x 2) O mapa M : C — Matayx2(R), definido por

z:x—ﬁ—inM(z)::(gyc _xy>’
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é um isomorfismo do corpo C sobre a sua imagem M (C) C Matax2(R) ~ R?, ou seja,
M(z+2')=M(z)+ M(2) e M(z2')=M(2)M(Z).

Em particular, as imagens dos nimeros complexos 1 e i sao as matrizes

veam= (3 1) e imwa=( 5 )

respetivamente, e satisfazem i2 = 1. A norma (no sentido da teoria de ntimeros!) do

nimero complexo z = x + iy é N(z) := 2Z = 22 + 32 (0 quadrado da norma euclidiana do
vetor (z,y)). Entao N(z) = det M (z), e portanto a norma é multiplicativa, pois
det(M(2)M(2")) = det M(z) - det M (")

Observe que o ponto z = x + iy ~ (z,y) no plano C ~ R? pode ser representado como o
produto z = M(2)1, se 1 =~ (1,0), i.e.

(0)-( )0

e Descreva M (z) quando z = pe®.
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12 Sistemas lineares

1. (Peppermint Patty’s problems)

A MAN HAS A DAUGHTER AND | [ IN ONE YEAR THE MANWILL BE | | SORRY, WE ARE UNABLE TO
AOL SON . THE SON 15 THREE YEARS %XNTQISE'? Méimo% A6 THE W COMPLETE YOUR CALL.PLEASE CHECK
1] ) < Wil IN'
DER THAN THE DAUGHTER.. 5 FOUTESN ocmosxm A THE NUMBER AND DIAL AGAIN !
COMBINED ABES OF HIS CHILDREN .. ;
(WHAT 1S THE MAN'S PRESENT AGE

2 Uniod Feadsre Syndcate. e

W POy ST
Py

5107

Copyright @ 2682 United Feature Syndicate, Inc.

"I THE DIMES WERE GUARTERS
AND THE QUARTERS WERE DIMES,
HE WOULD MAVE NINETY CENTS

MORE THAN HE HAS NOW. HOW MANY |¢
D\WES AND QUARTERS DOES HE HAVE " |

"4 MAN HAS
TWENTY COINS
(ONSISTING OF O
AND UMRTERS.”
™

e Soreacasn, W

1674 Linitac F o

2230

I'LL NEVER EET JUST PUT DOWN “ELEVEN," | | X7 I5 ALMOST ALWAYS ONE THING I'VE LEARNED
THIS SECOND FRANKUIN, AND DON'T WOORRY  [E] ELEVEN, AND "¢ 15 ALMOST ABOUT ALGEBRA..DONT TAKE
PROBLEM ALWAYS NINE ... IT ToO SERIOUSLY...

be———
=

203

0 1971 Uriied Feeahan Symcoan, v

WA 17Oy Gt

Copyright 3 26883 United Feature Sundicate, |nc.

e “In driving from town A to town D you pass first through town B and then through
town C. It is 10 miles farther from A to B than from B to C and 10 miles farther from
B to C than from C to D. If it is 390 miles from A do D, how far is it from A to B?”!°

e “A man has a daughter and a son.. The son is three years older than the daughter
...In one year the man will be six times as old as the daughter is now, and in ten years
he will be fourteen years older than the combined ages of his children ... What is the
man’s present age?”

e “A man has twenty coins consisting of dimes and quarters' .. .If the dime were quarters
and the quarters were dimes, he would have ninety cents more than he has now ... How
many dimes and quarters does he have?”

2. (equagoes lineares na reta) Uma equagdo linear
ar =>5b

na reta real R (ou na reta complexa C, ou, em geral, num corpo), com a # 0, admite uma
unica solugdo z = b/a.

15Peppermint Patty, in Peanuts, by Charles M. Schulz, December 6th, 1968.
16 A dime is a 10 cents coin, and a quarter is a 25 cents coin.
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3. (equacobes lineares no plano) Uma equagao linear
ar+by=c

no plano cartesiano R?, com n = (a,b) # (0,0), define uma reta afim R C R2. A equagio
homogénea associada
ax+by=0

define uma reta que passa pela origem, ou seja, um subespaco vetorial n* = Rv C R? de

dimenséo 1 (por exemplo, com v = (b,—a)). Se ro = (x0,%0) é um ponto de R, ou seja,
(apenas) uma solugdo de ax + by = ¢, entdo o espaco de todas as solugoes é R = ry + Rv.
Ou seja, as solugoes de ax + by = ¢ sao dadas por

(z,y) = ro +tv = (20,%0) +t (b, —a)

ao variar o parametro ¢t € R.

Um sistema de duas equacgoes lineares

ar+by = ¢
dr+by = ¢

descreve a intersecdo entre duas retas afins (R; N Ry) C R?. Esta intersecio pode ser
vazia (retas paralelas e distintas), pode ser uma reta ax + by = ¢ (equagbes proporcio-
nais/equivalentes), ou pode ser um unico ponto. A tltima possibilidade é o caso genérico, e
o sistema é equivalente (eliminando x na segunda equagao, se a # 0) ao sistema “em escada

de linhas”
ax+ by = ¢
b//y — C//

com a # 0 e b” # 0, e portanto ao sistema “diagonal”

{:z: = «a
y = B
com 3 =c"/b" e a=(c—0bp)/a.

e Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

r+y 0 r+y
Ty

0 T—y
4. (equagoes lineares no espago) Uma equagio linear

20 20—y =13
2 —x+2y =7

ar+by+cz=d

no espaco R, com n = (a,b,c) # (0,0,0), define um plano afim P = {n-r = d} C R3. A
equacao homogénea associada
ar+by+cz=0

define o supespaco vetorial nt C R?. Um sistema de duas equacdes lineares

ax + by + cz = d
dr+by+cdz = d

descreve a intersecio entre dois planos afins (P; N P») C R3. Esta intersecao pode ser vazia
(dois planos paralelos e distintos), pode ser um plano ax 4+ by + cz = d (duas equagoes
proporcionais/equivalentes), ou pode ser uma reta. A ultima possibilidade é o caso genérico,
e o sistema é equivalente (eliminando x na segunda equacio, se a # 0) ao sistema “em escada
de linhas”
ax+ by+ cz = d
b//y+ c//Z — d//
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A 1ltima varidavel pode ser pensada como um parametro z = ¢ da reta:
t— (at 4,5t +0,t).

Um sistema de trés equagoes lineares

ax + by + cz = d
adr+by+cdz = d
a/l/x_"_b//y_’_c/lz — d/l

descreve a intersecao entre trés planos afins (P N P, U P3) C R3. Esta intersecao pode ser
vazia (dois planos paralelos e distintos, ou um plano paralelo & reta de interse¢do entre os
outros dois), pode ser um plano ax +by+cz = d (equagbes proporcionais/equivalentes), pode
ser uma reta (sistema equivalente a um sistema de duas equagdes), ou pode ser um unico
ponto. A tdltima possibilidade é o caso genérico, e o sistema é equivalente (eliminando = na
segunda e na terceira equagdo, se a # 0, e depois y na terceira, se b’ # 0) ao sistema “em
escada de linhas”

ar+ by+ cz = d
bl/ly + C///Z — d///
C/IIIZ — d////

com a # 0, " #£0e " #0, e portanto ao sistema “diagonal”

com vy = d/////c////, B _ (d/// o c””y)/b”' e = (d —cy — bﬂ)/a.

e Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares

= 1
3v—y =0 T+y+z = 1 v
r+y+z =1 r+y—2z = 0 Tty = 2
r+y+z = 3
Um sistema de m equacoes lineares com n incégnitas x!, 22, ..., 2" é um
conjunto de equagoes
izl +alyz?+ - +al, a” — pl
a2zt +a29 22 + - + a2, " - 2
(6)
am1x1+am2x2+n_+amnxn = pm

com a’; e b* ntimeros reais (ou complexos). Uma solucdo do sistema linear é um vetor
x = (z4,22%,...,2") € R" cujas coordenadas satisfazem as m equagoes. A matriz A =
(a';) € Mat,xn(R) é dita matriz dos coeficientes do sistema. Um sistema linear pode ter
uma solugdo tunica, ter uma familia (uma reta afim, um plano afim, ...) de solugdes, ou
nao ter nenhuma solugéo (“sistema impossivel”). O sistema homogéneo correspondente é o

sistema

a1zt +alsx®+---+al, 2" =0
a?1at + a2+ +a%, 2" = 0

(7)
a™at+amyx?++am e = 0

Se x € R™ é uma solugdo do sistema homogéneo, entdo todos os pontos tx da reta Rx
também sao solucoes. Em particular, o sistema homogéneo admite pelo menos a solugdo
trivial 0= (0,0,...,0).
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6. O sistema linear (6) é equivalente a
AX =B ou seja, Ls(x)=Db

onde A = (a’j) € Mat,,x,(R) é a matriz dos coeficientes, B ~ b € R™ e X ~ x € R"
sao vetores coluna, e Ly : R™ — R™ ¢ a transformagao linear x — y = L4(x) definida por

i i g
yr=>,a' ;.
O vetor x = (2,22, ....2") € R" é solugio do sistema AX = B se
aly a al, bt
) 2, , a2 a2, b2
T . +x . + - + " =
a™ a™y a™, b
ou seja, se
zla; +2%ay+---+z"a, =b
onde a; = (alj,azj, ...,a™;) € R™ é a j-ésima coluna da matriz A. Portanto, o sistema
admite (pelo menos) uma solucao (i.e. é possivel) sse b é uma combinagao linear das colunas
da matriz A, i.e. sse b € im(L4) = Span(aj,as,...,a,). A dimensdo de im(L4) C R™, ou
seja, o numero de colunas linearmente independentes de A, é dita carateristica da matriz A.
O vetor x = (2!, 22,....2") € R" é solugdo do sistema homogéneo (7), ou seja, AX = 0, se
(a'x)=0 i=12,...,m
onde a' = (a'y,a’s,...,a%,) € (R*)* ~ R™ é a i-ésima linha da matriz A, ou seja, se é

é
ortogonal ao espaco vetorial Span(a',a?,...,a™) gerado pelas linhas de A. Portanto, o

espago das solugoes do sistema homogéneo é
ker(L4) = Span(a',a? ...,a™)* C R"

e a sua dimensao é igual a n — k, se k é o nimero de linhas linearmente independentes de A.

Se x e x’ sdo solugoes do sistema AX = B, entao a diferenga x — x’ é solugao do sistema
homogéneo AX = 0. Portanto, se z é uma das solugées do sistema linear possivel AX = B,
entdo o espago d(e todas )as solugdes é o subespago afim

z+ker(Ls) C R™.

Em particular, sendo dimker(L4) 4+ dimim(L4) = n, a carateristica da matriz A é também
igual ao nimero de linhas linearmente independentes de A.

Se AX = B é um sistema de n equagoes com n incégnitas, e se A € Mat,, x, (R) é uma matriz
regular (i.e. invertivel), entdo o sistema admite uma solucio tinica dada por X = A~!B.

e Estude os seguintes sistemas (ou seja, diga se sao possiveis e, caso afirmativo, determine
o espago das solugoes)

204+y =-—1 r+y =11

z—y =3 z—y =33

2¢ -3y =-1 _
2v —bhy+4z =-3 3r+y—10z =1
r—2y+z =5 —2x—-by+7z =
x—4y+6z =10 x+3y—z =0

e [Ap69] 16.20.
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7. Considere o sistema linear
AX =B,

com A = (Aij) € Maty,xn(R), B = (b',0%,...,0™) € R™ e X ~ (z1,2%,...,2") € R"
vetores-coluna, ou seja,

a11x1+a12z2+~~+a1nx” — bl
a21x1—|—a22x2—|—"~+a2n$” — b2
am1x1+am2m2+.”+amnxn — bm

O método de eliminag¢ao de Gauss-Jordan consiste em efectuar as seguintes “operacoes ele-
mentares” sobre as equagoes, e portanto sobre as linhas da “matriz ampliada”

a'iy a'y ... a', B!
CL21 (122 ‘e a2n b2
aml amg N amn bm

i) trocar a ordem das equagoes,
ii) multiplicar (todos os termos de) uma equacao por um escalar nao nulo A # 0,
iii) somar a uma equagdo um multiplo de outra equagao,

...até obter um sistema equivalente A’X = B’, com A’ “matriz em escada de linhas”, ou
seja, da forma

S

I
cCo oo *
o oo ¥
co o % %

S *x ¥ ¥ ¥

S X x ¥ ¥

O O X ¥ *

0

onde os “pivots” % s@o os elementos # 0 mais a esquerda de cada linha (este processo, que
transforma a matriz A numa matriz em escada de linhas A’, é chamado condensagdo). A
carateristica da matriz A é entao igual ao nimero de linhas nao nulas da matriz em escada
de linhas equivalente.

e Usando operagoes elementares sobre as linhas, tranforme a matriz A dada numa matriz
em escada e calcule a caracteristica de A.

2 21 1 2
A=[1 31 A= 0 1
12 2 3 4
01 3 =2
A= 21 -4 3 A:(%i‘ll 22)
2 3 2 -1

e Resolva os seguintes sistemas lineares usando o método de eliminagao de Gauss.

3z+2y+z2z =1

Sr42ytz =1 9 — 6y +4z =3

or+3y+3z =2

B _ T+y+=z = -2
rryt+z =-1 % — By +52 ——1
20 +y + 4z =2 y+z =1
6z +y =-10 r+2y—z =3

—z+4+2y—10z = -4 r+y+z =1
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r+2y+3z+4w =3 Cady—z =1

5z + 6w = o+ 35 _ _3
z + 3w = _ . _0
T —y+ 8w = Y N

e [Ap6Y] 16.20.
8. (exemplos) Dé exemplos de

e um sistema de 2 equagoes lineares com 2 incégnitas com solugao unica,
e um sistema de 2 equagoes lineares com 2 incégnitas sem nenhuma solugao,

e um sistema de 3 equagoes lineares com 3 incégnitas tal que o espago das solugoes seja
uma reta afim.

e um sistema de 3 equacgoes lineares com 3 incégnitas com solugao unica,

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incégnitas tal que o espaco das solugoes seja
um plano afim.

e um sistema de 2 equagoes lineares com 3 incégnitas tal que o espaco das solugoes seja
um subespago vetorial de dimensao 1.
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13

1.

Volumes e determinantes

Seja V &~ R™ um espago vetorial real de dimensao finita. Uma forma
bilinear alternada é uma fungéo F : V x V = R, que envia x,y em F(x,y), linear (ou seja,
aditiva e homogénea) em cada varidvel, e tal que

F(x,x)=0 e F(x,y)+ F(y,x) =0

Fixada uma base e, es,...,e, de V, uma forma bilinear é determinada pelas suas “coor-
denadas”

fij = F(ei,ej)
A forma bilinear F' é alternada sse as coordenadas sao antisimétricas, i.e. se fi; = —fj; e,
em particular, f; = 0.

e Mostre que F'(x,x) = 0 implica F(x,y) + F(y,x) =0 (calcule F(x +y,x+y) ...)

Seja V &~ R™ um espacgo vetorial real de
dimensao (finita) n. Uma n-forma (linear) é uma fungdo F : VXV x--- xV = R

Vi, Vo, ...V = F(vi,va, ... V,)
multilinear, ou seja, homogénea e aditiva em cada varidvel, i.e.
F(.. , 2v+pw,...)=AF(..,v,...)+uF(..,w,...)
Uma n-forma é alternada se é nula quando duas varaveis sado iguais (ou proporcionais), i.e.
F(...,v,...,v...)=0

e (portanto)

F(...,v,...,w, ...)=—F(...,w,...,v, ...).

Fixada uma base e, es,...,e, de V =~ R"™, uma n-forma F' é determinada pelas suas “coor-
denadas”

9

f”k = F(ei, ej, e, .. )

pois, pela linearidade em cada variavel,

F(Xaya z,.. ) = Z fijk;,,,a?iyjzk ...
0,5k,

Se a n-forma F' é alternada, entdao as coordenadas com dois indices repetidos sao nulas, i.e.
f .i..i.. = 0. Em particular, apenas podem ser diferentes de zero as coordenadas cujos indices
s@o permutagdes do conjunto {1,2,...,n}. As coordenadas sdo também anti-simétricas, i.e.
foij..=—f . .. Mastoda permutacao o :{1,2,...,n} = {1,2,...,n} pode ser obtida
da permutacao trivial o(k) = k usando trocas repetidas. Se fi2. ., = A, entdo as outras
coordenadas nao nulas sdo £\, ou seja, fo(1)0(2)..0(n) = T(0)A, onde (o) = (-1)* é a
“paridade” da permutagdo o (k é o nidmero de trocas que transforma o na permutacio
trivial). Portanto, o espago linear das n-formas alternadas em V =~ R” tem dimenséo igual
al.

Em particular, existe uma tinica n-forma alternada E em R™ normalizada de maneira tal que

E(eq,es,...,e,) =1. As coordenadas da “n-forma canénica” FE, os nimeros

Eijk... = E(ei,ej, €L, ... ) 5
80 €ijk... = 0 se dois indices sao iguais, e €. = (=)™ se (i,5,k,...) = 0(1,2,3,...)
onde o é uma permutagdo de {1,2,3,...,n}. O simbolo ¢;jx... é chamado simbolo de Levi-
Civita.

Uma n-forma alternada genérica em R™ é proporcional a E, ou seja, é igual a F = \E, se
A= F(e1,es,...,e,) é o seu valor nos vetores da base canénica, ou seja,

F(vy,va,...,v,) = F(ej,eq,...,e,) E(vi,va,...,vy,)
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O paralelepipedo de lados (ou “gerado” pelos vetores) vy, va, ... , v, no espaco euclidiano
R™ é o conjunto

P={t'vi +t>vo + - +t"v, com t' t* ... t" €[0,1]} CR"

O seu volume (n-dimensional) é igual ao valor absoluto do valor da n-forma candnica sobre
os lados vi,va,...,Vy,, ie.
vol(P) := |E(v1,va,...Vy)]
e Verifique que a 2-forma alternada canénica é E((z,y), (z',y')) = zy’ — a'y.
e Calcule o volume do paralelogramo de lados (2, —1) e (3,5) em R2.
e Calcule o volume do paralelepipedo de lados (2,0,0), (0,3,0) e (0,0,5) em R3.

3. Existe uma tnica fungéo determinante det : Mat, x,(R) — R
A— det A
(outra notagao é det A = |A|) que é uma forma multilinear alternada nas colunas da matriz,
e tal que det1, = 1. De fato, se a; = (a'y,d?1,...,a"), az = (a's,a?s,...,a"%) , ...,
a, = (a',,a%,,...,a",) sio as colunas de A = (a';), entdo esta fungao é

’detA:: E(al,ag,...,an)‘.

Uma férmula para o determinante é

det A= 3 cpe,, m(0)a'o1)a®o2) - a"on)

onde (o) é a paridade da permutacao o. Usando o simbolo de Levi-Civita, o determinante
pode ser definido pela férmula

_ 1.,2. .3
det A = Zijk.__5ijk--.a ia%5 Q% ...

E imediato verificar que det AT é uma n-forma linear alternada nas linhas a',a?,...,a" da

matriz A que vale 1 se as linhas sdo a base candnica de R™, e portanto, pelo teorema de
unicidade, det AT = det A.

O determinante de uma matriz 2 x 2 é

a'y a'y 1,2 1,2
det 2 2 =a 1a°2— QA 2071
a~1 a~2

O determinante de uma matriz 3 x 3 é

a11 1112

1
a3 2 2 2 2 2 2
a“o a a1 a a1y a“ 9
det | a?1 a?; a®s =a'y det 3) —aly det 3 ) +aly det :
3 3 3 3 3 3
a31 a32 CLS‘ a~o9 a3 a1 as a1 a9

O determinante de uma matriz diagonal é

A 0 ... 0
0 Ao 0

det . ) ) =AA2 Ay
0 O An

Se A € Mat,xn(R) e A € R, entéo

det (AA) = A" det A
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Calcule o determinante das seguintes matrizes

1 2 cosf) —sin@ 300 110
3 4 sinf  cosf 05 0 0 11
0 0 7 1 0 1
e Mostre que
1 1 1
det| a b ¢ | =@0-a)c—a)(c—0Db)
a? b 2

Calcule o determinante de 24 e —A sabendo que A é uma matriz 5 x 5 com determinante
det A = —3.

e Verifique que uma equagao cartesiana da reta que passa pelos pontos (a,b) e (c,d) de
R2 ¢

T —a -b vyl
det Y =0 ou det| a b 1 =0
c—a d-—5b
c d 1

[Ap69] 3.6.

4. Seja L : R — R™ a transformacao linear definida pela matriz
quadrada A = (a’;) € Mat,x»(R), que envia o vetor x no vetor y = Lx de coordenadas
yt = Zj a'jx?. A fungdo vi,va,..., vy = E(Lvy, Lvg,...,Lv,) é uma n-forma alternada,
e portanto, pelo teorema de unicidade, proporcional & forma canénica F, ou seja,

E(Lvy,Lvsy,...,Lv,) = E(Ley, Ley, ..., Le,) - E(vi,Va,...Vy)

Os vetores Le; = >, a'je; sao as colunas da matriz A, portanto F(Leq, Les, ..., Le,) =
det A. Se B € Mat,, x,(R) denota a matriz cujas colunas séo os vetores v;, entdo os vetores
Lv; s@o as colunas da matriz AB. Temos portanto o teorema:

| det(AB) = (det A)(det B) |

Em particular, se A é regular entao det A # 0 e

det(A~1) = —deiA

Se A € Mat,,xn(R) e B € Mat,,,«m (R), entdo o determinante da matriz “diagonal por blocos”
A 0 ,
( 0 B ) € Mat(n+m)><(n+m) (R) é

det( o > — (det A)(det B)

e Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstragao ou um contra-exemplo.
det(A+ B) =det A+det B ?
det (A + B)?) = (det(A + B))* 7
det (A™) = (det A)" 7

e Uma matriz quadrada A é dita ortogonalse ATA = AAT =1 (ou seja, se é invertivel e
a sua inversa é AT). Mostre que o determinate de uma matriz ortogonal é +1.

e [Ap69] 3.11.
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5. Seja A = (a';) € Mat,,x,(R) a matriz qua-
drada que define a transformacao linear L : R" — R", relatvamente & base candnica (ou seja,
y'=>_;a;27). Se F'= AE é uma n-forma alternada genérica, entao

F(Lvy,Lvsy,...,Lvy,) = (det A) - F(vy,va,...Vy)

Em particular, o determinante da matriz A depende apenas da transformacao linear L, e
nao da base usada para calcular a matriz!

Se Q = {x € R" t.q. 0 <z’ <1} C R" denota o hiper-cubo unitario, ou seja, o parale-

lepipedo de lados e1, es, . . ., e,, entdo a imagem L(Q) é o paralelepipedo de lados L(e;) = ay,
L(ez) = ag, ...L(e,) = a, (as colunas da matriz). O determinante da matriz é portanto o
quociente
Vol(L(Q))
det A = +———-
¢ Vol(Q)

o sinal sendo positivo ou negativo dependendo se L preserva ou nao a orientagao. Em
geral, se R C R™ é uma regiao suficientemente regular, e portanto o seu volume pode ser
aproximado con precisdo arbitraria usando somas de volumes de hiper-cubos, entao det A é
igual a + o quociente Vol(L(R))/Vol(R).

e Calcule o determinate das transformacoes lineares
T(Iay) = (2{E, 3y) T(‘T7y) = (JC, 7y) T(Ivy) = (y,lL‘)
T(x,y,2) = (322y,2) T(x,y,2)=@r+yr+y+z) T(x,yz2) =(y,20)

6. O determinante de uma matriz trian-
gular superior é

a11 a12 aln
0 a? a?s d?, L

det . =a'1a°y a™,
0 0 a™,

Portanto, é possivel calcular um determinante transformando uma matriz genérica numa
matriz triangular superior e observando que as operagoes tém efeitos triviais no determinante
(trocar a ordem das linhas ou somar a uma linha um multiplo de uma outra linha ndo muda

o determinante, em quanto multiplicar uma linha por um escalar A # 0 transforma det A em
Adet A). .

e Use o método de eliminacao de Gauss-Jordan para calcular o determinante das matrizes

1 -1 1 1 1 1 1 1

le ; g 1 -1 -1 -1 a b ¢ d

7 8 9 1 1 -1 -1 a> ¥ & 4

1 1 1 -1 at v S a3

7. Os vetores vy = (vly,v2%1,...,0™), va = (vig, 0%, ..., 0™,),
ey Vi = (01,02, ..., 0™,) € R™ s@o independentes sse
Ull ’U12 Uln
1)21 ’022 ’U2n
det . . ) . #£0.

™y V" vy

e Diga se os vetores (1,—5) e (—1,7) de R? sdo independentes.

e Diga se os vetores (1,2,3), (—1,2,5) e (9, —5,0) de R? sdo independentes.
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e Diga se os vetores (1,2,3,4), (-1,2,7,5), (0,—3,0,1) e (2,9,—5,0) de R* sdo indepen-
dentes.

8. (Wronskiano, independéncia e identidade de Abel) Sejam z(t) e y(t) duas fungoes dife-
rencidveis definidas num intervalo I C R. O (determinante) Wronskiano das fungoes x e

y é a fungao ®
x(t t
wio e ( 53 460 )

(& =dz/dt e y = dy/dt).
e Mostre que se x e y sdo linearmemte dependentes entdao W(t) = 0 para todo o t.

Portanto, se existe um ponto ¢ onde W (t) # 0 entdo as fungoes = e y sdo linearmente
independentes.

e Mostre que a derivada de W(t) é
i (t) = det z(t) y(t)
W 5 ¢

(a notagao é & = d?z/dt? e jj = d%y/dt?).
e Deduza que se x(t) e y(t) sdo duas solugbes da equagao diferencial homogénea de segunda
ordem Z + p(t)2z + q(t)z = 0, entéo

W(t) = —p(t)W(t)  eportanto  W(t) = W(tg)e Jo?

Em particular, para verificar se z(t) e y(t) sdo independentes num intervalo, é suficiente
calcular W (t) num ponto arbitririo deste intervalo.

9. (Vandermonde deteminant) Given n real or complex numbers 21, 22, . . . , 2, the Vandermonde
matriz is the n X n matrix whose rows (or colums) are the geometric progressions (up to n—1)
of the z;’s, namely (below, upper indices denote powers!)

1 =z (21)2 Ce (Zl)nil
1 2z (22)2 . (Zg)n_l
V= 1 z3 (2,’3)2 Ce (Zg)n_l

Its determinant is given by the product

detV = H(ZJ — %)

i<j

10. Seja A = (a';) € Maty,x,(R) uma
matriz quadrada de ordem n > 2. O menor-ij de A é a matriz A; € Mat(p_1)x(n-1)(R)
obtida da matriz A suprimindo a linha i e a coluna j. O complemento algébrico do elemento
a’j de A é o ntiimero

Cal (a;) := (1) det A}

A matriz dos complementos algébricos (ou dos cofactores ) de A é a matriz CalA €
Mat,, x» (R) cujo elemento ij é Cal (a*;), ou seja

Cal A := (Cal(a;))

O desenvolvimento do determinante det A em fungao dos elementos da linha ¢ é (férmula de
Laplace)

det A =37 a';Cal(a'y) = 37 a’j (=1)" det A}
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e Calcule a matriz dos complementos algébricos das matrizes

1 2 3 1 1 0
0 3 0 0 1 1
-7 0 0 1 0 1
e Calcule o determinante das matrizes
1 0o -1 3 2 1 0 0
-5 0 2 -1 1 3 0 0
4 0 1 1 00 -1 1
3 -2 -1 0 00 4 =2
2 0 -1 0 2 01 2
1 3 3 0 1 3 1 -2
1 2 2 0 0 0 2 1
3 6 6 0 0 0 0 -2
11. Se A = (a';) € Mat,,xn(R) com n > 2, entao

A(CalA)T = (det A) 1
| |

Em particular, uma matriz quadrada A é invertivel sse det A # 0, e a sua inversa é dada por

A7l = =25 (CalA) T

e Calcule a inversa das seguintes matrizes

1 1 1 1 3
01 1 -
0 0 1
e Determine os valores de A para os quais A1 — A é singular, quando

(0 ()

1 0 2 1 -2 8
A= 0 -1 =2 A= 19 -3 14
2 -2 0 -8 2 =5
e [Ap6Y] 3.17.
12. Seja AX = B um sistema linear de n equagdes com n incégnitas. Se

a matriz dos coeficientes A € Mat, x,(R) é invertivel, entdo o sistema admite uma tnica
solucdo X = A~!'B, ou seja,

1

X=A"'B=
det A

(CalA)" B

A i-ésima coordenada da solucao X é

1 = g 3, (Cal (a7) b

Se C% € Mat, x,(R) denota a matriz obtida de A pela substituicio da coluna i pelo vetor
coluna B, entdo as coordenadas da solugao do sistema AX = B sdo

i _ detC*
T detA

T
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e Resolva os seguines sistema utilizando a regra de Cramer

3z+2y+z =1 3z+2y+z =1
Sr+3y+3z =2 20 — 6y +4z =3
—rz4+y+z =-1 r+y+z = -2
2r+y = —6 3r+y+z =0
—r+2y+4z =1 2 —y+3z =1

—r+z =3 r+y+z =1

67
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14 Valores e vetores préprios

1. Seja L : V. — V um operador linear. Um subespago linear W C 'V
é L-invariante se L(W) C W, ou seja, se v € W implica Lv € W.

e Mostre que o subespago trivial {0}, o ntcleo ker(L) e a imagem im(L) sdo subespagos
invariantes de L : V — V.

e Determine os subespacos invariantes da transformacdo T : R?2 — R? que transforma
cada ponto (z,y) no seu simétrico em relagao a reta y = x.

e Determine os subespacos invariantes da transformacio T : R?2 — R? que transforma
cada ponto (z,y) na sua proje¢ao ortogonal sobre a reta y = x.

e Determine os subespacos invariantes da transformacdo 7 : R? — R? definida por
T(z,y) = (z + 3y, y)-

2. Seja L : V. — V um operador linear definido no espacgo linear
real (ou complexo) V. Um wvetor préprio/autovetor (em inglés eigenvector, do alemao eigen
= préprio) de L é um vetor nao nulo v € V tal que Lv é proporcional a v, ou seja,

onde A € R (ou A € C) é um escalar, chamado valor préprio/autovalor (em inglés eigenvalue)
do operador L (associado ao vetor préprio v). O conjunto

Vy:={veVtq Lv=JAv}=ker(A— L)
(A—L denota o operador v — Av—L(v)) é um subespaco vetorial invariante de V (nao-trivial
se A é um valor préprio), dito subespago prdprio associado ao valor préprio .

Se vi,Va,...,Vy 880 vetores proprios e se os correspondentes valores préprios Ay, Ao, ..., A
sao dois a dois distintos (i.e. A; # Aj se i # j), entad os vetores vi, Va,. .., Vi 80 linearmente
independentes. A prova é por inducdo. O caso k = 1 é trivial. Seja c;vy + covy + -+ +
ck+1Ve+1 = 0. Aplicando o operador L ou multiplicando por Agy1, e depois calculando a
diferenca, obtemos

c1( M — App1)vi Fea(Ao — A1) va + - F (A — Ag+1)ve =0

Pela hipotese indutiva todos os coeficientes sao nulos, e portanto, sendo os valores proprios
distintos, ¢; = ¢ = -+ = ¢x = 0. Entdo também cx11 = 0 (pois viy1 # 0). O

e Todo vetor v # 0 é um vetor prépro da trasormacao identidade 1yvv := v, com valor
préoprio A = 1. Todo vetor v # 0 é um vetor prépro da trasormacdo nula Oyv := 0,
com valor préprio A = 0.

e Determine valores e vetores préprios da homotetia H)y : R™ — R", definda por v — Av
com A € R.

e Determine valores e vetores préprios da transformacio T : R2 — R? que transforma
cada ponto (z,y) no seu simétrico em relacdo a reta y = 2z.

e Determine valores e vetores préprios da transformacdo T : R? — R? que transforma
cada ponto (z,y) na sua projecao ortogonal sobre a reta 3y = x.

e Uma rotacdo Ry : R? — R2, definida no espaco vetorial real R? por
(z,y) — (xcosh — ysinb, xsinf + ycosb) ,

nao admite vetores préprios se o angulo 6 ¢ Zn. No entanto, a mesma rotagao pode ser

pensada como a transformacao z — €'’z definida no espaco vetorial complexo C ~ R2.
Neste caso, todo vetor z # 0 é um vetor préprio, de valor préprio e®.

e Determine os valores e os vetores préprios das transformacoes
L(z,y) = (z,0) L(z,y) = (x/2,3y) L(z,y) = (—y,x)

L(z,y) = (z, 2 +y) L(z,y) = (z+ Ay, y) L(z,y) = (z + ay,y)
L(x,y,z) = (an>_z) L(.’L‘7y,2> = (y,zmc)
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e Se A\ é um valor préprio de L : V — V e k € N, entdo A* é um valor préprio de L*. Em
particular, os valores préprios de um operador nilpotente nao podem ser diferentes de
Z€ro.

e Se L:V — V é um automorfismo (i.e. uma transformacéo linear invertivel) e v.e 'V é
um vetor préprio de L, entdo v é um vetor préprio de L~!

e [ApGI] 4.4.

3. Se A é um valor préprio do operador linear L : V — V, entdo o

operador
L)\ =A—L

nao ¢ invertivel (pois um autovetor v associado a A estd no seu nicleo). O espetro do
operador L é o conjunto

o(L) :={X € C t.q. A— L nao é invertivel } C C,
ou seja, o conjunto dos valores complexos de z € C fora dos quais existe o operador resolvente
R,:=(z—L)""

O ntimero p(L) := sup,¢,(r) |2] € dito raio espetral. Quando V tem dimensao finita, o espetro
o (L) coincide com o conjunto {1, Ag, ..., Ag} dos valores préoprios. Em geral, o espetro pode
conter mais pontos.

e O operador deslocamento (em ingés, shift)
L: (.%‘1,!1)2,$3,...) — ($2,$3,£L‘47...)

definido no espago das sucessdes reais V = RN ndo é invertivel, portanto 0 € o(L). No
entanto, 0 nao é um valor préprio de L.

4. (operador derivagao e exponencial) O operador deriva¢do envia uma funcao derivavel f(z)
na fungao
(Df)(x) = f'(=).
Pode ser pensado como un endomorfismo do espago linear C*° (R, R) ou C*°(R, C), as fungdes
infinitamente diferencidaveis com valores reais ou complexos. O produto P := —ihD, onde
h~1.054---x1073* J - s é a constante de Planck reduzida, é o operador momento na
“representacao de Schrodinger”.

e O subespaco Pol(R) dos polinémio é um subespago invariante de D. O subespago
Pol<,,(R) C Pol(R) dos polinémios de grau < n é um subespaco invariante do operador
derivagdo D : Pol(R) — Pol(R) ?

e Verifique que todo o A € R é um valor préprio do operador “derivacao” D : C*(R,R) —
C>*(R,R), e que espago préprio associado ao valor préprio A é gerado pela fungao expo-
nencial f(z) = e**. Deduza que e€*/h & uma funcio prépria do operador momento, e
calcule o valor préprio.

5. (operadores diferenciais, translacoes e ondas planas) Sejam  C R™ um aberto e V. =
C>®(2,R) o espago vetorial das fungdes f : Q — R infinitamente diferencidveis. Dado um
multi-indice « = (a1, 9,...,a,) € N*, de grau |o| := a1 + ag + -+ + «a,, 0 operador
diferencial 9“ : V. — V ¢é definido por

ololf
o~ = .
0N = gomaug. ong
o Verifique que as ondas planas eg(x) = e®* com £ € (R")* ~ R", sdao funcdes

préprias dos operadores diferenciais 0%, com a € N", com valores préprios (i€)® :=
(i€1)*1 (i&2)?2 . .. (i&,) ™, ou seja,

8“65 = (if)aeg.
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e O operador de translagdo Ty, com a € R™, é definido por

(Taf)(x) = f(x+a).

Verifique que as ondas planas eg(x) = €6 sdo também funges préprias dos operadores
de translacdo com valores préprios \a(€) = €2, ou seja,

Taee = eis'ae,g .
e O operador de modulagcdo M, com & € (R™)* ~ R", é definido por
(Mg f)(x) = > f(x).

Mostre que T, o Mg = ei‘s'aMg o T,. Os operadores translagdo e modulagao geram o
grupo de Heisenberg.

6. (PDEs e simbolo de um operador diferencial) Um operador diferencial linear de grau < k,
definido num domiinio X C R™, é um polinémio

P(9,x) = Z aq(x) 0%,

la| <k

em 0, com “coeficientes” a,(x) que s@o fungdes a, : X — R. O operador comuta com as
translagoes de R"™, os operadores Ty, se os coeficientes a,, nao dependem do ponto x, i.e. sao

constantes. As “ondas planas” eg(x) := e sdo fungdes préprias do operador linear com
coeficientes constantes L = P(9), ou seja, satisfazem
Leg = O’(f) €¢,

onde o valor préprio, o polinémio o(§) := P(i€), é dito simbolo do operador L. O simbolo
principal é o termo (polinémio homogéneo) de grau méximo, o;,(§) = 3|, =y, @a - (i§)*.

7. Se A é um valor proprio do operador linear L : V — V, entao o
operador Ly := A — L nao é invertivel, e os vetores proprios com valor préprio A sao os
vetores nao triviais do nicleo de Ly. Se V = R" tem dimensao finita, entdo o operador L é
X — AX, onde A € Mat, «,(R) é uma matriz quadrada (que depende da base escolhida).
O escalar A € R é um valor préprio da matriz quadrada A € Mat,,«,»(R) (ou do operador L)
sse a matriz \1,, — A é singular, ou seja, sse

det (AL, — A) =0,

O polindmio carateristico da matriz quadrada A € Mat,x,(R) é

| Pa(t) := det (11, — 4)|

e portanto A é um valor préprio de A sse é uma raiz do polinémio carateristico, i.e. se
P4(X) = 0. O espago préprio associado ao valor préprio A é V) = ker(A— L). Em particular,
os vetores préprios associados ao valor préprio A sao as solugoes nao triviais do sistema
homogéneo (A1, — A)V = 0.

Se A1, Ag,..., A\, slo as raizes (em geral, complexas e distintas) do polindmio carateristico
da matriz quadrada A € Mat,x,(R), entéo

Pat) = (t =)t —Az) -~ (T = An)
=t"— (M A+ AT (D (M A2 Ag)

Mas P4(0) = det A, e portanto

[det A=Xidp Ay |

Também acontece que

[trA =X+ o+ + A |
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e Mostre que A e AT tém o mesmo polinémio caraterfstico.

e Verifique que o polinémio carateristico da matriz 2 x 2

a b
=(ta)
é Pa(t) =t — (a + d)t + (ad — be). Verifique que Pa(A) = 0, ou seja, que A% — (a +
d)A + (ad — bec)13 = 0.

e Os valores préprios de uma matriz nilpotente nao podem ser diferentes de zero.

e A matriz quadrada A é unipotente sse o seu polinémio carateristico é uma poténcia de
t—1.

e Determine valores e vetores proprios dos endomorfismos definidos pela seguintes matrizes

) o)

10 2 1
A_<11) A‘<11
2 5 -1 1 5 -1
A=|0 -3 1 A= 0 -2 1
0 0 7 -4 0 3
2 11 705 10 0
A= 2 3 2 A= 0 -2 1 A=[0 0 -1
33 4 20 0 3 01 0

e [ApG9] 4.10.

As matrizes quadradas A, B € Mat,, x,(R) séo ditas
semelhantes se existe uma matriz invertivel U € Mat,, x,(R) tal que

B=U'AU,

ou seja, se representam a mesma transformagao linear L : R — R™ em bases que podem
ser diferentes. Se A e B sao semelhantes entdo det A = det B. Matrizes semelhantes tém o
mesmo polinémio carateristico, pois

det (t1, — U 'AU) = det (tU'1,U — U AU)
=det (U '(t1, — A)U) = det (1, — A)
e portanto os mesmos valores proprios.

A matriz quadrada A € Mat,, x,(R) é diagonalizdvel se é semelhante a uma matriz diagonal.
Se (o operador linear L : R® — R"™ definido na base canénica pel)a matriz quadrada A €
Mat,, x»(R) admite n vetores préprios linearmente independentes v1,va, ..., V,, com valores
proprios A1, Mg, ..., Ay, respetivamente (ndo necessariamente distintos), e se U € Mat,, x, (R)
¢ matriz (invertivel) cujas colunas sdo os vetores v;, entdo U 'AU é a matriz diagonal
A= diag()\l, )\2, ey )\n)

e Mostre que se A e B sao semelhantes entao det A = det B.

1 0 11
0 1 ¢ 0 1
e Diagonalize as seguintes matrizes, ou mostre que nao é possivel.
2 1 1 0 1
1 1 1 3 1
2 1 2 1 0
-1 4 -1 0 0

o As matrizes

sao semelhantes?
1
1

1

0
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10.

11.

Sejam L : V — V e M : V — V dois operadores lineares que
comutam (i.e. [L, M] = 0) definidos no espaco linear V. Se A é um valor préprio de L, entéo
o espago préprio Vy = {v € Vt.q. Lv = Av} é um subespago invariante para o operador
M, ie. M(Vy) C V,. De fato, se v € V, entao

LMv =MLv =AMv
e portanto Mv € V.

(gato de Arnold) Considere a transformacao L : R? — R? definida pela matriz

(1)

ou seja, L(x,y) = (2r +y,x +1vy). O polinémio carateristico é P4(t) = t*> — 3t — 5, e portanto
os valores préprios sdo AL = (3£ \/5) /2. Vetores préprios correspondentes, que satisfazem
L(vy) = Ayvy, sdo (por exemplo)

vy = (p,1) e vo=(1,-p)

onde ¢ = (1++/5)/2 ~ 1.6180339887 ... é a “razdo” dos gregos. A matriz que representa L na
base (v, v_) é a matriz diagonal A’ = diag(A;,A_). Observem que Ay >1e 0 < A_ <1,
e portanto L estica os vetores da reta Rv e contrae os vetores da reta Rv_. Observem
também que det A = Ay A_ = 1. Em particular, L preserva as dreas, ou seja, a drea de uma
regido (mensurdvel!) R C R? ¢ igual & drea da sua imagem L(R). A matriz A ¢ invertivel, e a
sua inversa A~! tem entradas inteira (pois det A = 1). Em particular, L preserva o subgrupo
7Z? C R? ou seja, L(Z?) = Z?. Isto implica que L define uma transformacio invertivel
T :T? = T? do “toro” T? := R2/Z2, definida por

(2,9) +Z° = Qe +y,z+y)+2°

A “dinamica” da transfomagao T, ou seja, o comportamento das trajetérias v — T(v) —
T(T(v)) — ..., é particularmente interessante, e T é o arquétipo de uma classe importante
de transformagoes, ditas “hiperbdlicas”.

(Cayley-Hamilton theorem) If p € C[t] or R[¢] is a polynomial in the indeterminate ¢, say
p(t) = apth + - 4+ a1t + ag, and A an n X n matrix, real or complex, one defines the matrix
p(A) as

p(A) = agA¥ + -+ a1 A+ aol, .

For example, one may consider the characteristic polynomial P4(t) of a square matrix A,
and try to compute P4(A).

If A = diag(A1, Ag,..., A,) is a diagonal matrix, a simple computation (using the fact that
its powers are also diagonal with entries which are powers of the \A;’s) shows that Py(A) = 0.
A diagonalizable matrix as B = U~'AU has its powers of the form B¥ = U~'A*U, and
consequently Pp(B) = U"1Py\(A)U = 0, since Pg = P,.

The set of diagonalizable complex matrices is dense in the space Mat,, x,(C) ~ c. Indeed,
it is the set of those matrices such that the characteristic polynomial P4 (t) has n distinct
complex roots. In particular, for any n x n matrix A, real or complex, we may find a sequence
of diagonalizable complex matrices A,, such that A, — A (w.r.t. some compatible norm).
By continuity we conclude the Cayley-Hamlton theorem: any square matrix A satisfies its
characteristic equation, i.e.

Pa(A) =0

e If A is an invertible n x n matrix, then we may multiply the identity P4(A4) = 0 by
A~! and obtain a formula for the inverse matrix A~! as a function of the powers A,
A, A% ..., A" ! For example, show that the inverse of an invertible 2 x 2 matrix A is

_ 1
ATl = ——((trA) 1y - A) |

DA FINIRE
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1.

Espacos euclidianos e hermiteanos

Um espaco euclidiano é um espago vetorial real
E munido de um produto escalar, uma aplicagéo (-,-) : EXE — R

X,y — (X,y)
que satisfaz os axiomas

PE1 (simetria) (x,y) = (y,X) vx,y € E.
PE2 (linearidade) (Ax + pz,y) = A(x,y) + p(2,y) vx,y,z€ EeVA peR
PE3 (positividade) {x,x) > 0 se x # 0.

A norma do vetor x € E é

x|l = /{x,x)

e a distdncia entre os vetores/pontos x ey de E é

[d(x,y) =[x - y]]

e Verifique que x,y ZZL x;y; € um produto escalar em R™.
e Mostre que
Ix+yl* =[x —yl* = 4 (x,y)
e deduza que ||x +y| =[x —y|| sse (x,y) =0.

Um espago hermiteano/euclidiano complexo é um espago vetorial com-
plexo H munido de um produto escalar (hermiteano), uma aplicacdo (-,-) : Hx H — C

X,y = (X,y)

que satisfaz os axiomas

PH1 (simetria hermiteana) (x,y) = (y,x) Vx,y € H.
PH2 (linearidade) (Ax + pz,y) = N (x,y) + n{z,y) vx,y,z€ He VA ueC.
PH3 (positividade) (x,x) > 0 se x # 0.

A norma do vetor x € H é

x|l = /{x,x)

e a distdncia entre os vetores/pontos x e y de H é

d(x,y) =[xyl

Verifique que (x, \y) = \ (x,y).

Verifique que z,2’ — Y. 2z} ¢ um produto escalar hermiteano em C".

Verifique que
(A, B) = tr(A*B)

define um produto hermitiano no espago Mat,, x, (C).
[Ap69] 15.12.

Seja (E, (-,)) um espago euclidiano/hermiteano. A desigualdade
de Schwarz afirma que se x,y € E

(16,31 < Iyl

e a igualdade verifica-se sse os vetores x e y sao paralelos. Os vetores x e y de E sao
ortogonais/perpendiculares quando (x,y) = 0.
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Prove a desigualdade de Schwarz (se x # 0 e y # 0, considere os vetores unitérios
u=x/|x||ev=y/|yl, e calcule [u£v|?...)

Prove o teorema de Pitdgoras: se X e y sao ortogonais entao

I+ ¥ = [I=[I* + Iy [I*

Verifique a identidade do paralelogramo

I+ yII* + [Ix — ylI* = 2||x]|* + 2[ly|”
e Mostre que a norma, e portanto a distancia, satisfazem a desigualdade do triangulo
Ix+yll <lxl[+lyl  dxy) <dxz)+d(zy)

(calcule ||x + y||? e use a desigualdade de Schwarz ...).
[Ap69] 15.12.

4. Uma norma no espago linear V é uma funcédo || - || : V — [0,00) que satisfaz os
axiomas

N1 (positividade) ||x|| > 0 vx # 0.
N2 (homogeneidade) | x|| = |A|||x]| YieCand Vx € V.
N3 (desigualdade do triangulo) ||x + y|| < [|x|| + ||yl Vx,y € V.

e Verifique que

xloo = max || e [x[i=) |l
i=1,2,....n

sao normas no espago R™ ou C”.
[ ]
e A norma || - || é euclidiana sse satisfaz a identidade do paralelogramo

5. (normas LP) Verifique que

[flloc = sup[f(x)]
tel

é uma norma no espago Cp(X,C) das fungdes continuas e limitadas definidas no intervalo
I C R. Verifique que

b
wm:/WﬂMMx

é uma norma no espago Cp(I,C) das fungoes continuas e limitadas definidas no intervalo
I=1{a,b] CR.

6. (0 espaco L?) O produto interno L? no espaco das funcdes complexas (ou reais) no espago
R™ é
(19)i= [ f@) @ do
R
onde dr = dxydxs - - - dx, denota a “medida de Lebesgue”. é um produto escalar hermiteano
no espaco C°(I,C). A norma L? é
[fllz = {f, f)
O “completamento” de ...

7. Seja E um espaco euclidiano/hermiteano. O
complemento ortogonal do subconjunto X C E é o subespago linear

’XJ- ={veE tq. (v;x)=0 VXEX}‘
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10.
11.

Seja S um subespaco de dimenséo finita do espaco euclidiano E, e seja ey, e, . .., e, uma sua
base ortonormada. Entao cada vetor v € E pode ser representado de maneira tinica como

onde vg = Ps(v) =Y.', (v,e;) e; € S é a projeccio (ortogonal) de v sobre S, e vg. € S*+.
A projeccio realiza a distancia d(v,.S) entre v e S, ou seja, (teorema de aprozimagao)

v=Psl <|v—s| V¥ses]

e Mostre que X+ é um subespaco linear de E.
o Verifique que ||| = [|vs]|* + [[vs[*.

Seja eq,e9,...,€,,... um conjunto ortonor-
mado do espago euclidiano E. Os coeficientes de Fourier do vetor x € E (relativamente ao
conjunto ortonormado ey, es,...,€e,,...) sdo os escalares z; = (x,e;). A projecdo ortogonal
de um vetor x sobre o subespaco de dimensao finita E,, C E, gerado pelos ej,es,...,e,,
é o vetor x, = Y, z;€;. Da desigualdade ||x — x,[* > 0 segue que > ., |z;|* < ||x]*.
Em particular, a série (de termos nio-negativos) > |x;|? é convergente. No limite quando
n — 0o, segue a desigualdadde de Bessel

T2k e) P < [x)P]
Se E tem dimenséao finita e eq,es,..., e, ¢ uma base ortonormada, entao vale a identidade

de Parseval
|2 = S 1 xe) 2]

O produto escalar entre os vetores x e y é dado pela identidade de Parseval

(x,y) = 2iss (xe) (v, )

e Mostre que um conjunto finito ortogonal de vetores nao nulos é independente.

e Mostre que se ej, es,...,e, é uma base ortonormada do espaco euclidiano/hermiteano
de dimensao finita E &~ R™ ou C™, entdo todo o vetor x € E ¢é igual a

n
X = <X7 ei> €e;
i=1
o [Ap69] 15.12.

Seja vi,Va,...,V,,... um conjunto independente de
vetores do espaco euclidiano E. Entao o conjunto uy, usg, ..., uy,,..., definido recursivamente
por

_ _ (vn,u1) (vn,u2) (Vn,un)
u; =vi Up41 = Vo — HSIHé u; — ”:;an g — -+ — HSnHZ up,
é um conjunto ortogonal tal que [vi,Vva,...,v,] = [ui,ug,...,u,] para todo o n e tal que
up4+1 é ortogonal ao subespago [ui,ug,...,u,]. Em particular, todo espaco euclidiano de

dimensao finita admite uma base ortonormada.
(polinémios de Legendre)

(factorizacao QR) Uma matriz A € Mat, «,(R) cujas colunas s@o linearmente independentes

pode ser decomposta na forma

onde @ € O(n,R) é uma matriz ortogonal ¢ R € Mat,x,(R) é uma matriz triangular
superior.
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e Sejam aj,ag,...,a, € R" as colunas da matriz A € Mat, «,(R), e seja e1,eq,...,€, a
base ortonormada obtida utilizando o processo de ortonormadaizacao de Gram-Schmidt.
Entao a matriz @, cujas colunas sao os vetores e;, é ortogonal, e A = QR onde R é a
matriz triangular

(e1,a1) (er,a2) (e1,a3)
0 <e2, a2> <e2, 33>
R = 0 0 <e3, ag>

e Mostre que a solugao do sistema linear Ax = b, quando A é invertivel e tem decom-
posicao A = QR, é
x=R'Qb

e Determine a decomposicao QR das matrizes

12. Seja A € Mat,,xn(R), € segjam Ly : R® — R™ e Lyt : R™ — R"
as transformacoes lineares definidas por x — Ax e y — A'y, respectivamente. Entao

ker(La) = im(La)t  im(La) =ker(La)*  ker(La) = im(La)"  im(La) = im(La)" |

Em particular, o sistema linear Ax = b admite solugoes sse o vetor b € R™ é ortogonal ao
espaco das solucoes do “sistema homogéneo adjunto” Aty = 0.

13. (quadrados minimos e regressao linear) Sejam A € Mat,, x»(R) e B € R™. Uma solugdo de
quadrados minimos do sistema AX = B (que pode ser inconsistente!) é um vetor X € R"
que minimiza a soma

(61)2 + (62)2 e (em)Q
dos quadrados dos “erros” ¢’ := (3, a’7’) — b’, ou seja, o quadrado da norma [|AX — B>
em R™. Se as colunas de A sdo linearmente independentes, entdo a matriz AT A é invertivel,
e a uUnica solugao de quadrados minimos é

X =(ATA)1A™B

e Verifique que 7 = (7',7%,...,7") € R" é um minimo de |AX — B||? se ATAX = ATB
(calcule as derivadas parciais em ordem aos 7’’s).

e Mostre que se A € Mat,,x,(R) tem carateristica n entdo AT A € Mat,x,(R) também
tem carateristica n, e portanto é invertivel.
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1.

Operadores simétricos, hermiteanos e unitarios

Seja (E, (-, -)) um espaco euclidiano de dimensao finita, ou seja E ~ R
e (-, -) é uma forma bilinear positiva. O simétrico do operador linear A € End(E) é o operador
AT € End(E) tal que

(x, Ay) = <ATx,y> Vx,y € E

Se E ~ R" munido do produto interno canénico (x,y) = > . z;¥;, e se A = (a;;) é a matriz
que representa o operador A : R™ — R™ na base candnica (ou outra base ortonormada), entao
a matriz do operador simétrico AT : E — E é a matriz “transposta” AT = (a;;), definida
por aiTj = aji.

(operador derivacio) Seja E = {f € C°([a,b],R) t.q. f(a) = f(b) = 0} munido do produto

interno (f,g) = fab f(t)g(t) dt. Determine o transposto do operador derivagdo D : V — E,

definido por
(D)) = f'(t)
no domfnio V = {f € C'([a,b],R) t.q. f(a)= f(b) =0} C E.

Seja H um espago hermiteano de dimensao finita. O adjunto do
operador linear A € End(H) é o operador A* € End(H) tal que

[ Ay)=(A"xy)  VxycH|

Se H ~ C" munido do produto hermiteano estandard (x,y) = >, x;¥;, e se A = (a;5) é a
matriz que representa o operador A : H — H na base candnica (ou outra base ortonormada),
entao a matriz do operador adjunto A* : H — H é a matriz “conjugada transposta” AT =
(aj;), definida por aj; = @j;. E imediato verificar que

(A=A (A+B)*=A"+B* (M)*=XA" (AB)" = B*A*

e Mostre que ker A* = (imA)* e que (kerA*)! = imA.

e Se A ¢ invertivel, entdo (A~1)* = (A*)~L

Um operador linear A € End(H) ¢ dito auto-adjunto (em inglés
self-adjoint), ou hermiteano, se A* = A, ou seja, se

’ (x, Ay) = (Ax,y) Vx,y € H‘

Se H ~ C™ é um espago hermiteano de dimensao finita e se A = (a;;) é a matriz que
representa o operador A numa base ortonormada, entdo A ¢é auto-adjuntos sse a;; = Gj;.

E imediato ver que se um operador A é auto-adjunto entdo (Ax,x) é real para todos os
x € H, pois

(Ax,x) = (x, Ax) = (Ax,y)
De fato, um operador é auto-ajunto sse (Ax,x) é real para todos os x € H (em mecéanica
quantica, (Ax,x) é o “valor médio” do observavel A no estado x). ... polarizagao ... ([La87]

pag. 186)

e Um endomorfismo de um espagco euclidiano (i.e. real) é auto-adjunto sse é simétrico,
i.e. se a matriz que o representa numa base ortonormada satisfaz a;; = a;;.

e Verifique que se A é auto-adjunto e v € H entdo (v, Av) é real.

e Cada operador A € End(H) pode ser decomposto como soma A = Ag + iA, de um
operador auto-adjunto Ag := AEA e de um operador hemi-adjunto A, := Agf‘ (ou

seja, tal que (A,)* = —A,).

DA FARE
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e Verifique a identidade de polariza¢do

(Ax+y),x+y) —(Alx—y),x—y) =2({(4x,y) + (Ay, x)) (8)

valida para um operador genérico A € End(H). Aplique (8) aos pares de vetores x, y
e X, iy, e deduza que que um operador que verifica (Av,v) = 0 para todos os v € H
é o operador trivial A = 0. Mostre que se (Av,v) é real para todos os v € H, entéo
((A— A*)v,v) = 0 para todos os v € H. Deduza que um operador com “valor médio”
(Av,v) real para todos os v € H é auto-adjunto.

7. Um endomorfismo U € End(H) de um espago hermiteano H é unitdrio
se preserva o produto interno, i.e. se

(Ux,Uy) = (x,y) Vx,y € H
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17 Grupos e algebras de matrizes

1. O grupo linear geral de grau n é o conjunto GL(R"™) := Aut(R") dos
automorfismos de R"™, ou seja, o conjunto das aplicagoes lineares invertiveis L4 : R — R"
(definidas por x — Ax onde A € Mat, «,(R) é uma matriz regular e x € R" é um vetor
coluna) munido da lei de composi¢cdo La,Lg + Lao Lg = Lag. O elemento neutro de
GL(R™) é a aplicagdo identidade id g» : x + x. Fixada uma base de R", GL(R") é
isomorfo ao grupo

GL(n,R) := {A € Mat, «»n(R) t.q. det A # 0}

das matrizes invertiveis munido da multiplicagcao A, B — AB. O elemento neutro de
GL(n,R) é a matriz identidade 1,,. O grupo linear geral complezo é

GL(n,C) := {A € Mat, x»(C) t.q. det A # 0}
.
e Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstracao ou um contra-exemplo.
Se A € GL(n,R) e B € GL(n,R) entdo A+ B € GL(n,R) ?
Se A € GL(n,R) e B € GL(n,R) entdo AB € GL(n,R) ?
Se A € GL(n,R) e AB € GL(n,R) entao B € GL(n,R) ?

2. (grupo de Galilei)

3. Toda matriz real A € Mat,, x,(R) é semelhante a uma matriz
P 0 0
0 P 0
U TAU = 0 0 P

onde as matrizes quadradas P; podem ser: uma matriz 1 x 1

Py =),
a matriz 2 x 2
T S5
—sj 1y )7
ou uma matriz n; X n;
i 1.0 0 0
4. O exponencial da matriz quadrada A € Mat,, x,(R) é

e =exp(A) =Y LA =14 A+ LAT+ LA3+ ..

n=0 n!

e Verifique que, se A € Mat,x,(R), a familia (G; = e*),cg é um subgrupo a um
pardmetro de GL(n,R) (ou seja, G = 1 e G1G4 = Giis).

e Verifique que, se U € GL(n,R) e A € Mat,, «x,(R), entdo
exp(UTAU) = U™ exp(A)U

e Mostre que
det(e?) = '™

DA FARE
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9.
10.

O grupo linear especial é o grupo
SL(n,R) := {A € Mat,,xn(R) t.q. det A =1}
das matrizes invertiveis n x n com determinante 1.

O grupo ortogonal O(R™) é o grupo dos automorfismos L : R” — R™ que
preservam o produto escalar euclidiano de R™, ou seja, tais que (L(x), L(y)) = (x,y) para
todos 0s x,y € R™. A transformagao L4 : R™ — R", definida por x — Ax onde x € R™ é um
vetor coluna e A € Mat, x,(R™), é ortogonal se (Ax, Ay) = (x,y) Vx,y € R", e portanto se
AT A =1,. Fixada uma base de R”, O(R") é isomorfo ao grupo

O(n,R) :={A € GL(n,R) t.q ATA=1,}

das matrizes ortogonais. Se (-,-) denota o produto escalar euclidiano de R” e A € Mat,, x»(R),
entdo x - Ay = ATx -y. Portanto, se A é ortogonal entao

[Ax* = |x|* e = Ax-Ay=x-y

Ou seja, o automorfismo linear definido por uma matriz ortogonal preserva as normas dos
vetores e os angulos entre os vetores.

O grupo ortogonal complexo é
O(n,C) := {A € GL(n,C) t.q ATA=1,}
e Se (-,-) denota o produto escalar euclidiano de R"™ e A € Mat,, x,,(R), entao
(x,Ay) = (ATx,y)
Mostre que o determinante de uma matriz A € O(n,R) é £1.

Determine O(2,R).

Verdadeiro ou falso? Dé uma demonstracdo ou um contra-exemplo.
Se A€ O(n,R) e Be O(n,R) entao A — B € O(n,R) ?
Se A € O(n,R) entao A1 € O(n,R) ?
Se A€ O(n,R) e AB € O(n,R) entdao B € O(n,R) ?

SO(2) = U(1).
cosf) —sind
Ro = ( sinf  cosf )
SO(3)
angulos de FEuler

(precession, nutation and intrinsic rotation of the Earth)

A forma simplética candénica em R?" é a forma bilinear e anti-simétrica
w: R?" x R?" — R definida por

n

w((p,@), (@', 4)) =D _(Piai — pid))

=1

onde usamos a notacdo R%" 3 z = (p,q) com p,qg € R™. Se J, € Mata,xa,(R) denota a

matriz
0o -1,
In = ( 1, 0 )

w(z,2") = (zJp, 2"

entao a forma simplética é

O grupo simplético Sp(n,R) é o grupo dos automorfismos L : R?" — R?" que preservam a
forma simplética w, ou seja, tais que w(Lz, Lz') = w(z,2’) para todos os z, 2’ € R?",

Sp(n,R) := {A € GL(2n,R) t.q. ATJ,A=J,}
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e Mostre que
A B
=(¢5)
com A, B,C,D € Mat, «,(R), é simplética sse

cTA=ATC A'D-c"B=1, D'B=B'D

A B\' (DT -BT

C D “\ —cT AT
11. O grupo unitdrio U(C™) é o grupo dos automorfismos L : C* — C™ que
preservam o produto hermiteano de C", ou seja, tais que (L(x), L(y)) = (x,y) para todos
os X,y € C". A transformagao L : C" — C", definida por x — Ax onde x € C"™ é um

vetor coluna e A € Mat, x,(C"), é ortogonal se (Ax, Ay) = (x,y) Vx,y € R", e portanto se
A*A =1,,. Fixada uma base de C", U(C") é isomorfo ao grupo

e Mostre que

U(n) :={4 € GL(n,C) t.q. A"A=1,}
12. A 2 x 2 non-singular complex matrix

A:(‘C‘ Z)eGL(Q,(C)

defines a linear fractional transformation

az+b
cz+d

2 Ta(z) =

which is a bijection of the Riemann sphere C := C U {oo} onto itself, provided we define
Ta(—d/c) = 00 and Ta(c0) = a/b.

The real line R C C, as well as the upper half-plane H := {z € C with &(z) > 0} are
preserved under linear fractional transformations with real coefficients, i.e. GL(2,R) C
GL(2,C).

17

13. (grupo/transformacoes de Lorentz) O espago-tempo de Minkowski é o produto cartesiano
M = R x R? munido da métrica de Minkowski, a métrica pseudo-euclidiana definida por

<(t793,y, Z)7 (t/a'rlvylv Z/)> = C2tt/ - l’l’l - yy/ - ZZ/

onde ¢ > 0 denota a “velocidade da luz”. A (pseudo)-norma do vetor v = (¢, z,y,z) é
portanto

2t2 2 2

[v][? = 22 —a? — 2 — 22

Um vetor/ponto v = (¢, z,y, z) ¢ de tipo tempo se ||v| > 0, de timo espago se ||v] <0, e de
tipo luz, ou nulo, se ||v| = 0.

O grupo das isometrias de M é chamado grupo de Poincaré. Os isometrias do grupo de
Poincaré que preservam a origem formam o grupo de Lorentz O(1,3)

, T — vt
¥ = Y
V1—02/c?
, t—vx/c?

/1?2

7Felix Klein, Uber die Transformation der elliptischen Funktionen und die Auflésung der Gleichungen fiinften
Grades, Math. Annalen 14 (1878/79), 13-75 (in Oeuvres, Tome 3)
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A transformacdo linear que envia (z,t) em (a’,t’) é definida pela matriz

1 —v
\/171)2/02 \/lfz)z/c2
L, = { :

—v/c
\/1—1)2/02 \/l—vz/c2

O grupo de Lorenz bidimensional é o grupo

0O(1,1) :={L, com |v| < c}
e Verifique que Lg = 1.
e Verifique a lei de composicao L, L, = L,,, onde

u-+v

R uv/c?
(e verifique que se |u| < ¢ e |v| < ¢ entdo também |w| < ¢).

14. (matrizes de Pauli) As matrizes de Pauli sao as matrizes complexas

0 1 0 —i 1 0
(Vo) e (T) e ee(n b))

e Veifique que as matrizes de Pauli geram a dlgebra Matay2(C).

e Verifique que
deto; = —1 e tro; =0 Vi=1,2,3

e que
2 2 2 . 10
0'1:0'2:0'3:—20'10'20'3:<0 1 )
e Determine os valores préprios das matrizes de Pauli.

15. (matrizes de Dirac) As matrizes de Dirac sdo as matrizes v# € Matyx4(R), com p=0,1,2,3,
definidas por

1 0 0 0 0 0 0 1
o o1 0 o Lo 0 10
T7loo0o -1 0 TT o 100
00 0 -1 -1 0 0 0
0 0 0 —2 0O 0 1 0
, | 0o 0 o A
TT o io0 o T T -1t 00 o0
- 0 0 0 0O 1 0 O
e Verifique que o anticomutator!'®
{77} =201y
onde n*¥ é a métrica de Minkowski com signatura (+ — ——).

16. (campo eletromagnético) O produto vetorial no espaco 3-dimensional R3, assim como os
campos elétrico E = (E;,E,,E.) = V¢ e magnético B = (B,, By, B,) = V x A, séo
ilusdes nao-relativisticas. Os verdadeiros objetos fisicos, que vivem no espaco-tempo R x
R3 de coordenadas (20,1, 2% 23) := (ct,x,y,2), sdo o campo eletromagnético Fog e o 4-
potencial A, invariantes pelas transformagoes de Lorenz da relatividade restrita. O campo
eletromagnético é o 4-tensor (em unidades em que ¢ = 1)

0O E. E, E,
| -E. 0 -B. B,

(Fap) = -E, B. 0 -B,
-E. -B, B, 0

18{A B} = AB+ BA
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definido por
Fop = 0,A8 — 0gAq

onde o 4-potencial é

A= (d)a _A)
Se J* = (p,J) denota a 4-corrente, entao as leis de Gauss e Ampere e as leis de Gauss e
Faraday
OFP OF,
— unJP apyeZiaB
0x® Ho ‘ ox”

onde €*#79 ¢ o simbolo de Levi-Civita (igual a zero se dois indices sdo iguais, e igual a 1
dependendo da paridade da permutacao afv9.
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18

1.

Teorema espetral

Seja A € End(H) um
operador auto-adjunto do espago hermiteano H. Os valores proprios de A sao reais. De fato,
se Av = \v entao

MV]2 = (v, v) = (Av,v) = (v, AV) = (v, \v) = X ||v|?,

donde, sendo ||v|| # 0, A = \. Vetores préprios com valores préprios distintos sdo ortogonais.
De fato, se Av = Av e Aw = uw entao

(Av,w) = (v, Aw) = A—p){(v,w)=0.
Portanto, A # p implica (v, w) = 0.
e Dé exemplos de matrizes com valores préprios reais que nao sejam auto-adjuntas.

(operadores de Sturm-Liouville) Seja E = C([a, b], R) munido do produto interno (f,g) =
J2 F(t)g(t) dt. Sejam p(t) € C([a,b].R) e q(t) € C([a,b],R), e scja

V = {f(t) € C*([a,b],R) t.q. p(a)f(a) = p(b)f(b) = 0}.

O operador de Sturm-Liouville (associado a p e ¢ no itervalo [a,b]) é A : V — E, definido
por
Af = (pf') +af

Por exemplo, se ¢ = 0 e p = 1, entdo o operador de Sturm-Liouville é o Laplaciano Af := f”.

e Mostre que o operador de Sturm-Lioville é simétrico. Determine valores e vetores
préprios do Laplaciano A no espaco E = {f € C?([0,7],R) t.q. f(0) = f(x) = 0}
munido do produto interno (f, g) = f: f(t)g(t) dt.

Seja A € End(E) um operador simétrico do espaco euclidiano de
dimensao finita E ~ R"™, definido numa base ortonormada (e.g. a base canénica) pela matriz
simétrica A = (a;;) € Mat, xn(R), e seja

n
Qa(x):=x-Ax = Z aijz'z’

i=1
a forma quadratica associada. Os extremos da forma quadratica Q4 na esfera unitaria
Stt = {x € R"t.q. ||x]|> = 1} sdo atingidos nos pontos onde o gradiente de Qa(x) é
proporcional ao gradiente de ||x||2, ou seja nos pontos onde existe A € R tal que Ax = \x.
Em particular, um ponto x € S"~! onde Q4 é maximo/minimo é um vetor préprio de A
com valor préprio A, e este valor préprio é o maior/menor dos valores préprios de A. Em
particular, uma matriz real/operador simétrica/o admite pelo menos um valor préprio (pois
a esfera é compacta, e a fungao Q4 é continua).

O quociente de Rayleigh da matriz/operador A é a fungao

_ Qalx)  x-Ax

R = =
A =R T xox

definida em R™\{0}.

e Use os multiplicadores de Lagrange para determinar os extremos locais de ) 4 na esfera
unitéria.

e Em alternativa (se nao sabe o que sdo os multiplicadores de Lagrange), assuma que
x € S"7! ¢ um extremo local de Q4 na esfera unitdria. Os “equatores” que passam
por x sdo os caminhos r(t) = cos(t)x + sin(t)v € S*~1, onde v é um vetor unitdrio do
hiperplano x* (observe que x + x* é o plano tangente & esfera unitdria no ponto x).
Calcule a derivada da funcao t — f(t) := Qa(r(t) no instante ¢ = 0 (usando a simetria
de A). Mostre que se x é um extremo local, entdo a derivada f’(0) é igual a zero para
todos 0s v € x*, e isto implica que Ax é proporcional a x. Deduza que x é um vetor
préprio de A.
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4.

e Mostre que o quociente de Rayleigh R 4(x) de um vetor préprio x é igual ao valor préprio
associado A.

e Deduza que o quociente de Rayleigh atinge maximo e minimo, e que estes valores sao o
maior e o menor valor préprio de A, respetivamente.

Seja A € End(E) um operador simétrico do
espaco euclidiano de dimensao finita E =~ R™. O teorema espetral afirma que existe uma

base ortonormada v1,...,v, de E formada por vetores proprios de A, com valores préprios
reais A, ..., Ap, respetivamente. Em particular, existe uma matriz ortogonal O € O(n,R)
tal que

A=0TAO.

onde A é a matriz diagonal A = diag(\1, ..., \n).

Seja A € End(H) um operador auto-
adjunto do espago hermiteano de dimenséo finita H ~ C™ (ou um operador simétrico do
espago euclidiano de dimensao finita E ~ R™). O teorema espetral afirma que existe uma

base ortonormada v1,...,v, de H formada por vetores préprios de A, com valores préprios
reais Ay, ..., A,, respetivamente. Em particular, existe uma matriz unitaria U € U(n,C) tal
que

A=U"AU.

onde A é a matriz diagonal A = diag(Ay,...,\,). Se Py denota a projegdo ortogonal de H
sobre o espago proprio V), C H, entao A = Z/\GU(A) APy.

De fato, pelo teorema fundamental da dlgebra, o polinémio carateristico p(A\) = det(4 — A)
da matriz que representa um operador auto-adjunto (num espago hermiteano de dimensao
finita) possui (pelo menos) uma raiz A, e portanto o operador A admite um vetor préprio v
com valor préprio real A\. Mas o espaco ortogonal [v]* ~ C"~! é um subespaco invariante
de A. O teorema espetral segue por indugéo finita, sendo trivial num espago hermitiano de
dimensao um H ~ C.

e Verifique que um operador auto-adjunto A num espago hermitiano de dimensdo um
H =~ C é v — Av = \v para algum valor préprio A € R.

€L

e Seja v um vetor préprio do operador auto-adjunto A. Mostre que [v] é um subespago

invariante de A.
e Mostre que as poténcias de A = Z/\GU(A) APy sao A" = Z/\EG(A) A"Py. Em geral, se
f(z) é uma funcéo analitica, podemos definir o operador f(A) := 3 )¢, (a) f(A)Pr.

Seja A € End(H) um operador auto-adjunto do espago hermiteano de
dimenséo finita H ~ C™ (ou um operador simétrico do espago euclidiano de dimenséo finita
E = R"). O quociente de Rayleigh-Ritz é a fungdo R4 : H\{0} — R definida por

(x, Ax)

(x,x)

RA(X) =

Se Ay <--- < A <--- <\, sd0 os valores préprios de A, entdo

AL = min max  Ra(x)
dimV=k 0#xeV

AL = max min  Ra(x)
dim V=n—k+1 0#x€eV

Em particular, A\ < R4(x) < Ay, e os dois limites sdo atingidos.
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10.

11.

(Laplaciano) O Laplaciano de uma fungao real de uma varidvel real f(z) é

(Af)(x) = f"(x)

Seja V. = {f € C*>([0,7],R) t.q. f(0) = f(w) =0} (o espago dos deslocamentos transversais

de uma “corda vibrante”). Os valores préprios do Laplaciano A : V. — V sdo A\, = —n?,

comn =1,2,3,..., e as correspondentes funcdes préprias sdo (por exemplo)
v () = sin(nzx) .

e Mostre que o Laplaciano —A, no espago V munido do produto escalar euclidiano
(f.9) = [y f(x)g(x)dz, é positivo, ou seja,

<_Af7f>>0

para toda f € V diferente de 0. De fato, integrando por partes e usando as condigoes
de fronteira f(0) = f(7) =0,

. (equagao de Schrodinger estaciondria) Considere a equacao de Schrédinger estaciondria

h2
—— A =FEy
2m

para a funcio de onda 1(z) de uma particula livre, onde m é a massa da particula, e h = h/27
é a constante de Planck reduzida (h ~ 6.262--- x 10734 J-s).

e Determine para quais valores E da energia existem solugoes nao triviais da equagao no
intervalo z € [0,¢] com condigoes de fronteira (0) = 0 e ¢(¢) = 0 (particula numa
caixa).

Seja H ~ C™ um espago hermiteano de di-
mensao finita. Um operador linear N € End(H) é dito normal se comuta com o préprio ad-
junto, i.e. se N*N = NN*. Um operador normal admite uma base (ortonormada) vy, ..., v,
de vetores préprios.

e Mostre que N é normal sse N* é normal.

e Mostre que N é normal sse || Nv| = || N*v| para todos os vetores v € H.
Seja A € Mat,, x,(C). Existe uma matriz unitdria U € U(n,C) tal que
A=U*TTU
onde Tt € Mat, x(C) é uma matriz triangular superior.

(frequéncias préprias) Numa vizinhanga de um minimo local ndo degenerado (que pode-
mos assumir ser a origem do sistema de coordenadas), a energia potencial pode ser aproxi-
mada por uma forma quadritica definida positiva U(x) =~ Z?,j:l Qijrix; , onde (Qy5) =
(02U /0z;0x(0)) é a matriz jacobiana de U calculada na origem. Numa base ey, e2, e3 que
diagonaliza @, a equagao de Newton mi = —VU fica decomposta nas 3 equagoes

my; = —wizyi 1=1,2,3

onde r = y1e;1 + ya€s + yzes, e \; := w? > 0 denotam os autovalores de Q. As trajetérias
sao combinacgoes lineares de 3 osciladores harménicos

I‘(t) = A1 Sin(wlt + ¢1) e + A2 SiH(WQt + ¢2) ey + A3 sin(wgt + ¢3) €3

com amplitudes A; e fases iniciais ¢;. Os movimentos sdo periddicos ou quase-periédicos,
dependendo se as frequéncias préprias w1, ws e w3 sao racionalmente dependentes ou nao.
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12.

13.

(tensor de inércia e eixos principais) A energia cinética de rotagdo de um corpo rigido é

E == {(w,Iw)

N =

onde w é a velocidade angular e I é o tensor de inércia, uma matriz simétrica (e positiva).
Pelo teorema espetral existe um referencial em que o tensor de inércia é diagonal. Os vetores
préprios sao os “axes principais”, e os valores proprios sao os momentos de inércia principais.

(observéveis em mecanica quantica) O espago dos estados de uma particula quantica (néo
relativistica) é um espago projetivo PH := (H\{0})/C* de um espaco de Hilbert H (de
dimensao infinita). Os observéveis sdo operadores auto-adjuntos A, cujos vetores préprios
e, ey, ... formam uma base de H. Os valores proprios A1, Ao, ... s2o os possiveis resultados
das observagoes. O valor esperado da observagao do observavel A no estado unitério v (i.e.
|[v||> = 1) é dado por

(v, Av) = Z )\n|vn\2

se V=) v,e,, onde os v, := (v,e,) sdo os coeficientes de Fourier de v relativamente &
base dos vetores préprios.
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1.

Formas quadraticas e cénicas

Uma forma quadrdtica definida no espago vetorial real V é uma funcao
Q:V — R tal que

Q(v)=S5(v,v)onde S: V xV — R é uma forma bilinear simétrica.

Se Q(v) = (Sv,v) é uma forma
quadratica no espago vetorial de dimensao finita V ~ R", entdo, pelo teorema espetral,
existe uma matriz ortogonal O € O(n,R) tal que

07 SO = A =diag(\, A2, ..., \n)
com valores préprios A\x € R, e portanto uma base ortonormada na qual
Q(V) = Mvd + Xgv2 + -+ N2

Uma mudanga de coordenadas na necessariamente ortogonal pode ainda transformar a
matriz A numa matriz diagonal com valores préprios 0 ou +1. Assim, existe uma base
(n ao necessariamente ortonormal!) na qual

2, .2 2 2 2 2
Q(V) = (vl + Vg +-+ vn+) - (vn++1 + vn++2 +e vn++n_)
As dimensoes ny e n — (n4 + n_) sdo uns invariantes da forma quadratica.
(pseudo-métrica de Minkowsky)

ds* = Adt* — (da® + dy* + d2?)

(6rbitas keplerianas) Kepler problem consists in solving the Newton equation

¥+ kr/|le)®> =0

Hodograph and Hamilton’s theorem
(Hooke’s law) The complex Hooke’s law is the Newton equation
Z=—z
for a moving point in the complex plane. Its general solution is a linear combination
2(t) = pye® + poe™ = (py + p_) cos(t) + i(py — p_) sin(!)

of the two fundamental solutions e**, for some real parameters p.. The orbit is an ellipse
centered at 0 with foci +2,/p1p—.

(Kepler & Hooke) If the complex number w describes a circle of radius > 1, then z = w+1/w
describes an ellipse centered at 0 with foci +2 and semi-axes 1 = r £+ 1/r. The square
7 = 2% = w? + 1/w? + 2 describes an ellipse with a focus at 0, '°

19V 1. Arnold, Huyghens & Barrow, Newton € Hooke, Birkhauser, 1990.

DA FARE
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1.

Matrizes positivas e teorema de Perron-Frobenius

A square matrix A = (a;;) € Mat,xn(R)
is positive (or nonnegative) if all its entries are positive (or nonnegative), i.e. a;; > 0 (or
Qi Z 0)

. (matrizes/cadeias de Markov) Uma cadeia de Markov com espago dos estados finito é uma

sucessao de varidveis aleatérias (i.e. um processo estocdstico com tempo discreto) (X)gen
com valores num espaco finito, e.g. X € {1,2,...,n}, tal que “o futuro, dado o presente, é
independente do passado”, ou seja, tal que

P{Xn+1:i|X0:i07X1:iia-~-7Xn—1:in—17Xn:in}:P{Xn+1:i|Xn:in}

As leis das X sao portanto determinadas pela lei inicial e pela matriz de transicao

P11 P12 ... DPin
P21 P22 .- DPon n
P =(pij) = : S . 0<p; <1 Zpijzl
. . . . j=1
Pn1 Pn2 --- DPnn

definida por p;; = P{Xy+1 = j| Xx = i}. De fato, se 7 = (p1,p2,...,pn) € a lei inicial, i.e.
P{X, =i} = p;, entdo a lei de X}, é dada por P, ou seja, P{ X} = i} = Zj(Pk)ijwj. Uma
lei m € A,,_1 CR™ é invariante, ou seja, é um estado estaciondrio, se

Pr=mx

ou seja, se é um vetor proprio com valor préprio 1. O teorema de Perron-Frobenius afirma
que
(discrete Laplacian)

spectral gap

| DA SCRIVERE

DA SCRIVERE
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