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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures on
“Anélise Complexa”, now renamed “Andlise Complexa e de Fourier”, for students of FIS and
MIENGEFTIS since the a.y. 2014/15. They are rather informal and certainly contain mistakes
(indeed, they are constantly actualized). I tried to be as synthetic as I could, without missing
the observations that I consider important. Enphasis is on the ideas used in physics and
engineering.

Chapters correspond, at least in my intention during the first drafts, to weeks, i.e. four
hours lectures. Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all T plan
to lecture. So, I included sketched paragraphs, about material that I think should/could be
lectured within the same course, given enough time, or that can be read alone by motivated
students.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material can
be found in the great series [SS03a, SS03b] by Stein and Shakarchi. More classical references
are Ahlfors and Rudin [Ah78, Ru87] for complex analysis, and [BDP92] for partial differential
equations. Good material and further references can easily be found in the web, for example in
Scholarpedia, in Wikipedia or in the MIT OpenCoureWare. Interesting videos may be found
in the YouTube channel 3BluelBrown.

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

Black paragraphs form the main text.

e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”, and is used to introduce important
or (I hope!) interesting examples.

means “exercise”, to be solved at home or in the classroom.

Blue paragraphs deal with examples, curiosities, applications and ideas relevant in physics,
engineering or other sciences. They are possibly the main reason why all this maths is worth
studying for you.

Red paragraphs are non-trivial facts and results which may be skipped in a first (and
also second) reading.

A O indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher, SketchBook or Paintbrush on my MacBook, or taken
from Wikipedia, or produced with Matlab , Python or Java codes,

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 2.5 Portugal License.
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Notacoes

Nimeros. N := {1,2,3,...} denota o conjunto dos niimeros naturais, Ny := {0,1,2,3,...}
denota o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Z := {0,+1,+2,£3,...} denota o anel dos
nimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, ¢ # 0} denota o corpo dos nimeros racionais. R e C
sao os corpos dos numeors reais e complexos, respetivamente.

Notacao de Landau. Se f(t) e g(t) sdo duas fungdes definidas numa vizinhanga do ponto
a € RU{ oo}, entéo

o f(t)=0(g(t)) (“f is big-O of ¢”) quando t — a quer dizer que existe uma constante C' > 0
tal que f(t) < C - g(t) para todos os t numa vizinhanca de a,

o f(t) = o(g(t)) (“f is small-o of ¢”) quando ¢t — a quer dizer que o quociente f(t)/g(t) — 0
quando t — a.

o f(t) < g(t) (“f and g are within a bounded ratio”) quando ¢ — a quer dizer que f(t) =
O(g(t)) e g(t) = O(f(t)), ou seja, que existe uma constante C' > 0 tal que & - g(t) < f(t) <
C - g(t) para todos os t numa vizinhanga de a,

o f(z) ~ g(x) (“f and g are asymptotically equal”) quando t — a quer dizer que lim,_,, f(z)/g(x) =
1

Espago euclidiano. R"™ denota o espago Euclidiano de dimensao n. Fixada a base canénica

e; =(1,0,...,0), e = (0,1,0,...), ..., e, = (0,...,0,1), os pontos de R™ sao os vetores
X = (21,%2,...,%y) ;= T1€] + To€2 + - - + Tpe€y
de coordenadas x; € R, com i =1,2,...,n.

O produto escalar/interno Euclidiano entre os vetores x e y é definido por
Xy =Ty +TaYe + - Tnln
O produto escalar realiza um isomorfismo entre o espaco dual (algébrico) (R™)* := Homg(R",R)
e o préprio R™: o valor da forma linear £ € (R™)* = R™ no vetor x € R" é £(x) = £ - x.

3

A norma Euclidiana do vetor x € R™ é

A distancia Euclidiana entre os pontos x,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

d(x,y) = |X - Y| = \/(1'1 - 91)2 + e+ (:L'n - yn)2 .
A bola aberta de centro a € R™ e raio € > 0 é o conjunto
B.(a) :={xeR" st. [x—a|] <e}.

Um subconjunto A C R™ é aberto em R™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola
B.(a) C A, com ¢ > 0 suficientemente pequeno, ou seja, se é uma reuniao de bolas abertas.

Os pontos e as relativas coordenadas no plano R? ou no espaco R? sdo também denotados,
conforme a tradi¢do, por r = (z,y) ou r = (z,y, z), respetivamente. Neste caso, r = ||r|| denota a
norma do vetor r, e portanto T = r/r denota o vetor unitdrio paralelo a r.

Caminhos. Se t— x(t) = (z1(t),x2(t),...,z,(t)) € R™ é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferenciavel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco Euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

dx . d?x w d3x
=, Xi=—, =—,
dt dt? de3
Em particular, a primeira derivada v(t) := x(¢) é dita “velocidade”, a sua norma v(t) := |v(t)| é

dita “velocidade escalar”, e a segunda derivada a(t) := %(t) é dita “aceleragao”.
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Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R™ — R definida num dominio X C R™.
Um campo vetorial é uma fungdo F : X C R" — RF, F(x) = (F1(x), F2(x), ..., Fi(x)), cujas
coordenadas F;(x) sdo k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X ¢ R® — R* no ponto x € X é a aplicacdo linear
dF(x) : R® — R tal que
F(x+v)=F(x) + dF(x) - v + o(|v])

para todos os vetores v € R™ de norma ||v|| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F;/0x;(x)) € Matyx,(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X C R” — R no ponto x € X ¢ a forma linear du(x) : R" — R,

ou ou ou
du(x) := a—xl(x) dzy + aTcz(x) dzg +--- + T%(x) dz,
(onde dxy, o diferencial da fungéo coordenada x +— xy, é a forma linear que envia o vector v =
(v1,v2,...,0,) € R" em day - v := v). A derivada do campo escalar diferencidvel u: X C R® - R
na diregao do vetor v € R" (aplicado) no ponto x € X C R", é igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x +tv) . = du(x) - v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel u : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R” — R"
tal que
du(x) - v = (Vu(x),v)

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Algebra e geometria dos niimeros complexos

Histéria muito breve. Os ndmeros complexos foram inventados/descobertos no século XVI
como un truque “soffstico” para resolver polinémios do género z3 + px + ¢ = 0. Hoje em dia,
fazem parte da formulacao das leis fundamentais da Natureza, como, por exemplo, a equacdo de
Schridinger

o K2

da mecanica quantica, ou os integrais de Feynman

/ iSLEl /By
paths

da teoria quantica dos campos.

Nas palavras de Roger Penrose [Pe05],

complex numbers, as much as reals, and perhaps even more, find a unity
with nature that is truly remarkable. It is as though Nature herself is
as impressed by the scope and consistency of the complex-number system as
we are ourselves, and has entrusted to these numbers the precise operations
of her world at its minutest scales.

1.1 Numeros complexos

Os numeros complexos formam um corpo que extende o corpo dos nimeros reais, e cujas
operagoes refletem a geometria euclidiana, ou melhor, conforme, do plano.

O corpo dos nimeros complexos. Do ponto de vista algébrico/abstrato, o corpo dos nimeros
compleros é C := R(i), onde i> = —1. Ou seja, é a extensdo do corpo dos reais obtida acrescentando
um elemento 4 cujo quadrado € igual ao oposto da unidade.

Mais compreensivel é dizer que é o quociente

C:=R[X]/(X?+1)

do anel R[X] dos polinémios na incégnita X com coeficientes reais médulo o ideal gerado pelo
polinémio X2 + 1. Um polinémio arbitrario na incégnita X é uma expressio formal do género
p(X) = ap, X"+ - -+a1 X +ap, com coeficientes reais ar € R. Somas e produtos entre polinémios sdo
definidos da forma natural. No quociente, dois polinémios p(X) e ¢(X) sdo identificados se diferem
por um polinémio da forma f(X)(X2+1), onde f(X) é um polinémio arbitrario. Isto significa que
podemos simplificar e substituir cada fator X2 + 1 por 0, ou seja, cada segunda poténcia X2 por
—1. Mas entdo também podemos substituir X3 = X X2 = —X, depois X* = XX3 = -X2 =1,
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.... E claro portanto que todo polinémio pode ser identificado, no quociente, com um polinémio
de grau apenas um, do género a + bX, com a,b € R. O nimero complexo que tradicionalmente
chamamos 7, cujo quadrado satisfaz i2 4+ 1 = 0, é precisamente a imagem de X no quociente.

Na prética, para seres humanos, C é o conjunto das expressoes formais

z=x+ 1wy

com z,y € R, que chamamos (e pensamos) “nimeros complexos”, munido das operagoes bindrias
“soma” e “multiplicagao” definidas usando as usuais regras algébrica dos polinémios com coefici-
entes reais na incégnita “” e no fim usando a substituicao i = —1. O resultado é que a soma é

definida por
(z1 +ay1) + (2 +iy2) = (x1 + 22) + i (y1 + y2) (1.1)

e a multiplicacao é definida por

(z1+iy1) - (T2 + iy2) = 2172 + iT1Y2 + Y172 + °Y1Y2

1.2

= (122 — y192) + i (21Y2 + y172) . (1-2)

E subentendido que dois ntimeros complexos z; = 21 + iys € 22 = To + iy2 sdo (considerados)

iguais sse r1 = X2 € Y1 = Ya. E também conveniente denotar simplesmente x +:0 = x e 041y = 7y.

Em particular, z — x4+ {0 define uma inclusao R C C, e as operagoes definidas acima sao as usuais
operagoes no corpo dos reais.

Sei:=0+41i-1€C,entdoi-i=—1, ou seja, i sdo (as inicas) “raizes quadradas de —1”. De
fato (e esta é a origem das férmulas acima, que portanto ndo devem ser decoradas), somas e mul-
tiplicacoes entre niimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operagoes
entre nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo 7 - ¢ por —1.

E natural identificar os nimeros complexos z = x + iy com os pontos/vetores (z,y) do plano
R?, e denotar a correspondéncia com z +iy =~ (z,y). A retareal R C C é naturalmente identificada
com o eixo dos z’s em R?, e a reta “imagindria” iR C C é naturalmente identificada com o eixo
dos y’s.

Zz=xeY

Entao a soma z; + 25 corresponde & soma dos vetores z; & (x1,%1) € 22 = (z2,y2) do plano. O
conjunto C, munido da operacao + definida em (1.1), é um grupo abeliano aditivo, cujo elemento
neutro é 0 := 0 + ¢0. O oposto do nimero complexo z = x + iy é o nimero complexo —z =
(—x) + i(—y) (denotado simplesmente por —z = —x — iy), que verifica z + (—z) = 0. Somar um
ndmero complexo z, i.e. fazer w +— w + z, corresponde a fazer uma translacdo no plano.
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Todo z = z + iy # 0 admite um unico inverso multiplicativo, um nimero complexo 1/z tal que
z-(1/2) =(1/z) - z = 1, dado por

1 T .y

— _ 1.3
2z 112'2 +y2 21'2+y2 ( )

como é facil verificar (observe que z # 0 sse #? + y? > 0). Portanto, o conjunto C* := C\{ 0},
munido da operagao - definida em (1.2), é um grupo abeliano, o grupo multiplicativo dos ntimeros
complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 + 0.

As poténcias inteiras de um nimero complexo sao definidas por recorréncia: z"t! := 2. 2", se

n > 1, sendo 2% ;= 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sio definidas por z=" = (1/2)".
Por exemplo, i = —1,ei ! =1/i = —i.
A propriedadde distributiva (z1 + 23) - 23 = 2123 + 2223, que implicitamente foi usada na

definicao da multiplicagao e que portanto é valida para todos triplos de ntimeros complexos, mostra
finalmente que C é um corpo. Em particular, um produto de dois nimeros é nulo, ou seja, zw = 0,
sse pelo menos um dos fatores é nulo, ou seja, z =0 ou w = 0.

O corpo dos numeros complexos contém, como subcorpos, o corpo dos reais R, que por sua
vez contém o corpo QQ dos racionais. No entanto, nao é possivel extender a ordem de R a uma
ordem de C que seja compativel com as operagoes: o corpo dos niimeros complexos nao é um corpo
ordenado.

Calcule

2+i3)+(B3—-42) (1—i)-(2—i) (1+i)+(1—1d)-(2—1h)

Na identificagao C ~ R? definida por x + iy ~ (x,y), o produto (a + ib)(z + iy) é dado por
a —b x
b a Y
Em particular, se a 4+ ib # 0, entdo o produto é

JET R <c0s9 —s1n9) (a:)

sinf  cosf Y

onde 6 é um angulo tal que cosf = a/va?+b? e sinf = b/v/a? + b%. Esta férmula revela o
significado geométrico da multiplicagao: a multiplicacao por um niimero complexo a + b diferente
de zero corresponde a uma rotagdo de um angulo # e uma homotetia de razao va? + b2.

Represente na forma z + iy os seguintes niimeros complexo

3 1 2—i  1—i i

. 1_32 .17 2i3
! Tri 11 13 24 1B ! (21

Verifique que, dado z = x + iy, a tnica solugdo de (z + iy)(a + ib) = 1 é dada pela férmula
(1.3), ou seja, a = z/(z? + y*) e b = —y/(z* + y?) (por exemplo, resolvendo um sistema de 2
equagdes lineares nas incégnitas a e b).

Ao acrescentar a raiz quadrada de —1 aos nimeros reais acontece um primeiro milagre: todo
nimero complexo (ndo necessariamente real e positivo) admite umas raizes quadradas. Verifique

que o quadrado de
1 1
\/2(33+ x2+y2) +i\/2(—w+ x2+y2)

e do seu oposto é igual a z = x + 1y.
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Conjugagao. Os corpo niimeros complexos também admitem uma involugao (uma transformagao
que é a prépria inversa) que respeita as operagoes algébricas. O conjugado de z = x + iy é

ou seja, a imagem do ponto x + iy ~ (z,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C. Em
particular, i e o seu conjugado i = —i sao as duas raizes de —1.

X

A conjugagio é um “automorfismo” de C, ou seja, respeita soma e produtos:
21+ 20 =721+ 22 e Z1 22 =71 23 (1.4)

(a segunda identidade ndo é ébvia, mas um “milagre” que relaciona multiplicacdo e geometria
euclidiana do plano). Observe também que a conjugacao é uma involugao, ou seja, z = z.
Os numeros reais
zZ+z Z—Z

x=R(z) = 5 e y=S(z) = %

sao ditos parte real e parte imagindria do ntimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe
que z = Z sse z é real, i.e. sse (z) = 0.

Norma e médulo. A conjugacao permite definir a norma (no sentido da teoria de nimeros) do
nimero complexo z = x + iy como

N(z) := 2z = 2% + o> (1.5)

que, sendo uma soma de quadrados de niimeros reais, ¢ um ntmero real nao-negativo. O mddulo,
ou valor absoluto, de z = x + iy é a raiz quadrada de N(z), ou seja,

2] := V2Z = Va2 + 42 (1.6)

De acordo com o teorema de Pitdgoras, é igual & norma euclidiana do vetor (z,y) € R%. Em
particular, |z| = 0 sse z = 0.

(2]

E claro que |z| = |Z]. Menos evidente, consequéncia da segunda das (1.4), é que o valor absoluto
é multiplicativo, ou seja,
[zw| = |2 [w] (1.7)
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Consequentemente, |1/z| = 1/|z| se z # 0, e, mais em geral, |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso
multiplicativo de um nimero complexo z # 0 é entao
1/2=%/|2%.

Os nuimeros complexos “unitarios”, ou seja, de mdédulo igual a um, definem a circunferéncia

unitdria
S:={z€C;|z|]=1}cC
Pela (1.7), o produto de dois nitimeros complexos unitdrios é ainda untdrio. Assim, S é um

subgrupo do grupo multiplicativo C*, isomorfo ao grupo U(1) das transformagdes unitdrias do
espago euclidiano complexo C.

Portanto, a inversao z — 1/z de um ndmero complexo nao nulo corresponde a uma “reflexao”
na circunferéncia unitaria, a transformacio z — 2* := z/|z|?, seguida por uma conjugacio z* + z*,
uma reflexdo na reta real.

o Z

&

Verifique a seguinte identidade entre ntimeros reais
(a® 4+ b%)(c* 4+ d?) = (ac — bd)?* + (ad + bc)?
e deduza a (1.7). Outra possibilidade, menos misteriosa, é partir pelas fatorizagoes
a? +b* = (a+ib)(a — ib) & +d* = (c+id)(c—id)
multiplicar as duas, rearranjar os fatores a direita, multiplicar os primeiros dois e os ultimos dois

(a® + %) (c* + d?) = (a +ib)(c +id)(a — ib)(c — id)
= ((ac — bd) + i(ad + b)) ((ac —bd) —i(ad + bc)) = ...

até observar que ...

Inteiros gaussianos, somas de quadrados e ternos pitagoricos. Os inteiros gaussianos sao
os numeros complexos da forma z = a +ib com a e b inteiros. Formam o subconjunto Z +iZ C C,
identificado ao reticulado Z? C R? dos pontos do plano com coordenadas inteiras. E evidente,
pelas férmulas (1.1) e (1.2), que somas e produtos entre inteiros gaussianos também sdo inteiros
gaussianos, ou seja, que os inteiros gassianos formam um anel. E também evidente, pela (1.5), que
a norma, ou seja, o quadrado do médulo de um inteiro gaussiano é um numero inteiro, soma de
dois quadrados.

Sejam z = a + ib e w = ¢ + id dois inteiros gaussianos. Se calculamos o quadrado em (1.7), e
usamos a prépria definigdo (1.6), obtemos

(a® + %) (¢® + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)? (1.8)

Esta féormula é conhecida como identidade de Diofanto, ou de Brahmagupta-Fibonacci. Diz que
“um produto de duas somas de dois quadrados é também uma soma de dois quadrados”.
Em particular, quando z = w = a + b, temos (lendo a férmula acima de direita para esquerda)

(a> —?)% + (2ab)® = (a* +1?)* (1.9)
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Esta férmula é conhecida como férmula de Euclides. ' Ao variar os inteiros a > b > 1, produz

uma infinidade de “ternos pitagéricos” m? + n? = p?> (e, de fato, todos as ternos pitagéricos
“primitivos”, ou seja, os ternos (m,n, p) sem fatores comuns!).

Raizes de polinémios reais de grau dois. Um polinémio de grau dois com coeficiente reais é
uma funcio do género f(x) = ax®+bxr+c, com a,b,c € R e a # 0. Para calcular as suas raizes, ou
seja, os pontos onde f(z) = 0, podemos dividir por a, e considerar o polinémio ménico (ou seja,
tal que o termo de grau maior tem coeficiente unitério)

f(z) =22 +2az+p
com 2a = b/a e 8 = ¢/a (coloquei o fator 2 para simplificar os célculos seguintes). Ao “completar
o quadrado”, observamos que
24202+ B=22+2az+a*—a?+ 1
=(z+0a)"+(8-a?)
e portanto as raizes sao solugoes de

(z+a)?=a* - 3.
O nimero 6 := o2 — # é chamado discriminante do polinémio. Se § > 0, temos duas raizes reais
24 = —a + /9, eventualmente coincidentes quando 6 = 0. Em termos dos coeficientes originais
a, b, c, esta é a famosa formula resolvente

b+ Vb2 — 4dac

A
2a

Se § < 0, e portanto § = —w? para algum w > 0, o polinémio nio admite raizes reais. No entanto,
podemos observar que (+iw)? = §. Entao temos duas rafzes complexas e conjugadas

’zi:—a:tiw.‘

Nos dois casos, o polinémio ménico fatoriza como produto

f(2) = (2= 21)(z - 2-)

de duas raizes, iguais se 6 = 0, e simétricas em relagdo ao eixo real se § < 0.
Resolva as seguintes equagoes
2 _ 2 _
z°—=2242=0 z24+2z4+1=0

1.2 Representacao polar e raizes

A férmula de Euler revela a relagdo entre o produto entre nimeros complexo e as homotetias
e as rotagoes do plano.

Representacao polar. A representacdo polar do nimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R?

é

onde p = |z] = /22 +y? > 0 é o mddulo de z, § = arg(z) € R/27Z é um argumento de z, ou
seja, um angulo tal que z = pcos(f) e y = psin(d) (logo definido a menos de multiplos inteiros de
27), e o niimero complexo unitério e’ € S é (provisoriamente) definido pela formula de Buler

e’ .= cos(f) +isin(6). (1.10)

1Euclides, Elementos, Livro X, Proposicio XXIX.
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a custa, portanto, das fungdes trigonométricas cos e sin, supostas definidas anteriormente (e.g.
num curso de cdlculo). Observe que

¢l 4+ —ib o0 —if
)= ——— )= ———
cos(0) 5 e cos(6) 57

Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um nimero z o
unico argumento que satisfaz Arg(z) € (-, 7.

by

\@

Produto em representacao polar. Se zZ1 = 16291 € Zo — 26292 entao as férmulas de adicao
)
para seno € coseno mostram que

2129 = plpgei(91+92) (1.11)

2

Por exemplo, o quadrado de um niimero complexo z = pe ¢ é 22 = p? e 20, Também, se z5 # 0,

1 ﬁei(91*92)
22 P2

Estas formulas mostram que o grupo multiplicativo dos complexos diferentes de zero é um produto
C* = Rf_ x S do grupo multiplicativo dor reais positivos e da circunferéncia unitaria. Também
revelam, mais uma vez, o significado geométrico da multiplicacdo entre nimeros complexos.

Uma primeira consequéncia é que o inverso do ntimero complexo z = pe?, com p > 0, é
27t = p~le™®.  Outra é que a multiplicacio por z = pe'® # 0, no plano C ~ RZ?, ou seja,
a transformagio w — zw, corresponde a uma homotetia w — pw de razao |z| = p > 0 (uma
dilatacdo ou contracdo se p # 1) e uma rotacio w — ¢ w de um angulo 6.

%z

Sz CrD
/.7 \Cbé

]

Em particular, a multiplicacdo por um nimero complexo de médulo um, ou seja, da forma, e’
com 6 real, corresponde a uma rotagao anti-horaria de um angulo 6. Por exemplo, a multiplicacao
por i = e'™/2 é uma “raiz quadrada’ da rotacio z — ¢z = —z de um angulo 7, logo uma rotacao
de um angulo 7/2 (chamada “rotagdo de Wick” pelos fisicos).

Exponencial. A férmula de Euler (1.10) e a propriedade (1.11) permitem definir o exponencial
de um nimero complexo arbitrario z = x + 1y como

z

e* == e e = ¢® (cosy +isiny) (1.12)

Assim, o médulo de e* é igual ao niimero real e*, que é estritamente positivo, e o argumento de
e* é igual a y, a parte imagindria de z. Em particular, e* # 0. E imediato entao verificar, usando a
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equacao funcional do exponencial real e as férmulas de adi¢ao trigonométricas, que o exponencial

complexo satisfaz a regra do produto

ez+w — ez ew

ou seja, define um homomorfismo do grupo aditivo C no grupo multiplicativo C*. Em particular,

e ® =1/e%.

Descreva as imagens das retas orizontais e verticais, e em particular dos eixos real e ima-
ginario, pela fungao exponencial.

Raizes. Se n = 1,2,3,..., entdo cada nimero complexo w #* 0 possui exatamente n raizes
n-ésimas, ou seja, n nimeros complexos z que resolvem

zZ =w.

Para encontrar estas raizes, é conveniente usar as coordenadas polares. Se w = pe’®, com p # 0,
entao z = re'? satisfaz 2" = w se
P etny — pele

Isto quer dizer que 7 é a raiz n-ésima (positiva) do ntimero positivo p, e que ny = 0 + 27k, onde
k é um inteiro arbitrario. Os valores de k que diferem por multiplos de n dao origem as mesmas
solucdes. Consequentemente, as raizes n-ésimas de w = pe sdo os n niimeros complexos

2 = Wei(9+2ﬂ'k)/n

comk=0,1,2,...,n—1.
Particularmente importante é o caso w = 1. Os numeros complexos

Ck - eiQﬂ'k/n

com k= 0,1,2,...,n — 1, que resolvem ((;)” = 1, s@o chamados raizes n-ésimas da unidade.
Formam os vértices de um poligono regular de n lados, inscrito na circunferéncia unitaria. Observe
que (, = (Cl)k, onde ¢; = €2™/™ é uma raiz “primitiva”. Também, C;Cnr = 1, ou seja, Co_p =
1/¢x. Consequentemente, as raizes n-ésima da unidade formam um subgrupo de ordem n do grupo
multiplicativo S. A identidade elementar

(z=1DE" 42" 42+ 1) =2" -1

mostra que as raizes n-ésimas da unidade diferentes de um, ou seja, as (, com k =1,2,...,n—1,
sao raizes também do polinémio mdnico

Zn_l+Zn_2+'--—|—Z+1

s ven/. V7
:Zﬂ/g, 4 5
e e

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:
—1 1—1 1+ 3—4

Verifique que o conjugado de z = pe’? é Z = pe~*.
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Calcule

eiﬂ' e—iﬂ'/Z \/; /_Z' /1 ¥ \4[2-
Resolva as equacdes 22 =1, 2> =1 e 23 = 81.

Verifique que (14 2+ 22 +--- 4+ 2")(1 — 2) = 1 — 2! e portanto, se z # 1,
11—zt
1-z
com 6 # 277 e real, calcule a parte real e deduza
1 sin((n+1/2)0)

1 cos(6) + cos(20) + -+ cos(nf) = 5+ —5 s

l+z+22 4 42" =

Considere z = e

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1) entao

l+wt+w?+wd+ ...+ 1 =0.

Use a representacao polar e a férmula de Euler (1.10) para provar a férmula de de Moivre
(cos(0) + isin(F))" = cos(nd) + isin(nb) . (1.13)
Deduza férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

para valores pequenos de n.

Deduza que existem polindmios algébricos T),(z) de grau n > 0, (chamados polindmios de
Chebyshev) tais que
cos(nd) = T),(cos 6)
(observe que as poténcias pares de sin # podem ser substituidas por poténcias pares de cos 6 usando
a identidade trigonométrica), e calcule os primeiros.

Calcule

1.3 Geometria elementar

A geometria dos nimeros complexos é a geometria euclidana do plano.

Norma e métrica euclidiana. E evidente que a parte real e a parte imagindria de um ntimero
complexo z = z + iy sdo limitadas pelo médulo, ou seja, |z| < |z| e |y| < |z|. Por outro lado, um
cdleulo direto mostra que |z £ w|? = 2|2 + |w|?> £ 2R(2w). Portanto, sendo |R(zw)| < || |w], o
modulo satisfaz a desigualdade do triangulo

| |z +w| < 2] + [uw]| (1.14)

A desigualdade do tridngulo diz que |z| é uma norma, e portanto
d(z,w) := |z — w|

é uma métrica no plano complexo. Ou seja, é positiva quando z # w, nula sse z = w, e satisfaz
a desigualdade do triangulo

dist(z, w) < dist(z,p) + dist(p, w) .

De fato, como ja observado, é a métrica euclidiana de C ~ R?, definida pelo produto escalar
euclidiano.
Um caso particular da desigualdade do tridngulo é |z + iy| < |z| + |y|, e diz que o médulo de
um numero complexo é limitado pela soma dos médulos das suas partes real e imaginaria.
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Diga quando vale a igualdade na (1.14).

Verifique que o produto escalar euclidiano entre os vetores z e w de C ~ R? é igual a
(2, w) = R(zw)
Deduza que coseno e seno do angulo 6 entre tais vetores (supostos nao nulos) sdo

cosf = M e sinf = M
|2] [w] 2] w]

Mostre que
|z +wl? + |z —w|* =2 (|z\2 + \w|2)

Prove a desigualdade
|z £ w| = [|z] — fw]|

O norma do supremo no plano C ~ R? ¢ defninida por ||z + iy||« := max{ |z|,|y|}. Mostre
que as normas || - ||« € | - | s@o equivalentes, ou seja,

2o < 2] < V2[l2lloo (1.15)

(é caso particular de um teorema mais geral, que diz que todas as normas de um espaco vetorial
de dimensao finita sdo equivalentes). Estas desigualdades dizem que |z| é pequeno quando ||z« é
pequeno, e vice-versa. Portanto, as topologias (i.e. as nogoes de aberto, de limite de uma sucessao,
...) geradas pelas duas normas sdo equivalentes.

Retas. A reta real R C C pode ser definida pela equagao cartesiana $(z) = 0. As outras retas
(reais do plano R? ~ C, enquanto espaco vetorial real) podem ser obtidas ao fazer translagoes e
rotagoes, que correspondem a somas e multiplicagoes por nimeros complexos. Portanto, a equacao
cartesiana de uma reta genérica é S(az + ) = 0, onde o € C* e € C s@o parametros complexos
(definidos a menos de um fator real arbitrdrio), ou seja,

az+az+b=0, (1.16)

onde a = ia € C* e b =23(B) € R. Por exemplo, umas equagoes cartesianas do eixo real R e
do eixo imagindario iR sao z —Z = 0 e z + Z = 0, respetivamente.
A equacgado paramétrica de uma reta passando pelo ponto p € C com velocidade v € C* é
z(t) = p+vt, com ¢t € R. Ao resolver para ¢, a condi¢do “t real” traduz-se ((z —p)/v) =0, ou
seja, S(az+p5)=0,ondea=1/veC* e f=—p/veC.

Semiplanos. A desigualdade S(z) > 0 define o semi-plano superior (em inglés, upper half-plane)
H:={z=2+iyecC;y>0} CcC.

Outros semi-planos sao obtidos por translagoes e rotagoes, e portanto definidos por desigualdades
do género S(az+ ) >0, com a € C* e g € C.



1 ALGEBRA E GEOMETRIA DOS NUMEROS COMPLEXOS 23

Discos e bolas. O disco (ou bola) aberto de raio r > 0 e centro p € C (também chamado
r-vizinhanga de p) é o conjunto dos pontos z a distancia < r do ponto p, ou seja,

D,(p):={z€C tq. |z—p|<r}.
Particularmente importante é o disco unitdrio
D:=D1(0)={2€C tq. |z| <1},

formado pelos nimeros complexos de médulo |z| < 1. A homotetia z — rz, com r > 0, envia
o disco unitario no disco D,.(0), e a translagdo z — z + p envia o disco D,.(0) no disco D, (p).
Assim, todo disco pode ser obtido como a imagem do disco unitario por uma transformacao afim
do género z — 1z + p.

O plano complexo pode ser convenientemente pensado como o disco C = D, (0).

D.® D
L

O disco fechado de raior > 0 e centro p € C é
D.(p):={z€C tq. |z—p <r}.
Também 1util é definir o disco perfurado
D(p) == Dr(p)\{p} ={2€C tq. 0<|z—p|<r}.
Por exemplo, o plano perfurado é C* = DZX (0), o grupo multiplicativo dos nimeros complexos
diferentes de zero.
Circunferéncias. A circunferéncia unitdria
S:={z€C tq. |z2|=1}

é o conjunto dos numeros complexos de norma um, definido pela equacao cartesiana zz = 1 Em
geral, a circunferéncia (ou circulo) S, (p) de centro p € C e raio r > 0 é o lugar dos pontos que
satisfazem |z — p|? = r2. Uma equagdo cartesiana é portanto

2Z—pz —pZ+b=0 ou seja, |2 —2R(P2) +b=0 (1.17)
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onde b := |p|> — r? € R. Uma representacio paramétrica da circunferéncia S, (p) é
2(t) = p+ret

com ¢ € [0, 27].
Determine uma equagao cartesiana da reta que passa por zg = 1+ com velocidade v = 2 —1.
Determine uma equagao cartesiana da circunferéncia de centro 1 + ¢ e raio 3.
Determine uma equagao cartesiana da reta que passa pelos pontos distintos « e 5 de C.

Mostre que a equagao R ((z — «)/(z — f)) = 0 define uma circunferéncia cujo didmetro é o
segmento entre o e (3.

Mostre que se z € D,.(p), entdo D, (z) C D,(p) se v’ < r — dist(z,p).

Esboce os lugares do plano definidos pelas seguintes equagoes ou desigualdades:

|z —i| =2 0<R(z) <1 3(z) <0 R(z) >0 4/z=7%

|z —i| > |z +1] |lz—1]+]z+1] =3 lz4+1—|z—1=1

1.4 Sucessoes e limites

Sucessoes. Uma sucessdo (ou sequéncia) com valores complexos é uma fungdo z : N — C,
ou seja, uma cole¢do (z,)nen de nimeros complexos z, € C, indexados (portanto ordenados) por
um inteiro positivo n € N. Podemos pensar que o indice n é um “tempo”, e portanto o n-ésimo
termo z, é o valor de um “observével” z (algo que é possivel obsevar, ou seja, medir) no instante
n. A sucessao é entao chamada “série temporal”, e neste caso é mais natural incluir um valor zg
no tempo “inicial” n = 0.

As sucessoes podem ser definidas exatamente como as fungoes. Em geral, uma sucessao com
valores num conjunto arbitrario X nao é outra coisa que uma funcao f : N — X, disfarcada com
a notagao z, := f(n). Uma segunda possibilidade é uma lei recursiva que determina o valor de z,
dados os valores (passados) 2o, 21, - .., 2n—1. Uma terceira possibilidade é usar alguma propriedade
que seleciona alguns elementos de uma lista.

Progressao aritmética. Por exemplo, a progressdo aritmética z, = a + nb pode ser definida
usando a lei recursiva 2,41 = z, + b, com condicao inicial zy = a.

Sequéncia de Fibonacci. Os nimeros de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,... sao definidos pela
recorréncia
fn+2 - fn+1 + fn

e as condigoes iniciais fo = f1 = 1.

Niumeros primos. Muito diferente 6 caso da sequéncia 2,3,5,7,11,13,17,19,23,..., cujo
termo genérico é o n-ésimo nimero primo p,,.>

2Se interessados, estdo convidados a ler o fantéstico livro de Marcus du Sautoy, The music of primes, Harper-
Collins, 2003 [A maisica dos nimeros primos, Zahar, 2008].


http://www.musicoftheprimes.com/
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Limites. A sucessdo (z,) converge para o limite o € C, notagdo lim,,_,~, z, = « ou simplesmente
2, — a (subentendido, quando n — 00), se para cada “precisao” ¢ > 0 existe um tempo 7 tal que

lzn —a| < e

para todos os tempos n > 7. Isto significa que os valores z,, estdo num disco D, («) arbitrariamente
pequeno centrado em «, uma e-vizinhanca de «, desde que o tempo n seja suficientemente grande.
E claro, pelas desigualdades (1.15), que a sucessao (z,), com z, = x,,+1iy,, converge para &« = a+ib
sse as duas sucessoes reais (z,) e (y,) convergem para a e b, respetivamente.

::Da ()

Limites infinitos. A sucessao (z,,) é limitada se existe M < oo tal que |z,| < M para todos os
n, ou seja, se os seus valores estdo contidos num disco Dj/(0). Também é 1til dizer que z, — co
quando, para cada K > 0, existe um tempo 7 tal que |z,| > K se n > 7.

Esta definigao é formalmente andloga a anterior se acrescentamos o ponto co ao plano complexo
e chamamos os conjuntos Wi (oco) = { z € C; |z] > K}U{ 0o} s “discos centrados em 0o0”. Observe
que z, — 00 sse wy, = 1/z, — 0, e os conjuntos Wi (co) sao de fato os discos D,k (0) na varidvel
complexa w = 1/z, se aceitamos a regra algébrica 1/c0 = 0.

CJK (oo) 5 o

Mostre que lim,, o, (n!)'/™ = co (observe que, pelo menos quando n é par, n! > (n/2)"/?).
Dé um exemplo de uma sucessao nao limitada que nao tem limite infinito.

Subsucessées. Uma subsucessio de (zp)nez € uma sucessdo (z,,):cz obtida selecionando
apenas os valores z,,, sendo 7 — n,; uma funcao crescente N — N. Por exemplo, uma subsucessao
néo convergente pode ter subsucessoes convergentes (é o caso de z,, = i").

A propriedade importante de C (ou dos espagos euclidianos R™) é o seguinte

Teorema 1.1 (Bolzano-Weierstrass). Toda a sucessao limitada admite uma subsucessdo conver-
gente.

Pelas desigualdades (1.15), o teorema segue do caso real. Existem muitas provas do teorema
de Bolzano-Weierstrass na reta real, onde é uma consequéncia do “axioma do supremo”: todo
subconjunto limitado A C R da reta real admite um supremo, o menor dor majorantes, i.e. um
nimero minimal o = sup 4 tal que a < « para todo a € A (minimal significa que se também
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a < f para todo a € A, entdo o < ). O axioma do supremo é equivalente a seguinte “propriedade
de completude”: toda sucessdo real mondtona e limitada é convergente (de fato, o seu limite é
o supremo ou o infimo dos seus valores, dependendo se a sucessao é crescente ou decrescente,
respetivamente).

Demonstragio. (do teoema de Bolzano-Weiertrass real) Seja (a,) é uma sucessdo limitada. A
sucessdo b, := sup,s, ai é decrescente e limitada, logo admite um limite limsup,,_, ., an =

,

limy, s b, = B, chamado “limsup”. E agora simples construir uma subsucessao dos a,’s que
converge para 3. Por exemplo, podemos definir a,, como sendo o primeiro (no sentido em que é o
aj com menor “tempo” k) termo tal que |a,, —b1| < 1/2, depois a,, como sendo o primeiro termo
com ng > ny tal que |a,, — by, +1| < 1/2%, e assim a seguir ..., sendo n,,, O Primeiro termo com
N1 > ny tal que |ag, , — bp,41] < 1/28F1 (a existéncia é imediata pela definicdo de supremo).
Entdo, sendo |a,, — by, +1| < 1/2F, um argumento triangular mostra que a subsucessdo dos (a, )
converge, e de fato para o mesmo limite da sucessao dos b,’s, que é 3. O

Sucessoes fundamentais. Uma sucessao (z,,) é dita fundamental, ou sucessao de Cauchy, se
para cada precisao € > 0 existe um tempo 7 tal que

|2 — 2m| < €

para todos os tempos n,m > n. E evidente que uma sucessao convergente é fundamental (um ar-
gumento triangular, pois z, € z,, estao e-préximos do limite se n e m sdo suficientemente grandes).
Um argumento triangular também mostra que uma sucessao fundamental que admite uma subsu-
cessdo convergente é convergente. As sucessoes fundamentais sdo claramente limitadas, portanto,
pelo teorema de Bolzano-Weiestrass 1.1,

Teorema 1.2 (teste de Cauchy). Toda a sucessio fundamental em C (ou em R™) € convergente.

Isto quer dizer que pode ser possivel decidir se uma sucessao é convergente sem conhecer o seu
limite. Em geral, a convergéncia das sucessoes fundamentais é usada como definicdo da completude
(sequencial) de um espago métrico.

Progressao geométrica. A sucessdo mais importante é a progressdo geometrica, definida pela
lei recursiva
Zn41 = AZp

e uma condi¢do inicial zg = a. Os seus termos sdo proporcionais aos termos da série com condi¢ao
inicial @ = 1, que sao

zo=1 21 = A 29 = A2 Zp = A"

O pardmetro A é chamado razdo, sendo o quociente z,41/z, entre dois termos sucessivos. A
progressao geométrica (A") converge para zero quando |A| < 1. E constante, logo trivialmente
convergente, quando A = 1, e oscila entre +1 quando A = —1. E ttil também observar que
|A"] = oo quando |A| > 1.

O comportamento de z, = A" para outros valores de A\ € S é mais delicado, e depende da
racionalidade do argumento de \ = 2™

Mostre que a progressao aritmética z, = a+bn nao é limitada, e portanto nao é convergente,
quando b # 0.

Esboce os pontos de uma progressao geométrica z, = A" no plano complexo, com tempos
n € Z, para diferentes valores da razao .

A sucessdo z, = €™ com « racional (ou seja, « = p/q com p € Z e q € N), é convergente?
E se a é irracional?
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Médias aritméticas. Dada uma sucessao (z,), a sucessdo das médias aritméticas (ou médias
de Birkhoff, no contexto dos sistemas dindmicos, se pensamos que os z,,’s sdo uma série temporal)
é a sucessao ((z),,) definida por

2otz 4+ 2
n+1 '

(2), =
E natural esperar que as (z),,’s sejam mais regulares que as z,’s. A seguinte observacao é atribuida
a Kronecker.

Teorema 1.3 (Kronecker). Se z, — 0, entdo as médias aritmélicas também convergem para
zero, ou seja, (z), — 0 quando n — oo.

Demonstragdo. A sucessdo é claramente limitada, logo existe M tal que |z,| < M para todo n.
Seja € > 0 arbitrério. Pela convergéncia a zero, existe T tal que |z,| < € se n > 7. Entdo,

otz +- -+ 2y < Z0+z1+-+ 2 241+ 2Zmp2 + oo+ 2
n+1 - n+1 n+1
n+l n-n
<M <2
DR e
se n > 7 é tao grande que M(m+1)/(n+1) < e. O

A sucessao alternada dos z, = (—1)™ nao é convergente. No entanto, as médias aritméticas
(2),, sdo convergentes.

Seja (z,) uma sucessao convergente com z, — «. Mostre que as médias aritméticas (z),,
também convergem para .

Conjuntos de Julia e de Mandelbrot. Pode ser muito dificil decidir se uma sucessao é con-
vergente, ou pelo menos limitada, ou nao. Este é o caso tipico, até em situacoes aparentemente
simples!

Por exemplo, consideramos a famiia de fungdes quadraticas

f(z)=24+¢

dependente de um parametro complexo c¢. Fixado um ponto inicial zg, consideramos a sua
“trajetéria”’, a sucessdo (z,) definida recursivamente por z,41 = f(z,). Os primeiros pontos da
trajetoria sao

n=z204+c = zm=(z+c)i+c = 23:((z§+c)2—|—c)2+c —

Os valores do parametro ¢ para os quais a trajetéria do ponto zg = 0 fica limitada, ou seja,
nao diverge para o 0o, desenham no plano complexo uma imagem (vermelha na figura) chamada
conjunto de Mandelbrot. Vice-versa, fixado um valor do pardmetro ¢, o conjunto dos pontos zg cuja
trajetéria é limitada formam um conjunto chamado conjunto de Julia cheio (na imagem a direita,
com c ~ —0.7645 — i - 0.1595, as diferentes gradagoes de azul, que permitem “ver” o conjunto de
Julia que neste caso é muito pequenino!, dependem da velocidade com que as trajetérias dos pontos
préximos do conjunto de Julia divergem). A beleza e a complexidade destas figuras foi intuida
por Gaston Julia® e Pierre Fatou® no inicio do século XX, revelada com a ajuda de computadores
modernos por Benoit Madelbrot, e finalmente estudada por grandes mateméaticos contemporaneos
como Adrian Douady, Dennis Sullivan, John Milnor, Misha Lyubich, Jean-Christophe Yoccoz,
Curtis McMullen, ... a partir dos anos ’80.

3@. Julia, Mémoire sur l'iteration des fonctions rationnelles, Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 8
(1918), 47-245.

4P. Fatou, Sur les substitutions rationnelles, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de Paris, 164 (1917)
806-808, and 165 (1917), 992-995.
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Mandelbrot set filled-in Julia set

Imagens e animagoes muito mais bonitas podem ser encontradas na pagina web de Jos Leys
http://www.josleys.com. Uma introdugdo cldssica & dindmica complexa é [Mi91] de John Milnor.

1.5 Esfera de Riemann

O teatro natural da analise complexa nao é o plano complexo, mas um espago com apenas mais
um ponto e muitas mais simetrias, a esfera de Riemann.

Esfera de Riemann. E til acrescentar um ponto chamado oo ao plano complexo, e definir
a esfera de Riemann (ou plano complexo extendido) como sendo a reunido C := C U {oo}. Uma
primeira motivacao é fazer com que uma sequéncia de pontos z, € C com valores absolutos |z,|
crescentes e ilimitados seja convergente com lim,, o, 2, = co.

Umas vizinhangas deste ponto oo séo entdo as regides By = {z € C : |z| > R}. Dizemos que
zn — 00 se para todo R > 0 existir um tempo N tal que z, € Br para tempos n > N.

Para obter uma imagem do espago assim obtido, podemos “colar” ao plano complexo usual
Uy = C, com coordenada z, um outro plano complexo U,, =~ C, com coordenada w, declarando
que w =1/zse z# 0ew # 0. O ponto z = 0o da esfera de Riemann corresponde portanto ao
ponto w = 0 da segunda “carta” U,,. Observe que um disco de raio ¢ centrado em w = 0, ou seja,
em z = oo, corresponde ao conjunto dos pontos z € C tais que |z| > 1/e, ou seja, a By, U {oo}.
Em particular, uma sucessao (z,) em Uy tal que z, — oo corresponde a uma sucessao (wy,) em Us,,
definida por w, = 1/z,, tal que w, — 0. Desta forma, o “limite infinito” assume um significado
menos exotérico.

00 Ve Too

O

Um modelo mais concreto da esfera de Riemann é a esfera unitaria
2 3 2., .2 2
S*:={ (z1,22,23) €R® t.q. z]+ x5+ x; =1}

no espaco euclidiano R3. A correspondéncia S? ~ C é definida da maneira seguinte. O “pSlo
norte” N = (0,0,1) representa o ponto co. Cada outro ponto Z = (z1,79,23) € SP\{N} é


http://www.josleys.com
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identificado a um ponto z = x + iy do plano complexo C =~ {(z,y,0)} C R? por meio da “projecdo
estereografica” 7 : S2\{N} — C, assim definida: o ponto z = 7(x1,¥2,73) é a intersecio da reta
passando por N e Z com o plano {z3 = 0}. O resultado é que a projecao estereogréfica Z — z é

dada explicitamente por
X1ty

l—l‘3

Portanto, a inversa 71 : C — S*\{N}, que envia z = z + iy — Z = (1, 22, x3), é dada por

2z % 21
TTIHRE PTIRRP TR

Observe que a projecao estereografica fixa o equador de S?, que corresponde a circunferéncia
unitaria S do plano complexo, envia o hemisfério sul no disco unitario ID, e o hemisfério norte no
“disco” {|z| > 1} U {oo} cC.

Uma circunferéncia genérica na esfera de Riemann C ~ S? é uma itersecio C = S? N P da
esfera unitdria com um plano P = { ayx1 + asxe + azzs = ¢} C R3 (se ¢ = 0 é uma circunferéncia
méxima, e se az = ¢ passa pelo pdlo norte). A sua imagem 7(C') C C pela projecao estereografica é
uma circunferéncia do plano (caso genérico) ou uma reta (se o plano passa pelo pdlo norte, ou seja,
se a3 = ¢). Por esta razdo, é natural chamar genericamente “circunferéncias” as circunferéncias
e as retas de C. De outra forma, as retas do plano complexo sao as circunferéncias da esfera de
Riemann que passam pelo ponto oco.

Verifique as férmulas da projecdo estereogrifica e da sua inversa (a menos de uma rotagao
no eixo vertical, basta considerar o caso de um ponto no plano x5 = 0).

Verifique que a projegdo estereogréfica envia circunferéncias de S? (que sdo intersegoes da
esfera com planos) em circunferéncias ou retas de C.

Considere os pontos z, = A" de uma progressao geométrica, com tempos n € Z, pensados
na esfera de Riemann, quando |A| # 0, 1. Faga uma rotagdo da esfera que nao fixe o pdlo norte, e
volte a projetar a esfera no plano complexo por meio da projegao estereografica. Descreva a figura
obtida.

Reta projetiva. Um modelo mais abstrato da esfera de Riemann é a linha projetiva complexa
CP!, o espaco dos subespacos de dimensdo um (ou seja, as retas passando pela origem) do espago
vetorial complexo C2. Uma reta passando pela origem é determinada por um dos seus pontos
diferentes de zero. Assim, a linha projetiva complexa é o espago quociente

CP! = (C2\{0}) / C*

dos pontos nao nulos (zg,z1) € C?\{0} modulo a relagao de equivaléncia (2q,21) ~ (A2, Az1)
se A € C*. A classe do ponto (zg,21), ou seja, a linha complexa passando por (0,0) e (zo, 21),
é denotada por [z, 21], € 0s nlimeros 2y e z; sdo entdo chamados “coordenadas homogéneas” do
ponto [zg,z1] € CP!. E possivel reconstruir as coordenadas usuais em C ~ C U {cc} ao definir
2 1= zp/z1 no aberto Uy =~ C C Conde z; # 0, e w := 21 /29 = 1/z no aberto U; ~ (C* U {o0}) C C
onde zg # 0. Este dois subconjuntos, Uy =~ C e Uy = C, sdo duas cépias do plano complexo, e a
intersecio é Uy N U; = C\{0, 00} .
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Qubits. A unidade dos computadores quéanticos é o qubit ® (ou seja, “quantum bit”), um sistema
quantico descrito pelo espaco de Hibert mais simples e néao trivial. Os estados possiveis de um
qubit sdo vetores unitarios num espaco de Hilbert C2, com uma base ortonormada definida pelos
vetores |0) e |1) (por exemplo, as duas polarizacoes de um fotao, ou os dois valores possiveis do
spin de uma particula com spin 1/2). Um estado genérico é uma sobreposic¢ao

[¥) = 0) + B1)

com coeficientes complexos « e 3 tais que |a|? +[3|> = 1. A “observacido” de um qubit (ou seja, a
interagdo com um instrumento cléssico que mede o “valor” do qubit) colapsa o estado |¢)) num dos
estados |0) ou |1), com proabilidades py = |a|? e p; = |B|?, respetivamente. Isto significa que uma
fase global nao é observavel. Portanto, o espago dos estados de um qubit é o espago de Hilbert
projetivo CP! = C2/C*. Por exemplo, os estados podem ser parametrizados por dois angulos na
esfera de Bloch S? = S?/S' (o quociente da esfera unitaria S* C C? pela a¢do da circunferéncia
S! ~ U(1) definida pela multiplicagdo por uma fase €%, que os mateméaticos chamam fibracdo de
Hopf ), um amplitude 0 < 6 < 7 ¢ uma fase 0 < ¢ < 27, definidas por

[) = cos(0/2) |0) +sin(6/2) e |1) .

(assim que cos(6/2) = |a| e ¢ = Arg(8) — Arg(a)).

5B. Schumacher, Quantum coding, Physical Review A 51 (1995), 2738-2747.
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2 Funcgoes holomorfas

O objetivo ¢ compreender certas classes de fungoes f : 2 — C, definidas em regides @ C C do
plano complexo ou da esfera de Riemann C. Estas funcées podem ser consideradas “campos”

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y),

com duas componentes reais, u(z,y) e v(z,y), que dependem de duas varidveis reais, x e y.
Também podem ser consideradas “transformacgoes”

ZHw:f(Z)a

que enviam regides do plano onde vive z em regioes do plano onde vive w. A nogao de conti-
nuidade é equivalente ao caso do plano euclidiano. Por outro lado, a nocao crucial de “derivada
complexa”, apesar da sua simplicidade, é a origem de uma série de “milagres” que relacionam
andlise e geometria.

2.1 Limites e continuidade

As nogdes topoldgicas resumidas/esbocadas nesta se¢do costumam ser introduzidas num curso
de célculo ou célculo vetorial. As provas detalhadas podem ser encontradas, por exemplo, em
[AhT8, Si63].

Topologia elementar. Um subconjunto A do plano complexo C (ou, em geral, de um espago
métrico, como por exemplo o espaco euclidiano R, ou a esfera de Riemann C ~ S? munida da
métrica induzida pela métrica euclidiana em R?) é dito aberto se é uma reunido de bolas abertas,
ou seja, se é vazio ou se cada seu ponto p é centro de um disco aberto D,.(p), com r > 0, contido em
A (no caso de C, as bolas abertas sdo os discos D,.(p) C C ou os discos {z € C; |2| > K} U{ oo}
centrados em 00). A ideia fisica é que os abertos tém “tolerdncia”, ou seja, num aberto todos os
pontos tém a liberdade de mexer um pouco sem sair do conjunto.

A familia A dos abertos é chamada topologia (induzida pela métrica), e verifica as seguintes
propriedades: o conjunto vazio §) e o préprio C sao abertos; uma reuniao (arbitraria) (J, A de
abertos A,’s é um aberto; a intersecdo A N B de dois (ou de um nimero finito de) abertos A e B
é um aberto. Estas propriedades podem ser usadas como “definicao” de topologia, sem passar por
uma métrica. Em geral, os abertos de um subconjunto arbitrario S C C sio as intersecoes AN S
de S com os abertos A C C.

Um subconjunto F' C C é dito fechado se o seu complementar C\F' é aberto. Assim, a familia
F dos fechados satisfaz as propriedades duais: o conjunto vazio () e o préprio C sao fechados; uma
intersecao de fechados é um fechado; uma reuniao finita de fechados é fechada.

Um subconjunto arbitrério S C C (que em geral ndo é nem aberto nem fechado) divide o plano
em trés subconjuntos disjuntos (alguns dos quais podem ser vazios): o interior int(S), que é o
maior aberto contido em S (ou seja, p € int(S) se existe € > 0 tal que D.(p) C 5), o exterior
ext(S) = int (C\S5), e a fronteira 0S5 := C\(int(S) U ext(S)). Em particular, p € 95 se todo o
disco D,(p) contém pontos de S e do seu complementar C\S. A reuniao S := int(S) U S, que é
um conjunto fechado, é chamada aderéncia, ou fecho, de S. Um ponto p € S se todo o disco D,(p)
contém pontos de S, e portanto se existe uma sucessdo de pontos z, € S (ndo necessariamente
distintos) tal que z, — p.

Se existir uma sucessao de pontos distintos z, € S tais que z, — p, entao p é dito ponto de
acumulagao , ou ponto limite, do subconjunto S C C. Os pontos de acumulagao de S formam um
conjunto S’, chamado conjunto derivado. E claro que a aderéncia de S é formada por pontos de
acumugagao e por pontos isolados, pontos p € S tais que D,(p) (S = {p} se p é suficientemente
pequeno.

Uma vizinhan¢a do ponto p € C é um conjunto U que contém um disco D, (p) suficientemente
pequeno centrado em p (por exemplo, um aberto que contém p). Em geral, uma vizinhanga aberta
de um subconjunto S C C é um aberto A que contém S. Por exemplo, um disco D.(p) é chamado
e-vizinhancga de p.
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Espagos completos. Um espago métrico é completo se toda sucessdo ao de Cauchy é con-
vergente. Os espagoes euclidianos R™, ou o proprio C, sdao completos. E facil verificar que um
subconjunto de um espago completo é completo sse é fechado. Por exemplo, a esfera de Riemann
C, munida da métrica esférica de S ¢ R?3, também é completa.

Limites e continuidade. Sejam f : Q — C uma funcao definida num aberto Q C C, e p €
(por exemplo, f(z) estd definida numa vizinhanca perfurada D,(p)\{ p} C Q de p). O limite de
f quando z tende para p existe e é igual a «, notagao lim,_,, f(2) = a, se para cada € > 0 existe
d>0tal quese 2 € Qe 0 < |z—p|<dentdo |f(z) —al <e.
Se p € Q, a funcado f é continua em p se lim,_,, f(z) = f(p), ou seja, se para cada € > 0 existe
um 9 > 0 tal que
f(Ds(p) N 2) € D(f(p)) -

Em termos de sucessoes, isto é equivalente a dizer que f(z,) — f(p) para toda sucessao de pontos
zn € Q) tais que z, — p.

A funcao f: Q — C é continua se é continua em todos os pontos do seu dominio 2. A nogao
de continuidade é independente da métrica particular usada para definir a topologia. De fato, é
facil mostrar que uma funcao f : Q@ — C é continua sse a imagem inversa f~1(A) de cada aberto
A C C é um aberto em 2. Esta caraterizagdo implica, em particular, que composicoes de fungoes
continuas sao continuas.

Esta definicao de limite é formalmente igual & definicao de limite para fungoes reais de uma
varidvel real. Portanto, as regras sobre limites e continuidade do cdlculo na reta real (sobre
somas, produtos, quocientes e composicoes) continuam vélidas no caso de fungdes complexas de
uma varidvel complexa. Em particular, sdo continuas as funcées que correspondem as operacoes
de corpo, as translagbes f(z) = 8 e as homotetias complexas f(z) = az, logo a composigao
f(2) = az 4+ 5. Usando produtos e composicoes, é imediato ver que sdo continuos os polinémios
p(2) = @pz™+ -+ a1z + ap, e as fungodes racionais p(z)/q(z) fora dos pontos onde o denominador
vale 0.

Se f:Q — C é uma funcido continua, entdo também o seu médulo |f|, a sua parte real Rf e
a sua parte imagindria &f sdo também fungoes continuas, de 2 em R.

2.2 Compactos e continuidade uniforme

Particularmente importantes, por muitas razoes, sao os subconjuntos fechados e limitados do
plano complexo, ou, em geral, de um espago euclidiano de dimensao finita. Sao chamado “com-
pactos”. No entanto, resulta conveniente utilizar uma defini¢ao alternativa, aparentemente menos
intuitiva, que simplifica algumas provas.

Compactos. Uma cobertura aberta de um subconjunto D C X de um espago métrico X (por
exemplo, um subconjunto D C C) é uma familia de abertos A,, parametrizada por um paradmetro
a nao necessariamente numeravel, tal que D C |, Aa.

Um subconjunto K C X de um espago métrico é compacto (ou satisfaz a propriedade de Heine-
Borel) se toda a cobertura aberta de K admite uma subcobertura finita, ou seja, uma cobertura
formada por um nimero finito dos A, ’s.

E relativamente facil mostrar que um subconjunto compacto de um espago métrico é fechado,
e, vice-versa, um subconjunto fechado de um espago compacto é compacto.

E importante observar que ser compacto é uma propriedade intrinseca de K em quanto espago
topoldgico, que apenas depende da estrutura dos seus abertos. Nos espagos métricos, esta nogao
coincide com duas nogoes mais naturais.

O espago métrico K é enumeravelmente compacto (ou satisfaz a propriedade de Bolzano-
Weierstrass) se todo subconjunto infinito S C K tem um ponto de acumulagéo em K, i.e. S’ # ().
O espaco métrico K é seqiiencialmente compacto se toda sucessao em K admite uma subsucessao
convergente em K.
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Seja {An} uma cobertura do espaco métrico X. Um nimero A > 0 é dito ndmero de Lebesgue
da cobertura {A,} se todo subconjunto S C X tal que diam(S) < X estd contido num dos abertos
da cobertura, ou seja, S C A,.

Teorema 2.1. Seja K um espaco métrico seqiiencialmente compacto. Entdo toda cobertura aberta
de K possui um niumero de Lebesgue.

Demonstragao. Seja {A,} uma cobertura aberta de X. Para todo x € X, seja () > 0 o supremo
dos > 0 tais que a bola aberta B,(z) estd contida num dos A,. Seja ¢ = inf,ecxe(z). Se
e >0, entdo A = ¢/2 é um nimero de Lebesgue da cobertura. Por absurdo, assumimos que £ = 0.
Entéo existe uma sucessao (z},) tal que lim, _,o €(z),) = 0. Sendo X seqilencialmente compacto,
existe uma subsucessao convergente (z,) tal que ainda lim, o (x,) = 0. Seja x = limy, o0 Tp-
Existe m € N tal que d(z,2) < e(z)/2 se n > m. Isto implica que e(x,) > e(x)/2 para todo
n > 7 (porque, se existe um elemento A, da cobertura que contém B.(,(x), ele também contém
Be(2)/2(2n)), 0 que contradiz o facto de ser lim,, o &(2y,) = 0. O

Teorema 2.2. Seja X um espago métrico. As sequintes propriedades sdo equivalentes:
i) X é compacto,
ii) X € enumeravelmente compacto,
i11) X € seqiiencialmente compacto.

Demonstragdo. (i = i) Seja S um subconjunto infinito do espago compacto X. Se S nao tem
pontos de acumulagao em X, entao todo ponto de S é isolado. Um particular é fechado, e portanto
compacto. Mas um subconjunto infinito de pontos isolados nao pode ser compacto, pois cada ponto
é centro de um disco que ndo contém os outros pontos, e a cobertura formada por estes discos néo
possui uma subcobertura finita.

(# = 441) Seja (r,,) uma sucessao em X. Se a imagem {x,}, . ¢ finita, entao (z,) admite uma
subsucessao constante, portanto convergente. Se a imagem {x,}, .y ndo ¢ finita, entdo admite um
ponto de acumulacao z em X. Isto implica que, para todo k € N existe ni € N tal que ng41 > ny
e d(xy,,,x) < 1/k. Portanto, a subsucessdo (z,,) é convergente.

(7 = 1) Se X ndo é compacto, existe uma cobertura aberta {A,} de X que néo admite
subcoberturas finitas. Seja A > 0 um seu nimero de Lebesgue, e seja 0 < ¢ < A\/2. A familia das
bolas abertas {B.(z) com z € X} é uma cobertura aberta de X tal que todo B.(z) estd contido
num dos A,, portanto ela também nao admite subcoberturas finitas. Isto implica que é possivel
escolher uma sucessdo (z,) de pontos de X tal que z,4+1 € X\ (U, B:(x;)) para todo n € N.
A sucessdo (z,) nao admite subsucessoes convergentes, porque d(z,, T,,) > € para todos n # m.
Portanto, X nao é seqiiencialmente compacto. O

Um espaco métrico X é totalmente limitado se, para todo € > 0, pode ser coberto por um
numero finito de bolas de raio ¢, i.e. existe um numero finito de pontos x1, o, ..., z,, € X tais que

X C Be(x1) UBe(z2) U...U Be(xy,)

Teorema 2.3. Um espaco métrico é compacto sse é completo e totalmente limitado.

Demonstrag¢ao. (=) Seja X um espago métrico compacto. Para todo € > 0, a cobertura aberta
{B:(2)},cx admite uma subcobertura finita. Isto prova que X é totalmente limitado. Seja (z,)
uma sucessdo de Cauchy em X. Como X ¢é seqiiencialmente compacto, (z,) admite uma sub-
sucessao convergente. Mas uma sucessao de Cauchy que admite uma subsucessao convergente é
convergente, logo X é completo.

(<) Seja X um espago métrico completo e totalmente limitado. Seja (x,) uma sucessdo de
pontos de X. Dado k£ € N, o espaco X admite uma cobertura finita composta por bolas abertas
de raio 1/k. Portanto, é possivel encontrar, para todo k € N, um subconjunto infinito Ny dos
naturais e uma bola aberta By, de raio 1/k tais que

...CN]H_lCNkC...CN e T, € Br se n € Ni
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Escolhendo um natural ny para cada k, de forma tal que ngy1 > ng, as propriedades acima
implicam que a subsucessao (x,, ) é de Cauchy, logo convergente porque X é completo. Portanto,
X é seqiiencialmente compacto. O

E claro que subconjuntos limitados de um espago euclidiano de dimensao finita R™ (como
C =~ R?) sdo totalmente limitados, pois estdao contidos numa bola de raio R suficientemente grande,
que pode ser coberta por um nimero finito ~ (R/e)™ de bolas de raio €. Consequentemente,

Teorema 2.4. Um subconjunto K C R™ é compacto sse é fechado € limitado.

Em particular, um compacto K C R admite maximo max ,cx £ € minimo mingcx .
) € [S
Também importante é o “teorema da intersegao de Cantor”.

Teorema 2.5 (Cantor). Seja K,, uma famdlia decrescente (i.e. tal que K, 1 C K, ) de subconjun-
tos compactos de um espago métrico completo X tais que diam(K,) — 0 quando n — oco. Entdo
existe um (unico) ponto k € X tal que [, K, = { k} .

Demonstragcao. Para cada n € N, escolhemos um ponto x, € K,. E imediato ver que (z,) é
uma sucessao de Cauchy. De fato, como K, 1r C K,, entao dist(x,,zp+x) < diam(K,) — oo
quando n — oo. Seja x = lim,_, Ty, que existe porque X é completo. O ponto x é um ponto
de aderéncia de {x, com n € N}, e também um ponto aderéncia de {z,, com n > k}. Mas K}
contém o conjunto {z, com n > k}, e, sendo fechado, contém os seus pontos de aderéncia. Logo
x pertence a todos os Kj. Por outro lado, o diametro de [,y K, nao pode ser positivo, porque
lim,,, oo diam(K,) = 0, logo a interse¢ao dos K, ndo pode conter dois pontos distintos. O

Seja f: X — Y uma funcao continua, e K C X. Se os A,’s formam uma cobertura aberta de
f(K), entao as imagens inversas f~1(A,) formam uma cobertura aberta de K. Se K é compacto
entao esta cobertura admite uma subcobertura finita, e consequentemente também os A, admitem
uma subcobertura finita de f(K). Portanto,

7

Teorema 2.6. A imagem f(K) de um compacto K C X por uma funcgdo continua f : X =Y é
um compacto.

Em particular, sendo os compactos da reta real os subconjuntos fechados e limitados,

Teorema 2.7 (Weierstrass).  Uma funcdo continua f : K — R definida num compacto K é
limitada, e atinge o seu mdrimo e o seu minimo.

Em particular, se f : K — C é uma fungao continua definida num compacto K C C, entao o
seu médulo | f| atinge maximo e minimo em K.

Continuidade uniforme. Uma funcao f : D — C é uniformemente continua se para todo o
€ > 0 existe um § > 0 tal que |f(z) — f(2')] < e se |z — 2| <.
A continuidade uniforme implica a continuidade.

Teorema 2.8 (Cantor). Uma funcdo continua f : K — C definida num compacto K é uniforme-
mente continua.

Demonstrag¢io. Seja e > 0. De acordo com a continuidade de f(z) em todo os pontos, para todo
z € K existe um raio p, > 0 tal que | f(2') — f(2)] < g/2 se |z— 2| < p,. Pela compacidade de K, a
cobertura aberta K C |J,cx D,. /2(2) admite uma subcobertura finita. Portanto existe um nimero
finito de pontos z1, 22, ..., 2, € K tais que K C |J, D,., /2(2x), ou seja, todo z € K pertence a um
destes discos centrados nos z;’s. Seja & = miny p,, /2> 0. Se [z —2'[ < ez € Dy, (z), entdo
pela desigualdade do triangulo também 2’ € D,_ (2x), pois |2" — 2| < [ — 2| + 2 — 2| < pay.
Consequentemente |f(2) — f(2')] < |f(2) — f(zr)| + |f(zx) — f(2))] <e. O
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2.3 Derivada complexa e fungoes holomorfas

Uma fungao é derivavel, enquanto fungao complexa, se é localmente bem aproximada por uma
funcao afim.

Funcoes afins. As fungoes complexas mais simples correspondem as operagdes de corpo. S&o as
translagoes  f(z) = z + « e as homotetias (complexas) f(z) = Az. Podem ser combinadas para
dar origem as fungées/transformacies afins

f(z) =X z+a, (2.1)

com pardmetros a, A € C. Se A € C* (i.e. se f ndo é constante!), a transformagao z — w = A\z+«
é uma bijegao do plano complexo, cuja inversa é a transformagio afim w — 2z = (w — a)/A. Se
definimos f(00) := 00, entéo é também uma bijecdo da esfera de Riemann, que fixa o “polo norte”
. E claro que a composi¢do de duas transformagdes afins é ainda uma transformagao afim. O
conjunto Aff(C) das transformagoes afins invertiveis, munido da lei “composi¢ao”, forma portanto
um grupo, chamado grupo afim complezo.

As transformagoes afins invertiveis enviam retas em retas, preservam os angulos (mas nao
necessarimente os comprimentos) e a orientagao.

Sejam f(z) = Az + « e g(z) = pz + B duas transformagoes afins invertivies. Calcule as
composigoes fog e go f. Descreva a lei de composigao do grupo Aff(C), parametrizado por
A€ C* eaeC comoem (2.1) (os mateméticos dizem que Aff(C) é o produto “semi-direto” do
grupo multiplicativo C* que age sobre o grupo aditivo C, denotado por C* x C).

Determine os pontos fixos de f(z) = Az + a, ou seja, os pontos p € C tais que f(p) = p.

Derivada complexa. Uma fungao f : U C C — C, definida numa vizinhanca U de p € C, é
derivdvel (no sentido complexo) em p se existe o limite

f'(p) == lim w, (2.2)

2z—0 z

Isto significa que, numa vizinhanga de p, podemos escrever

flp+2)=f(p)+Az+]z|p(2)

com p(z) — 0 quando z — 0, sendo A = f/'(p).  Em outras palavras, f(z) é derivdvel em p
se existe um numero complexo A, dito derivada (complexa) da funcdo f(z) no ponto p e denotado
por f'(p) := A, tal que numa vizinhanga de p podemos aproximar a fungdo com uma fungéo afim

fp+2)~a+ Az,

com o = f(p), a menos de um “erro” e(z) = f(p+ z) — a — Az que é “infinitésimo”, no sentido
em que satisfaz lim,_,o e(z)/z = 0. Em particular, uma fungéo derivdvel em p é continua em p.
E tautolégico que uma funcéo afim f(z) = Az+a é derivéavel em todo ponto do plano complexo,
e a sua derivada é f/(z) = \.

Fungoes holomorfas. Uma fungéo f: Q2 — C, definida num aberto 2 C C do plano complexo,
é dita holomorfa se admite a derivada em todos os pontos p € 2. O espaco das fungdes holomorfas
definidas numa regido Q é denotado por O(f).

Uma fungao holomorfa é dita inteira quando o seu dominio é todo o plano complexo, ou seja,
quando é derivavel em Q = C. E também util dizer que f é holomorfa num dominio arbitrario
D C C, nao necessariamente aberto nem fechado, se é holomorfa numa vizinhanga aberta de D,
i.e. num aberto Q que contém D.

Os pontos p onde f/(p) = 0, ou seja, onde

flp+2)=a+o(z)



2 FUNCOES HOLOMORFAS 36

sao chamados pontos criticos de f.

A definicao de derivada complexa é formalmente igual & definicao de derivada real, logo todas
as regras de derivagdo usuais continuam validas. Em particular, combinagoes lineares de fungoes
holomorfas sao holomorfas. Mais precisamente, se f,g € O(2) e a, 8 € C, entdao também a fungao
(af + B9)(2) :== af(z) + Bg(z) é holomorfa em €, e a sua derivada é

(af +B9) (2) = af'(2) + B9/ (2) -

Portanto, o espago O(2) é um espaco linear complexo.
Produtos pontuais de fungoes holomorfas sdo holomorfas. Ou seja, se f,g € O(Q), entao
também (fg)(z) := f(z) g(z) é holomorfa em (2, e a sua derivada é dada pela regra de Leibniz

(19)'(2) = f'(2) 9(2) + f(2) 4 ().

Consequentemente, O(2) é um anel.
Se f € O(R), entao g(z) = 1/f(z) é holomorfa na regido formada pelos pontos de  onde
f(p) # 0 (que é um aberto, pela continuidade de f), e a sua derivada é

9(z)=—f(2)/f(2).

Consequentemente, também quocientes pontuais de fungos holomorfas sao fungdes holomorfas nos
pontos onde o denominador ndo se anula. Ou seja, se f,g € O(f2), entdo também (f/g)(z) :=
f(2)/g(z) é holomorfa nos pontos de  onde g(p) # 0, e a sua derivada é

f'(2)g(2) = f(2)g'(2)
9(2)?

(f/9)'(2) =

Finalmente, composigoes de fungoes holomorfas sdo também holomorfas. Ou seja, se f € O(Q)
e g € O(f()), entdao (go f)(z) := g(f(z)) é holomorfa em Q e a sua derivada é dada pela regra

da cadeia
(g0 f)(2) =9g'(f(2)) f'(2).

2.4 Curvas e conexidade

Dominios naturais da fungoes complexas sao abertos que “nao podem ser divididos em pedagos
disjuntos e abertos”.

Caminhos e curvas. Um caminho na regiao Q2 C C do plano complexo é uma fungéo continua
v : [a,b] = Q definida num intervalo fechado e limitado [a,b] C R. Em coordenadas, um caminho
¢ dado por uma equagdo paramétrica t — () = z(t) + iy(t) ~ (z(t),y(t)) no plano C ~ R2
A imagem 7 := v([a,b]) (ou simplesmente vy, com abuso de linguagem) é uma curva, do ponto
“inicial” a = 7y(a) até o ponto “final” 8 = (b). Se o caminho, definido por z(t) = x(t) + iy(t), é
diferencigvel, a derivada %(t) = @(t) +ig(t) é chamada velocidade. E importante observar que uma
curva é compacta, sendo a imagem de um compacto por uma funcao continua.
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Uma reparametriza¢io do caminho 7 : [a,b] — C é uma fungéo ¢ : [¢,d] — [a,b] crescente e
derivdvel, com derivada dt/dr > 0, que induz o caminho 7 : [¢, d] — C, definido por (1) := v(¢(7)).
A escolha t(7) = a 4+ 7(b — a) mostra que é sempre possivel reparametrizar um caminho de forma
a ter v :[0,1] — Q.

Se v1 : [a,b] — Qe vy : [b,c] = Q s@o dois caminhos com 1 (b) = ~2(b), entdo a justaposi¢ao
é o caminho v = y; + 72 : [a,¢] — Q, definido por y(t) = 71(t) se a <t < b e por y(t) = y2(t) se
b <t < c. Por indugao, é possivel definir uma justaposi¢ao v; + 2 + - - - + ¥, de um numero finito
de caminhos. Por exemplo, se 0 =ty < t; < --- < t, = 1 é uma parti¢ao do intervalo [0, 1], entao
é possivel representar uma curva v : [0, 1] —  como justaposi¢ao y; +y2 + - - - + v, das restriges
Vi ¢ [tk—1,tx] — Q de v aos sub-intervalos [tg_1, tx].

O caminho inverso de 7y : [0,1] — £ é o caminho —~ : [0, 1] — Q, definido por —7(¢) := (1 —1).
Representa o caminho v percorrido no sentido contrario.

O caminho/curva v : [a,b] — Q é dito (caminho) fechado, ou simplesmente lago/lacete, se
~v(a) = v(b). A menos de reparametrizagoes, um laco é portanto uma funcao continua v : S — Q
da circunferéncia S = {*™ : 0 <t < 1} em Q. Um laco é simples quando ~(t) # v(s) se t # s
(com excecdo dos pontos inicial e final), ou seja, quando é uma funcao injetiva v : S — €.

Segmentos e linhas quebradas. A equagdo paramétrica y(t) = a + t(8 — «), com t € [0, 1],
descreve o segmento [a, 8] := ¥([0,1]) de v(0) = « até v(1) = B, percorrido com velocidade
constante ¥(t) = 8 — a.

Uma justaposigdo de um nimero finito de segmentos [ag, Bk, com k =0,1,...,n, e agr1 = Bx
se 1 < k < n — 1, parametrizados com velocidade constante (por exemplo, segmentos horizontais
e verticais) é chamada contorno poligonal (ou linha quebrada).

®s

~ "

*

Conexidade. Um aberto A C C (ou de um espago métrico como R™) é conexo se nao é uma
reuniao disjunta de dois abertos nao-vazios. Por exemplo, é elementar verificar que os abertos
conexos da reta real sao os intervalos abertos.
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Equivalentemente, um aberto A C C é conexo sse é conexo por arcos, ou seja, se cada dois
pontos «, 8 € A, pode ser unidos por uma curva contida em A, um caminho v : [0,1] — A tal que
v(0) = a e y(1) = B. De fato, a curva v pode ser escolhida diferencidvel, ou também poligonal. A
prova da equivaléncia consiste em mostrar que, fixado um ponto p € A, os subconjuntos A, C A e
A_ C A dos pontos de A que podem ou nao podem, respetivamente, ser unidos a p por uma curva
poligonal contida em A s&o os dois abertos, pois se A4 contém um ponto z entdo também contém
um pequeno disco centrado em z (todos os pontos de um disco podem ser unidos ao centro usando
un segmento). Sendo A} ndo vazio, pois p € Ay, é claro que A é conexo sse A_ = ).

Um aberto arbitrdrio A é uma reuniao disjunta A = J; A; de abertos conexos A;, chamados
componentes conexas. A componente conexa de um ponto p € A sendo o conjunto dos pontos
p' € A que podem ser unidos a p por uma curva contida em A.

Convexos. Por exemplo, um aberto convezxo, i.e. tal que se o, 8 € A entdo também z(t) =
(1-t)a+tB € A paratodo ot € [0,1], é conexo. Exemplos de convexos sao discos abertos D,(p),
retangulos R={ z=x+iyeC;,a<z<bec<y<d},...

DE SCONE CONE XO CONVE XD
© £ro POR. AR COS

()

O

Regides. Uma regido é um subconjunto € nio-vazio, aberto e conexo de C, ou de C. As regides
do plano C, ou da esfera de Riemann C, sio os dominios naturais das funcdes que queremos
compreender.

Uma funcao f : @ — C com derivada identicamente nula, ou seja, com f’(z) = 0 para todo
z € Q, é localmente constante, ou seja, é constante em cada disco D,(p) C Q. De fato, cada
ponto z € D,(p) pode ser unido ao centro p por um segmento vy : [0,1] — D,, definido por
~v(t) =p+t(z — p). A derivada da composicao fo~y:[0,1] = C é f/'(v(¢))% (t) = 0 para todos os
tempos ¢, e portanto, pelo teorema do valor médio, f(z) = f(v(1)) = f(~(0)) = f(p).

Cada dois pontos de um aberto conexo podem ser unidos por um caminho diferencidvel, por
exemplo uma justaposi¢ao de segmentos. Consequentemente,

Teorema 2.9. Uma fungio holomorfa f : Q — C e com derivada nula f'(p) = 0 em todos os
pontos de uma regiao 2 C C € constante.

2.5 Condigoes de Cauchy-Riemann

As fungoes holomorfas sdo solucoes de uma equacio as derivadas parciais, chamada “equagao de
Cauchy-Riemann”. A transformacdo definida por uma func¢éo holomorfa preserva os angulos nos
pontos onde a sua derivada nao é nula.

Condigoes de Cauchy-Riemann. O limite em (2.2) deve ser independente da dire¢éo
escolhida para fazer z — 0. Em particular, podemos escolher z = ¢ ou z = ig, com ¢ — 0 e real.
Uma fun¢ado holomorfa f(z), pensada como uma fungao f(z+iy) = f(x,y) de duas varidveis reais,

z ey, tem derivada
iy fletey) = flry)  Of
F'(z) = ehg%) € - Ox

(2)

no primeiro caso e

-0 i€ i Oy
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no segundo caso. Consequentemente, as derivadas parciais de uma fung¢do holomorfa verificam
a equacao de Cauchy-Riemann

of _.of
99 2.3
oy ' o (23)

Sejam u(z,y) = (Rf)(z+iy) e v(x,y) = (Sf)(x+1iy) a parte real e a parte imagindria de f(z),
respetivamente, assim que f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y), com u e v fungdes reais. A derivada da
fungao holomorfa f = u + iv admite entao as duas expressoes

af Ou Ov 190f Jdv Ou
= = — _— 4 = = — = — — 11—
! “or oz 'ox ¢ / iy oy oy
A equacdo (2.3) é portanto equivalente as duas equagoes diferenciais reais
ou  Ov Ju v
Ju _ v du _ _ov 2.4
oxr Oy dy or (24)

chamadas também condicoes de Cauchy-Riemann.

Uma consequéncia importante, que serd analizada mais a frente, é que as fungoes reais de uma
varidvel complexa u(x,y) e v(z,y), partes real e imagindria de uma fungao holomorfa f(z + iy) =
u(zx,y) + iv(z,y), sdo fungdes harmonicas, ou seja, satisfazem a equacdo de Laplace

Au=0

onde o laplaciano é o operador A := div o grad = 9%/92% + 0%/0y?. Ou seja, cada funcio
holomorfa produz “de borla” um par de solugoes de uma equacao diferencial parcial importante
da fisica-matematica.

Moralmente. Na identificacio C ~ R2? do plano complexo como sendo um espaco linear real
de dimensao dois, uma fungao R-linear genérica f : C — C tem a forma

z\ ,(a b x
y c d)j\y)’
com a, b, ¢, d parametros reais, e portanto

f(z) =Xz +pz,

onde A = (a+d—1ib+ic)/2 e p = (a —d+1ib+ic)/2 sdo pardmetros complexos. A fungao R-linear

f € derivével no sentido complexo sse u = 0, ou seja, a = d e b = —¢, e portanto é da forma

f(2) = Az. Ou seja, uma fungao R-linear é holomorfa se apenas depende de z e nao de Z.
Passamos agora ao caso nao linear. Sejam 9 e 0 os operadores diferenciais definidos por

S 10 0\ . s 1(0 0
2\ 0z Zay “2\0x oy

Pensando em z e Z como se fossem coordenadas do plano z-y, definidas pelas mudangas de co-
ordenadas © = (2 4+ %)/2 e y = (z — Z)/2i, o operador J pode ser interpretado como sendo o
operador
0 or 0 Oy 0
8 = — = i — _|_ 7y —_—,
dz 0z 0r 0z Oy
e o operador d pode ser interpretado como sendo o operador
= 0 oxr 0 Oy 0
0=—= é - + 9y < .
0z 0z 0xr 0z Oy

As condigbes de Cauchy-Riemann (2.3) para uma funcdo genérica (nao necessariamente linear)

f(2) podem ser escritas

e a derivada de f = u + iv pode ser escrita
ff=0f=20u.

Moralmente, uma fungao holomorfa é uma funcao que apenas depende de z e nao de Z.
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Vice-versa. Vice-versa, é possivel provar que

Teorema 2.10. Se u(x,y) e v(x,y) sdo funcdes reais de classe C' numa regiio Q C R?> ~ C que
satisfazem as condig¢oes de Cauchy-Riemann (2.3) ou (2.4), entao f(x + iy) := u(z,y) +iv(z,y)
€ uma funcao holomorfa em €.

Demonstracdo. Pela derivabilidade de u e v nos pontos p € 2, sabemos que, se z = x + iy é
suficientemente pequeno,

ou ou
u(p+2) =u(p) + LT afnyr |z| pu(2)

0 13
opt2) = o)+ 5ot 5oyt el pule)
com p,(2) = 0 e py(z) = 0 quando z — 0. Entédo, usando as condigbes de Cauchy-Riemann (2.4),
flo+2) =ulp+2) +iv(p+2)

= u(p) + iv(p) + (g“ —H’ZZ) x+ (gZ +z’gz> y+ 12l (pu(2) + pu(2))

—ulp)+iv(p) + (G~ iG] o+ i)+l (pule) + ()

onde f'(p) = 20u(p) = 0f(p) e p(2) := pu(z) + pu(z) = 0 quando z — 0. O

Considere a funcao f(z) = z, e calcule o limite

o F ) - )
t—0 tA

na dire¢do de um “vetor” ndo nulo A € C*. Verifique que depende do argumento de A, e portanto
f(2) nao é holomorfa.

Verifique se as seguintes fungoes sao holomorfas, determine possiveis dominios, e calcule as
derivadas f'(z), f"(z), ...

fe)=2  fle)=z [fx)=2" [f(z)=

f)=1/2  fle+iy) =2 =3y’ +iBa%y —y°)  f(2) =R(2)
Verifique que a funcao “exponencial”, definida por
e® := e (cos(y) + isin(y))
se z = x + iy, é inteira.

Verifique que 0 e  comutam, e que o laplaciano é A =490 .

Verifique que

of _ (of
7~ (o)

Mostre que f(z) é holomorfa sse f(Z) é holomorfa.
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Considere a funcdo f(z) = f (pew) enquanto funcao das coordenadas polares p e 8 do ponto
z = pe'® £ 0. Calcule a derivada de fovy ao longo dos caminhos y(t) = (p+t) €' ou y(t) = pel@+t)
passando pelo ponto z = pe'® quando ¢t = 0. Compare as duas derivadas f’ (pe?) /() quando
t = 0, e verifique que se f(z) é holomorfa entao satisfaz as condigbes de Cauchy-Riemann em

coordenadas polares

of _ _i9f
op  p 0o
e, portanto, a sua derivada no ponto z pode ser calculada como
A . Of i 8f , .
! 0\ _ 9 YJ 0 — _ ZJ i0
f(pe )*e ap(pe ) peia ae(pe )

Mostre que se uma fungdo holomorfa f = u + v tem valores reais (assim que v = 0), ou
imagindrios puros (assim que u = 0), ou tem médulo constante (ou seja, |f|?> = u? +v% = ¢), entdo
tem derivada f’ = 0, e portanto, pelo teorema 2.9, é localmente constante.

Transformagoes conformes. A matriz Jacobiana J = (Jacf)(p) de uma funcéo diferencidvel
f:Q c R? = R? num ponto p € ) é uma matriz real 2 x 2, com 4 entradas independentes, que
representa a parte linear de f(p +v) — f(p), i.e.

flp+v)=f(p)+J-v+o(v]).

As condigoes de Cauchy-Riemann (2.3) dizem que a matriz Jacobiana de uma func¢ao holomorfa
f:Q c C— C, pensada como fungao real (z,y) — (u,v), depende apenas de 2 nimeros reais,

pois é da forma
a —b
=0 )

onde a = Ou/dx(p) e b = dv/dz(p). Se p ndo é um ponto critico de f, entdo o determinante da
matriz jacobiana é det J = a? + b? := p? > 0, e portanto a parte linear de f é

cos —sinf
J_p(sin9 cosé))_pR‘g’

uma rotagio Ry € SO(2,R) seguida por uma homotetia nao trivial z — pz. Em termos complexos,
a matriz Jacobiana representa a multiplicacio pelo niimero complexo f'(p) = pe®. Em particular,
f envia pequenos circulos & volta de p em pequenos circulos & volta de f(p) (e néo elipses como uma
transformacao linear genérical), e preserva os angulos entre as curvas diferencidveis que passam por
p. De fato, sejam (t) e u(t) duas curvas que passam pelo ponto p = v(0) = u(0) com velocidades
nao nulas v = ¥(0) e w = (0), respetivamente. Entao as curvas f(y(¢)) e f(u(t)) passam pelo
ponto f(p) com velocidades Jv e J w, respetivamente, e (Jv - Jw) ||v] [|[w] = (v - w) ||Jv]| || Jw]|, o
que significa que o angulo entre v e w € igual ao angulo entre Jv e Jw.

Uma transformagdo que preserva os dngulos e também preserva a orientagdo do plano (i.e.
det(Jacf) > 0) é chamada conforme. Portanto, uma fungao holomorfa define uma transformagao
conforme f : 2 — C de uma regido 2 C C que ndo contém pontos criticos de f (i.e. uma regiao
onde f' #0).
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Funcoes anti-holomorfas. Uma fungao f(z) tal que

flp+2)=f(p) +A-Z+o0(2)

nos pontos de uma regiao D C C é dita anti-holomorfa. Uma transformacao anti-holomorfa
preserva os angulos mas nao a orientacao, pois det(Jacf) < 0 fora dos pontos criticos.
E imediato verificar que f = w + iv é anti-holomorfa sse df = 0, e portanto sse a funcdo
conjugada f = u — v é holomorfa. Assim, o mundo das funcdes anti-holomorfas é uma imagem
especular ao mundo das funcoes holomorfas.

2.6 Polinémios e funcgoes racionais

As fungoes holomorfas mais simples sao os polinémios, que dependem de um numero finito de
parametros, e cujos valores podem ser calculados usando um ntimero finito de soma e multiplicagoes.
O “teorema fundamental da dlgebra” afirma que um polinémio de grau n possui exatamente n
raizes no plano complexo, se contadas corretamente. Quocientes de polinémios sao chamados
fungoes racionais. Uma fungdo racional envia a esfera de Riemann sobre a esfera de Riemann, e
a imagem inversa de quase cada ponto é formada por um nimero finito e fixo de pontos, também
chamado “grau” da fungao racional.

Poténcias e raizes. Sen=0,1,2,..., a poténcia
f(z) =2="

¢ uma fungao intera, i.e. é holomorfa em C. A sua derivada é f'(z) = n2""!, que também é
inteira. O tnico ponto onde f(p) = 0 é a origem p = 0, que é também o unico ponto critico
(i.e. onde f/(p) = 0) se n > 1. Em particular, f(z) = 2" define uma transformacao conforme
f:C* — C*. A imagem do ponto z = pe’?, com p > 0, é o ponto w = p"e’™. Em particular,
um setor angular A = { o < arg(z) < a+ 27 /n} de “comprimento” 27 /n é enviado bijetivamente
sobre C\{ arg(z) = a} . A imagem inversa de w = re’® # 0 é composta pelos n vértices 2z, =

{Wei(d’*%k)/", com k =0,1,...,n— 1, de um poligono regular inscrito na circunferéncia de raio
As poténcias negativas f(z) = z7™ = 1/z", com n = 1,2,3,..., sao holomorfa no plano
perfurado C* := C\{ 0} , e as suas derivadas sdo f'(z) = —nz~ ("1,

Observe que todas as poténcias sao derivadas de outras poténcias, com a unica excecao de
f(z) = 1/z, a derivada de um hipotético logaritmo “logz”. Este fato que vai ser crucial na teoria
da integragao.

Seja f = u+iv : H — C a fungdo holomorfa f(z) = 22, definida no semi-plano superior
H:={zeC t.q. $(z) >0} . Descreva as curvas de nivel das funcoes reais u e v.
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Polinémios. Usando repetidamente somas e multiplicagoes, é possivel construir os polindmios
f(2) =anz" +an 12"+ Farz+ag (2.5)

com coeficientes ap € C, sendo pelos menos um deles nao nulo. O grau de um polinémio é o
maior dos indices dos seus coeficientes nao nulos. Assim, o grau do polinémio (2.5) é deg(f) = n se
an # 0. Por exemplo, uma fungao constante f(z) = a é um polinémio de grau 0, uma fungéo afim
f(2) = az + B com a # 0 é um polinémio de grau 1, uma fungio quadrédtica f(z) = az® + Bz + 1+
com « # 0 é um polinémio de grau 2, ...

Somas e produtos finitos de polinémios sao polinémios. Portanto, o espago Pol(C) dos po-
linémios forma um anel comutativo, cuja identidade é o polinémio constante f(z) = 1. E claro que
todo polinémio de grau n é proporcional a um polinémio ménico de grau n, um polinémio cujo
coeficiente de grau méaximo é igual a b, = 1, ou seja, do género

g(2) = 2" 4+ by 12" P bz by
Observe também que deg(fg) = deg(f) + deg(g), desde que f e g sejam diferentes do polinémio
nulo h(z) = 0 (que portanto ndo convém chamar “polinémio”!).
E possivel dizer aguma coisa sobre o grau de uma soma de polinémios, ou seja, deg(f +g) ?

E sobre o grau de uma composi¢ao de polindémios, ou seja, deg(f o g) ?

Global & local. Os polindmios sao fungoes inteiras, infinitamente derivaveis (e com k-ésima
derivada nula se k > deg(f)). Os coeficientes de um polinémio sdo determinados pelos valores
de f e das suas derivadas na origem. De fato, é imediato verificar que ag = f(0), a1 = f'(0),
as = f"(0)/2, ...e, em geral,

F*0)
!

ar =

Informalmente, o comportamento “global” de um polinémio, os seus valores para todos os pontos
do plano complexo, é determinado pelo seu comportamento “local”, as derivadas na origem, que
dependem apenas dos valores do polinémio numa vizinhanga arbitrariamente pequena da origem.
Isto nao é surpreendente, sendo um polinémio determinado por um ntimero finito de parametros,
os seus coeficientes. O que sim é surpreendente é que este fendomeno estende a todas as funcgoes
holomorfas ...

Zeros e fatorizacdo. Os zeros, ou raizes, do polinémio (2.5) sdo os pontos p onde f(p) =0, que
formam o conjunto Z(f) :={p e C t.q. f(p)=0}. E claro que as raizes de f(z) sdo também
raizes do polinémio moénico f(z)/a,, e vice-versa.

Gauss provou em 1799 o que hoje é chamado “teorema fundamental da dlgebra” (que seria
mais correto chamar, como também sugerido por van der Werden [Wa9l], “teorema fundamental
da teoria dos nimeros complexos”).

Teorema 2.11 (Gauss). Todo polindmio de grau n > 1 admite (pelo menos) uma raiz em C.

Demonstragao. E claro que, a menos de dividir pelo coeficiente de grau maximo, basta provar o
teorema para um polinémio moénico f(z) = 2" +an_12"" 1 + -+ a1z +ag com n > 1. E também
claro que se |z| = R é suficientemente grande entdo também |f(z)| ~ R™ é grande, por exemplo
superior ao valor de |f(0)] = |ag|. Pelo teorema de Weierstrass, a fungdo continua z — |f(z)]
atinge um minimo no disco fechado |z| < R, e, pela observagao anterior, este minimo é atingido
num ponto p com |p| < R, e é também um minimo absoluto de |f(z)| no plano complexo. A menos
de uma translagao (ou seja de considerar o polinémo f(z — p)) podemos assumir que o minimo é
atingido na origem, e portanto que o polinémio tem a forma

f(z) =a+2™(bg+brz 4 -+ bpz")

com by # 0, m > 1, e que o seu minimo mdédulo é |f(0)] = |«|. Queremos provar que a = 0, ou
seja, que a origem é uma raiz do polinémio f(z). Seja entdo o = pe’® # 0. O polinémio é da forma
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a+ B(z), onde B(z) é um polinémio de grau > m > 1 que se anula na origem. Se o médulo de z é
muito pequeno, entao
B(z) =z"(bg+b1z+ -+ brz®) ~ 2™bg .

Ao variar z numa circunferéncia suficientemente pequena & volta da origem, 3(z) d4 pelo menos
uma volta (de fato, m voltas) em torno da origem, e portanto necessariamente o seu argumento
assume valores préximos do oposto do argumento de . Entéo, se a # 0 e 5 é pequeno, é claro
que |a + B| < ||, como mostra a figura seguinte.

Mais precisamente, num ponto onde B(z) ~ece ™ com e < P,

[f(2) = la+B(z)| = |pe’? +ee™®|=p—e<]al,
o que contradiz o fato de || ser o minimo absoluto de |f(z)]. O

Se p é uma raiz do polinémio f(z) de grau n > 1, entao f(z) = (z — p) g(z) onde g(z) é um
polinémio de grau n — 1 (exercicio). O teorema de Gauss 2.5 entao implica o seguinte

Teorema 2.12 (teorema fundamental da algebra). Um polindmio f(z) = anz™ + -+ a1z + ag
de graun > 1 fatoriza no produto

f(Z):an(prl)(prQ)...(prn), (26)

onde p1,P2, ..., Dn SGO as suas n raizes (nao necessariamente distintas).

A fatorizagdo (2.6) é tnica, a menos de permutagoes dos fatores. Vice-versa, é evidente que
existe um unico polinémio ménico de grau n cujas raizes sao n numeros complexos distintos
D1,D2, - -, Pn, Pois basta multiplicar os (z — pi)’s.

Se uma raiz p é repetida exatamente k vezes, ou seja, se

f(z)=(z—p)*g(z)

com g(p) # 0, entdo o inteiro k € N é chamado multiplicidade da raiz p, ou também “ordem de
f no ponto p”, e denotado por ord(f,p) = k. E natural chamar os pontos p onde f(p) # 0 pontos
de ordem ord(f,p) = 0. A maneira correcta de “contar” o ntimero de zeros de um polinémio é

1Z(f)| = ord(f,p)
peC

(observe que a soma ¢ finita porque apenas um nimero finito de pontos tém ordem # 0). O
teorema fundamental da dlgebra diz entdo que esta soma é igual a |Z(f)| = deg(f).



2 FUNCOES HOLOMORFAS 45

Verifique que ordem do produto pontual de dois polinémios é igual a soma das ordens dos
fatores, ou seja, ord(f - g,p) = ord(f,p) + ord(g,p).

Raizes de polinémios reais. Se p é uma raiz do polindmio f(2) = a,2" + ap_12"" 1 + -+ +
a1z + ag, entdo p é uma raiz do polinémio f(z) := @, 2" +---+ay 2 + @p, obtido de f(z) trocando
cada coeficiente pelo seu conjugado. Se os coeficientes de f(z) sdo reais (i.e. ar = @), entdo f = f.
Consequentemente,

Teorema 2.13. As raizes nao reais de um polindmio com coeficientes reais ocorrem em pares
de numeros complexos conjugados, p e p.

Ou seja, o conjunto Z(f) das raizes de um polinémio real é simétrico em relagdo ao eixo real
do plano complexo.

Se p uma raiz do polinémio (2.5) de grau n > 1, entao
f(2) = [(2) = f(p) = an(z" =p") + -+ ar(z = p).
Use a identidade
&gk = (2~ p) (Zk—l R g k2 +pk—1)

e deduza que f(z) = (2 — p) g(z) onde g é um polinémio de grau n — 1.

Seja f(z) = apz™ + -+ + a1z + ap um polinémio de grau n > 1 que possui as n raizes
P1,D2,- -, Pn (nd0 necessariamente distintas). Mostre que

f(z) = ankf[l(z—pk) = Ckf[l <1 - ;C)

e calcule a constante ¢. Deduza que a “derivada logarftmica” f/(z)/f(z) (que é moralmente a
derivada de log f(z), fora dos zeros do polindmio) é dada por

f'e) N~ 1
f(2) -2

P .
1 Pk

Determine um polinémio cujas raizes sejam as raizes n-ésimas da unidade, quando n =
2,3,.... ou no caso geral.

Seja f(z) = apz™+---+a1z2+ap um polinémio de grau n, portanto com a,, # 0. Mostre que,
se R > 0 é suficientemente grande (superior ao maior valor absoluto das rafzes de f(z)), existem
constantes positivas ¢ e C' (que dependem de R) tais que para todo ponto z com valor absoluto
|z| > R, ou seja, no exterior do disco Dr(0),

clz[" <[fR <Ol

(para provar a segunda desigualdade basta estimar o valor absoluto de p(z)/z" ; para provar
a primeira desigualdade, convém considerar a fatorizacao (2.6) do polinémio, e estimar o valor
absoluto de cada fator (z — px) usando a desigualdade do tridngulo ... )
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Polinémio interpolador de Lagrange. Se py,pa,...,pn sd0 n pontos distintos de C, entao
f(z)=(z=p1)(z=p2)... (2 = pn)
=2"—(pr+p2+-+pn) 2"+ + (1) (p1p2 - pn)
é um polinémio ménico de grau n que se anula nos p;’s, € 0s
fi(z) = f(2)/(z — p)

com k = 1,...,n, sdo polinémios ménicos de grau n — 1 que se anulam nos p; com j # k e
tais que fi(pr) # 0. Se a1, s, ..., q, sdo n nimeros complexos arbitrdrios (ndo necessariamente

distintos), entao
Pp— ak

k\Pk

é um polinémio de grau < n — 1 tal que g(px) = ax para todo k = 1,2, ..., n, chamado polindmio
interpolador de Lagrange.

Mostre que o polinémio interpolador de Lagrange g(z) é o tinico polinémio de grau < n — 1
cujo grafico passa pelos n pontos (pg, o) € C x C.

Funcoes racionais. Uma func¢do racional é o quociente

fz) = 9(2) _ anz™ + ap_12"" P+ a1z +ag

= = 2.7
h(z)  bpz™ 4 by12™ 4+ b1z + bo (2.7)

entre dois polinémios g, h € Pol(C). Podemos assumir que g e h ndo tém fatores (e portanto zeros)
comuns, e que a, # 0 ¢ by, # 0, ou seja, que n = deg(g) e m = deg(h). E evidente que f ¢ uma
fungao holomorfa, de fato infinitamente derivdvel, fora dos zeros do denominador h(z). Somas,
produtos e quocientes de fungdes racionais sdo fungoes racionais. Em particular, o espago Rat(C)
das funcgées racionais forma um corpo.

Pélos. E conveniente definir f(p) = co se p é uma raiz do denominador h(z) (e ndo do numera-
dor!), e chamar este ponto p um pdlo de ordem ord(h,p) =: —ord(f,p). Para definir também um
valor de f em oo, uma possibilidade é definir a fungao F(z) := f(1/z), e depois definir f(co) := F(0)
e ord(f, 00) := ord(F,0). Mas

Ap + Q12+ +a12" + apz™
bm + bm,12 + -4 b12m71 + boZm '

Portanto, co é um zero de f de ordem m —n se m > n, é um polo de f de ordem n—m se n > m,
ou é um ponto regular onde f(c0) = a,, /by, # 0,00 se n = m. Assim, uma fungao racional pode, e
deve!, ser pensada como uma fun¢do continua

f:C—=C

F(z)=z"""

(a topologia da esfera de Riemann C ~ S? ¢ induzida pela métrica euclidiana em S? C R?). Se
definimos o seu grau deg(f) := max{n, m}, entdo f possui exatamente deg(f) zeros e deg(f) pdlos
na esfera de Riemann.  Resolver f(z) = w, com w € C, significa achar os zeros de f(z) — w.
Mas é evidente que deg(f — w) = deg(f). A conclusio é que para cada w € C existem deg(f)
pontos p € C tais que f(p) = w. Informalmente, uma funcio racional (por exemplo, um polinémio)
de grau n > 1 define uma maneira de “embrulhar” (os matemadticos dizem recobrir) a esfera de
Riemann com outra esfera de Riemann dando n voltas por cima de cada ponto genérico.

S

—>

°W
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Determine uma funcao racional cujos pdlos sdo os pontos +1 e cujos zeros sao os pontos =+
(todos de ordem um).

Transformagoes de Mobius. As funcao racionais de grau 1 sao chamadas transformacées
lineares fracciondrias, ou transformacgoes de Mébius, e tém a forma

az+b

&)=y (2.8)

onde os parametros a, b, c,d € C sao tais que ad — bc # 0 (caso contrario a fracao nao é reduzida,
e f(z) é constante, logo de grau 0). Sendo deg(f) =1, cada w € C tem uma e uma unica imagem
inversa,
dw—>b
z = f_l(w) =

a — cw

Uma transformacdo de Mobius define portanto uma bijecdo f : C — C da esfera de Riemann,
tendo definido f(c0) := a/c e f(—d/c) := oo se ¢ # 0, ou f(00) = 0o se ¢ = 0. Observe que as
transformacoes de Mobius que preservam o ponto co sdo as transformagoes afins f(z) = az + b,
com a # 0.

Casos particulares sdo as translagoes T,(z) = z + o com a € C, as homotetias complexas
M (z) = Az com A € C*, e a inversdo
I(z) :=1/z

(ao longo da circunferéncia unitdria, pois |z| - |I(z)] = 1). De fato, uma transformacao de Mdbius
genérica (2.8) é uma composicdo de estas trés transformagoes elementares (quais?).

Descreva a inversdo f(z) = 1/z e a inversdo g(z) = 1/Z (que nao é holomorfa!) usando a
forma polar.

Verifique que a inverséo f(z) = 1/z transforma circunferéncias e retas de C em circunferéncias
ou retas. Ou seja, transforma circunferéncias de C em circunferéncias.

Determine as imagens e as imagens inversas dos pontos 0,1,00 € C pela transformacido de
Mbobius (2.8). Mostre que a unica transformagao de Mdbius que fixa estes trés pontos (i.e. tal que
f(0)=0, f(1) =1e f(oo) = o0) é a identidade f(z) = z.
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3 Séries de poténcias e funcoes analiticas

Operacoes algébricas elementares produzem as fun¢des holomorfas mais simples, os polinémios.
Polinémios de “grau infinito”, chamados séries des poténcias, também sao fungoes holomorfas
dentro dos proéprios discos de convergéncia. A série de poténcia que resolve a equacao diferencial
auténoma mais simples define a fungao exponencial, “a fungao mais importante da matematica”
de acordo com Rudin, e que “contém” as funcoes trigonométricas.

3.1 Séries

Séries. Uma série é uma soma infinita formal

o0
Zan:a0+a1+a2+a3+...,

n=0

onde 08 a,, com n > 0, sdo niimeros complexos. As somas parciais (ou “primitivas discretas”)
dos a,,’s sdo os numeros

n
Ap = ag=ag+a1+-+an,
k=0

definidos pela equacao recursiva A, —A,_1 = a, com condicdo inicial Ay = ag. Se a sucessao das
somas parciais converge, e o seu limite é lim,, ., A,, = «, entao a série Zf:o an é dita convergente
(ou somdvel), e a sua soma é definida
Z an = Q.

n>0

De acordo com o critério de Cauchy 1.2 (aplicado & sucess@o das somas parciais), a série Y ay,
é convergente se para todo € > 0 existe um tempo 7 tal que

‘An—&-k 7An| = |an + ant1 +"'+an+k| <¢€

para todos n > 7 e k > 1. Em particular, se Y a,, é convergente entdo a, — 0 quando n — oo
(um critério necessério para a convergéncia).

E claro que se duas séries sdo convergentes, e tém soma »_ a, = « e »_ b, = 3, respetivamente,
entdo também sdo convergentes combinagoes lineares das duas séries, e, em particular, > Aa,, = A«
e> (ap+by)=a+p,sereC.

Uma série que nao é convergente é dita divergente.

Convergéncia absoluta e rearranjos. A série ) a, é absolutamente convergente se a série
> . lan], formada pelos valores absolutos dos seus termos, é convergente. E evidente, pelo critério
de Cauchy 1.2 e a desigualdade triangular

‘an +an+1 + - +an+k:| S |a'n| + ‘an-&-l‘ + -+ |an+k|a

que a convergéncia absoluta implica a convergéncia.
Se . an é absolutamente convergente, entao os seus termos podem ser rearranjados sem alterar
a convergéncia absoluta nem a soma. Ou seja, se 0 : N — N é uma permutagao arbitraria dos
inteiros positivos (interpretada como um da rearranjo dos termos da série) entdao também a série
> n Go(n) ¢ absolutamente convergente e a sua soma é

00
Ag(n) = Z Qp
0 n=0

De fato, denotamos por simplicidade b, = a,(,). Dado € > 0, pela convergéncia absoluta da série
>, Gn existe um tempo 7 tal que |a, |+ |apq1| + - 4 |angp| < € para todos n >m e p > 1. Seja
N = max;<,<mo(n). Entdo se n > N temos 0~1(n) > n. Consequentemente, sen > N ek > 1, 0

o0

n=
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conjunto das imagens inversas o~ 1(n +1), com 0 < i < k, est4 contido num intervalo entre m > 7
e m + p para algum p > 1. Entao

|bn| + |bn+1| + ‘bn+k| = |a'a*1(n)| + |ao*1(n+1)| R |ao*1(n+k)|

< am| + |amet| + -+ |amep] < €

N

A igualdade das duas somas é um exercicio.
Rearranjar convenientemente os termos de uma série absolutamente convergente pode ajudar
a encontrar a sua soma.

Série harmonica. A série

Slopslililil,
—nm 2 3 4 5 7

é divergente (embora os seus temos satisfazam a,, — 0 quando n — o0). De fato, o termo genérico
1/n é superior ao integral

1 Tt dg

— Z -

n n x

e portanto as somas parciais sao superiores a

"1 g
Zf 2/ i =log(n+1)
k:lk 1 x

Série geométrica. A mais importante é a série geométrica
oo
o=tz (3.1)
n=0

A identidade evidente
A+z+22+22 4+ +2"(z—-1)=2"T -1
(que pode ser verificada por indugdo) implica que, se z # 1, a soma dos primeiros n + 1 termos
da progressao geométrica é
n+1l _ 1
Izt 22+28 4. 42 =2 .
. —

Em particular, quando |z| < 1 entdo 2"*! — 0, e portanto a série geométrica é absolutamente
convergente, e a sua soma €

1
1+z+z2+23+...—|—z"+...:1_z.

Por outro lado, se |z| > 1 entdo |1 + 2+ 22 + -+ + z"| — 0o quando n — oco.

Comparagao. Para decidir se uma série Y a,, é absolutamente convergente, é possivel “com-
parar” os seus termos a,’s com os termos b,’s de uma série Y | b,, cujo comportamento é conhecido.
Se 0 < |a,| < b, para todo n > 1 (ou seja, suficientemente grande), entdo a convergéncia de
> b, implica a convergéncia de > |a,|, ou seja, a convergéncia absoluta de ) a,.
Em particular, se |a,| < C' A™ para alguma constante C' > 0 e todo o n > 1, entdo as somas
parciais da série ) . |a,| s@o limitadas por C vezes as somas parciais da série geométrica > A".
Se |A] < 1, entdo a série ) a, é absolutamente convergente. Isto acontece quando

lim sup |a,|'/™ < 1 (teste da Taiz)
n—oo
ou quando
lim sup |apn41/an| <1 (teste da razao)
n—roo

De fato, é tradicao enunciar a dicotomia seguinte.
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Teorema 3.1 (teste da raiz).  Sejam 3 a, uma série compleza e r = limsup,, .. |a,|'/". Se
r < 1, entdo a série € absolutamente convergente. Se r > 1, entdo a série € divergente.

Demonstracdo. Se r < 1, ent@o existe um r < A < 1 tal que |an|1/" < )\ para todo n > 1.
Isto implica que |a,| < A" para todo n > 1, logo que a série Y-\ |a,|, com N suficientemente
grande, é limitada por uma série geométrica convergente.

Se r > 1, entéio existe A > 1 tal que |a,|'/™ > A, para infinitos tempos n. Mas se |a,| > A" > 1
para infinitos tempos n, entao o termo genérico a,, nao converge para zero. O

No segundo caso, o caso da divergéncia, é tipicamente mais facil observar que a,, nao converge
para zero de que calcular o limsup da raiz n-ésima do seu valor absoluto!

Dé um exemplo de uma série convergente que nao seja absolutamente convergente.

Mostre que a soma . (a, + by) de duas séries convergentes mas nao absolutamente conver-
gentes > an e ). b, pode ser divergente.

Dé exemplos de séries convergentes e divergentes tais que limsup,, ,_ |a,|"/" = 1.

Convergéncia condicional. Séries convergente mas nao absolutamente convergentes sao
ditas condicionalmente convergentes, e tém um comportamento que pode parecer “diabdlico” ©
(podem consultar o dltimo livro de Hardy, [Ha49]).

O exemplo tipico ¢é a série harmonica alternada

1 1+1 1+
2 3 4

que converge para log 2 (embora ainda nao sabemos). Como observado por Dirichlet, ao trabalhar
com séries de Fourier (que sao séries oscilantes), rearranjar os termos destas séries e tentar usar as
regras algébrica produz aparentes paradoxos. Por exemplo,

11 1+1 1+ 111 1+
2 2 3 4 )72 46 8 7

assim que
P Y (RIS [ Y (I [ (S O (i
2 2 3 4 ) 2 2 3 4 4 5 6 6 o

que é um rearranjo da série original. O problema é que as regras algébrica falham com certas
somas infinitas. De fato, de acordo com o teorema do rearranjo de Riemann 7, os termos de uma
série condicionalmente convergente podem ser rearranjados de forma a serem convergentes para
qualquer numero!

Teorema 3.2 (teorema do rearranjo de Riemann). Seja >z, uma série real condicionalmente
convergente. Dado qualquer nidmero real o, existe uma permutacdo o : N — N dos naturais tal que

Z :L‘g(n) = .

6De acordo com Abel (1828), “divergent series are the invention of the devil, and it is shameful to base on them
any demonstration whatsoever.”

7B. Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Gesammelte Mathe-
matische Werke (Leipzig 1876), 213-253.
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A ideia da prova é simples, embora escrever os detalhes pode parecer complicado. E claro que
uma série real que nao é absolutamente convergente deve ter infinitos termos positivos e infinitos
termos negativos, e estas duas séries, formadas apenas pelos termos positivos ou pelos termos
negativos, divergem. Fixado um numero «, por exemplo positivo, podemos somar os primeiros
termos positivos da série até a soma ser > «, depois somar os primeiros termos negativos até a
soma ser < «, depois somar os seguintes termos positivos até a soma ser > «, ...e assim a seguir.
Desta maneira, as somas parciais do rearranjo oscilam a volta de a, com um erro limitado em valor
absoluto pelo ultimo x,, utilizado. Mas z,, — 0, porque a série é convergente.

Modifique o argumento e mostre que também existem rearranjos tais que as somas parciais
da série tém limites +oo, assim como rearranjos que nao convergem nem para valores infinitos.

Infinitos e renormalizacao. Séries, ou melhor, integrais, divergentes sao ubiquos na teoria
quantica dos campos. Os integrais que representam as amplitudes de transicao sao tipicamente
divergentes, ou até mal definidos do ponto de vista da matemaética. Mesmo assim, os fisicos
aprenderam a “subtrair os infinitos” até ficar com expressoes finitas que, magicamente, reproduzem
(ou néo) as observagoes experimentais.

Esta magia é muito parecida com algo que também os matemédticos sabem fazer. Famosa é a

férmula de Euler
1+2+3+4+5+--~=—E

Produto de Cauchy. O produto de Cauchy das séries > a, e > b, ¢éa série

o0
2 en
n=0
onde a sucessao dos ¢, é o “produtos de convolucao discreto” dos a,, e b, ou seja
b)

n
Cp = (a * b)n = Zakbn,k = (l()bn + albn,1 —+ ... an,1b1 + anbo .
k=0

E uma possibilidade (simétrica) de rearranjar/definir o produto formal das duas séries, de acordo
com a seguinte manipulacao formal:

) [e'S)
D an) (Db
n=0 n=0

(ap+ar+az+...) (bo+b1+ba+...)

= agpbg + (a0b1 + albo) + (aobz + a1b; + agbo) + ...

Em genral, o produto de Cauchy pode nao ser convergente, mesmo sendo convergentes as duas
séries.

Teorema 3.3 (Mertens). Se )’ a, = A ¢ absolutamnete convergente e ) b, = B é convergente,
entdo o produto de Cauchy é convergente e a sua soma € ), (a*b), = AB.

~ . n n o . s
Demonstragdo. Sejam A, = Y, _ja, € B, = >, b, as somas parciais das duas séries. Pela
convergéncia absoluta da primeira série, as somas parciais dos valores absolutos |ax| s@o limitadas,
ie. Yr_olax| < M independentemente de n. E fécil ver que as somas parciais do produto de
Cauchy ), ¢, sao iguais a

Cn = ch = Zaan—k: = AnB + Zak:(Bn—k - B)
k=0 k=0 k=0

e portanto

|Co — AB| < |An — A||B| + Y |ax| |Bo—i — B
k=0
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A primeira parcela converge para zero quando n — oo, pela convergéncia da série > a,. A
segunda parcela pode ser representada como uma soma

n—m n
> larl[Buk—Bl+ Y laxl[Bur — B
k=0 k=n—m-+1

com m < n. Seja € > 0 arbitrario. Pela convergéncia da série ) by, existe um tempo p > 1 tal
que |By, — B| < ¢/M se k > p. Pela convergéncia da série ) . a,, para todo n > 1 existe um tempo
g > 1 tal que |ag| < €/(2n|B|) se k > ¢q. Entao, se n —m >p e m+ 1 > ¢, a segunda parcela é

limitada por
n

13 Ui g
<= _c By —B| <2
_Mz|ak|+2n|B| >, 1Bui—Bl<2
k=0 k=m+1

O

Sucessoes de fungdes. Seja (f,) uma sucessdo de fungoes f, : @ — C, definidas numa regiao
Q C C. Uma fungao f : Q@ — C é o limite pontual das f,’s, ou f, — f pontualmente, se
fn(2) = f(2) para todo o z € Q. Isto significa que para cada z € Q e cada € > 0 existe um tempo
7 (que depende de € e do ponto z) tal que |f,(2) — f(2)| < esen >m.

Acontece que o limite pontual ndo herda necessariamente as boas propriedades das f,’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessao de fungoes continuas pode nao ser uma fungao continua

Determine o limite pontual da sucesséo f,(x) = 2™, definida em [0, 1], e verifique que néo é
continuo.

Convergéncia uniforme. A sucessdo de funcgoes (f,,) converge uniformemente para f em
Q, ou fp, — f uniformemente, se para cada ¢ > 0 existe um tempo T (que depende de £ mas é
independente do ponto z, ou seja, “uniforme”) tal que |f,(z) — f(z)| < € para todo o z € Q se
n >n.

E conveniente definir a norma uniforme no espacgo das fungoes limitadas definidas em € como

[fllo == sup [f(2)]-
z€Q

Entéo f,, — f uniformemente em  sse ||f, — fllcoc — 0.
E claro que a convergéncia uniforme implica a convergéncia pontual. Mais importante é que
preserva a continuidde das fungoes.

Teorema 3.4. O limite uniforme de uma sucessao de fungoes continuas € uma func¢do continua.

Demonstra¢io. Seja e > 0. Se n é suficientemente grande, entao |f,(z) — f(z)] < & para todo o
z € Q. Pela continuidade de f,,, existe § > 0 tal que |f,(2) — fu(2)] < € se |z — 2’| < §. Entao,
pela desigualdade do triangulo,

1£(2) = FEO < 1f(2) = fu(2)| + [ fn(2) = Fu (2] + | fa(2) = ()]

<etete
se |z — 2| <§. O
O andlogo do teste de Cauchy 1.2 para a convergéncia uniforme é o seguinte.

Teorema 3.5. A sucessdo de funcgées (f,) converge uniformemente em € sse para todo o € > 0
existe um tempo T tal que | fn(2) — fm(2)| < € para todo o z € Q (ou seja, || fr— finlloo < €) quando
n,m>nmn.
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Demonstra¢do. A implicagdo = é imediata, usando a desigualdade do triangulo. Para provar a
implicacao <, a primeira observacao é que o critario de Cauchy 1.2 para sucessbes numeéricas
implica a convergéncia f,(z) — f(z) em cada ponto z. Passando ao limite quando m — oo, temos
que

fa(2) = F = Jim |fa(2) = fnl2)] < 2

sen > mn. O

Séries de fungoes. Uma série de fungoes é uma soma formal

an(z) = fo(2) + fi(2) + fa(2) + ...
n=0

formada por fungoes f : 2 — C definidas num dominio comum, por exemplo uma regiao 2 C C.

A série de fungoes ), fn(2) converge (pontualmente) para uma funcao F(z) num dominio

se a sucessao das somas parciais Fy,(z) = f1(2) + fa(2) + - -+ + fn(2) converge pontualmente para
F(z), ou seja se F,,(z) — F(z) para todo z € €.

A série de funcoes ), fn(z) converge uniformemente para uma fungao F(z) num dominio §
se a sucessao das somas parciais Fy,(z) = f1(2) + fa(2) + - - - + fn(z) converge uniformemente para
F(2). Pelo critério de Cauchy 3.5, isto acontece quando, para todo o € > 0, existe um tempo 7 tal
que

Frtm(2) = Fa()] = fas1 () + -+ frm(2)| < &

para todoo z € Q e todososn>mnem > 1.

A série de funcoes ), fn(z) é absolutamente pontualmente/uniformemente convergente se a
séries ) |fn(2)| formada pelos valores absolutos é pontualmente/uniformemente convergente. E
claro que a convergéncia absolut, pontual ou uniforme, implica a convergéncia pontual ou uniforme,
respetivamente.

Uma séries de fungoes pode ser uniformemente convergente e absolutamente pontualmente
convergente sem ser absolutamente uniformemente convergente. O exemplo tipico é a série de
poténcia ) 2"/n definida no intervalo (—1,0). Esta série é uniformemente convergente, sendo
as suas somas parciais limitadas pelas somas parciais da série harménica alternada ), (—1)"/n.
Também é absolutamente pontualmente convergente, pois a s’ erie dos valores absolutos ), |z|"/n
converge para todo —1 < x < 0. Por outro lado, esta 1iltima convergéncia nao é uniforme.

Se os valores absolutos dos termos da série sao limitados pelos termos de uma série numérica
> n My, ou seja, [fn(2)| < M, para todo z € §, entao

|fn+1(z) +eet fn+Tn(Z)‘ < |fn+1(z)| +eeet |fn+M(z)‘ < |Mn+1 +eet Mn-‘rm‘
Em particular,

Teorema 3.6 (M-teste de Weierstrass). Se > M, € uma série numérica convergente e se as
fungées fp, : Q — C sao limitadas por || fnllecec < My, (para todo o n suficientemente grande), entao

a série de fungoes Y, fn(z) € absolutamente uniformemente convergente.

Série geométrica. A série geométrica

o0
Ttz 4254 =) 2"

n=0
converge no disco unitario D para a fungao

1
11—z

Converge uniformemente em cada disco D,.(0) de raio 0 < r < 1 (pois, se |z| < r, os termos da
série sao limitados por |2 < r™). E claro que diverge quando |z| > 1, ou seja, na regiao C\D,
embora a fungdo 1/(1 — z) esteja definida em todo o plano exceto o ponto z = 1.
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O que acontece na circunferéncia unitéria, fronteira que separa as duas regides? Se |z| =1, a
série diverge porque o termo genérico z", tendo médulo unitdrio, nao tende para zero. Quando
z = 1, a divergéncia é evidente, pois a soma cresce linearmente. Nos outros pontos z = e, com
0 ¢ 277, da circunferéncia unitdria, as somas parciais da série geométrica sao

N-1 iN®
ind __ € -1
€ T oeif — 1
n=0 €

Ao variar N, esta fungdo oscila num intervalo de raio < 2/(e? — 1) em torno da origem (se 0 é
irracional isto nao é ébvio!).

3.2 Séries de poténcias e fungoes analiticas

Séries de poténcias. As séries de funcgoes mais elementares sdo as séries de poténcias

E 2™,

n>0

com coeficientes ¢ € C, cujas somas parciais sao polinémios ¢y + ¢1z + - -+ + ¢,2". Usando
translacoes na variavel independente, podemos ainda construir séries de poténcias

ch(z—p)”zco+cl(z—p)+62(z—p)2—|—... (3.2)
n>0

em torno de um ponto arbitrario p € C.

Discos de convergéncia. A primeira observacao é que a cada série de poténcias estd associado
um disco de convergéncia, possivelmente trivial.

Teorema 3.7 (Abel). Se a série de poténcias > c,(z — p)™ converge num ponto z = (, entao

converge absolutamente no disco |z — p| < |¢ — p|. Vice-versa, se diverge num ponto z = ¢, entdo
também diverge quando |z — p| > |¢ — p| .

Demonstra¢io. Podemos assumir que p = 0. A convergéncia da série ) a,(" implica que a
sucessao ¢, (™ converge para 0. Em particular, |¢,("| < C para todo n suficientemente grande.
Entao, se |z/¢| = A < 1 en é grande,

lenz"| < len (A" < CA™

Consequentemente, a série > |¢,2"| é limitada por uma série geométrica convergente. A segunda
afirmagao é uma consequéncia da primeira. O

E natural portanto procurar o maior disco onde converge uma série de poténcia. A ideia
intuitiva é que se |ep| ~ 1/R™ quando n > 1, e se |z — p|/R = A < 1, entdo |c,(z — p)™| ~ A",
assim que a série é dominada por uma série geométrica convergente. O raio de convergéncia R da
série de poténcias (3.2) é portanto definido pela férmula de Hadamard

1/R := limsup |e,|*/" (3.3)

n—oo

O disco de convergéncia ¢é D := Dgr(p) se o “limsup” é finito e positivo. Se o “limsup” é oo,
entdo R = 0 e o disco é vazio, se o “limsup” é 0, entdo R = oo, e o disco é o proprio C.

Teorema 3.8. A série de poténcias (3.2) converge absolutamente no disco de convergéncia Dr(p),
i.e. se|z—p| < R, e diverge se |z —p| > R. Em particular, a série (3.2) converge absolutamente
uniformemente em cada disco fechado D, (p) com r < R.
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Demonstracio. Podemos assumir que p = 0. Se r < p < R, entdao 1/p > limsup,,_, . [ca|'/™, e
portanto p~™ > |c,| se n > 1 (i.e. se n é suficientemente grande). Entao, para estes n,
sup leaz"| < (r/p)"
z€D,(p)

Mas a série geométrica de razdo r/p < 1 é convergente. Pelo M-teste de Weiestrass 3.6, a série

de poténcia converge absolutamente e uniformemente em D,.(p).
Por outro lado, sejam |z| =7 > Re R < p < r (desde que R < oo, naturalmente). Entéao

1/p < limsup,, .. |ca|"/™, e portanto p~™ < |c,| se n > 1. Entdo, para estes n,

[enz"] > (r/p)"

Os termos da série sao ilimitados, e portanto a série ndo pode ser convergente. O

O raio de convergeéncia de uma série de poténcia também pode ser calculado, nos casos em que
o limite existe (eventualmente igual a 00), como R = lim,,, |¢n/Cr+1] -

Mostre que se o limite lim,,_, oo |¢n/cny1| existe, eventualmente infinito, entao é igual ao raio
de convergéncia da série Y ¢, (z — p)™.

Funcoes analiticas. Uma funcao f : @ — C, definida numa regiao 2 C C, é analitica, ou
representdvel por séries de poténcias, se a cada disco D,.(p) C Q) corresponde uma série de poténcias
(3.2) que converge para f(z) para todos os z € D,.(p).

Acontece que toda série de poténcias é analitica dentro do seu disco de convergéncia, é também
holomorfa, e as suas derivadas podem ser calculadas na maneira “6bvia”, derivando dentro do
somatorio.

Teorema 3.9 (Abel). Se f ¢ analitica em Q entdo é também holomorfa em Q, ou seja, f € O(Q),
e a sua derivada f' também € analitica em Q. Em particular, se

(oo}

f(z) =) culz—p)"

n=0

num disco D,.(p) C Q, entdo neste mesmo disco a derivada f' é a soma da série de poténcias
obtida derivando termo a termo a série de poténcias de f, ou seja,

f(z) = Z nen (z—p)" L.

Demonstra¢ao. Podemos assumir que p = 0. E evidente, pela férmula de Hadamard, que as séries
f(z) = Y0 genz™ e g(z) = 307 ne,z" ! tém o mesmo disco de convergéncia D, (0). Falta
provar que a segunda série representa a derivada da soma da primeira. Sejam z,{ € D,(0) com
p < r. Entao, usando duas vezes a identidade

Cn N (C _ Z)(Cn_l 4 Cn—22+ L. +Czn—2 +Zn—1)

(para as oportunas poténcias n), obervamos que, se ( # z,
fO-f(=) c- "=z no1
B OLD DL Cromalell

n=1

oo
— ZCH (Cnfl + Cn72z N C2n72 + anl _ nznfl)
n=2

oo n—1
— ZC” (Z Zk (Cnflfk _ ank))
n=2 k=0

n=2

oo n—1
S TS
k=0
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Sendo [¢| < p e |z| < p, o valor absoluto da soma dentro das parénteses é limitado por n?p"~2.

Consequentemente,
f(Q) = f(z2)
(—=z
O critério da raiz diz que a dltima série é convergente, e portanto, passando ao limite quando
¢ — z, a férmula acima diz que g(z) = f/(2). O

o
—9(2)| <I¢—2] Y ean®p"
n=2

Por indugao, se f é analitica em (2, entao todas as suas derivadas sao analiticas, e portanto
holomorfas, em 2.

As séries de poténcias das derivadas, num disco D,.(p) onde f é dada por (3.2), sdo obtidas
derivando termo a termo a séries de f, ou seja,

oo

F9) = 3 e e =)

n=k

Em particular, os coeficientes ¢ de uma série de poténcia (3.2) que representa uma fungéo analitica
f(2) numa vizinhaga de um ponto p sdo uiiicos, pois

A
!

(3.4)
Também interessante é observar que a série de poténcias

o0
Cn n+1
¢ z—
+§On+1( P)

com ¢ constante arbitréria, converge no mesmo disco D,.(p) onde converge a série de poténcias
f(z) =30 s en(z — p)", e define uma fungao analitica F(z) que ¢ uma primitiva de f(z), pois
F'(z) = f(2). Ou seja, uma funcdo analitica admite sempre primitivas locais.

e.g. Derivadas da série geométrica. Por exemplo, a série geométrica define a funcao analitica

L 1+ 2 3
= Z+25 42+ ..
1—2z
no disco unitdario ID. Entao as suas derivadas sao obtidas derivando termo a termo, por exemplo,
1
s =1+4+22+322 + 428+ ...
(1—2)?
2
=24 62+ 122" +202° + ...
(1—2)?
Comportamento na fronteira do disco de convergéncia. Na fronteira do disco de con-

vergéncia de uma série de poténcias podem acontecer muitas coisas diferentes, objeto de estudos
mais profundos que relacionam as séries de poténcias e as séries de Fourier.

e.g. Primitivas da série geométrica. Por exemplo, a série geométrica ZZO:O 2™, que converge
no disco unitario D, diverge para todos os pontos da circunferéncia unitaria, onde |z| = 1 (porque
0 termo genérico nao converge para 0). A série

2" 1, 14 1,
;n—z+22+3z+4z + ...

(formalmente uma primitiva da série geométrical) diverge se z = 1, e converge, embora nao
absolutamente, nos outros pontos da circunferéncia unitdria. A série

o0 n

1, 1, 1,

n=1
(mais ou menos uma primitiva da primitiva da série geométrica) converge absolutamente em toda
a circunferéncia unitéria, sendo limitada pela série numérica convergente > 1/n?.
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Mostre que a série ZZO:() nz™, que converge no disco unitario, diverge em todos os pontos da
circunferéncia unitéria.

Determine o disco de convergéncia das seguintes séries de poténcias, e, se possivel, uma
expressao compacta para as fungdes que definem.

Z(—l)”z" an” Zn"z" 1422422+ 2842164,

n>0 n>0 n>0

n>0 n>0 n>0

Mostre que, se |(| = p e |z] < p,

1 fl 1+Z+<2)2+(z)3+ 7Zi
¢—z ¢\ ¢ \¢ ¢) ) &

3.3 Funcoes geradoras e teoremas de Abel e Tauber

Um ponto de vista diferente é o das fungoes geradoras, utilizado, por exemplo, em teoria de
niimeros ou em probabilidades (e portanto em mecanica estatistica).

Funcgoes geradoras. Dadas uma sucessao (an)n>0, podemos considerar a série de poténcias
formal

G(z) = i anz"
n=0

Se limsup,, ., |an|"/™ < oo, entdo o raio de convergéncia ¢ R > 0, e portanto G(z) representa
uma funcdo analitica num disco néo trivial Dgr(0). E chamada fun¢do geradora, porque gera os
ay’s, de acordo com a férmula (3.4)

G ) (0)
ayp = ——.
n!
Equacgoes recursivas. A maneira mais natural de gerar sucessoes é usando equacoes recursivas
homogéneas
Ap+k = Cn4+k—10n+k—1 + -+ Cn+10n+1 + cpan 3

com coeficientes constantes cy’s, dadas certas condigdes iniciais ag,...,an+k—1. As solugdes
podem ser determinadas usando a conjetura a, = 2", que da origem a uma equag¢ ao polinomial
para z. No caso genérico, este polinémio possui k raizes distintas zi, z2,..., 2%, € portando a
solucao geral é uma sobreposicao de k solugoes independentes z;™. E interessante observar que
estas sucessoes correpondem a fungoes geradoras racionais

Teorema 3.10. Uma série de poténcias define uma fung¢do racional sse os seus coeficientes satis-
fazem uma equagao recursiva homogénea com coeficientes constantes.

Podem procurar uma demonstragao (a parte mais dificil é a nota¢ao) com a ajuda do seguinte
exemplo de Fibonacci.

Fibonacci, mais uma vez. A sucessido de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21,... resolve a recursio
frna2 = far1 + fn com condigbes iniciais fo = f; = 1. Duas solugoes independentes sdo ¢L",
onde o1 = (14++/5)/2 (o, é a “razdo” dos gregos, ou a “secio durea” de Leonardo da Vinci). Os
numeros de Fibonacci, portanto, podem ser representados explicitamente pela féormula de Binet
fn=croi™ +c_p_", onde ct sao certos coeficientes que dependem das condigoes inicias.
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Ao multiplicar os nimeros de Fibonacci f,, por 2™ e depois somar com n > 0, temos

o0 o0 o0
D fuwad = funr + ) a2
n=0 n=0 n=0

e portanto, usando as condicoes iniciais fo = f1 = 1,
27 2G(2) =1 —2)=2"YG(2) = 1) + G(2).

Assim, a funcgao geradora dos nimeros de Fibonacci é a fungao racional

1
Giz)=——
(2) 1—2—22
As raizes do denominador sio o+ = (1 4+ +/5)/2, e portanto o pélo menor de G(z) é no ponto
w_ =1/p4, que é de fato o raio de convergéncia da série de poténcias. De acordo com a férmula
de Hadamard, limsup {/|fn| = 1/¢—, 0 que confirma o crescimento assimptético dos nimeros de
Fibonacci, que é f,, < ™.

Uma ideia geral. A versao coninua da funcao geradora é chamada “transformada de Laplace”,
e é muito apreciada pelos engenheiros que estudam equagoes diferenciais lineares, ou, em geral,
sistemas lineares. A transformada de Laplace de um sinal continuo a(t), definido por tempos
t >0, é o integral A(X) := [ a(t) e dt, defnido numa regiao R(\) > p onde o integral é abso-
lutamente convergente. As poténcia z", utilizadas para construir solugdes de equagdes recursivas
homogéneas com coeficientes constantes, sdo substituidas por exponenciais e*, utilizados para
construir solucgoes de equagdes diferenciais homogéneas com coeficientes constantes.

Somatério por partes. Um instrumento de importancia independente é uma versao discreta da
integragdo por partes. Sejam a = (a,) e b = (b,,) duas sucessoes, definidas para tempos n > 0. A
soma parcial, ou “primitiva”, da sucessdo (a,) é a sucessao dos A,, := ZZ:O an. A versao discreta
do teorema fundamental do cdlculo é a identidade trivial a, = A, — A,_1, que diz que a é a
“derivada discreta” de A. Um cédlculo elementar mostra que a primitiva do produto ab é igual a

n n n n—1
> arbi = aobo + Y (Ar — Ap_1) b = aobo + Y Axbr — Y Arbiia
k=0 k=1 k=1 k=0
n—1
= agbo — Aobo + Anbp — > Ap (brs1 — bi)
k=0

Tendo em conta que Ag = ag, temos o lema de Abel, ou formula do somatdério por partes,

n—1

> apby = Apby — Y Ag (beg1 — b) - (3.5)
k=0 k=0

7

Uma versao mais simétrica e mais geral da (3.5) ¢é

> (ak41 — ar) by = (@mi1bm — anbp) = > ax (b — bp_1)
k=n k=n-+1

A prova é elementar, por exemplo por indugao.

Teorema de Abel. A possibiliade de passar o limite dentro do somatério de uma série, para
valores da varidvel na fronteira do disco de convergéncia, é objeto do famoso teorema de Abel ®.
A menos de uma homotetia, podemos assumir que o raio de convergéncia seja igual a um.

8N. Abel, Untersuchungen uber die Reihe, Journal fur Math. 1 (1826), 311-339.
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Teorema 3.11 (Abel).  Seja Y a, wma série convergente, com soma .~ a, = . Entio a
série de poténcia Y~ s anz" define uma fungdao f(z) holomorfa no disco unitdrio D e

liﬂm1 f)=a

quando z — 1 dentro de um “sector de Stolz”, uma regiao do disco unitdrio onde |1—z| < M(1—|z|)
para algum M > 0. Em particular, tomando z = x real, existe o limite

lim E anzt” = .

r—1—

Demonstra¢do. E claro que, a menos de redefinir ag, podemos assumir que Z;’;O an, = 0. Sejam
A, = ZZ:O ay, as somas parciais, assim que a,, = A4,, — A,,_1 (para todo n se definimos A_; := 0)
e lim,_,oc A, = 0. Pelo teorema 3.7, a série de poténcias > -, a,z™ converge no disco unitério
D, pois converge quando z = 1. Pelo lema de Abel (3.5), nos pontos z € D é igual a

n—oo

(1—2)> A2
k=0

(ou seja, a fungao geradora dos a,’s é (1 — z) vezes a funcdo geradora das somas parciais 4,’s).
Como A,, — 0 quando n — oo, para todo € > 0, existe um tempo n tdo grande que |Ax| < € se
k > n. Entao, se z € D satisfaz |1 — z| < M (1 — |z|),

(1-2) Z A"
k=n

Por outro lado, fixado n, e portanto o valor finito de C,, = |Y_)'_, Ax|, podemos escolher z € D,
sempre dentro do sector de Stolz, tdo préximo de 1 que

(1—2)) Apz*
k=0

n n—1
f(z) = nli)H;o Zan ZF = lim A,2" — Z Ay (Zk+1 _ Lk )
k=0 k=0

- 1
k=n

<|1—-zC,<e

Entao,

[f(2)] = < F(1=2)) Az®| <e(M+1)

k=n

(1=2)) Ap¥| < |(1—2) ) At
k=0 k=0

Pela arbitrariedade de ¢, isto quer dizer que o limite lim,_,; f(z) quando z — 1 dentro do sector
de Stolz é 0. O

Somabilidade de Abel. Uma série (real) > a, tal que > a,r™ converge quando r — 1~ é
dita Abel somdvel. Num certo sentido, o “operador de Abel” transforma um objeto possivelmente
problemético, uma série » | a,, num objeto mais suave, uma funcdo holomorfa f(z) = >_ a,2™. De
fato, o teorema de Abel 3.11 diz que uma série convergente é Abel somavel.

A afirmagao contraria é, em geral, falsa, como mostra o exemplo da

Série geométrica alternada. A série geométrica alternada
(o]
Z(fl)”z” =1-z2422-2+...
n=0
também tem raio de convergéncia 1, logo define uma funciao holomorfa f(z) = (1+ z)~* no disco
unitdrio D. O limite lim, ,,- f(z) existe e é igual a 1/2. Por outro lado, a série - (—1)" nao
é convergente.
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Funcgao geradora das probabilidades. Seja X uma varidvel aleatéria com valores inteiros
nao negativos 0,1,2,3,... e probabilidades P(X = k) = p. A funcdo geradora das probabilidades
é o valor esperado da varavel 2%, ou seja,

fx(z):=E (ZX) = Zpkzk .
k=0

Sendo Y p° opr = 1 (férmula da probabilidade total), o raio de convergéncia é > 1, ou seja, e
série converge pelo menos no disco unitario D. Pelo teorema de Abel 3.11, também fx(17) = 1.
A densidade de probabilidade pode ser reconstruida como py, = )((k ) (0)/k!.

Por exemplo, uma varidvel de Bernoulli X, que assume apenas valores zero ou um, com pro-
babilidades p1 = p e pg = ¢ := 1 — p, tem fungao geradora fx(z) = g + pz. Entdo uma varidvel
binomial S,, = X; + X5 + --- + X,,, soma de n varidveis de Bernoulli independentes, tem funcao
geradora igual ao produto

fs,(2) = (g +p2)".

Uma varidvel de Poisson P, que assume os valores inteiros k£ > 0 com probabilidades pp =
e~ A\*/k! (com valor médio A > 0), tem fungdo geradora

fr(z) =D

Teoremas Tauberianos. Critérios que dizem quais séries Abel somaveis sao também convergen-
tes (necesariamente para a mesma soma) sao chamados “teoremas Tauberianos”, em homenagem
ao protétipo, devido a Tauber.” Sdo tipicamente teoemas mais dificeis, com consequéncias pro-
fundas, por exempo em teoria de nimeros (onde uma versao mais avancada implica o teorema dos
nimeros primos!) ou em probabilidades (onde estao relacionados com as “grandes deviagoes”).

Teorema 3.12 (Tauber). Se a série > a, € Abel somdvel, lim,_,;- > apr™ = a, e se na, — 0
quando n — oo, entdo a série € também somdvel e a sua soma € > a, = a.

Demonstra¢io. Observamos que, para |z| < 1 e N arbitrario,
N N N N
Zan—a: Zan— Zanx"—l—Zanx"—a
n=0 n=0 n=0 n=0
N o] 00
= Z an(1—2") + (Z anpr” — oz) — Z anpx”

n=0 n=0 n=N-+1
e portanto
N N 00 o)
E an — 0| = g an(1—2™)| + E anx’™ — ol + E anpx” (3.6)
n=0 n=0 n=0 n=N+1

Fixado um & > 0 arbitrério, estimamos agora as trés somas da (3.6) separadamente. Pela somabi-
lidade de Abel, existe um 0 > 0 tdo pequeno que se 1 — § < z < 1 a segunda soma é

oo
E apz” — «
n=0

9A. Tauber, Ein Satz aus der Theorie der unendlichen Reihen, Monatshefte fiir Mathematik und Physik
VIII (1897), 273-277.

<e (3.7)
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Escolhemos N tao grande que na, < € se n > N e que 1/N < §, e escolhemos z = 1 — 1/N.
Entao a terceira soma ¢ limitada por

o0
E anx™

znan|N P

n=N-+1 n=N+1 (3.8)
€ 1 N
< = <e
T N+4+11—-=2 °N +1
Para estimar a primeira soma, usamos a desigualdade
1—2"<n(l-2)
e observamos que o lema de Kronecker 1.3, aplicado a n|a,|, diz que
RONAE
—_— nla €
N+1 "
no
se N ¢ suficientemente grande. Entdo a primeira soma é limitada por
N N LN
Zan(l —z")| < Zn|an| (1—-2)= i Zn|an|
n=0 n=0 n=0 (3 9)
N+1 1 & '
ST wrr el <2
n=0
O teorema segue juntando as desigualdades (3.9), (3.7) e (3.8),
N
Z anp —a| <4e,
n=0
pela arbitrariedade de . O

3.4 Exponencial e fungoes trigonométricas

Fungoes transcendentais sdo definidas por séries de poténcias (fungoes geradoras) cujos coeficientes
nao verificam equacgoes recursivas homogéneas com coeficientes constantes. Outra fonte natural de
fungoes transcendentais, nao alternativa mais complementar, sao as equagoes diferenciais da fisica-
matemdtica. A equagdo diferencial mais bdsica, dz/dt = z, define a fungao exponencial. Uma
“rotacao de Wick”, a substituicao do tempo real ¢ pelo tempo imaginario puro 7 = it, transforma
a equacdo diferencial do exponencial em dx/dr = iz, ou seja, em d’x/dr? = —z, que é a equacgdo
do oscilador harménico. Assim, o exponencial de uma varidvel complexa descreve/contém também
os fenémenos oscilatorios elementares, ou seja, as fungoes trigonométricas.

Exponencial. A fung¢io exponencial exp(z), ou e*, é a (tinica) solugao da equagao diferencial
=1 (3.10)

com condi¢do inicial f(0) = 1. A conjetura f(z) = > - a,2" é solucdo formal de f' = f se os
coeficientes satisfazem a equagéo recursiva na, = a,—1. O valor inicial f(0) = 1 determina ag = 1,
e portanto todos os coeficientes, que sdo a1 =1, a3 =1/2,a3 =1/2-3 ... a, = 1/n!. Portanto,
a solugao formal é definida pela série de poténcias

on 2 2,3 24

e::;E_I-FZ—l-?—i—E—Fﬂ-F (3.11)
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E imediato verificar que lim, . |n!|}/™ = co. Portanto, pela férmula de Hadamard (3.3), o raio
de convergéncia da série (3.11) é R = oo, e pelo teorema de Abel 3.9, o exponencial é uma fungao
inteira.

Um célculo mostra que a derivada da funcao inteira h(z) = e¢*% % é i’ = 0. Pelo teorema
2.9, h(z) é constante e igual a h(z) = h(0) = e®. Isto implica, substituindo a com z + w e z com
—w, que o exponencial satisfaz a “férmula de adigao”

e = e*e?. (3.12)

(que, com a hipdtese de derivabilidade, implica & sua vez a equagao diferencial (3.10)). Em par-
ticular, e*e™® = 1, e portanto e* # 0 para todo o z € C. A fungdo exponencial define um
homomorfismo exp : C — C* do grupo aditivo C no grupo multiplicativo C*.

Se x € R, entdo e” é real e positivo, com derivada ()’ = e* > 0. De fato, exp(R) = (0, 0), e
a restrigdo do exponencial define uma bijecao crescente exp : R — (0, 00).

A férmula (3.11) mostra que o conjugado de e* é e*. Em particular, se t € R, entao o conjugado
de e’ é eit = e~ Consequentemente, |¢/|? = e'*e~" = 1, e portanto o exponencial envia o eixo
imagindrio na circunferéncia unitéria, i.e. exp(iR) C S. Observe também que a férmula de adigao
entao implica que |e$”y| =e”. B possivel entao definir as fungoes reais de uma variavel real “cos”
e “sin” usando a férmula de Euler (ao contério)

i

| cos(t) +isin(t) =e ", (3.13)
quando t € R. Finalmente, se z = x + 1y,
e* =e" (cosy +isiny) .
A equagao diferencial (3.10) que define o exponencial implica que cos’ = —sin e sin’ = cos. A

unitariedade |e*| = 1 implica a identidade trigonométrica cos?(t) + sin®(t) = 1.

A funcdo complexa de uma varidvel real ¢ — e é uma funcio periédica da reta real sobre a
circunferéncia unitdria (umas demonstragoes estao em [Ah78, Ru87]). A prova consiste em procurar
o primeiro zero da fungao cos(t) quando ¢ > 0, e observar que neste ponto tg, onde cos(tg) =0 e
portanto sin(tp) = 1, acontece que e’** = i. Entdo, e*° = 1, ou seja, 4ty é um perfodo da funcio
e’ e portanto também de cos(t) e sin(t). Em particular, se definimos 27 := 4t,

e7&'1/2 =i, et — ~1, e 6271'1 -1
O numero 27 é também um periodo de €7, ou seja,
eFTomin — o2 sen€Z.

Entdo o exponencial z — w = e envia a faixa F = {—7 < $(z) < 7} sobre C*, as imagens
das retas R(z) = ¢ sendo as circunferéncias |w| = €°, e as imagens das retas J(z) = d sendo as
semiretas Arg(z) = d. A imagem inversa de um ponto w = pe? € C* é um conjunto numeravel
de pontos do plano complexo que diferem por multiplos inteiros de 27i, ou seja, o conjunto dos
pontos z = log p + i(6 + 27n) com n € Z.

Em particular, a restricdo t — 2™ ¢ um homomorfismo do grupo abeliano aditivo R sobre
o grupo abeliano multiplicativo S, a circunferéncia unitaria do plano complexo. O nicleo deste
homomorfismo é o subgrupo Z C R. Assim, a circunferéncia unidria S é naturalmente isomorfa,
enquanto grupo abeliano, ao espago quociente T := R/Z, chamado toro de dimensido um.

Funcgoes trigonométricas e hiperbdlicas. Em geral, as funcdes trigonométricas complexas
sao definidas por

eiz _’_67iz 2’2 Z4
=== ]_ _ — _
cos(z) 5 5 + o
e
eiz e i2 ZS 2’5
sin(z) := , =z——+ =+
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Estas fungoes estendem as fungoes trigonométricas cos(f) e sin(f) a valores complexos do argu-
mento. Também, resolvem a equacao diferencial do oscilador harménico & = —z, i.e.

cos” = — cos sin” = —sin

com condigbes iniciais cos(0) = 1 e cos’(0) = 0, e sin(0) = 0 e sin(0) = 1, respetivamente. Est&o
relacionadas pela identidade trigonométrica

cos?(z) +sin?(z) = 1

e pelas formulas
cos’ = —sin sin’ = cos .

As fungées hiperbdlicas sdo definidas por

e+ e % 22
h = =14 =4+ —+ ...
cosh(z) 5 +2—|—4!+
¢ 3 5
. e* —e % z z

e resolvem a equacao diferencial do oscilador harmoénico invertido & = z, i.e.
" . 1 .
cosh” = cosh sinh” = sinh

com condigdes iniciais cosh(0) = 1 e cosh’(0) = 0, e sinh(0) = 0 e sinh’(0) = 1, respetivamente.
Estao relacionadas pela identidade hiperbdlica

cosh?(z) — sin?(z) = 1

e pelas férmulas
/ . . /
cosh’ = sinh sinh’ = cosh .

As funcgoes trigonométrica e hiperbdlicas estao relacionadas por uma “rotacao de Wick”, ou
seja, sin(z) = sinh(iz) e cos(z) = cosh(iz). Assim, até agora existe apenas uma fungao transcen-
dente elementar, o exponencial, as outras sendo obtidas ao fazer somas, produtos e quocientes, e
mudancgas de coordinadas elementares.

Oscilagoes. A funcio t — 2(t) = e™? descreve um ponto que percorre a circunferéncia unitaria S
do plano complexo no sentido anti-horario com “frequéncia angular” w > 0, i.e. uma rotagao cada
periodo T' = 27 /w, e portanto frequéncia v = w/(27) (medida em Hertz, rotagoes por segundo).
Satisfaz as equacoes diferenciais lineares

Z=iwz e 5= —w?z.

Em particular, a parte real (e também a parte imaginaria) de z(t) = ae™?, com a = Ae'?,

q(t) = R[2(t)] = Acos(wt + )

é uma solugdo (real) do oscilador harménico § = —w?q.

Mais uma férmula de Euler. A equacao diferencial f = f, que define o exponencial, pode
também ser resolvidas numericamente. Por simplicidade, consideramos o problema de aproximar
o valor de e* com z real, e positivo. A ideia de Euler (o método mais simples para resolver
numericamente equagoes diferenciais) consiste em dividir o intervalo [0, z] em n sub-intervalos de
igual comprimento € = x/n, pequeno, por meio dos pontos z, = kx/n, com k =0,1,2,...,n. Os
valores de f nestes pontos sao obtidos por recursao, usando a aproximaca linear

flergr) = f(og) + (k) - €
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e a equagdo diferencial, que diz que f'(z,,) = f(z,). A condicao inicial f(0) = 1 entdo implica
fa)~(—e)  fl)~(+e)+(1+e)e=1-2° ... flaa)=(1-2)"

E natural esperar que o verdadeiro valor de e*, ou em geral de e* com z € C, seja obtido passando
ao limite quando n — co. Esta é mais uma famosa formula de Fuler

e = lm (14 %)n (3.14)

Esta féormula diz que, moralmente, “o exponencial é um polinémio com uma tUnica raiz de ordem
o0 no ponto co”, ou seja, entre muitas aspas,

“+o0
e = (1+ i)
o0

(onde o o0 no denominador deve ser pensado como o ponto co € C, e 0 400 no expoente é a
multiplicidade da raiz, ou seja, o grau, de e* em z = o)

Mostre que lim,,_,o Vn! = oco.
Calcule

cos(7) sin(7) sin(1 + )

Resolva
e =2 cos(z) =2 sin(z) = 2

Use a férmula de Euler (3.13) e a férmula de adigao (3.12) para provar as férmulas de adigao
trigonométricas

cos(f £ ¢) = cos() cos(¢) F sin(0) sin(¢)
sin(f + ¢) = cos(d) sin(¢) £ sin(f) cos(¢) .

Deduza férmulas de adigdo para cosh(z) e sinh(z).
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4 Integracao complexa e teorema de Cauchy

4.1 Integral de Riemann e aproximacao

Pode ser til, a esta altura, lembrar rapidamente a construgao do integral de Riemann, o tinico
que sera utilizado nestas notas, e os teorema de aproximagao que permitem “substituir” as fungoes
integraveis por fungoes continuas ou até infinitamente derivaveis.

Fungoes escada e partigoes. A fungio carateristica de um intervalo limitado I da reta real,
por exemplo [a, b] (mas nao interessa se fechado ou aberto) é a funcéo que vale x;(z) =1sex €le
xr(xz) =0sex # I. O “integral” da fungao ax(z) , com a € R, é a drea, com sinal, do retangulo
de base I e altura a, ou seja, a- |I| = a- (b —a).

As funcoes escada sao as combinagoes lineares finitas de fungoes carateristicas de intervalos
limitados (nao necessariamente disjuntos), e os seus “integrais” sao definidos por lineardade:

/Zakxlk(x)dx = Zak |1k
k k

Uma particdo do intervalo limitado [a, b] é uma cole¢ao finita de pontos P = { zg,x1,...,2,} C
[a, b], ordenados de acordo com a = zp < x1 < Tg < -+ < T < Ty < -+ < T, = b, que dividem
o intervalo em um ntmero finito de sub-intervalos [zy, Zgy1]. E claro que a cada funcao escada
f(z), definida (ou suportada) no intervalo [a, b], corresponde uma particao minimal P tal que f(z)
é constante em cada sub-intervalo (x,2k41) (e os valores nos pontos xj’s nao interessam).

Somas de Darboux. Dada uma fungao limitada f : [a,b] — R, o objetivo é definir, se possivel,
a drea com sinal da regido do plano x-y limitada entre o grifico y = f(x), o eixo dos x, e as linhas
verticais x = a e x = b. Se f(x) é um campo de forgas, dependente da posi¢do z, entdo o seu
integral sera o trabalho feito para deslocar uma particula de prova da posicao a até a posigao b.

Dada uma particao P de [a,b], sejam my e M}, o minimo e o méximo da fungdo f(z) em cada
sub-intervalo Py = [k, Tk+1]. As somas superiores e as somas inferiores de f relativamente a
particao P sao os integrais

b n—1
(5P = [ mexn(e)do =Y i |
@k k=0

b n—1
S(f;P) 3:/ ZMkXPk(z)dI:ZMk‘|Pk|7
a 7y

k=0

respetivamente. E claro que a drea procurada, se existir, estd entre s(f; P) < “drea” < S(f; P), e
de fato a diferenga entre somas superiores e somas inferiores, se a particao contém muitos pontos, é
uma medida do “comprimento” do gréafico de f. E também evidente que se a particao P’ “refina”
a particao P, , ou seja, se P C P’ entao s(f; P) < s(f; P') e S(f; P') < S(f; P). Em particular
temos que s(f; P) < S(f; Q) para todas as partigdes P e @) (basta considerar a partigdo P U@ na
observagdo anterior).
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Integral de Riemann/Darboux. Uma funcio f(z), definida e limitada no intervalo [a,b], é
dita Riemann integrdvel se existir um tnico nimero A tal que

s(f; P) <A< S(f;Q)

para todas as partigoes P e ) do intervalo. Equivalentemente, se supp s(f; P) = A = infp S(f; P).
Equivalentemente, se para cada precisao € > 0 é possivel encontrar duas partic 6es P ae ) tais que
S(f;Q)—s(f; P) < e, logo uma particdo R (por exemplo R = PUQ) tal que S(f; R)—s(f;R) < e.
Equivalentemente, se para cada precisao € > 0 é possivel encontrar funcoes escada s < fe S > f

tais que
b b
/ S(z)dx — / s(z) dx

Se isto acontecer, o nimero A é chamado “integral (de Riemann) de f(x) em [a,b]”, e denotado
por

<e€.

A::/abf(x)dx.

Funcgoes integraveis. Determinar o espago maximal das fungoes integraveis nao é elementar.
Basta saber que sao integraveis as funcoes seccionalmente continuas ou as fungoes seccionalmente
mondtonas, de acordo com os seguintes resultados.

Teorema 4.1. Toda fungdo continua f(z) definida num intervalo fechado e limitado [a,b] € in-
tegravel.

Demonstrag¢io. Pelo teorema de Cantor 2.8, f(z) é uniformemente continua. Portanto, para cada
€ > 0 existe um ¢ > 0 tal que |z — 2| < ¢ implica |f(z) — f(a’)] < e/(b — a). Consequentemente,
se P é uma parti¢ao de [a,b] em n sub-intervalos de comprimentos limitados por |zx11 — x| < 9,
entdo S(f,P) —s(f,P)<n-d-¢/(b—a)<e. O

E claro que é também integravel uma funcao limitada e seccionalmente continua, ou seja, com
apenas um numero finito de descontinuidades (basta repetir o argumento em cada sub-intervalo
onde a fungao é continua, e depois escolher particoes contendo os pontos de descontinuidade).

Teorema 4.2. Toda fun¢io mondtona f(z) definida num intervalo fechado e limitado [a,b] €
integravel.

Demonstragio. Se f(a) = f(b) entdo a fun¢ao é necessariamente constante, logo trivialmente
integrédvel. Podemos entao assumir que f(x) é ndo crescente e que f(a) < f(b) (caso contrario,
consideramos —f(x)). Seja € > 0 arbitrdrio. Se P é uma particdo de [a,b] em n sub-intervalos
de comprimentos limitados por |zg+1 — zx| < €/(f(b) — f(a)), entdo, como my = f(xr) e My =
F(k1), temos

I
-

n
3

=0 - f()

porque a soma Zz;é(f($k+1) — f(xg)) é telescopica, logo igual a f(b) — f(a). O

S(fap)is(fap) (f(xk+l)7f(‘rk))§57

0

El
Il

Somas de Riemann. A definicao do integral de Riemann nao é pratica se queremos calcular,
ou pelo menos aproximar, o seu vaor. Melhor é usar a ideia da “amostragem”. Fixado um inteiro
n, podemos dividir o intervalo em n sub-intervalos de comprimentos iguais, ou seja, considerar a
particao P, definida por a =29 < 21 < a9 < -+ < xp =bcom 0 = xx11 — 2z = (b—a)/n. Entao
é natural aproximar o integral com as somas Riemann

b n
/ f)de =Y f(zy) (wr — 2x-1),
a k=1

.

onde o valor f(xy) pode ser substituido por qualquer outro valor f(t;) com ¢ € [z, zr—1]. E
claro que as somas de Riemann estao entre s(f; P,) e S(f; P,). Argumentando como nas provas
dos teoremas 4.1 e 4.2, é facil ver que as somas de Riemann de uma funcao continua ou mondtona
convergem para o seu integral quando n — oo.
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Propriedades elementares. As seguintes propriedades elementares sao ébvias para fungoes
escada, e portanto sao herdadas pelo integral de Riemann de forma natural. O integral de Riemann
¢ linear na funcao f. Também é claro que ff f(z)dx = f: f(z)dx + fcb f(z)dx,sea <c<b. Se
definimos [* f(z)dz:=0e [, f(z)dz = — f: f(z)dx, entdo a formula anterior também é valida
para todos a, b, ¢, independentemente da ordem.

O integral é claramente mondtono, ou seja, se f(x) < g(x) entao f; flz)dz < f; g(z)dx. Em
particular, integrais de fungbes ndo negativas sao nao negativos. Também, se m < f(z) < M entao
o seu integral esta entre

b
m(b—a)ﬁ/ fl@x)de <M (b—a) (4.1)

/abf(as)dx

Teorema 4.3 (teorema do valor médio). Se f : [a,b] — R € continua, entdo existe um ponto
c € [a,b] onde

Em particular,
b b
RCE < [ 1r@lds. (12)

Uma consequéncia importante é o

b
/f@ﬂx:ﬂ@www»

Demonstrag¢ao. Sejam m e M o minimo e o méximo de f(z) no intervalo [a,b], respetivamente.
pela (4.1), existe um valor intermédio m < d < M tal que f; f(x)dz = d-(b—a). Pela continuidade
de f(z) (ou seja, pelo teorema de Bolzano), existe um ponto ¢ € [a,b] onde f(c) = d. O

O valor do integral ;- - [ ’ f(z) dz deve ser considerado a “média” de f(z) no intervalo [a, b].
a
Logo o teorema diz que uma fungao continua atinge o seu valor médio.

Teorema fundamental do cdlculo. Na prética, como todos aprendem num curso de Célculo,
o instrumento para calcular integrais de fugoes suficientemente simples é o teorema fundamental
do cdlculo de Newton e Leibniz, logo a férmula de Barrow.

Teorema 4.4 (teorema fundamental do cédlculo). Seja f(x) uma fungao continua definida no
intervalo I C R. Dado um ponto a € I, seja F(x):= [ f(t)dt se x € I. Entio F(x) ¢ derivdvel,
e a sua derivada é F'(x) = f(z), ou seja,

([ o) = s,

Demonstragao. A diferenca F(x + 0) — F(z) é igual ao integral f;+5 f(t) dt. Portanto

F(x+0)— F(x
é

Se f(x) é continua no ponto x (apenas neste ponto!), entdo para cada € > 0 é possivel escolher um
d > 0 tal que |t — | < d implica |f(t) — f(x)| < €. Pelas desigualdades (4.2), o valor absoluto do
segundo membro da (4.3) é limitado 46 = e. Consequentemente, (F(z + &) — F(z))/§ — f(z)
quando § — 0. O

)
g =3 [ U0 - sy, (4.3

Uma fun¢ao derivavel F(x) é chamada primitiva da fungdo continua f(x) se F'(x) = f(zx) para
cada  num intervalo onde as duas estao definida.

Uma primitiva da fungdo continua f(z) é, de acordo com o teorema fundamental do cdlculo
4.4, G(z) = [T f(t)dt. Se F(x) ¢ uma outra primitiva, entdo a diferenca F(z) — G(x) tem derivada
nula, logo é constante, pelo teorema do valor médio. Portanto existe uma constante ¢ € R tal que
F(z) = G(x) + ¢ . Em particular, se tomamos = a e depois z = b, descobrimos que F(a) = ¢,
pois G(a) =0, e F(b) = G(b) + ¢, assim que G(b) = F(b) — F(a). Consequentemente, uma receita
para calcular integrais é a seguinte.
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Teorema 4.5 (férmula de Barrow). Se F(x) € uma primtiva de f(x), entdo

b
/ F(@)dz = F(b) — Fla). (4.4)

Aproximacao de fungoes integraveis. As funcgoes integraveis podem ser aproximadas com
precisao arbitraria por funcgoes continuas, ou até infinitamente diferencidveis, no seguinte sentido.

Teorema 4.6. Seja f(x) uma fungao integrdvel e limitada por |f(x)| < M num intervalo [a,b].
Para todo € > 0 existe uma fungdo continua ¥(x), também limitada por |Y(x)| < M, tal que

b
/ 1F(@) — $(a)] do <

Demonstracdo. Pela prépria definigao de integral de Riemann, para todo € > 0 existe uma particao
P de [a,b] tal que S(f; P) — s(f; P) < €/2. Consequentemente, existe uma fungao escada p(z) tal
que

/ () — pla)] do < e/2

Podemos assumir que esta fungao escada também é limitada por |p(z)| < M, pois basta escolher
uma particao a = x¢ < 1 < z2 < -+ < ¥, = b mais fina de P, e definir p(z) = sup,c(y, 4,1 f(1)
em cada sub-intervalo.

A fungéo escada () pode ser aproximada por uma func¢ao continua ¥ (z), também limitada
por |[¢(z)| < M, de maneira tal que

/ " o) — (@) dr < /2

Basta substituir os saltos por funcgoes afins definidas em vizinhancas suficientemente pequenas
dos pontos de descontinuidade, como na figura.

S

X K x K+ X < X Kyl
Pela desigualdade do triangulo,

b b
/|f<x>—w<x>|dxs/ @) — p@)de+ [ o — (@) do < e

a

O

De fato, a ligacao entre dois valores sucessivos de uma fungao escada pode ser feita por meio de
uma fungao infinitamente derivavel com suporte num intervalo arbitrariamente pequeno em torno
do ponto de descontinuidade. Por exemplo, a fungao b(x), definida por

b(x) := el/(1-%)

se |z] < 1 e nula fora deste intervalo (chamada bump function em inglés), ¢ infinitamente dife-
rencidvel e ndo negativa. A sua primitiva B(z) := ffoo b(y) dy é entdo uma funcao infinitamente

diferencidvel e nao decrescente que vale B(z) =0se z < —1 e B(z) = fil b(x)dr =:ysex>1.
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Entao uma funcao do género a + 8 B(x/d)/v é uma fungdo infinitamente derivdavel que faz
um salto entre o e § crescendo apenas num intervalo de raio § em torno da origem. Escolhendo
oportunamente os parametros «, 3 e d, é claro que é possivel aproximar arbitrariamente bem as
fungoes escada ¢(x) da prova do teorema 4.6 com fungdes infinitamente derivaveis.

4.2 Integrais de contorno

Os integrais de linha da fisica-matematica, que calculam, por exemplo, um trabalho, generalizam
como integrais de contorno de uma fungao complexa. Se uma funcao complexa admite uma primi-
tiva, ou seja, é a derivada complexa de uma funcao holomorfa, entao os seus integrais de contorno
podem ser calculados usando o teorema fundamental do célculo, como no caso real.

Contornos. Um caminho na regido 2 C C é uma fungao continua ~ : [a, b] — Q. E definido por
uma equagao paramétrica t — z(t) = z(t) + iy(t), onde z(¢) e y(t) sdo fungdes continuas definidas
para tempos t € [a,b]. A derivada/velocidade do caminho v é a funcao % : [a, b] — C, definido pela
equagao paramétrica

t— 2(t) = &(t) + iy(t)

nos pontos onde as derivadas de z(t) e y(¢) existem. Um caminho com derivada continua (e limites
laterais 4(a™) e 4(b™) finitos nos extremos) e com velocidade (t) # 0 para todos os tempos
t € [a,b] é chamado regular (em inglés, smooth).

Um contorno é uma justaposicao v +7v2+- - -+, de um ntmero finito de caminhos regulares.
Em outras palavras, é um caminho v : [a,b] — Q tal que é possivel dividir [a,b] em um niimero
finito de sub-intervalos [ty,tr+1] onde o caminho tem derivada continua e ndo nula com limites
laterais finitos e também nao nulos.

Comprimento. O comprimento do contorno ~ : [a,b] — Q é o integral

b
| = / 5(0)]dt.

O comprimento de um contorno é independente da parametrizacao. De fato, se t : [¢,d] — [a, b]
é diferencidvel, com derivada dt/dr > 0, e se 7 : [¢,d] — Q é o contorno ¥(7) := y(¢(7)),
]

b d d
dy
[ V@l o= aw =L

Uma definigdo alternativa do comprimento, vélida para caminhos nao necessariamente dife-
rencidveis, ¢ o sup Y. ;_ [7(te41) — Y(tx)| sobre todas as particoes a = tg < t; < --- < t, = b do
intervalo [a, b] em um numero finito de sub-intervalos.

dy dt

dt dr dr .

T

Segmentos e linhas quebradas. O caminho z(t) = a + (8 — «), com ¢ € [0, 1], descreve o
segmento [«, 8] de z(0) = « até z(1) = B, percorrido com velocidade constante 2(t) = 8 — a.

Uma justaposi¢ao de um ntmero finito de segmentos [ag, Sx], com k =0,1,...,n, e a1 = Pk
se 1 < k < n — 1, parametrizados com velocidade constante (por exemplo, segmentos horizontais
e verticais) é chamada contorno poligonal, ou linha quebrada. O seu comprimento é >, [Br — axl,
a soma dos comprimentos dos segmentos que formam o caminho.
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Circunferéncias. O caminho z(t) = p+pe®, com t € [0, 27], descreve a circunferéncia S, (p) de
raio p > 0 centrada no ponto p, percorrida no sentido anti-hordrio. A sua velocidade é #(t) = ipe®,
que é um “vetor” tangente & circunferéncia no ponto z(t). O comprimento da circunferéncia é,
naturalmente, 27p.

Integrais de contorno. Sejam 7 : [a,b] = Q C C um contorno e f : @ — C uma fungado
continua (nao necessariamente holomorfa!) definida numa regiao 2 C C contendo a curva v([a, b]).
O “integral da fungdo f ao longo do contorno 4” é o nimero complexo definido pelo integral de
Riemann

[ e [ a0 a

(observe que a funcéo f(v(t))§(t) é seccionalmente contiua, logo Riemann integrével)
Se v é um contorno fechado, i.e. y(a) = y(b), entdo é usada a notagao

%Yf(z) dz

O integral de contorno nao depende da parametrizacdo, mas apenas da orientacao do contorno.
De fato, se t : [c,d] — [a, b] é diferencidvel, com derivada dt/dr > 0, e se 7 : [¢,d] — © é o contorno
(1) :==~v(t(7)), entdo

J - d
/f(z)dz:/ f(&(T))Z—ZdTZ/ f(’Y(t(T)))Z%%dT

b
- / (1)) A(t) dt = / f(2) dz

E também evidente que integral de contorno é aditivo, ou seja, o integral ao longo de uma
justaposicao v = vy1 + 2 + - -+ + Y, € igual a soma

[yf(z)dz:[hf(z)dz—i— 3 (z)dz+---+/ £(2) dz

n

Em particular, nao depende da parametrizacao de cada .
Por outro lado, ao mudar a orientagao do contorno, acontece que

/Vf(z)dz_ Lf(z)dz

Em particular, o integral ao longo do contorno v + (—v) (ou seja, a curva 7 percorrida num
sentido e depois no sentido oposto) é nulo.

e.g. Integral ao longo de um segmento. Uma parametrizagio natural do segmento [«, 3] é
z(t) = a+t(B — a), com t € [0,1]. Assim, o integral de f(z) ao longo do segmento é

f(z)dz = (8- ) / fla+ 18 - a))dt
[, 8] 0

Em particular, se f(z) = ¢ é constante, este integral vale

/[a,mCdZ:/olc(ﬂ_o‘)dtZC(B—a).

Se f(z) = Az é linear, entdo este integral vale
52 _ a2

1
/[a,ﬁ]/\ZdZ:)\/o (a—i—lf(ﬁ—a))(ﬁ_a)dt:)\T7

E claro que, se a = 3, ou seja, se o contorno é o contorno trivial reduzido a um ponto, entao o
integral é nulo, independentemente do valor da fungao no ponto.
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e.g. Integral ao longo de uma circunferéncia. @ Uma parametrizacao natural da circun-
feréncia S,(p) de centro p e raio p, percorrida no sentido anti-horario, é z(t) = p + pet, com
t € [0,27]. Assim, o integral de f(z) ao longo da circunferéncia S,(p), que é tradicao denotar por
“|z2 — p| = p” no simbolo de integracao, é

27 ) )
j{ f(z)dz = ip/ f(p+pe) et dt
lz—pl=p 0

Por exemplo, se f(z) é uma funcao costante, entao o integral é nulo, pela periodicidade da fungao
e,

Aproximacao, estimacao e consequéncias. A restricdo de uma fungao continua f(z) a uma
curva 7, que é compacta, é uniformemente continua. Portanto, se P é uma particdo a = tg < t1 <
-+ < t, = b do intervalo [a,b] em um nimero finito de sub-intervalos de comprimento limitado
por |P| :=supy, |tk+1 — tk|, € se 0s z = y(t)’s sdo os correspondentes pontos de 7, entao

[ 1z = tim 3 fa) (s - 20)
Y k

|P|—0

Isto significa que é possivel aproximar fﬁ/ f dz, com precisao arbitréria, pelo integral ao longo de
uma linha quebrada. Ou seja, para cada ¢ > 0 existe uma linha quebrada ¢, com vértices em -,

tal que
/fdz—/fdz
¥ 4

Teorema 4.7. Se o valor absoluto da funcao continua f(z) € limitado por M nos pontos de 7, e
|v| denota o comprimento do contorno vy, entdo

[y f(z)dz

Uma consequéncia importante é que o limite uniforme comuta com o integral, ou seja,

<e€.

Em particular,

< Myl (4.5)

Teorema 4.8. Se (f,) € uma sucessdo de funcdes continuas definidas na regidgo Q C C que
converge uniformemente para a a fungdo (continua) f, e se y é um contorno em Q, entdo

lim /fndz:/fdz.

Demonstragio. Pela desiguadade (4.5),
/fndz—/fdz /(fn—f)dz
8! v gl
<Nfn = flloo vl =0

quando n — oo. O

Em particular, se a série de funcbes continuas ), f,(z) converge uniformemente (numa regiao
que contém a curva 7), entao é possivel trocar a ordem de soma e integral, ou seja,

L(Xﬂ:fn(z)> dz:zn:Lfn(z) dz.
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Integrais dependendo de parametros. Outra consequéncia importante é a possibilidade
de “derivar em ordem a um parametro dentro do um integral”. Seja f(z,t) uma fungéo continua
das duas varidveis z € Q@ C C e t € (a,b) (ou num aberto de um espago eucldiano R™). Seja
v :[e,d] = © um contorno. A funcao

F(t) = / f(z,t)dz

é um integral que depende do parametro t. E claro, pela compacidade da curva ~y, que F(t) é
uma fungao continua de t.

Teorema 4.9 (regra de Leibniz).  Seja f(z,t) uma fungao continua das duas varidveis z €  C C
et € (a,b), com derivada parcial continua (0f/0t)(z,t). Se~y é um contorno em ), entdo o integral
de contorno f,y f(z,t)dz € derivdvel em ordem at, e a sua derivada €

d 0
ﬁAf(z,t)dz:Aéf(z,t)dz

para todo t € (a,b).

Demonstrag¢ao. Fixados t € (a,b) e h > 0 suficientemente pequeno, pelo teorema do valor médio
e a linearidade do integral,

F(t+h)— F(t) :/f(z,zH—h)—f(z,t) dzz/af

A o E(z,t—k@) dz

onde 6 = 0(z,h) € [0, h], e portanto

F(t+h)— F(t) of of o7
st ’y(f%(z’t)dzzfy(at(z,t—i-e)—at(z,t)) dz

Pela continuidade de (0f/0t)(z,t) e a compacidade da curva 7, para cada € > 0 existe § > 0 tal
que se h < J entao
of of

—(z,t+60) — —(z,t)| < su
8t( ) at( )’ |t7t’F<6

0 0
S t) = S| <l

para todo z € |y|. Entéo, pelo teorema 4.5,

F(t+h)—F(t
Mf/g(z,t)dz <e.
h 5 Ot
O teorema segue pela arbitrariedade de €. O

A regra de Leibniz também se aplica as derivadas parciais de fungdes dependentes de mais
parametros.

Covariancia, ou mudancga de varidvel. A leitura correcta (mas nao utilizada!) de f,y f(z)dz
é “integral da forma f(z)dz ao longo do contorno +”, devido & seguinte “covariancia”, ou regra
de “mudanga de varidvel”. Seja g : ' — Q uma fungéo holomorfa com derivada continua (esta
hipétese é desnecessdria, pois mostraremos que as fungoes holomorfas sdo infinitamente derivaveis!),
que envia z — ¢ = g(z). Sejam 7 : [a,b] — € um contorno, e g*y := go~ : [a,b] = Q o contorno
imagem. Entao, se f:Q — C é uma funcao continua,

b
[ 1©d= [ satengamina = [(Fone (e
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e portanto, na notagao de Leibniz,

[ s@ac= [ scen S as (1.6)

Ou seja, o integral da forma f(¢) d¢ ao longo do contorno imagem g*v é igual ao integral da forma
“pull-back” g.(f(z)dz) := (fog) ¢'(2) dz, obtida ao substituir ¢ por g(z) e d¢ por ¢'(z) dz = % dz,
ao longo do contorno v.

Calcule, se possivel,

/zdz /(i—zQ)dz /xdz /z"dz /Edz
8! 8! ¥ v g

quando v é o segmento t + t(3+1i), com t € [0, 1], quando v é o arco de pardbola t + t +it?, com
t € [~1,1], quando 7 é o arco de circunferéncia 6 + re?®, com 6 € [0,7] e r > 0, e quando 7 é a
espiral ¢ — e~V com t € [0, 27].

Calcule (as circunferéncias sao orientadas positivamente e parametrizada da forma natural:
a circunferéncia |z — a| = p é a imagem de y(t) = a + pe', com ¢ € [0, 27])

dz dz dz
2
}{ = dz j{ 22 -1 j{ z % N
|z|=3 |z|=2 |z|=1 |z—i|=1

Primitivas. A fun¢do holomorfa F € O(R) é dita primitiva da func¢do continua f € C(Q2) se
F'(z) = f(z) (nos pontos da regido 2 C C onde estao definidas).

E imediato calcular que, se F/ = f e v : [a,b] — £ é um contorno de v(a) = « até y(b) = S,
entao

[ 1erdz=F(6) - F(@) (4.7)

Ou seja, f,y fdz apenas depende dos pontos inicial e final de . De fato, se G(t) := F(y(t)), entéo
a férmula de Barrow 4.5 implica que

b b b
[ ro@iwd = [ Faw)yitd= [ 6 ®i=60) -6,
Esta férmula generaliza a férmula de Barrow, ou seja, o teorema fundamental do cédlculo de

Newton e Leibnitz. Em particular,

Teorema 4.10. Uma fungdo continua f(z) admite uma primitiva F(z) em uma regidgo @ C C

sse
ff(z) dz=10
gl

para todos os contornos fechados v em 2.

Demonstracao. Se f(z) admite uma primitiva em €2, entdo os integrais de contorno sao nulos cada
vez que o ponto final é igual ao ponto inicial, pela (4.7).
Vice-versa, fixamos um ponto p € €, e definimos, para cada ponto z € €,

ﬂazéﬁmmazLﬂo«

onde v : [0,1] — © é um caminho arbitrdrio de v(0) = p até v(1) = z (que existe porque uma
regido é conexa por arcos). Este integral apenas depende dos pontos p e z, e ndo do contorno
escolhido. De fato, se n é um outro contorno de p até z, entao v — 1 é um contorno fechado,
logo f%n f(z)dz = 0, e portanto fv f(2)dz = fn f(2)dz. A diferenca F(z +w) — F(z), se |w| é
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suficientemente pequeno, é igual ao integral de f ao longo, por exemplo, do segmento t — z + tw,
com t € [0,1], e portanto

F(z—i—w)—F(z)z/ f(C)dC:w/O flz+tw)dt.

[sz+w]
Pela continuidade de f, este tltimo integral é igual a f(z) + O(w). Consequentemente,

F(z+w) — F(z)

= f(z)
quando w — 0, ou seja, F' é derivdvel em z e a sua derivada é F'(z) = f(z). O

Usando a derivacao de um produto, a mudanga de varidvel (4.6) e a (4.7), verifique a seguinte
férmula de integragdo por partes: se f(z) e g(z) sdo holomorfas em 2, e v : [0, 1] — € é um contorno
de v(0) = a até (1) = 3, entdo

/f(Z)g'(z)dZ=f(B)g(ﬂ)—f(a)g(a)—/f’(Z)g(Z) dz

~

Calcule

/ezdz /(23—iz2+7—z’)dz /d—i
2! v v %

quando v é o contorno ¢ + sin(nt) + iet, com ¢ € [0, 1].

f 2" dz % e dz 7{ dz
lz1=p lz|=p lz—al=p # — @

Mostre que se 7 é o arco de circunferéncia () = a + pe'* com t € [01,65], entdo

dz .
Lza—z(ﬁg—al).

Calcule

Mostre que
?{ (za)”dz{(,) se n# -1
l2—al=p 127 sen=—1
A fungdo f(z) = 1/z, definida em C* = C\{0}, admite primitivas? E f(z) =% ?

4.3 Teorema de Cauchy-Goursat e primitivas locais
As fungbes holomorfas admitem primitivas locais.
Campos conservativos e teorema de Green-Stokes. Todo campo de forgas em dimensao

um é conservativo, pois apenas ha uma maneira de se deslocar entre dois pontos da reta. De fato,
uma primitiva do campo f(x), definido num intervalo I da reta, é o seu integral indefinido

Pla) = / " ryat

a partir de um ponto arbitrario a € I. Pelo teorema fundamental do cdlculo, F’'(x) = f(z) nos
pontos do intervalo onde o campo é continuo.



4 INTEGRACAO COMPLEXA E TEOREMA DE CAUCHY 7

Em dimensao superior, as coisas sao diferente. O differencial w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy é dito
ezato no dominio 2 C R? se existe uma funcdo U : Q — R de classe C', dita primitiva, tal que
dU = Pdx + Qdy, ou seja,

ou oUu
Ox ¢ oy @
Uma primitiva pode ser pensada como um potencial do campo de vetores F := —VU = —(P, Q),

que é entao dito conservativo. Se ¢ é um valor regular de U (ou seja, se VU # 0 nos pontos onde
U(z,y) = c), entdo a curva de nivel

Yei={ (z,9) € QCR? t.q. U(x,y) =c},
ortogonal ao campo de vetores F, é uma solugao implicita da “equagao diferencial exata”
P(z,y)dx+ Q(z,y)dy =0.
O teorema de Euler-Poincaré diz que

Teorema 4.11 (Euler-Poincaré). O diferencial w = P(x,y)dz + Q(x,y)dy, definido num dominio
(simplesmente conexo) convexo 2 C R? (por exemplo, um disco ou um retdangulo) é exato se e s6
se € fechado, ou seja, se

0Q 0P or _0Q

dw := (ax&y)dx/\dyO ou seja, se ?yiax'

Neste caso, um potencial é dado pelo integral de linha
U(z,y) = —/F~dr
¥

onde r : [0,1] — © C R? é um contorno entre um ponto fixado r(0) = (x9,%0) € € e o ponto
genérico r(l) = (z,y). Fisicamente, U(x,y) é trabalho feito pela forca F para deslocar uma
particula de prova do ponto (zg,yo) até ao ponto (x,y). Por exemplo, se  é um retangulo, é
possivel escolher um caminho horizontal de (xg,yo) até (z,y0), e depois um caminho vertical de
(z,y0) até (z,y), e definir um potencial

U(may):/xp(t,yo)dt—&-/yq(:z:,t)dt.

0 Yo

=¥

A independéncia de U do caminho, quando o diferencial é fechado, é consequéncia do teorema
de Green-Stokes. Seja Q C R? uma regido do plano limitada por um contorno fechado simples
09). Entao o teorema de Green-Stokes diz que o integral faﬂw ao longo da curva 012, orientada
positivamente, é igual ao integral fQ dw, ou seja,

Teorema 4.12 (Green-Stokes). Se Q C R? ¢ uma regido limitada pelo contorno fechado simples
092, e pdx + qdy € uma forma diferencial com derivadas parcias continuas em §2, entdo

f pd:c—|—qdy:/(aq—6p> dx N\ dy
o0 o \dz Oy
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Seja Q C C uma regiao limitada pelo contorno fechado simples 7. O integral de uma fungao
continua f(z) = u(x,y) + iv(z,y) ao longo da fronteira I =+ é definido pelo integral de linha

/Wf(z)dz?{(quiv)d:ch(iuv)dy,

Se f é holomorfa em (2, e assumimos também que f € C1(Q) (esta é consequéncia da derivabi-
lidade complexa, mas ainda néo sabemos!), entao as equacoes de Cauchy-Riemann (2.4) implicam
o seguinte milagre:

d(fdz) = d((u+iv)(dz + idy))
=d ((u+w)dzx + (iu — v)dy)

Ou Ov Ou Ov

Pelo teorema de Green-Stokes 4.12; o integral de fdz ao longo de OS2 é zero.

Teorema de Cauchy-Goursat. Os mateméticos andam muito orgulhosos de ter sido capazes
de demonstrar o resultado anterior sem hipdtesis adicionais sobre a continuidade das derivadas
parciais da funcdo. A demonstragio, de Goursat, usa apenas a diferenciabilidade de f(z), ou seja,
a aproximagao linear f(p + z) ~ a + Az, vélida para z pequenos, e o integral elementar

j[(a+>\z)dz:0

se v é um contorno fechado. Também problemético é o significado de expressoes como “regido
limitada pela curva” no préprio enunciado do teorema de Green-Stokes. Por esta razado, uma
primeira versao costuma ser enunciada para regidoes muito simples, como triangulos ou retangulo
(a prova é essencialmente a mesma).
Um trigngulo T = T(a,b,c) é o menor convexo que contém trés pontos do plano, a,b,c. A
sua fronteira 9T é a justaposicao dos segmentos [a, b], [b, ] e [c,a], nesta ordem.

Teorema 4.13 (Cauchy-Goursat). Se f(z) € holomorfa na regido Q2 C C, e T C Q € um tridngulo,
entao

f(z)dz=0 (4.8)
oT




4 INTEGRACAO COMPLEXA E TEOREMA DE CAUCHY 7

Demonstra¢ao.  Seja ’f@T f(z) dz| = 1. Os pontos médios dos lados dividem o triangulo 7' em 4
sub-triangulos, e a soma dos integrais de f ao longo destes 4 sub-triangulos é igual a 558 r fdz, por
causa das cancelagoes nos lados comuns. Portanto, existe um destes sub-triangulos, que chamamos
Ty, tal que

(2)dz| > n/4

oT
Podemos iterar o processo, e construir a familia decrescente de triangulos --- C 1,41 C T, C ...
tais que

(2) dz| > n/a"

Ty,

Se £ é o didmetro de T (i.e. o comprimento do lado maior), entdo o didmetro dos T,, é £/2",
que — 0 quando n — co. Seja p € T a intersecao dos T,’s (que existe pelo teorema de intersegao
de Cantor).

Como f(z) é holomorfa, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

’W—A‘<e logo |f(2) —a—=Az—p)| <elz—p|

se 0 < |z—p| <9, onde a= f(p) e A= f'(p). Se n é suficientemente grande, o tridngulo T, estd
contido no disco de raio ¢ & volta de p. Como §,.. (o + A(z — p)) dz = 0 (porque as fungdes afins
tém primitivas),

f(z)dz

oTy,

74 (f(2) — & — Az — p)) d
oTy,

ngnE(z—p)dz

Neste tltimo integral, |z — p| é limitado pelo didmetro de T),, que é £/2™, e o comprimento (i.e.
o perimetro) de 9T, é limitado por 3¢/2". Logo, pela desigualdade (4.5),

<

0<np/4" < ‘?{ f(2)dz| < e302/4"
AR,

e portanto 0 < 1 < 3(%c. A arbitrariedade de € > 0 implica que 7 = 0. O

Serd 1til, para provar a férmula integral de Cauchy, observar que o teorema continua valido
com uma hipétese apenas (aparentemente) mais fraca.

Teorema 4.14. Sejam Q C C uma regiao e p € Q. Seja f(z) € uma fungao continua em § e
holomorfa em Q\{p}. Entao para todo triangulo T C §2

f(z)dz=0
aT

Demonstracio. E claro que, a menos de dividir o triangulos em sub-triangulos, podemos assumir
que p é um dos vértices de T'= T'(p,a,b). Dado 6 > 0, sejam a’ e b’ pontos dos lados [p,a] e [p, b],
respetivamente, a distancia § de p.
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Entao o integral de f(z) ao longo de 9T é igual a soma

f(z)dz = ;4 f(2) dz + f f(2) dz + f f(2) dz
oT T (p,a’,b") T (a’,a,b’) T (a,b,b")

Os tltimos dois integrais sao nulos pelo teorema 4.13. O primeiro integral é limitado por

j{ f(2)dz
oT (p,a’,b")

e portanto tende para zero quando & — 0, pela continuidade de f(z). O

<45 sup |f(2)
[z—p|<é

Consequéncia imediata do teorema de Goursat 4.13 é que as funcoes holomorfas admitem
sempre primitivas “locais”, ou seja, definidas em discos suficientemente pequenos.

Teorema 4.15 (existéncia de primitivas locais).  Seja f(z) € uma fungdo holomorfa na regigo
QO C C, seja D = D,(p) C Q um disco contido nesta regiGo. Entao f(z) admite uma primitiva
F(z) em D, e, consequentemente,
§ 1as =
¥

para todo contorno fechado v C D.

Uma primitiva é dada explicitamente pela férmula de Poincaré

1
Fe)= [ fodc=-2 / F(p+t(z — p)) dt (4.9)

[p,2]

ou seja, é obtida ao integrar f(z) ao longo do segmento que une um ponto arbitrario p (por exemplo,
o centro do disco) ao ponto varigvel z.

Demonstragao. Se z € D,.(p) e w é suficientemente pequeno, o triangulo T' = T'(p, z, z + w) estd
contido no disco D,(p). Pelo teorema de Goursat 4.13,

$roa= [ roac+ [ podc [ pod=o
[p,2] [z,2+w] [z+w,p]
Entao, se F(z) é definida pela (4.9),

F(z+w)— F(2)

< f(Q)d¢ — f(Z)dC>
[z,24w] [z,24w]

/Z ECCRYEINS

gl— g~
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Pela continuidade de f(z),

—fe)| < sup [f(Q) = f(2)] =0

w I¢—z|<|w]|

quando w — 0. O

Determine uma primitiva da func@o inteira f(z) = az + 8 usando a férmula de Poincaré
(4.9).

4.4 Homotopias e teorema de Cauchy global

Consideragoes topolégicas permitem extender a existéncia de primitivas locais. E possivel evitar as
dificuldades topoldgicas (e portanto a necessidade de “acreditar” no teorema da curva de Jordan
ou no significado de “percorrer uma curva observando uma regido a esquerda” ...) e restringir
as possiveis regides “simplesmente conexas” a triangulos, retangulos, discos, semi-planos, ...No
entanto, é importante ter uma ideia do alcance da teoria, sendo que usa ideias “fisicamente”
intuitivas, embora de dificil formalizagao.

Integral ao longo de curvas. Uma primeira consequéncia da existéncia de primitivas locais é
a possibilidade de dar um sentido ao integral fv f(2)dz quando 7 : [0,1] — £ é apenas uma curva
continua, ndo necessariamente diferencidvel, e f(z) é holomorfa em Q C C. Pela compacidade da
imagem 7, é claro que existe uma particao 0 = tg < t; < --- < t, = 1 do intervalo em n sub-
intervalos, tal que a imagem 7y da restricao v, : [tg, tr+1] — 2 da curva 7 ao k-ésimo sub-intervalo
estd contida num disco Dy, C Q. Se Fj(z) é uma primitiva local de f(z) em Dy, podemos entao
definir

/ £(2)dz == Fy(prsr) — Fi(p)

onde py = v(tr), e portanto definir

Lf(z)dz:z/yof(z)dz—f—/%f(z)dz+...+/%lf(z)dz‘

E possivel provar que esta definigao nao depende da escolha da particao com estas propriedades
nem das escolhas das primitivas locais. Esta construgao equivale a dizer que o integral de f(z) ao
longo da curva « é igual ao integral de f(z) ao longo do caminho poligonal passando pelos pontos

Do, P1, - - -, Pn, POIS, sempre pela existéncia de primitivas locais, f% f(z)dz = f[pk o] f(z)d=.

Invarancia do integral por variagoes do caminho. Sejam ) C C uma regiao do plano
complexo, e v : [0,1] — € um caminho entre os pontos v(0) = a e v(1) = 5. Uma variagéo de v
(ou uma deformagdo , ou uma homotopia que preserva/fixa os extremos) é uma fungao continua
I':[0,1] x [0,1] — € tal que I'(s,0) = o e I'(s,1) = 8 para todo s € [0,1], e tal que I'(0,¢) = ~(¢)
para todo t € [0,1]. Em outra palavra, uma varia¢do é uma familia continua de curvas v, := I'(s, -)
(definidas por ~,(t) := I'(s,t)), parametrizada por s € [0.1], com os mesmos pontos inicial e final.
O caminho “final” 7 :=T'(1,) é também chamado “variagdo” do caminho “inicial” ~.

Teorema 4.16 (invaridncia por variagoes). Seja f(z) uma fungdo holomorfa na regiao Q. Se
n:[0,1] = Q é uma variagio do caminho 7 : [0,1] — Q em Q, entao

/Wf(z)dz:/nf(z)dz
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Demonstrag¢do. A ideia é que, pela compacidade da imagem T := I'([0, 1] x [0, 1]), toda variacao
pode ser pensada como uma sucessdo finita (num sentido 6bvio) de variagdes “pequenas”, e é
portanto suficiente provar o teorema para tais variagoes. Uma variagao é pequena se existe uma
particao 0 =tg < t; < --- < t, = 1 tal que, para cada k, as imagens 7, e 7, das restricoes de y e 7
ao sub-intervalo [tg, tp+1] estdo contidas num disco Dy C Q. Sejam & os lagos i + [Pk+1, Gr+1] —
Mk — [Pk, qr), onde pr = v(tg) e g = n(tg). Pelo teorema 4.15, cada integral ffk f(2)dz é nulo.
Mas, por causa das cancelagoes nos segmentos intermédios,

:Z;: . f(z)dz=/7f(z>dz—/n f(z)dz.

Homotopias de lagos. Seja Q C C uma regido do plano complexo. Os lagos v : [0,1] — Q
en:[0,1] — Q sdo homotdpicos em € se existe uma fungdo continua T' : [0,1] x [0,1] — €, tal
que v :=I'(s,) : [0,1] — Q (definido por ~,(t) := I'(s,t)) é um lago para todo o s € [0,1], e tal
que 9o =v e~y =n. A fungao I' é chamada homotopia ente v e n. Ou seja, uma homotopia é
uma “deformacgao continua do lago v no lago n”. E claro que “ser homotépicos” é uma relacao de
equivaléncia no espaco dos lacos (definidos numa regido fixada ), denotada por v ~ 7.

Essencialmente o mesmo argumento da prova do teorema 4.16, tendo em conta que as condicoes
sobre os extremos dos contornos sao substituidas pela periodicidade dos lagos, mostra que

Teorema 4.17 (invariancia por homotopias). Seja f(z) uma fungdo holomorfa na regiago Q C C.
Sev:10,1] = Q en:[0,1] = Q sao dois lagos homotdpicos em Q, entao

f;f(z)dzl{f(z)dz

Um lago homotdpico a um lago constante (i.e. ao lago n(t) = p para todo o t) é dito contrativel.
E intuitivamente claro que um lago nao é contrativel se dd4 uma volta em torno de um “buraco”
da regiao Q.
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Consequéncia imediata do teorema 4.17 é

)

Teorema 4.18.  Sejam f(z) uma func¢ao holomorfa na regiago Q2. Se o lago v : [0,1] — Q €
homotdpico em 0 a um lago constante, entao

ﬁf(z)dz:o.

Regioes simplesmente conexas. Uma regiao 2 C C do plano complexo é simplesmente
conexa se é conexa (por arcos, sendo um aberto) e se todo o lago em ) é contrativel. Em palavras
do dia a dia, estas sao as regides que “nao tém buracos”.

SIMPLeSHMETE

CONE XD CORNEXD

O

Exemplos sao as regices convezras, regioes C C C que contém o segmento entre cada par de
seus pontos, i.e. tais que se a, 8 € C entdo também [a, 8] := {a+t(8 — ), t € [0,1]} C C. De
fato, se v : [0,1] = C é um lago com v(0) = p, entdo I'(t,s) = sp+ (1 — s)y(¢) é uma homotopia
entre 7y e o lago constante igual a 7n(t) = p para todo t.

Exemplos mais gerais sio regices estreladas (em inglés, star-shaped) S C C, tais que existe um
ponto p € S tal que para todo z € S, o segmento [p,z] C S.

Consequéncia do teorema 4.18 ¢ a seguinte versao do teorema de Cauchy.

Teorema 4.19 (Cauchy). Se f é holomorfa na regiao Q0 simplesmente conezxa, por exemplo,

conveza, entao
j{ f(z)dz=0
¥

para todos os lagos v C €.

Na pratica, sera tutil aplicar o teorema a regides particularmente simples, como retangulos,
circunferéncias, semi-circunferéncias, setores angulares, “keyholes” ..., como estas limitadas pelas
curvas esbogadas em baixo e outras que irao aparecendo nas aplicagoes. Para estas regioes, nao
é dificil construir explicitamente (ou pelo menos imaginar como construir explicitamente) umas
homotopias que reduzam a um ponto todo caminho fechado.
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Curvas de Jordan. Uma curva genérica, a imagem do intervalo [0, 1] por uma fungéo continua
¢ :[0,1] — R2, pode ser um objeto complicado. Nem é claro que seja uma figura “unidimensional”
(seja qual for a defini¢io de dimensao). Por exemplo, existem fungoes continuas de [0, 1] sobre o
quadrado unitdrio [0,1] x [0, 1] (hoje chamadas curvas de Peano'’, ou space filling curves). Tais
curvas nao sao injetivas. Por outro lado, uma curva fechada e simples “divide o plano em duas
partes”. Este é o contetido do famoso teorema da curva de Jordan'!, cuja prova (elementar mas
dificil!) pode ser encontrada, por exemplo, em [Sm03a].

Teorema 4.20 (Jordan). Seja v uma curva fechada e simples. O seu complementar C\y € a
reunido disjunta de dois subconjuntos abertos e conexos: uma regiago limitada Qg e uma regiao
tlimitada Qo, cuja fronteira comum € a curva 7.

Lo
1}

Uma curva fechada e simples é chamada curva de Jordan. A regido limitada Qg é chamada
interior da <y, e a regiao ilimitada 2., é chamada exterior de . A orientacao positiva de um
caminho fechado simples é a orientagao tal que “ao deslocarmo-nos ao longo do caminho observamos
o interior & nossa esquerda”.

E claro que as curvas esbogadas acima sdo curvas de Jordan, e para estas curvas nao é dificil
provar o teorema de Jordam com métodos elementares. Curvas deste género sao suficientes para
todas as aplicagoes elementares da teoria das funcoes holomorfas presentes nestas notas.

E possivel provar que uma regao 2 C C é simplesmente conexa quando o interior de todo o
caminho fechado simples  em € est4 contido em 2, ou quando o seu complementar C\(2 é conexo.

Por outro lado, uma curva de Jordan «, e umas outras curvas de Jordan vy, s, ..., ¥n, contidas
no interior de 7, e cada uma no exterior das outras, formam a fronteira de uma regido multiplamente
conexa (informalmente, o interior de v com n buracos). A versdo do teorema de Cauchy para regices
multiplamente conexa é entao a seguinte.

Teorema 4.21 (Cauchy). Seja Q C C uma regidgo limitada, cuja fronteira é uma reunido disjunta
0 =vyUvy Uy U...U~, de contornos fechados simples. Se f é holomorfa numa vizinhanga de
Q, entao

f(z)dz=0 (4.10)

o0

10G. Peano, Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane, Mathematische Annalen 36 (1890), 157-160.
11C. Jordan, Cours d’Analyse de UEcole Polytechnique, Gauthier-Villars, Paris, 1887.
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- va & faz . va “exteri vas 4 .

A ideia da prova é fazer “cortes” que juntem a curva “exterior” - com as curvas “interiores”
v&’s, como ilustrado na figura, até representar o integral como um integral ao longo da fronteira
de uma regiao simplesmente conexa.

ex: Calcule

3 2
?{ iy 7{ 2 f{ QL
‘z‘=22*3 \z\=1272l |Z|=1Z +2Z+2

j{ e? d % dz
4 e
2j=1 22 +4 |z42|=1

. . . 7 ~ 7’ -_— 2 ~
Integrais gaussianos. Uma gaussiana é uma funcdo do género C'e=**" onde C e A > 0 sdo
parametros reais. O célculo

oo 2 oo oo
(/ ez /2 dm) = </ e~ /2 da:) (/ e V2 dy)
= // e~ @ /2 gy dy
RQ
27 00 R
:/ / e "2 rdrdo = 2r
0 0

/ e /2 g = V2.

mostra que

—TX

. .2 . 2, . . .
Mais uma mudancga de varidveis mostra que g(z) = e é uma gaussiana normalizada (ou seja,

é uma densidade de probabilidades), pois

/ e dr =1. (4.11)

— 00

A funcéo f(z) = e~ ¢ inteira. Portanto, o seu integral fv e dz ao longo do retangulo v de
vértices £R e £R + i€ (com & real) é nulo.

c§
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Mas este integral é a soma dos integrais

R 2 € . \2 R 2 £ SN2
/ e " d:chi/ e~ m(Rtiy) dyf/ e~ T(@+iE) d:vfi/ e (=R gy
-R 0 -R 0

No limite quando R — oo, os dois integrais a0 lozngo dos lados verticais tendem para 0, pois o valor
absoluto do integrando é limitado por e~ ™% =€) e o comprimento do contorno é |€]. O resultado
é que

oo 2 . 2
/ =TT T2mIET Jo  ,—7E (4.12)

— 00

. . — 2 ’ .
Ou seja, “a gaussiana g(z) = e~™ é um ponto fixo da transformada de Fourier”.

Calcule o integral gaussiano genérico

o0 2
/ ce N dr .
— 00

0o
2 . 2
/ e~ /)\6—271'153: dr = 6—71')\5

— 00

Deduza que

Integrais de Fresnel. Os integrais de Fresnel sao as fungoes transcendentais

x 00 x4n+1
Cw) = [ o)t = 31 gy

o
m4n+3

S(z) ::/ sin(t?) dt = 3 (~1)" e

0

n=0

(as séries de poténcias sdo obtidas integrando as séries de ponténcias das partes real e imagindria
2 N
de €%). A fungao
P22 ..
e*" = cos(2?) +isin(z?)

é inteira. Portanto, o seu integral fv ¢** dz ao longo do setor angular v formado pelos segmento

de 0 até R > 0, pelo arco de circunferéncia Re* com t € [0,7/4] e pelo segmento de Re™/* até 0,
¢ nulo.

A

Mas este integral é igual a

R = /4 . o ) R )
/ et dt + Z/ ezR (cos(2t)+1 sm(2t))Rdt o ewr/4/ et dt
0 0 0
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No limite quando R — oo, o segundo integral tende para 0. De fato, usando a desigualdade
elementar

2
1 >
sin(9) > - 0

vélida para angulos 0 < 6 < 7/2, é possivel ver que o valor absoluto da funcdo integranda é
limitado por
eiRz(cos(2t)+isin(2t))R < Re—R2 sin(2t) Re—(4R2/ﬂ')t

sendo 0 <t < 7/4. Entao, o valor absoluto do segundo integral é limitado por

2
1—e T

w/4
—URmt g _ploet T
R/o e dt =R R S IR

O limite quando R — oo do terceiro integral é proporcional ao integral gaussiano fooo e dr =
V)2, e é dado por e~"™/* \/w/4. O resultado é que os limites dos integrais de Fresnel C(x) e
S(z) quando z — oo sdo

/ cos(xz)dx:/ sin(z?) de = \/7/8.
0 0

Integrais tipo Fresnel. Uma generalizagao sao integrais do género

o .
/ 67,)\1 dx
0

comn =0,1,2,3,.... A funcado e é inteira. Se 7 denota o contorno que limita um setor
angular de amplitude 7/2n e raio R, entdo

0= %ei)‘zn dz
vy

R w/2n R
_ / ei)\r" dr + / ei)\R(cos(nQ)-i-i sin(nh)) iRei@ do — eiﬂ’/2n / e—Ar" dr
0 0 0

Az

O limite quando R — oo do primeiro integral é o que queremos calcular. Quando R — oo, o
segundo integral tende para zero, porque na regiao de integracao sin(nf) é positivo. O limite do
terceiro integral quando R — oo pode ser calculado usando a substituicao t = Ar™,

R —1/n 0o —1/n

n A A

/ e M dr = / et dt = L(1/n)=A"Y" T(1+1/n)
0 n 0 n

onde a func¢do Gama, que extende o fatorial, é definida pelo integral impréprio
oo
[(z) := / > te ™ dx
0
e satisfaz a equagao funcional I'(z + 1) = 2T'(2) se R(z) > 0. A conclusio é que
- )
/ ezAT dr = 6177/271 )\—l/n 1-\(1 + 1/n)
0
Em particular, os integrais de Fresnel sao

/ eEA dp = Vr/Aetin/4 (4.13)

4.5 Logaritmos

Um logaritmo complexo, ou seja, uma funcao inversa do exponencial, nao pode existir, sendo o
exponencial uma funcao periddica de periodo 27i. E possivel definir “ramos do logaritmo”, ao
integrar o seu diferencial dz/z em oportunas regides simplesmente conexas.
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Logaritmos. Um logaritmo do ntimero complexo z # 0 é um niimero complexo w tal que e* = z.
Sew=r+il#0,comr €Ref R, entao e¥ = z sse

e" =|z| e e’ ==,

e portanto sse r = log |z| é o logaritmo do ndmero positivo |z| (definido pelo integral logz :=
[{ dt/t), e 6 ¢ um argumento de z, ou seja, um angulo tal que cos(f) + isin(f) = z/|z|, definido a
menos de multiplos inteiros de 2w. Ou seja, o logaritmo complexo pode ser definido como sendo
a “funcdo multivalorada” (em inglés, “multivalued function”) que envia um ndmero complexo
z = pe'?, com p > 0, no conjunto enumeravel de pontos

log(pe® ) = log(|z]) + i arg(z) = log(p) + i(6 + 27Z) .

E possivel definir um logaritmo principal Log : C* — C, escolhendo o argumento principal
Arg(z) € (—m,7]. Entdo, se z = pe ® com p>0e € (—m,7],

Log(pe™ ) := log(|2]) + iArg(z) = log(p) +i(0) .

Observe que o logaritmo principal nao é continuo nos pontos da semireta R_ C C dos nimeros
reais x < 0.

Poténcias. E natural entdo definir poténcias (nao inteira) z%, com z € C* e a € C, por meio
da férmula
z% 1= exp (alog(z))
Quando o argumento é um numero real z = x > 0, esta é uma fungao bem definida se log é o
logaritmo natural de uma varidvel real positiva. Em geral, se z = pe’® € C*, entdo 2* é a funcdo
multivalorada que assume o conjunto de valores

2 — ea(log p+i(0+27Z))

Por exemplo, i® = €'®7/2 127 com n € Z. Se a é real e irracional, um teorema famoso de
Kronecker'? ([HW59] XXIII, Theorems 438, 439 and 440) diz que os pontos €‘*?™ com n € Z,
formam um conjunto denso na circunferéncia unitarial

Uma alternativs é definir poténcias usando o valor principal do logaritmo, ou seja, como

2% := exp (aLog(z))

E importante ter cuidado em manipular poténcias, pois a lei dos expoentes (2%)% = 28 é, em
geral, falsa.

Ramos do logaritmo. Uma fungao holomorfa e inversa do exponencial exp : C — C* néo pode
existir. De fato, esta seria uma fungado holomorfa f : C* — C do plano perfurado C* sobre o
plano complexo C, com derivada f'(z) = 1/z (porque (f(e“))’ = w implica, pela regra da cadeia,
f'(e”)e® =1, e portanto f'(z) z =1). Mas o célculo

d
?{ & _ 21
|z|]=1 #

(o periodo do exponencial!) mostra que 1/z ndo admite primitiva na regiao C*. O problema é
que C*, a imagem do exponencial, ndo é uma regido simplesmente conexa.
Se 2 C C* é uma regido simplesmente conexa (que nao contém a origem), entao, pelo teorema
de Cauchy, fv dz/z = 0 para todos os contornos fechados v C . Portanto, fixado um ponto
p=e* €, podemos definir uma primitiva de 1/z como o integral

" dg
» G

ao longo de um contorno arbitrario v de p até z em Q.

L(z):==a+

121,. Kronecker, Die Periodensysteme von Funktionen Reeller Variablen, Berliner Sitzungsberichte (1884), 1071-
1080.
L. Kronecker, Naherungsweise ganzzahlige Auflosung linearer Gleichungen, Monatsber. Kéniglich. Preuss. Akad.
Wiss. Berlin (1884), 1179-1193, 1271-1299.
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Su

<+

O

Entdo L'(z) = 1/z e L(p) = o A funcdo e”(*) /2 tem derivada nula, logo é constante e igual a
el?) /2 = el®P) /p = 1. Portanto

e é natural chamar L um ramo do logaritmo. E entdo possivel definir os correspondentes ramos
das poténcias, usando a férmula z* := exp(aL(z)).

Uma possibilidade é cortar o plano ao longo de uma semi-reta £ saindo da origem, e considerar

a regido simplesmente conexa 2 = C*\¢. Uma escolha natural é QO = C*\R_ (i.e. retirar do plano

a semi-reta dos reais nio positivos) e o ponto p = 1 = € onde L(1) = 0. Entdo L é o logaritmo

principal. De fato, se z = pe®® com p > 0 e 6 € (—7,7), entdo podemos escolher um caminho que

é a justaposicao do segmento [1, p] da reta real e o arco de circunferéncia pe®, com t € [0,6]. Entdo

L(z) = /19 d?x + /00 dlpe”) =log(p) + 6.

peit

Z
(]
——
! P
Funcgoes trigonométricas inversas. Se z = sin(w), entdo W := €™ satisfaz a equagdo
quadratica W2 — 2izW — 1 = 0. As raizes sao Wy = iz & /1 — 22, e satisfazem W, W_ = —1.

Entao +iw = log (zz +v1-— 22). Em particular,
arcsin(z) = —i Log (zz +V1- 22)
é o ramo do arcoseno tal que arcsin(1) = 7/2.

Se z = tan(w), entdo W := e satisfaz a equacdo quadratica W2(1 —iz) = 1 +iz. Entao
+iw =log ((1 4 iz)/(1 —iz)). Em particular,

arctan(z) = % Log (Z + Z)

é o ramo do arcotangente tal que arctan(l) = 7 /4.

Calcule . ' ,
log(i)  Log(—i) 2 i7"  (=1)*

Compare (—1)% com ((—1)?)%.
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Resolva as equacoes

sin(z) = 2 log(z +1) =i ef=2 ef =1

Determine uma férmula para arccos(z).

Verifique que

1
arctan’(z) = e arcsin’(z) = arccos’(2)

cosh(z) =1

1

V1—22'

88
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5 Foérmula integral de Cauchy e séries de Taylor

5.1 Foérmula de Cauchy

Uma “férmula integral” relaciona os valores de uma func¢ao holomorfa num ponto com os seus
valores nas curcunferéncias de raio suficientemente pequeno em torno deste ponto.

Foérmula integral de Cauchy. Todas as poténcias 2™ admitem uma primitiva, exceto quando
n = —1. De fato, se a circunferéncia |z| = p é parametrizada por z(t) = pe’*, com t € [0, 2], entdo
dz/z =idt (ou seja, dz/z é i vezes o diferencial do argumento de z), e portanto

27
j{ %:/ idt = 2mi . (5.1)
lz|=p # 0

Seja f(z) é uma fungao holomorfa numa regiao Q@ C C que contém um disco fechado D,(p).
Seja y(t) = p+ pe't, com t € [0,27], a circunferéncia de raio p centrada em p percorrida no sentido
anti-horario. Entao a funcao

S

9(2)=pr

é holomorfa na regiao perfurada Q\{ p} . Pelo teorema 4.17, o integral

]{z_p_p 9(z)dz

ji_plzg 9(2) dz,

onde € < p é arbitrariamente pequeno, pois as duas circunferéncias sdo homotépicas em Q\{ p}.
Outra maneira de ver isto, consiste em juntar as duas circunferéncias por meio de dois raios muito
préximos, e observar que o caminho resultante 7, aqui esbocado e chamado “keyhole” em inglés, é
um lago contrativel em Q\{ p}.

é igual ao integral

E claro entao que, com as orientacoes convencionais,

0= j[g(z)dz—>

n l[z2—pl=p

o= § gl
|z—p|=e
no limite quando os dois raios coincidem. Mas, pela continuidade de f e o cdlculo (5.1),

M dz ~ dz = 2711
7{“9_5 ) ffizm_s )

Z=p Z=Dp

se ¢ é suficientemente pequeno. A conclusao é a seguinte férmula integral, que é o resultado
central da teoria das fungoes holomorfas.
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Teorema 5.1 (férmula de Cauchy). Se f é holomorfa numa regiago Q C C, entdo o seu valor
em cada ponto p € Q € dado pelo integral

) = 5 e (52)

se D,(p) C Q.

Demonstragao. A fungao definida por h(z) := (f(z) — f(p))/(z —p) se z # p e por h(p) = f'(p) no
ponto z = p é holomorfa em Q\{ p} e continua em €, pela derivabilidade de f(z). Pelo teorema
4.14, o seu integral ao longo de v é nulo. Entao

! _ L R, ) [ dz
Oiﬁ h(z)dz2m,?£z_pdz 2mi j{z—p

ol

e o tltimo integral é igual a — f(p). O

Pelo teorema 4.17, 0 mesmo acontece para todo contorno fechado v homotépico a circunferéncia
|z—p| = pem Q\{ p}. Em particular, se a aderéncia de D,(p) é contida na regiao  onde a funcao

¢ analitica e z € D,(p), entdo a circunferéncia |( — p| = p é homotdpica a uma circunferéncia
suficientemente pequena em torno de z em Q\{z}. A férmula de Cauchy diz entao que
1 f(©)
f(z) = dg

- 2mi c—pl=p C = %

ou seja, o valor f(z) é uma média pesada dos seus valores na circunferéncia | — p| = p, 0s pesos
sendo 1/(¢ — z). Em particular, uma vez fixados os valores de f(¢) numa circunferéncia, a prépria
funcao resulta definida em todos os pontos do seu interior.

Calcule
2 z z
j{ i dz ?{ < dz f s dz 7{ 572
FES lz|=1 % ls|=27 2 =T 2j=1 (2% — 4)

Mostre que, se a € R,
e(lZ
]{ dz =2mi
lz|]=1 #

/ e cos(asin) df = .
0

e deduza que

Indice. A integragao do diferencial do logaritmo, a forma dz/z, permite “contar o ntimero de
voltas” que um lago da em torno de um ponto do plano.

Seja 7y : [0,1] — C um contorno fechado, ndo necessariamente simples. A sua imagem, a curva
7, divide o plano, ou melhor, o aberto C\¥ , em um certo nimero de componente conexas, duas ou
mais. Seja p € C um ponto situado fora da curva 7. O indice de p relativamente a 7, ou o nimero
de rotagoes/voltas (em inglés, “winding number”) de v em torno de p, é o inteiro

1 dz
2mi J, z—p

Ind(y,p) == (5.3)

Informalmente, é “o ntimero de voltas”, positivo se no sentido anti-horario e negativo se no sentido
horério, que o vetor entre ¥(t) e p d4 quando o tempo ¢ percorre o intervalo [0, 1].

Teorema 5.2. Para cada p ¢ 7, o indice é um nidmero inteiro, i.e. Ind(y,p) € Z. Enquanto
fungao do ponto p, Ind(~y,p) € constante em cada componente conexa de C\7%. Se p estd na
componente coneza ilimitada de C\7¥ (i.e. se |p| € suficientemente grande), entdo Ind(y,p) = 0.
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Demonstragio. Parat € [0, 1], seja ¢(t) := fg(ﬁ(T)/('y(T) —p))dr, assim que ¢(1) = 2mi Ind(7, p).
Um célculo mostra que a derivada de ®(t) = e®®) /(y(t) — p) é igual a zero nos pontos de continui-
dade de 4. Portanto, ®(1) = ®(0), e, sendo (1) = 7(0) e e?®) = 1, isto implica que e?®) =1, ¢
portanto que ¢(1) € 27i Z.
Fixado 7, a funcdo p — Ind(vy,p) é continua em C\7([0,1]). Sendo uma fungdo com valores
inteiros, é localmente constante, ou seja, constante em cada componente conexa de C\y([0, 1]).
Seja R = maxycjo,1) |7(t)]. Se |p| > R, podemos estimar

1
Ind(vy,p)| < —
IInd(y, p)| < i -
se |p| é suficientemente grande. Sendo um inteiro, Ind (v, p) deve ser igual a zero. O

5

&

O

O indice Ind(v,p) é invariante para homotopias de lagds em C\{ p} . Isto permite calcular
indices, pelo menos em casos simples. Por exemplo, se v é a circunferéncia S, (p), percorrida no sen-
tido anti-horario, entao Ind(y,p’) = 1 para todo p’ € D,(p) e Ind(y,p”) = 0 para todo p” ¢ D,(p).
Também facil é calcular indices de semi-circunferéncias, triangulos, retangulos, ...relativamente a
pontos no complementar das curvas.

A férmula de Cauchy entao generaliza assim.

Teorema 5.3. Sejam f(z) uma fun¢do holomorfa na regiao Q C C, e v um contorno fechado em
Q. Entao

f(p) - Ind(v,p) = 2%@ % dz
g

Demonstragao. A fungao definida por g(z) := (f(2) — f(p))/(z — p) se z # p e g(p) = f'(p) no
ponto z = p é holomorfa em Q\{ p} e continua em Q, pela derivabilidade de f(z). Pela versao
forte do teorema de Cauchy-Goursat 4.14, o seu integral ao longo de - é nulo. Entao

0= ok oty b f 104, 10) o

©2mi 5 271 z—0p

e o primeiro integral é o indice de p relativamente a -y. O

5.2 Séries de Taylor

As funcoes holomofas sao analiticas, ou seja, sao representadas localmente por séries de poténcias
convergentes, chamadas séries de Taylor. Os coeficientes destas séries sao determinados pelos
valores das derivadas da funcao no ponto onde as séries estao centradas. Existem férmulas integrais
para todas as derivadas de uma fun¢ao holomorfa.
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Integrais de Cauchy A férmula de Cauchy (5.2) diz que o valor de uma fungdo holomorfa num
ponto p é uma média pesada dos valores de f(z) numa circunferéncia centrada em p. O “peso”
1/(z — p) é uma fungdo infinitamente diferencidvel de p, desde que p # z. Derivando a férmula de
Cauchy dentro do integral é portanto possivel obter formulas integrais para as derivadas de f,

, _ L & . 1" _ l & >
Fip) =5 ffzm_p CETE dz,  f'p) =5 ?{Zp_p (z —p)? dz

E possivel justificar esta passagem, como, por exemplo, em [Ah78]. No entanto, tendo j4 introdu-
zido as séries de poténcias, é mais simples seguir outro caminho, que usa a convergéncia da série
geométrica.

A férmula de Cauchy (5.2) pode ser pensada como uma maneira de “produzir” fungées analiticas.
Mais em geral, um integral de Cauchy é uma fungéo f(z) definida por

f(z) ::/ép(_cldc (5.4)

onde v : [0,1] — C é um contorno, e ¢({) é uma fungao (apenas) continua definida na curva 7 (de
fato, muito menos é necessdrio, a forma ¢(¢) d¢ pode ser substituida por uma medida arbitréria).
A definicao faz sentido para z no complementar da curva 7. Tecnicamente, um integral de Cauchy
é uma “convolugdo” (uma sobreposi¢ao de translagoes) do nicleo de Cauchy 1/¢ com a fungédo

©(C)-

Teorema 5.4. Seja ¢(¢) uma funcao continua definida na curva j. O integral de Cauchy (5.4)
€ uma fungdo analitica em Q = C\y. Em particular, se z € D,(p) e D,(p) C Q, entdo f(z) € a
soma da série convergente

onde os coeficientes sao dados por

Demonstracdo. A menos de translagoes e homotetias, podemos assumir que p = 0e p = 1, ou
seja, que Q contém a aderéncia do disco unitario D. Por definigao, os valores de f(z) quando z € D

sao dados por ©
©(¢

= d 5.5

so= | Ea (5.5

Pelas desigualdades |z| < 1 < |¢|, o “nicleo” de este integral é dado pela série

1 1 1 ITex/2\" = 2"
<—z‘<1—<z/<>‘c§<<> ‘;@H

que converge uniformemente em ¢ para cada z € D fixado. Ao substituir esta expressao na (5.5),

e usando o teorema 4.8, temos
= ¢ n
f(2)=§:(/w<§f+3dc> -,
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Analiticidade das fungoes holomorfas. Aplicando o teorema 5.4 a uma funcao holomorfa
temos entao

Teorema 5.5 (Taylor). Se f(z) € holomorfa numa regigo Q C C entao € também analitica em
Q. Em particular, se Q contém a aderéncia do disco D,(p), entdo f(z) € igual a uma série de

poténcia
o0

f(2) =) ealz—p)"

n=0

nos pontos z € D,(p), onde os coeficientes sao dados por

1
Cn = 7 7f(z)n+1 dz
278 J o pi=p (z —p)

Pela unicidade dos coeficientes de uma série de poténcia convergente, os coeficientes acima sao
cn = fM(p)/n!. Em particular, temos a seguinte generalizacio da férmula de Cauchy para as
derivadas de uma fung¢ao holomorfa.

Teorema 5.6 (férmulas de Cauchy par as derivadas).  Uma fungdo holomorfa f(z) numa regigo
Q ¢ infinitamente diferencidvel, e todas as suas derivadas sao fungdes holomorfas. As derivadas
de f(z) em p € Q admitem a representagdo integral

(n) l' Ldz 5.6
£ (p) 74( (5.6)

~ 2mi z —p)ntl

onde p € suficientemente pequeno.

O contorno de integragao nas férmulas de Cauchy (5.6) pode ser, naturalmente, sustituido por
outro laco homotdpico & circunferencia C,(p) na regiago Q\{ p}.

Calcule
?{ ze? & f dz
2|=2r (2 — )2 12)=1 22(2% — 4)
Calcule ;
]{ < dz com n€EZ
|z]=1 2"
Desigualdades de Cauchy. Mais 1til é a possibilidade de estimar as derivadas de f(z) num

ponto fixado p € 2 em funcao do méximo de |f(z)| em 9 e da distancia dist(p, 9?). Em particular,
se f(z) é holomorfa no disco Dg(p), e se

M(R):= sup |[f(2)]
2€0DR(p)

denota o méximo dos valores do méduo de f(z) na circunferéncia de raio R, entao das (5.6) obtemos
a desigualdade de Cauchy

_ nlM(R)

)| < S (5.7)

para o valor absoluto da n-ésima derivada de f(z) em p.
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Teorema de Morera. O teorema de Cauchy 4.19 admite um reciproco parcial'®, consequéncia
das férmulas de Cauchy.

Teorema 5.7 (Morera). Seja f(z) uma fungdo continua na regidgo Q C C. Se f,y f(z)dz=10
para todos os contornos fechados v C ), entdo f(z) é uma fungdo holomorfa.

Demonstracao. De acordo com o teorema 4.10, a hipdtese é equivalente a existéncia de uma primi-
tiva F'(z). Mas, pelo teorema 5.6, se F'(z) é holomorfa, entdo também a sua derivada F’(z) = f(z)
¢é holomorfa. O

Uma consequéncia importante é que limites uniformes de sucessoes de fungdes holomorfas sdao
holomorfos.

Teorema 5.8. Seja (f,) € uma sucessio de funcgéoes holomorfas definidas numa regigo 2 C C,
que converge uniformemente para uma funcdo f em cada compacto K C €. Entao o limite f €
holomorfa em €.

Demonstragdo. Todo o ponto p € Q2 é centro de um disco D = D,(p) com aderéncia D c Q. Os
integrais das f, ao longo de cada contorno v C D sao nulos, i.e. 35;/ fndz = 0, pelo teorema de

Cauchy-Goursat. Pela continuidade uniforme, também sao nulos os integrais de f, pois fv fndz —
fv fdz. O teorema de Moreira entao diz que f é holomorfa em D. O

O teorema 5.8 é um instrumento para “produzir” fungoes holomorfas. Por exemplo, somas
o0
F(z) = Z fn(2)
n=0
de séries de fungoes holomorfas f,(z) que convergem uniformemente em certos dominios.
Séries de Taylor. Seja f(z) uma fungao holomorfa numa regido 2 C C que contém o ponto

p. A série de Taylor ** de f (ou também série de Maclaurin quando p = 0, em alguns manuais) é
a série de poténcias

> calz—p)" (5:8)
n=0
com coeficientes (chamados coeficientes de Taylor de f no ponto p)

AR 1% e,
|z—pl=p

nl 2mi (z —p)ntt

Cp :

onde p é suficientemente pequeno. Esta série de poténcia define uma funcao holomorfa numa
vizinhanga de p. De fato, seja Dr(p) um disco cuja aderéncia estd contida em €2, e seja M(R) =
SUP.cop,(p) | f(2)]- Pelas desigualdades de Cauchy (5.7) os coeficientes sdo limitados por

M(R)

len| < 7

Sendo limsup,, . |¢,|'/™ < 1/R, o raio de convergéncia da série é > R, e portanto, pelo teorema
3.9, a série define uma fungao holomorfa, no disco Dg(p).

Resumindo, o teorema 5.5 diz que uma fungao holomorfa admite uma expansao em série de
Taylor em torno de cada ponto do seu dominio, ou seja, é¢ uma funcéo analitica, e o teorema de Abel
3.9 diz que uma fungao analitica é também holomorfa. Em particular, “holomorfa” e “analitica”
podem ser considerados sinénimos.

13G. Morera, Un teorema fondamentale nella teorica delle funzioni di una variabile complessa, Rendiconti del
Reale Instituto Lombardo di Scienze e Lettere 19 (1886), 304-307.
14B. Taylor, Methodus incrementorum, Londini, 1715.



5 FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY E SERIES DE TAYLOR 95

Teoremas de Liouville e Gauss. Uma consequéncia surprendente e importante das desi-
gualdades de Cauchy é o

Teorema 5.9 (Liouville). Uma fungdo inteira e limitada é constante.

Demonstragdo. Se f é inteira e |f(z)| < M, entdo (5.7) implica que |f'(p)] < M/R para todos os
pontos p € C e todos os raios os R > 0. Portanto f’ = 0, e, consequentemente, f é constante. [

O teorema de Liouville fornece mais uma prova, elegante, do teorema de Gauss 2.11.

Teorema 5.10 (Gauss). Todo o polindmio f(z) = apz™ +---+a1z+ag de graun > 1 (i.e. nao
constante) com coeficientes complexos possui uma raiz em C.

Demonstragao. Se f(z) # 0 para todos os z € C, entdo ¢g(z) = 1/f(z) é uma fungdo inteira e
limitada (pois |f(z)] = oo quando |z| — 00), logo constante pelo teorema de Liouville 5.9. O

O teorema de Liouville 5.9 admite a seguinte generalizacao, consequéncia das desigualdade de
Cauchy (5.7) e da unicidade dos coeficientes da série de Taylor.

Teorema 5.11. Uma funcao inteira f tal que

sup [f(2)| = O(R")

|z|=R

€ um polinomio de grau < n.

Analiticidade real. Tudo isto falha para fungoes reais de uma variavel real!l Por exemplo, a
“gaussiana invertida” h(z), definida por

h(z) = e~ Y/

se & # 0 e por h(0) = 0, é infinitamente diferencidvel e limitada na reta real R. Todas as
suas derivadas na origem sao nulas, assim que a sua série de Taylor centrada na origem é a série
identicamente nula. No entanto, h(x) # 0 para todo = # 0.

Determine as séries de Taylor em torno de p = 0, e os respetivos raios de convergéncia, das
seguintes fungoes:

1 1 z 2 _ 2 _
152 T P e ze”* (14 2)e? z%e” e ?

Determine as séries de Taylor em torno dos pontos p = 1 e p = i, e os respetivos raios de
convergéncia, das seguintes funcgoes:

1/z 1/22 e”

Determine os primeiros termos da expansao em série de Taylor em torno de p = 0 das

seguintes fungoes:

z

e sin(z)

e” sin(2) cos(z) sin(z) cos(2) z
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Série de Mercator. A série geométrica

1
=14 z+22+22+...
1—2

pode ser integrada termo a termo no seu disco de convergéncia. Mas 1/(1 — z) é a derivada de
—Log(1 — z). O resultado é a série de Taylor do logaritmo principal Log(1 — z) em torno de p = 0,
dada pela série de Mercator

em |z| < 1.
Calcule também a série de Taylor de Log(1 + z) em torno de p = 0.

Série binomial. Dado a € C nao inteiro, seja
f(Z) — (1 + Z)a = e aLog(1+z)

(Log denota o logaritmo principal), holomorfa na regiao tal que 1 + z € C*\R_. Observe que
f(0) = 1. Um célculo mostra que a derivada de f(z) é dada pela férmula ébvia f/(z) = a (142)* 1.
Por inducao, a k-ésima derivada em z = 0 vale

R0y =afa—1)...(a—k+1).

Portanto a série de Taylor de f(z) centrada na origem é

(1—|—z)0‘—1+k§:<2)zk

-1 -1 -2
ST T S T X WO

onde os coeficientes binomiais (2‘), com k inteiro e o complexo, sao definidos por

(Z) _ ala- 1)..].€!(a—k+ 1)

A série converge no disco unitario D. E chamada série binomial, pois generaliza a férmula do

binomio de Newton .
e -3 (1)

valida para expoentes inteiros n =0,1,2,3,....

Fungoes trigonométricas inversas. A derivada de arctan(z) é 1/(1 + 22), e

1

_ 2 4 6
1—1—22_1_2 + 25 —20+...

se |z| < 1. Integrando termo a termo, temos que

arctan(z) =z — — + — — — + ...

no disco de convergéncia |z| < 1.
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A derivada de arcsin(z) é 1/v/1 — z2. Use a série binomial (5.9), com o« = —1/2, para deduzir
que a série de Taylor do arcoseno é

o
) B (2n)! 22l
arcsm(z) = nz::o W m+1
= 3-5 2n — 1) 22+l
Y e
— 2 4.----(2n) 2n+1
no disco de convergéncia |z| < 1.
Verifique que se |z| < 1
(1—x2)1/2:1—£2—£4—£6—...
2 8 16

O que acontece ao fazer x = cosf com 0 ¢ 277 ?

5.3 Zeros isolados e principio do maximo

O comportamente global das fungoes holomorfas é determinado pelo comportamento local.

Zeros isolados. Se uma fungao
f(2)=co+eci(z—p)+ealz—p)2+...

é holomorfa numa vizinhanca de p, se anula em p (i.e. ¢g = 0), mas nao é identicamente nula (e
portanto ord(f,p) = n < 00), entdo fatoriza como produto

f(z)=(2—p)"g(2)

do polinémio (z — p)™ vezes uma fungao holomorfa g(z) = ¢, + cpy1 (2 —p) +... diferente de zero
em p (i.e. com ¢, # 0). Por continuidade, a fungao g(z), e portanto f(z), nao se anulam se z # p
esta suficientemente péximo de p. Uma consequéncia é que

Teorema 5.12. As fungées holomorfas e ndo constantes numa regigo @ C C (aberta e conexa)
tém zeros isolados.

Demonstragdo. Seja Qy C €2 o maior aberto onde a funcgao se anula. Pela observagao acima, os
zeros de [ em Q\§ sdo isolados. Isto implica que Qp ndo tem pontos de acumulagdo em Q\Qp, e
portanto Q\Qy é também aberto. Sendo 2 um aberto conexo, ou Q\y = 2, e portanto os zeros
de f sao isolados, ou Q4 = (2, e portanto f é constante. O

Uma primeira consequéncia é que uma funcao holomorfa f : 2 — C s6 pode ter um ndmero fi-
nito de zeros em cada compacto K C £ (pois toda sucessdo num compacto admite uma subsucessao
convergente).

Uma segunda consequéncia, ainda mais profunda, é que “o comportamento global de uma
funcao holomorfa é determinado pelo seu comportamento local”, numa vizinhanca arbitrariamente
pequena de um ponto do seu dominio. Por exemplo, seja p € Q, e seja (z,) uma sucessao de
pontos distintos de € tal que z, — p quando n — oco. Se f(z,) = 0 para todo n, entdo f(z) é
necessariamente constante e igual a zero em toda a regiao ).

Unicidade da extensao analitica. Aplicando esta observacao a diferenca entre duas fungoes
holomorfas, temos o seguinte teorema de unicidade.

Teorema 5.13 (teorema de unicidade). Se duas funcgées f(z) e g(z), holomorfas numa regigo
Q C C, coincidem numa sucessio (zi) de pontos distintos de Q) tais que z, — p € Q (ou, a fortiori,
numa curva ndo constante y C 1), entdo sao iguais.
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Por exemplo, se uma fungdo f(z), definida num intervalo [a,b] C R, admite uma extenséo
holomorfa f(z) numa regido @ C C contendo o intervalo [a, b] da reta real, entdo esta extensdo é
tnica. Este é o caso das fungoes trigonométricas, como sin(x) e cos(x), e da fungdo exponencial
ev.

O teorema de unicidade também costuma ser enunciado como

Teorema 5.14 (principio da extensdo analitica). Se duas funcgoes holomorfas numa regidgo €
coincidem num aberto ndo vazio U C ), entdo sdo iguais.

Por outro lado, os zeros de uma fungao holomorfa podem ter pontos de acumulacao na fronteira
do dominio 2. Este é o caso, por exemplo, da fungao

sin(m/z)

que tem uma singularidade essencial em p = 0. Os zeros sdo os pontos p,, = 7/n, e convergem
para a sungularidade quando n — oo.

Férmula do valor médio e principio do médulo maximo. Seja f(z) uma fun¢éo holomorfa
na regido 2 C C, e seja p € Q. Se p > 0 é suficientemente pequeno, entdo D,(p) C Q. Na fronteira
S,(20), parametrizada por v(t) = p + pe' com t € [0, 27|, temos que dz/(z — p) = idt. Portanto a
férmula de Cauchy (5.2) tem como caso particular a seguinte representagao.

Teorema 5.15 (férmula do valor médio). O valor de uma fungao holomorfa f em um ponto p do
seu dominio € igual a média dos valores de f em wma circunferéncia de raio p > 0 suficientemente
pequeno a volta de p, i.e.

1

fp) = 5/0 Wf(p+pe“’) de (5.10)

Uma consequéncia é o

Teorema 5.16 (principio do médulo mdximo). O walor absoluto de wma fung¢ao holomorfa e nao
constante nao pode atingir o seu mdzimo numa regido (aberta e conexa) Q) C C. Em particular, se
f € holomorfa na regiao limitada 2, entao

sup | f| = sup|[f].
Q o0

Demonstragio. Se p € Q é um méximo de |f(z), entdo |f (p+ pe') | < |f(p)| para todo angulo ¢
e todo p > 0 suficientemente pequeno. Mas a férmula do valor médio (5.10) implica que

2
1)1 < 5= [ 17 (o ) 0.

Isto claramente implica que o valor absoluto |f(p + pe )| é constante e igual a |f(p)| nas
circunferéncias S,(p) de raio p suficientemente pequeno. Pelas condigdes de Cauchy-Riemann, f(z)
é também constante numa vizinhanca de p. Pelo teorema de unicidade 5.13, f é constante. O
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Algumas séries de Taylor

99

)
flz) =30 gen 2™ where ¢, = L nl(O)

2| < R = (limsup |c, /™)1

(1—z)t =2 2" =1+z+22+23+...
ef=Yr Lt =1+z24+322+ 55+

n=0 n!

cosh(z) = 307 o gy 27" = 14+ 522 + 912 + ..

- _ e 1 2n4l _ 1.3, 1 .5
sinh(z) =3~ G 2 =2t g

cos(z) =Y 0 7((_23)7 Zr=1-1224+ L+ .

sin(z) = X0lo gy 2 =2 - 520 4 1

log(1+2) =5 "2 on LA TAR TRk S

n=1 n

(I+2)=14+>0 (92" =14az+ “((XQ_l)zQ + “(a_lg(a_Q)z?’ +...

o) 1 2n+1

1 1 1
arctan(z) = >~ 3.57 2 =z—3288 4322 -2+,

: _ N\ (2n)! 2n+1 _ 1,3, 3.5
arCSln(Z) —anomz 7Z+EZ +ZOZ + ...

2| <1
|z| < o0
|z] < o0
|z| < o0
|2] < o0
|z| < o0
2| <1
2| <1
|z| <1

|z| <1
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6 Séries de Laurent e calculo dos residuos

6.1 Séries de Laurent

As funcées holomorfas num anel podem ser representadas como séries de poténcias positivas e
negativas, e os coeficientes destas séries sao também dados por férmulas integrais.

7

Séries de poténcias em torno de co. Uma fungio f(z) é “analitica em 2z = 00” se a fungao

g(w) = f(1/w) é analitica em w = 0, ou seja, se admite a expansao

flz) = Z Cnz "

n>0

num disco Dr(00) := { |z| > R} C C centrado em oo, que corresponde a um disco |w| < 1/R na
coordenada w = 1/z da esfera de Riemann. Os coeficientes sdo dados por

1
Cp = — 9(w) dw
27 Jiwj=1/p @
1
= — f(z)z""tdz
270 Jyzi=p
onde p > R, pois dz/z = —dw/w e o sentido hordrio no plano z é o sentido anti-hordrio no plano

w.

Determine, se existir, a expansao em série de poténcias em torno de oo de
1

1 3 z 1/22
/z e o e
Séries de Laurent. Sejam
fr(z) = calz—p)"
n=0

uma fungao analitica no disco |z —p| < R e
oo
fo(z)=) culz—p)"
n=1
uma fungao analitica no disco |z —p| > r. Se r < R, entdo a soma f(z) = fi(2) + f_(2) é

uma funcao analitica no anel A, r(p) :={ r < |z — p| < R}, representada pela série de poténcias
positivas e negativas

Fz) =) calz—p)"

= Z c_n(z—p)™ " + Z cn(z —p)",
n=1 n=0

chamada série de Laurent. A série que representa f,(z) é chamada parte reqular da série de
Laurent, e a série que representa f_(z), que contém apenas expoentes negativos, é chamada parte
principal.

3@ oo

R
r r
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Vice-versa,

Teorema 6.1 (Laurent). Uma funcao f(z) holomorfa no anel A, r(p) admite uma expansio em

série de Laurent
oo

f)= Y al-p" (6.1)

n=-—0oo

em torno de p. Os coeficientes ¢, com n € Z, sdo dados pelos integrais

_ 1 f(z)
“ 7 o ]{zp—p (z = p)mtt *

onder < p< R.

Demonstracao. Para simplificar as férmulas, podemos assumir, modulo uma translacao, que p = 0.
Se z € A, r(0) e ¢ > 0 é suficientemente pequeno, pela férmula de Cauchy 5.2 e pelo teorema de
Cauchy 4.19

1 f(w)
= — d
1) 270 Jjy—zj=e W — 2 v
L fw 1w
270 Jjy)=rr W — 2 270 )= W — 2

onde os raios r < ' < R’ < R séo tais que D.(z) C A, r/(0) (fazer um desenho).

O primeiro integral, sendo |z/w| < 1, é igual a

1 W) gy 1 1),
211 |w|=R’ w—z 21 |w|=R’ wl-— w
1 1 X fz\"
=2 b <w§(w) ) fw)dw

(2 fw) n
B nZ:‘B <27” ﬁuﬂ/ wrt dw) )

O segundo integral, sendo |w/z| < 1, é igual a

1 @) gy L LS
270 J = W — 2 210 Sz 2 1= %
1 1= [w\"
=l <an_0(2) >f<“’>dw

(4 fw) —n
- _nz::l (27” jI{w—r’ wet dw) )

(a troca entre integrais e somas ¢é justificada pelo teorema 4.8). O
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Soma da série geométrica. Por exemplo, a funcdo f(z) = 1/(1 — z), holomorfa em C\{1} , é
representada pela série (de Taylor) geométrica

1
=14 z+22+22+...
1—2

no disco unitario D, e pela série de Laurent

no anel |z| > 1 (o disco unitdrio na varidvel/coordenada w = 1/z da esfera de Riemann).

Desigualdades de Cauchy. Também os coeficientes da série de Laurent (6.1) podem ser
estimados pelas desigualdades de Cauchy: se sup.cop, ) |f(2)] < M, entéo

M
len| < - (6.3)

Determine séries de Laurent das seguintes fungoes em aneis oportunos

1/z 1 e?

¢ -1)(z—2) 2

Determine as possiveis expansoes em série de Laurent centradas em 0 das seguintes fungoes

1 n 1 1 z—1
11—z 2-2z z(z—1) z+1

zsin(1/z)
6.2 Singularidades isoladas

E conveniente classificar as singularidades isoladas de uma funcao holomorfa de acordo com o
seu desenvolvimento em série de Laurent.

Singularidades isoladas.  Um ponto p € C é uma singularidade isolada de f(z) se f(z) é uma
funcao holomorfa em um disco perfurado D,(p)\{p} com p > 0. Pelo teorema 6.1, f(z) admite
uma representacao em série de Laurent

oo

f@)= Y ealz=p)" (6.4)

n=—oo

num anel 0 < |z —p| < p, com certos coeficientes ¢,’s dados pela (6.2). Observe que de acordo com
esta defini¢do, também um ponto p contido na regido Q onde f(z) é holomorfa deve ser considerado
uma singularidade isolada, embra pouco interessante.

A ordem de f na singularidade isolada p é o menor indice k tal que ¢ # 0, ou melhor,

ord(f,p) :=inf{ne€Z t.qc,#0}

Nesta férmula consideramos que o infimo do subconjunto vazio dos ntmeros inteiros é 400, e
portanto a ordem da funcdo identicamente nula é ord(0,p) = oo, e o infimo de um subconjunto
ilimitado de inteiros negativos é —oo, assim que a ordem de uma funcao com infinitos n’s negativos
tais que ¢, # 0 é ord(f,p) = —c0.
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Singularidades essenciais. A singularidade isolada p é essencial quando ord(f,p) = —o0, ou
seja, quando ¢, # 0 para infinitos n negativos.
Por exemplo,

1 1
el/Z=-~-+6z_3+§z_2+z_1+1

tem uma singularidade essencial na origem.

Singularidades removiveis e zeros. A singularidade isolada p é removivel se ord(f,p) > 0,
ou seja, se a série de Laurent (6.4) ndo contém expoentes negativos, logo é composta apenas pela
parte regular. Neste caso f(z) admite uma extensao holomorfa em todo o disco D,(p), definida
por f(p) = co (0 que explica a palavra “removivel”).

Por exemplo, a fun¢ao definida por

sin(z) 1, 1 4
p, =1 67 +12OZ +...

f(z) =

se z # 0 tem uma singularidade removivel na origem. A sua série de Laurent, que é de fato uma
série de Taylor, define uma fungao inteira.
Em particular, se ord(f,p) = n é finito e positivo, entdo f(z) tem um zero de multiplicidade
n em p, pois a sua série de Laurent é da forma

fR)=cnz=p)" +capr(z—p)" T +. .
=(z—p)"(atentilz—p) +...)

com ¢, # 0, e portanto a fungao fatoriza como produto

f(z) = (z2=p)"9(2) (6.5)

de (z — p)™ vezes uma funcdo ¢g(z) = ¢, + cnt1(2 — p) + ... que é holomorfa e nado nula (pois
g(p) = ¢,) numa vizinhanca de p.

Por exemplo, a fungdo f(z) = z* tem um zero de ordem k£ > 1 na origem (chamado “zero
simples” se k = 1, “zero duplo” se k =2, ...).

O caso ord(f,p) = 0o é o caso trivial da fungio constante e identicamente nula.

As singularidades removiveis sdo detetadas pelo seguinte

Teorema 6.2 (Riemann). Uma singularidade isolada p de uma fungao holomorfa f(z) € removivel
sse f(z) € limitada numa vizinhanga de p.

Demonstragcdo. Se |f(z)| < M numa vizinhanga perfurada D,(p)\{p} de p, entdo pelas desigual-
dades de Cauchy (6.3)

1
el =|om = p e ds] < M
270 J)zpl=
sen =1,2,...,ee > 0éumraio arbtrariamente pequeno. Consequentemente, todos os coeficientes

negativos da série de Laurent de f em torno de p sdo nulos. A série de Laurent ZZO:() en(z —p)™,
que é uma série de Taylor, define portanto uma extensao holomorfa de f no disco D,(p). A outra
implicagao ¢ trivial. O

Um corolario surpreendente diz que uma funcao holomorfa assume “todos os valores” numa
vizinhanga de uma singularidade essencial, e, em particular, nao admite limite. Mais precisamente,
se p é uma singularidade essencial de f(z), entdo para todo nimero complexo « e toda precisao
€ > 0 existe um ponto z numa vizinhanga arbitrariamente pequena de p tal que |f(z) — o] < e.

z

Teorema 6.3 (Casorati-Weierstrass). Se p € uma singularidad essencial de f(z), er > 0 é
suficientemente pequeno (assim que o disco perfurado D, (p)\{p} estd no dominio de f), entio a
imagem f(D,(p)\{ p}) € densa no plano complexo C.
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Demonstragdo. Caso contrario, existem um ponto a € C e um raio € > 0 tais que a imagem do
disco perfurado omite uma e-vizinhanca de «, i.e. f(D,(p)\{ p} ) C C\D.(«). Isto implica que a
fungédo g(z) := 1/(f(2) — ), holomorfa em D,.(p)\{ p}, é limitada por |g(z)| < 1/e. Pelo teorema de
Riemann 6.2, p é uma singularidade removivel de g(z), ou seja, ord(g, p) > 0. Consequentemente,
a funcao f(z) = a + 1/g(z) tem, no miximo, um pélo de ordem finito em p, contrariamente &
hipétese. O

Pélos e fungGes meromorfas. Finalmente, a singularidade isolada p é um pdlo de f(z) se
a ordem ord(f,p) é finita e negativa, e portanto a parte principal da sua série de Laurent é
composta por um nriero finito de termos nao nulos. Em particular, é um pélo de multiplicidade
m = 1,2,3,... (simples, duplo, triplo, ...) quando —oco < ord(f,p) = —m < 0, e portanto
f(2) é representada por uma série de Laurent “finita” (contendo um ndmero finito e ndo nulo de
poténcias negativas)

f(z)zm+"'+z

—1 +ch (Z_p)n
-p n=0

:ﬁ(c,ercme(z—p)ﬁLm)

e consequentemente fatoriza como produto

f(z) = (z=p)""9(2) (6.6)

onde ¢(z) = ¢y + Cc—mt1 (2 —p) + ... é uma funcdo holomorfa numa vizinhanca de p e néo
nula em p (pois g(p) = ¢,y #0).
Em particular, p é um pélo de f(z) sse lim._,, f(z) = oo (pelo teorema 6.3).
Por exemplo,
fz)=1/2"

com k > 1 tem um pélo de multiplicidade k& na origem (chamado “pélo simples” se k = 1, “pdlo
duplo” se k=2, ...)..
Uma fungao que é holomorfa em uma regiao €2 exceto em um certo niimero de pdlos p1, p2, ps, - - -
(necessariamente isolados) é dita meromorfa. Exemplos sdo as fungoes racionais, que tém pélos
nos zeros do denominador.

Determine as singularidades isoladas e a natureza de

e? 1 1 1/z €3z

z (z=1)(z-2) 22 = 22 —22-3

[ V)

Mostre que e, sin(z) ou cos(z) tém singularidades essenciais em co.

Mostre que uma fungao inteira com uma singularidade nao essencial em co é um polinémio.

6.3 Teorema e calculo dos residuos

Os integrais de contorno das fungdes meromorfas podem ser calculados somando os coeficientes do
termo de grau —1 do desenvolvimento em séries de Laurent da fungao em torno das singularidade
contidas no interior da curva.
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Residuos. Seja p uma singularidade isolada da fungao holomorfa f(z), e seja

oo

=3 clz—pn

n=—oo

a série de Laurent de f(z) em um disco perfurado suficientemente pequeno em torno de p. Entéao
o integral de f(z) ao longo de uma circunferéncia de raio p suficientemente pequeno en torno de p
é uma sobreposicao de integrais de poténcias de (z — p)

7{_,9_,) J@)d== ﬁz—m_p ( T (»Z'C—_jv)2 " (zcjp) +eote(z=p)+e(z-p)+. ) dz

pois soma e integral comutam dentro do anel de convergéncia da série de Laurent. Todas as
poténcias (z — p)” tém primitiva, exceto quando n = —1. Portanto, na soma acima apenas
sobrevive o integral do termo com expoente —1 (a derivada do logaritmo), que vale

]{ el dz =2mic_q .
lz—pl=p # — P

Este cdlculo justifica a seguinte definigdo. O residuo da func¢ao holomorfa f(z) na singularidade
isolada p é o coeficiente

’ Res(f,p) :==c_1 ‘

da sua série de Laurent (6.4) em torno de p. De acordo com o calculo que fizemos, o residuo é
também igual ao integral

Restfn) =g f e
z—p|l=p

se p ¢é suficientemente pequeno. O interesse estd precisamente na possibilidade de calcular este
integral apenas identificando um dos coeficientes do desenvolvimento de f(z) em série de Laurent.
Naturalmente, o residuo em uma singularidade removivel é nulo.

Calculo dos residuos. O calculo dos residuos pode ser simplificado se a singularidade nao é
essencial, ou seja, se é um pélo (o caso de uma singularidade removivel sendo trivial).
Se p é um pdlo simples de f, ou seja, ord(f,p) = —1, e portanto

f(Z):;%1])+00+C1(Z—p)+02(z—p)2+..‘.

com c_; # 0, entdo é claro que

Res(f,p) m(z —p)f(2)

=1l
zZ—p

Neste caso, é também til observar que, se g(z) é uma funcao holomorfa em uma vizinhaga de p,
entdo o residuo do produto f(z)g(z) é

]ReS(fg,p) = g(p) Res(f,p) \

Se p é um pdlo duplo de f, ou seja, ord(f,p) = —2, entdo

c_ c_
f(z) = 22+ﬁ+co+c1(z—p)+Cz(z—p)2—|—....

(z—p)

com c_g # 0, e portanto é imediato verificar que

Res(f,p) = lim <= (= — p)2f(2) -

z—p dz
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Em geral, se p é um pdlo de multiplicidade m > 0 de f(z), ou seja, ord(f, p) = —m, e portanto
f(2) é da forma (6.6) numa vizinhaca de p, entao

Res(f,p) = —— lim © __ ((z = p)" f(2))

(m —1)! 2=p dzm—1

Outra observagao 1til é a seguinte. Se f(z) tem um zero simples em p, logo é da forma

f)=c(z=p)+c2(z—p)*+...

com ¢; = f'(p) # 0, entdo a fungdo h(z) = 1/f(z) tem um pélo simples em p. Pela regra de
L’Hopital,

o G mn k) = Ty T P

Consequentemente,

| Res(1/f,p) =1/f'(0)|

Covariancia. De acordo com a férmula (4.6), melhor seria dizer que o residuo é um invariante
da forma f(z) dz, e ndo da fungao f(z), e portanto utilizar a notacao Res(f(z) dz, p) para o residuo.
Lamentavelmente, esta nao é a notagao tradicional.

Teorema dos residuos. Seja Q@ C C uma regiao limitada, cuja fronteira 92 é uma curva
de Jordan. Seja f uma funcao holomorfa numa vizinhanca de (2 exceto num nimero finito de
singularidade isoladas pi1,pa,...,pm € 2. Entao o teorema de Cauchy 4.21, aplicado ao dominio

obtido ao retirar de Q uns discos suficientemente pequenos D,(py) centrados nos py’s, implica o
seguinte

Teorema 6.4 (teorema dos residuos).  Se f € holomorfa em Q C C exceto em um nimero finito
de singularidades isoladas p1,ps,-.-pPm € ), entdo

i f(z)dz =2mi - Z Res(f, px) (6.7)

k=1

Ou seja, o calculo dos residuos nas singularidades isoladas permite calcular o integral de con-
torno. A férmula integral de Cauchy (5.2) é um caso particular de (6.7).

SAYS

Calcule os residuos das seguintes fungoes nos pontos singulares

z 3z
e 1 1 e
e . 1 el

z (z=1)(z-2) 22 22-22-3

Tz

€

~—

cos(z) z sin(z

z—1i 22 sin(z) z
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Calcule os integrais

z 1 z
f{ e f{ ——dz }{ L,
lz|=1 2 BEEAE zl=2 (2 — 1)

1722 7{ z—3 d f e* d
%4_36 : lzj=2 2(2 = 1) : |z]=5 22 — 22— 3 :

Residuo no infinito. Se f(z) é analitica em |z| > R e tem uma sigularidade isolada em z = oo
(ou seja, se a fungao g(w) = f(1/w) tem uma singularidade isolada na origem), entdo o seu residuo
no infinito  é definido por

1

2

Res(f,o0) := f(z)dz
lz|=p
onde p > R (o sinal negativo nao é um lapso!). Portanto, se f(z) = Y>.™_ ¢,2" é a série de Laurent
que representa f(z) no disco |z| > R da esfera de Riemann, entdo Res(f,00) = —c_1. Observe
que esta defini¢do bate certo com o cdlculo formal dz/z = —dw/w, sendo w = 1/z a coordenada
local numa vizinhaga do ponto z = oo da esfera de Riemann e g(w) := f(1/w). Ou seja, em uma
notagao correta mas infelizmente nao tradicional, Res(f(z) dz, c0) = Res(g(w) dw, 0).

Por exemplo, o residuo no infinito da funcao f(z) = e'/# é igual a —1.

O teorema dos residuos 6.4, aplicado a um disco suficientemente grande, entao implica o seguinte

Teorema 6.5. Se f(z) € uma fungao holomorfa em todo o plano complexo exceto em um nimero
finito de singularidades isoladas p1,pa,--- € C, entdo

> _Res(f, pr) + Res(f, 00) =0
k

Calcule os integrais

}{ dz ?{ 62 d
—_— ——dz
zj=10 1 + 21 zj=7 1+ 211

6.4 Principio do argumento

O integral da derivada logaritmica de uma fungao permite calcular o nimero de voltas que o seu
argumento da em torno da origem.

Principio do argumento e teorema de Rouché. Um corolario interessante do teorema
dos residuos ¢é a possibilidade de contar zeros e pdlos de uma funcao f integrando a sua derivada
logarftmica f'/f. Se v é um contorno fechado simples, e I' = f o v é sua imagem pela fungdo f,
entao o integral da derivada logaritmica de f é

1 f'(z) 1 dw

SR UL W TEA
2mi [, f(2) 2 Jp w nd(1,0),

onde w = f(z). Informalmente, é “o nimero de voltas que o argumento de f(z) d& em torno da
origem quando z percorre a curva 7.

Teorema 6.6 (principio do argumento). Seja Q o interior do contorno fechado simples vy, e seja
f(2) uma fungao meromorfa numa vizinhaga de Q). Se f(z) ndo tem zeros nem polos na curva -,
€ se z1,22,... SG0 08 SEUS Z€ros € Pi1,Pa,... SA0 08 seus polos em §2, entdo

1 %yf/(z) dz:;Ord(f,zk)"";ord(ﬁpk)'

2mi ), f(2)
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Demonstragido. A derivada logaritmica f'/f é holomorfa em todos os pontos de ) exceto nos
zeros e nos polos de f.

Se p é um zero de f de ordem k > 1, entdo f(z) = (2 — p)*g(z) com g holomorfa e ndo nula
numa vizinhanga de p. Consequentemente, a derivada logaritmica

f'z) k4
= +
f(z)  z—p g(z)
tem um pdlo simples em p com residuo k.
Se p é um pdlo de f de ordem k > 1, entdo f(z) = (2 — p) " g(z) com g holomorfa e ndo nula
numa vizinhanca de p. Consequentemente, a derivada logaritmica

re_ kg

fe)  2=p g2

tem um pdlo simples em p com residuo —k.
O teorema segue aplicando o teorema dos residuos 6.4. O

k

Uma consequéncia é o

Teorema 6.7 (Rouché). Seja Q o interior do contorno fechado simples v, e sejam f(z) e g(z)
duas fungoes homolorfas numa vizinhaca de € tais que

[F ) > [f(z) = 9(2)]

nos pontos da curva vy. Entao f e g tém o mesmo numero de zeros em €.

Demonstragio. E claro que nem f nem g podem ter zeros em 7. Seja h(z) := g(2)/f(2), cuja
derivada logaritmica é h'/h = ¢'/g — f'/f. A hipStese também implica que

lh(z) —1] <1
nos pontos de v, e portanto que a curva I' = h oy estd contida no disco D;(1). Mas
d h/ / !/
PR EC PR C PR FLCVY
rz Jy h(z) 5 9(2) 5 f(2)
e o primeiro integral é zero porque a curva I' ndo contém a origem no seu interior. O teorema é
portanto consequéncia do 6.6. O

Uma aplicagao 1util do teorema de Rouché é a seguinte, juntamente com o seu corolério.

Teorema 6.8 (Hurwitz). Seja Q@ C C wuma regiao e (f,) uma sucessio de fungdes holomorfas
In € O(Q) que converge para f uniformemente em cada compacto de Q. Seja D,(p) C Q um disco
fechado tal que f(z) ndo se anula na fronteira OD,(p). Entdo f, e f tém o mesmo nimero de
zeros no disco D,(p) se n € suficientemente grande.

Demonstragdo. Seja € > 0 o minimo de |f(z)| na circunferéncia dD,(p). Pela convergéncia
uniforme existe 7 tal que |f,(2) — f(2)] <e/2se z € D,(p) C Qen>n. Entao |f(z) — fu(2)] <
|f(2)] em OD,(p) se n > . O teorema segue do teorema de Rouché 6.7. O

Em particular, se as f, ndo tém zeros e o limite f nao é identicamente nulo (logo tem zeros
isolados) entdo também f nao tem zeros. Mas se de uma fungio injetiva retiramos um dos seus
valores obtemos uma funcao sem zeros. Uma consequéncia é entao o seguinte resultado importante,
também conhecido como “teorema de Hurwitz”.

Teorema 6.9 (Hurwitz). Seja Q C C wma regiao e (f,) uma sucessio de fungoes holomorfas
e injetivas f, € O(Q) que converge para [ uniformemente em cada compacto de . Entdo f é
constante ou injetiva.
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Raizes de polinémios, mais uma vez. O teorema de Rouché pode ser usado para contar os ze-
ros de uma fung¢ao holomorfa dentro de regices do plano, comparando com fungoes compreensiveis.
Em particular para dar outra prova do teorema fundamental da algebra.

Por exemplo, seja g(z) = 2" +cp_1 2" 1 + -+ + c12 + ¢g um polinémio ménico de grau n. O
polinémio z™ tem exatamente n zeros, concentrados na origem, e o seu médulo na esfera Sg(0)
vale 2" = R™. E possivel escolher o raio R tdo grande que os n coeficientes ¢,_1,...,c1, ¢y Sao
limitados por |ex| < R"~*/n. Entdo

2" = g(2)| < len-12"" [+ + Jerz] + |eo| < R = |27

nos pontos da esfera Sr(0). Pelo teorema de Rouché 6.7, g¢(z) tem também n raizes dentro do
disco Dg(0).
Um polinémo genérico f(2) = anz™ + an_1 2" 1 + -+ + a1z + ag de grau n (e portanto com
a, # 0) tem as mesmas raizes do polinémio ménico g(z) = f(2)/a, = 2" +cp_12"" 1+ +c12+co
com coeficientes ¢ = ay/a,. Consequentemente, todo polinémio de grau n admite exatamente n
raizes.

6.5 Calculo de integrais reais

O teorema dos residuos permite desenvolver uma série de técnicas e truques para calcular
integrais definidos, ou impréprios, reais (mas nao primitivas!).

Integrais de funcoes racionais de cos e sin.  Se f(cos(6),sin(f)) é uma fungao racional de cos
e sin, entdo a substituicio z = e¥ transforma o integral de f(cos(f),sin(f)) entre 0 e 27 no integral

de contorno
27

(cos(0),sin(h)) db = ]{ F(2) dz

0 |z]=1 1z

onde F' é a fungao racional

24271 2271
2 ’ 21 ’

F(z):=f <
pois cos(f) = (2 +1/2)/2, sin(f) = (z — 1/2)/2i e dz/iz = df. O segundo integral pode entao
ser calculado somando 27i vezes os residuos da fungdo integranda g(z) = F(z)/iz nos pontos

singulares no disco unitdrio D (se f ndo tem pdlos na circunferéncia unitaria D).

Mostre que, se a > b > 0,

/2” o 2n
o a-+bcos() a2 _b2

Calcule
am de T cos(26)
— —————df
o 2+ cos(h) o 3 —cos(h)
2T do
L ariaw  comazv>o0

O naicleo de Poisson no disco unitdrio D é

1+re® 1—1r2
1—re® ) 1—2rcos(d) +r2

Po(0) =R (

com 0 <r < 1. Mostre que
1 s
— P.(0)do =1
2 ©)

—T
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Integrais impréprios de fungoes racionais. Seja f(z) = g(z)/h(xz) uma func¢do racional,
quociente entre os polinémios g(x) e h(x), sem zeros comuns. Assumimos que o seu integral
. 7 . . . o0 .
impréprio na reta real seja absolutamente convergente, ou seja, [~ |f(z)|dz < co. O integral
impréprio é convergente se f(z) nao tem singulariades no eixo real, e se deg(h) > deg(g) + 1, ou
seja, se 0o é um zero de ordem ord(f,c0) > 1 de f, e portanto

C
) < 5 (63)

se |z| = R é suficientemente grande. Entao o integral impréprio de f pode ser calculado somando
2mi vezes os residuos de f no semi-plano superior H, i.e.

/:X’ f(z)dx = QTriZRes(f,p)

peH

De fato, pelo teorema dos residuos 6.4, o segundo membro é igual ao integral fv f(2)dz ao longo

do contorno ~ formado pelo segmento [—R, R] C R e pela semi-circunferéncia Sj; = { Re® : t €
[ 0,7]} , quando R é suficientemente grande. Mas o integral [¢: f(z)dz — 0 no limite quando
R

R — oo, pois o integrando é limitado por |f(z)| < C/R?, e o comprimento do contorno Sg é igual
amR.

Y

Integral do nticleo de Poisson. A funcio racional f(z) = 1/(22 + 1) tem dois pélos simples
nos pontos +i. Pelo teorema dos residuos, o seu integral ao longo do contorno v na figura, se
R > 1, é igual ao seu residuo em ¢, que é

Res(f,) = o

O integral ao longo da semi-circunferéncia SE tende para zero quando R — oo. Consequente-
mente, passando ao limite quando R — oo,

< dr
700332_1_1777.

O nicleo de Poisson no semi-plano superior H é

Y
P,(z) = iy
com y > 0. Deduza que
1 oo
f/ Py(x)de = 1.
s — 00

(os probabilistas chamam distribuicdo de Cauchy a fungao P,(z)/m, que é a densidade de proba-
bilidades de uma varidvel aleatéria que é o quociente de duas varidveis normais independentes).
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Integrais impréprios de produtos de fungoes racionais e trigonométricas. A mesma
técnica pode ser utilizada para calcular integrais impréprios do género

/C: f(z) cos(ax) dx e /C: f(z) sin(az) dz (6.9)

onde f(z) é uma funcao racional, que sdo a parte real e a parte imagindria do integral
o0 .
/ f@)e** dx.
— 00

De fato, |f(2)e'**| < |f(2)| quando S(z) > 0 e a > 0.
Menos 6bvio é que estes integrais podem ser calculados também quando co é um zero simples
de f, ou seja, quando ord(f,c0) = 1, e portanto podemos apenas estimar

Fe< S

R
quando |z| = R é suficientemente grande. O que ajuda, neste caso, sdo as oscilagoes das fungoes
trigonométricas.
Assumimos que « > 0. Uma possibilidade é integrar a fun¢do meromorfa F(2) := f(z) e'** ao
longo de um retangulo 7 de vértices —R, R, R+ 1Y, —R +iY.

Y

-R r

Se R e Y sao suficientemente grandes, entdao o interior do retangulo contém todos os pélos de
F(z) no semi-plano superior (estamos a assumir que nao hé pélos no eixo real). Por outro lado,
os valores absolutos dos integrais ao longo dos lados verticais e do lado superior do retangulo sao
limitados por

c Y C1l—e Y
< = Wy < ———
_R/O e dy

Y
4 . io(£R+1iy)
/0 f(xR+iy)e dy =3 "

ou

e—aY

R
/ flx+1Y) gte(z+iY) dy| < e_ayg 2R < 2R,
R

respetivamente. Passando ao limite quando Y — oo e depois quando R — oo, o resultado é que

/Oo f(z) e do = 2mi Z Res(F,p)

peH

As partes real e imagindria deste integral sdo os integrais impréprios (6.9).

Se a < 0, é necessario escolher o retangulo oposto, ou seja, com Y < 0, e portanto somar os
residuos nos pdélos contidos no semi-plano inferior.

A mesma conclusdo pode ser obtida usando a seguinte observacao, de interesse independente.
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Teorema 6.10 (lema de Jordan). Sejam a >0 e Sf ={ Re® : t € [0,7]} a semi-circunferéncia
superior. Se f(z) € holomorfa no semi-plano superior H exceto, possivelmente, em um nimero
finito de singularidades isoladas, e M(R) := SUp_ gt |f(2)] = 0 quando R — oo, entdo

lim (2)e @ dz=0.
R—o00 S}t

Demonstragio. A concavidade da fungdo sin(t) no intervalo [0, 7/2] implica a desigualdade

2 .
—t<sin(t) <1, se 0<t<7/2.
T

Entéao, usando a simetria sin(t) = sin(r — t) no intervalo [0, 7], temos

) ™ . /2 )
(2) €% dz| < RM(R) / e~ oBsin®) gt — 2 R M(R) / e aRsin() gt
st 0 0
/2 2aR ™
<2RM(R) / e w tdt = M(R)— (1 —e %)

0 «
Portanto, se @ > 0 e M(R) — 0 quando R — oo, este integral tende para 0. O
Se a < 0, o teorema se aplica & semi-circunferéncia inferior S = { Re* : t € [-m,0]}.

Também, ao multiplicar por i, ou seja, ao fazer uma rotacao de 7/2 e passando de o — = ia,
o teorema pode ser aplicado as semi-circunferéncias direita S¢ = { Re'* : t € [-7/2,7/2]} ou
esquerda S§, = { Re" : t € [r/2,37/2]}, dependendo do sinal de 5.

Calcule
*© dx < 2221 2?2 +1 o dx
1 1 5 4% % 2 2
oo T 41 oo T+ D22+ 4 oo T 1 oo (@24 1)
/ cos(ax)dx / cos(ax) dx
o x2 +1 oo .I‘Q + /62
e cos(x)  sin(z)
= d —————d
 whea | s

Mostre que, se a > 0,

> cos —a * g si
/ %daj:ﬂ'e e / %n(a;)dxzﬂefa.
0o Lt a a oo T2t a

Integre a funcao f(z) = e?*/(1 + e*) ao longo do retangulo de vértices +R e £R + 27i, e

mostre que, se 0 < a < 1,
e T
/ dr = —
oo L+ e sin(am)

Integre a fungdo f(z) = e~2™%#/ cosh(nz) ao longo do retangulo de vértices £R e +R + 2i,
e mostre que, se £ € R,

[e's] e—27ri£a: 1
/ dx =
oo Cosh(mz) cosh(7§)

(ou seja, a secante hiperbdlica sech(mx) é auto-dual para a transformada de Fourier).
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Residuos e séries: alguns valores da funcao zeta de Riemann. A funcdo f(z) = 7 cot(nz)
tem polos simples nos inteiros n € Z, com residuos Res(f,n) = 1, e é uniformemente limitada nos
lados do quadrado Qg C C de vértices =R+ iR e =R F iR, com R € N+ 1/2. Pelo teorema dos
residuos 6.4, se k =1,2,3,...,

: f(z) 2%
0= lim dz = Res(f/z 0—1—22
R—o0 QR 22k ( /

e portanto os valores da funcao zeta de Riemann ((s) := > > 1/n® (holomorfa no semi-plano
R(s) > 1) quando s = 2k = 2,4,6,... sdo

o0

(oK) = 3" — = S Res((2)/2,0)

n=1

Para calcular o residuo de f(z)/2%* em 0 é necessdrio calcular a série de Laurent da cotangente
em um disco perfurado em torno da origem:

cos(z)  1—22/242%/24— ...

sin(z) 2z (1—22/6+24/120 —...)

=z '1-22/2+2%24— .. ) (1 +22/6 —72*/360 +...)
=2t —2/3-23/45 ...

cot(z) :=

Por exemplo, Res(f(z)/2%,0) = —m2/3, e portanto

=1 1 1 1 2
2—2_1+ ottt = — (6.10)

g

9 16 25 6

(a solucao do problema de Basel).

Compare o coeficiente de 22 na série de Laurent de sin(7z) /72 e o coeficiente de 22 no produto
infinito em (6.11), e deduza a prova (original de Euler) da férmula (6.10).

6.6 Valores na fronteira dos integrais de Cauchy

De acordo com a férmula de Cauchy (5.2), os valores de uma fungao holomorfa no interior de
um contorno fechado simples v sao médias pesadas dos seus valores na curva. Por outro lado, dados
um caminho ~, ndo necessariamente fechado, e uma fungao arbitréria ¢(z), definida e integrével
(por exemplo, seccionalmente continua) apenas nos pontos da curva 7, o integral de Cauchy

T omi C—z

define uma func¢do holomorfa no aberto Q = C\7. E claro que, se @ nao é a restricao de uma
fungao holomorfa, os limites de F'(z) quando z converge para um ponto p € ¥ da curva podem nao
existir, ou depender do caminho ao longo do qual calculamos o limite, por exemplo da componente
conexa de ) onde estdo os z, — p. Acontece que estes limites estao relacionados com uma receita
para atribuir valores aos integrais de Cauchy nos pontos da curva.

Formulas de Sokhotski-Plemelj. Consideramos um exemplo simples. A curva - é um inter-
valo [a, b] do eixo real, e tomamos p = 0, assim que a < 0 < b. O integral impréprio

/bgo(gc) dx

nao é definido. Podemos no entanto deslocar a singularidade no semi-plano superior, ou seja, no
ponto z = i€ com ¢ real e positivo, e tentar calcular o limite

"ol

o T —1€
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Fixado um 4§ > 0 suficientemente pequeno, este integral é o limite da soma

I_ = lim / #(z) dx + /6 #(z) dx
B e—0t [a,b]\[-8,8] € — i€ _s T — i€

[_
§
= / M dx + lim #(2) dx
{avb]\[7676]

x e—0t+ J_s x — i€

pois o primeiro integral depende com continuidade de . Esta expressdo para I_ depende de ¢, e
podemos entao calcular o seu limite quando § — 07. O primeiro integral, o limite

lim #(2) dxr =: p.v. /b M dx
§—0t [a,b\[-6,0] T a x

é chamado wvalor principal (de Cauchy) do integral fab (f(x)/z)dz. Se a func¢do ¢ ndo oscila muito
em torno da origem, os contributos negativos e positivos, quando x ~ +¢§ cancelam-se, e é razoavel
esperar que este limite exista.

Para calcular o segundo limite, assumimos que a funcao ¢ seja Holder de expoente 0 < a < 1,
ou seja que eixste uma constante K tal que

o(z) = p(0)] < K |2[*

numa vizinhanca da origem (isto é o caso se ¢ é derivével na origem). Entao

T TIN C R A <¢(0) / T / " pl@) = ¢(0) dx)

=0+ e—=0t J_5 T — 1€ 50+ e—0F _§5 T — i€

O valor absoluto do segundo integral é limitado por

4 «
< lim lim/ Klz|

lim lim < -
5—0+ e—0t J_g |x — ig]

=0t e—07+

T

/5 p(z) = 0(0)

_5 T — 1€

5
< lim/ Klz|*™' dz =0
-5

T 50t

Para calcular o primeiro integral,

1
lim lim o(0) / de

§—0t e—0+ 5§ T — 1€

observamos que a funcao 1/(z — i) é meromorfa e tem apenas um pélo simples no ponto ie do
semi-plano superior. Podemos portanto deformar o caminho e calcular, de acordo com o teorema
4.16, o integral ao longo da semi-circunferéncia v(t) = de’* com t € [, 27], que d4 meia volta em
torno da origem no semi-plano inferior (estes dois caminhos sdo claramente hométopos no plano
perfurado C\{ ic}). Entao

1)
lim lim (p(O)/ de = lim lim @(O)/ dz
-

50+ e—07+ s T — 1€ 50t e—0+ z — 1€

§—0+

= lim @(0)/ % = i (0)

Finalmente,

b b
I_ = lim #(z) dm:p.v./ 4'0(;) dx + im p(0)

e—0t+ [, T —1ic

Também é possivel calcular o limite

I = lim

e—0+ J, T +1ic
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O pélo da fungéo 1/(z + ie) agora estd no semi-plano inferior. Um raciocinio anélogo, e uma
deformagéo do segmento [—d, §] numa semi-circunferéncia de raio § em torno da origem no semi-
plano superior, percorrida no sentido horario, mostra que

b b
Iy = lim #(r) dx = p.V./ #(r) dx — imp(0)
T
a

e—0+ J, T +ie

Estas féormulas costumam ser resumidas como

b
lim olz). dx = p.v./ () dx £ im p(0)
e X

e—0+ J, T Fie

e sao chamadas férmulas de Sokhotski-Plemely.

E claro o intervalo [a, b] pode ser substituido por qualquer outro intervalo da reta real (ou por
qualquer caminho no plano complexo), e a origem por qualquer ponto da reta (ou qualquer ponto
regular da curva, que admite uma tangente). E conveniente entdo resumir as férmlas usando a
linguagem das distribuigoes:

1
T Fie

1
=p.v.— kimd
pv.—Eim (z)

onde a delta de Dirac é definida pela identidade

Teorema dos residuos com singularidades na fronteira. Se a funcdo f(x) tem pdlos
simples na reta real, entao o integral impréprio

/_Z f(z)dx

nao é absolutamente convergente. No entanto, é possivel e 1til, por exemplo na teoria da
transformada de Hilbert, definir e calcular os integrais “no sentido do valor principal”.
Por exemplo, se 0 € R é o tnico pélo de f(z) na reta real, e é um pdlo simples, entdo o valor
principal (de Cauchy) do integral [, f(x)dz é definido por

p.v. /:X) f(z)dz:= lim lim f(x)dzx

R—o0 €—0 e<|z|<R

Seja 7y o contorno obtido unendo os segmentos € < |z| < R da reta real com as semi-circunferéncias
St={Re":tel0,n]} eSF={ce:te0,n]}.
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Assumimos que a funcdo admite uma extensdo f(z) que é holomorfa no semi-plano superior
H exceto num numero finito de singularidades isoladas. Se R é suficientemente grande e € > 0 é
suficientemente pequeno, o teorema dos residuos diz que

QWiZRes(f,p) = /S+ f(z)dz+/<| KRf(ac) dx — - f(z)dz

peH

O primeiro integral tende para 0 quando R — oo se f(z) satisfaz as hipéteses do lema de Jordan
6.10. O limite do 1dltimo integral quando € — 0 pode ser calculado explicitamente. Se 0 é um pdlo
simples de f(z) com residuo Res(f,0) = ¢, entdo f(z) = ¢/z + g(z) onde g(z) é holomorfa numa
vizinhanga da origem. Entao

. dz ,
lim (z)dz:c/ — =mic,
e—0 + + Z

53 53

pois o integral da parte holomorfa é limitado por M7e — 0, se M = max|;|<. |g(2)|.

E evidente como generalizar esta féormula ao caso de mais pélos simples na reta real: cada pélo
na reta real conta “metade”, ou seja, mi vezes, o residuo. O resultado é que, se f(x) admite uma
extensao f(z) que é holomorfa no semi-plano superior H exceto num nimero finito de singularidades
isoladas e que satisfaz as hipdteses do lema de Jordan 6.10, entao

p.-v. /jo f(x)dz = 2mi Z Res(f,p) + i ZRes(f,p)

peH peR

Calcule

p.v./ Mdz p.v./ sin(az) dx

oo L —a o T—a

Integral da funcgao sinus cardinalis. A func¢do de Shannon, ou sinus cardinalis,

, sin(z) 15 1 4
= —1— - —
sinc(z) . G° + 136°

joga um papel importante em andlise de Fourier (é a transformada de Fourier de uma fungao
carateristica), em particular nas aplicagoes & teoria da informagio e ao processamento de sinais
digitais.

\V/\\//\ /\\//'\V/
ViV

A origem é uma singularidade removivel, e sinc é uma fungao inteira se o seu valor na origem
for definido sinc(0) := 1. Os seus zeros sao os multiplos nao triviais de 7, e Euler provou que sinc

é um produto infinito
sin(mz) Oo 2?
= I | 14+ — 6.11
Tz ( + n2> ( )

n=1

O seu integral impréprio

I::/ sinc(x) dzx
0
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ndo é absolutamente convergente. Por outro lado, o residuo da funcio f(z) = e¢**/z em p = 0 é
Res(f,0) = 1. Entéo

1 e gix 1 < el 7
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7 EDPs da fisica-matematica

7.1 Ondas

Um dos fenémenos fundamentais da natureza é a propagacao das ondas (eletromagnéticas,
sonoras, gravitaciondis, ... ).

Operador de Laplace e fungoes harmoénicas. O operador de Laplace, ou laplaciano, no

espago euclidiano R™ é o operador diferencial A =V -V = div o grad (a divergéncia do gradiente),
definido, se f : 2 — R é uma funcao duas vezes diferenciavel no dominio 2 C R"™, por

_f
© 02

0% f o f

Af +

Uma funcao que estd no nicleo do laplaciano, ou seja, que satisfaz Au = 0 na regido onde esta
definida, é chamada funcdo harmdnica.

O laplaciano é invariante por rotagoes e translagoes, ou seja, por isometrias do espago euclidiano
(sendo definido por operadores diferenciais, o gradiente e a divergéncia, que apenas dependem do
produto escalar euclidiano e do volume euclidiano). Ou seja, se g(x) := f(Rx —a), onde a € R" e
R € O(n) é uma matriz ortogonal, entdo (Ag) (x) = (Af) (Rx + a). Em particular, as isometrias
do espaco euclidiano enviam fungoes harménicas em fungoes harménicas.

Equacao de onda. A equagdo de onda para o campo escalar u(x,t), com x = (z1,Z2,...,Tp) €
Q C R” (o espago) e t € R (o tempo), é

2
%—CMUZO (7.1)

onde a constante posiiva c¢ é a velocidade de propagacao das ondas. A substituicao 7 = ct trans-
forma a equagao de onda (7.1) em 9?u/97% — Au = 0. Os fisicos também usam a notacio Cu = 0,
onde O := §?/0t> — A é o operador de d’Alembert, em unidades em que ¢ = 1.

A equacdo de onda é invariante por isometrias do espaco euclidiano R™. Portanto, se u(x,t) é
uma solugéo da equagao de onda (7.1) , entdo também v(x,t) = u(Rx — a, t) é solugdo, para todo
a € R" e toda matriz ortogonal R € O(n).

A equagdo de onda é também invariante por homotetias do espago-tempo. Ou seja, se u(x,t)
é uma solugao da equagdo de onda (7.1) , entdo também v(x,t) = u(Ax, A\t) é solugdo, para todo
A > 0.

Ondas planas. E imediato verificar que as ondas planas
u(x,t) == elEx—wi)

sao solugoes da equagao de onda (7.1) se a frequéncia angular w e o vetor de onda & = (£1,&2,...,&n)
satisfazem a “relacao de dispersao”
w? = c*g)* = 0.

que relaciona o numero de onda £ := ||£]| com a frequéncia angular. O comprimento de onda e o
perfodo sdo A = 2w /€ e T = 27w /w, respetivamente. Solugdes reais podem ser obtidas calculando a
parte real ou imagindria, por exemplo, cos(€ - x — wt). O vetor unitdrio n = £/£ é a diregao de
propagacao das ondas, e as frentes de ondas sao hiperplanos ortogonais.

Pelo principio de sobreposicao, sendo a equacao de onda linear, sao também solugoes sobre-
posicoes arbitrarias finitas de ondas planas

S 4y eilErxant)
k
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Ondas viajantes e solugao de d’Alembert. A equacao de onda em dimensao um é

Pu 0%

A mudanga de varidveis independentes (x,t) — (£,7n), onde £ = z + ¢t e n = & — ct, transforma a
equagao de onda (7.2) na forma canénica
0*v
23]

=0 (7.3)

para a funcdo v(€,7) := u(z(€,7),t(&,1)). E claro que toda solucio de (7.3) é soma de uma funcio
que apenas depende de £ e uma funcao que apenas depende de 7, ou seja, é uma sobreposicao
f(&) + g(n), onde f(&) e g(n) sdo fungdes arbitrarias duas vezes diferencidveis. Portanto, uma
solugdo de (7.2) é uma sobreposigao

u(z,t) = f(z —ct) + gl + ct) (7.4)

de duas ondas viajantes (en inglés, traveling waves) com velocidades +¢ e perfis “iniciais” f(x) e
g(z), respetivamente.

SCK-C’\'\

g

E natural colocar o problema de resolver a equacao das ondas (7.2) con certas “condigées
iniciais”
ou

u(z,0) = p(z) e 5¢ (@ 0) = ¥(2) (7.5)

Se pensamos na (7.2) como uma familia infinita de equagdes de Newton, estas sdo as “posi¢oes”
e as “velocidades” inicias do campo u. Em alternativa, ¢(z) é o “perfil” inicial da onda, e ¥ (x)
é o “campo de velocidades” inicial. Ao substituir estas condigdes iniciais (7.5) na (7.4), temos o
sistema

f(x) +9(x) = o(x)
c(f'(x) — g'(x)) = ¥ (=)

para as funcoes f e g. Integrando a segunda equagao e resolvendo o sistema linear para f e g,
obtemos a segunite solugao.

Teorema 7.1 (férmula de d’Alembert'® ). Uma solucdo da equacio de onda (7.2) na reta real
com condigoes iniciais u(z,0) = ¢p(z) e Ou/ot(x,0) = (x) é dada por

x+ct
(6 + ct) + ol — et)) + / O(y) dy (7.6)

2¢ xr—ct

N =

u(z,t) =

157 -B. le Rond D’Alembert, Recherches sur la courbe que forme une corde tendué mise en vibration, Histoire de
lacadémie royale des sciences et belles lettres de Berlin 3 (1747), 214-219.
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De fato, a solugao de d’Alembert é tinica, mas a prova da unicidade depende de uma formulacao
apropriada do problema (o que é uma solugdo, e em que espago procuramos solugoes).

E importante observar que o valor u(z,t) da solu¢do no ponto (z,t) do expago-tempo depende
apenas dos valores iniciais u(y, 0) nos pontos y = x+ct e dos valores iniciais da derivada du/9t(y, 0)
no intervalo y € (x—ct, x+ct). Em particular, uma perturbacao inicial localizada n(uma vizinhanca
pequena d)o ponto (0,0) do espago-tempo apenas tem efeitos nos pontos do “cone futuro” C, os
pontos do espaco-tempo tais que 22 —c?t2 <0et > 0.

Ux,+) FOTORO

AAAAY

Pl bCxvct)

A maneira melhor de compreender a solugao de d’Alembert (7.6) é considerar condigoes iniciais
localizadas e simples, perturbacoes do campo nulo. A mais simples é a funcdo carateristica do
intervalo unitario centrado na origem, que é chamada pulso ou func¢ao retangular, e é definida por

1 selz|<1/2
rect(z) := { 0 caso contrario

Se o perfil inicial é u(z,0) = rect(z) e a velocidade inicial é nula, a onda inicialmente concentrada

em torno da origem divide-se em duas ondas retangulares de altura 1/2 que viajam com velocidades
+¢, como mostrado na figura.

RCx-et)

=

Por outro lado, se o perfil inicial é nulo e a velocidade inicial é (Qu/0t)(x,0) = rect(z), entdo
a solucao para valores suficientemente grandes do tempo tem o aspeto mostrado nesta segunda
figura.

8()«&‘&\
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Considere a mudanca de coordenadas do plano (z,t) — (£,n), onde { =z +ct e n =z — ct.
Verifique que

o On

— =c

ae % oy ot
Deduza que (7.2) é equivalente a (7.3).

0 7] 0 7] (8 8>

Prove a férmula de d’Alembert.

Mostre que, se as condigoes iniciais ¢(z) e 1(x) sdo nulas fora dum intervalo [—L, L], entao
a solugdo u(z,t) é nula fora do intervalo [—-L — ct, L + ct], e dé uma interpretagao.

Determine uma solugao quando as condigoes iniciais sao

u(z,0) =0 e %(m, 0) = cos(2nz),

ou 5
22 7’“ o
u(z,0)=e e 5 (2,0)=0.

Mostre que, se as condigoes iniciais u(z,0) = ¢(z) e %(m, 0) = ¢(x) sdo fungdes fmpar, entao
a solugao de d’Alembert u(z,t) é uma funcao {mpar de = para cada tempo ¢. Use esta observagao

para resolver o problema das ondas na semi-reta « > 0 com condigao de fronteira nula u(0,¢) =0
(condigoes de fronteira de Dirichlet).

Equacgoes de Maxwell e ondas electromagnéticas. O campo elétrico E e o campo magnético
B “in vacuum” (numa regido sem cargas nem correntes) satisfazem as equagdes de Mazwell

0

—E-VxB=0 V-E=0

ot

) (7.7)
B+ VxE=0 V-B=0

Os campos dependem das varidveis espago-temporais t e r = (z,y,2). Aplicando o operador
rotacional Vx as duas equagbes na esquerda (leis de Ampere e Faraday), usando a identidade

Vx(VxF)=V(V-F)—-AF

(onde A = V -V é o Laplaciano) e as equagoes de Maxwell & direita (leis de Gauss), deduzimos
as equagoes de onda

0? 0?
52 0 92 0 (7.8)
para os dois campos.
As “ondas planas” '
E(t,r) = Eg e @tkr) (7.9)

(ou a parte real Ey cos(wt — k - r) desta expressao se estamos interessados em solugdes fisicas) sdo
solugoes da equagdo de onda (7.8) desde que a “frequéncia (angular)” w e o “vetor de onda” k
satisfazam a “relagao de dispersao”
2 2
w? — Kk = 0.
A lei de Gauss V - E = 0 entdo diz que o vetor constante Ey é ortogonal a k. Observe que a

velocidade de fase das ondas planas, v = w/||k||, ndo depende da frequéncia w.

Descreva os conjuntos de nivel das ondas planas definidas acima para um tempo t fixado,
depois descreva como mudam quando o tempo cresce. Justifique o nome “ondas planas”.
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ex: Use a lei de Faraday para calcular o campo magnético

B(t,r) = B gitetten)
w

associado a solugao (7.9). Use as leis de Gauss para verificar que os campos E e B sao ortogonais,
e oscilam no plano ortogonal ao vetor de onda k (que é a dire¢ao de propagacao da onda).

Equacao de Korteweg-de Vries. Considere a equacio de Korteweg-de Vries 10 (KdV)

ou O%u ou
E+@+6u%:0. (7.10)

que modela a propagagao de ondas de comprimento grande em um meio dispersivo em dimensao
um (por exemplo, a dgua em um canal pouco profundo). E imediato verificar que u(x,t) :=
¢(x — vt — zg) é uma solugao da (7.10) se ¢ é uma solucao da EDO

—v¢' +¢" + 666 =0,
e portanto se existe uma constante ¢ tal que ¢ é uma solugao da equagao de Newton
¢ = -3¢ +vp+c

A “secante hiperbdlica”

1 2
h = =
sech(z) cosh(z) e?+e®
é solucao da EDO
=2+ f

com condigbes de fronteira f(+oo) = 0. Portanto,

u(e,t) = 5 sech (\f(x — vt — x0)>

é uma solugao da (7.10), que descreve uma “onda solitaria” (soliton), localizada numa vizinhanga
de xq + vt, que viaja com velocidade v.

A grande onda de Kanagawa, de Katsushika Hokusai
Source: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Great_Wave_off_Kanagawa2.jpg

7.2 Corda vibrante e harmonicas

A corda vibrante, com as suas ondas estaciondrias, é um dos modelos paradigmaticos da fisica-
matematica, que motiva a andlise de Fourier.

16D.J. Korteweg and G. de Vries, On the Change of Form of Long Waves Advancing in a Rectangular Canal, and
on a New Type of Long Stationary Wave, Philosophical Magazine 39 (1894), 422-443


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Great_Wave_off_Kanagawa2.jpg
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Corda vibrante. As pequenas vibragoes transversais de uma corda de comprimento ¢, tensao
k e densidade linear p sao modeladas pela equagao de onda

Pu 0%

com condigoes de fronteira (chamadas condi¢oes de Dirichlet)
w(0,t) = u(l,t) =0 vt, (7.12)

onde u(z,t) denota o deslocamento transversal da corda na posicdo = € [0, /] e no tempo ¢, e
¢ = +/k/p é uma velocidade. Para ter férmulas simples, consideramos ¢ = 7 (que corresponde a
uma mudanga de varigvel z — o’ = 7z /l).

ulx,t)

Moralmente, a equacao de onda (7.11) representa “infinitas equagoes de Newton”, uma para
cada ponto z da corda vibrante (e de fato pode ser deduzida das equagoes de Newton de uma
sequéncia de molas acopladas ...). A forga que atua sobre a massa infinitesimal pdz colocada na
posicao x é k (0%u/0x?)dx, e portanto depende da convexidade do perfil da corda neste ponto.
E claro entdo que as solugoes do problema da corda vibrante dependem das infinitas “posi¢oes”
iniciais, o perfil inicial da corda, e das infinitas “velocidades” iniciais, as derivadas parciais do perfil
em ordem ao tempo. Ou seja, o problema fisico natural consiste em procurar solugoes da equagao
de onda (7.11) com condigoes de fronteira (7.12) e dadas certas condigbes iniciais

u(z,0) = p(x) o (2, 0) = ()

@

onde p(x) e ¥(x) sdo fungoes arbitrarias (mas suficientemente regulares para terem sentido fisico).

Separacao de variaveis e ondas estacionarias. O método de separagdo de vardveis consiste
em procurar solucoes “separaveis”, ou seja, solugoes da forma

u(z,t) = X(x)T(t),

onde X (x) é uma funcdo que apenas depende da coordenada espacial z, e T'(t) é uma fungdo
que apenas depende da coordenada temporal t. E claro que as condigdes de fronteira (7.12) sao
condigoes sobre a funcao X (x). A esperanca é encontrar um numero suficientemente grande de
solugoes, e que combinagoes lineares destas solugoes aproximem, com precisao arbitraria, a solucao
geral.
O produto u(x,t) = X (z) T(t) é uma solugdo da equagdo de onda (7.11) se X T" = 2X" T, e
portanto se
17" X"(x)

T X(z) (7.13)

(pelo menos nos pontos onde os denominadores nao se anulam). A identidade (7.13) diz que 7" /T
e X" /X nao dependem nem de z nem de t, logo que existe uma constante A € R tal que

X" =)X e T" = AT .

Assim, a equagao diferencial parcial (7.11) é transformada numa familia de equagdes diferenciais
ordindrias, duas para cada valor possivel de A.
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As tnicas solugbes nao triviais do problema X” = AX no intervalo [0, 7] com condigdes de
fronteira nulas X (0) = X (m) = 0 sdo proporcionais a
X, (x) = sin(nx)

e correspondem a valores de ) iguais a A, = —n?, com n =1,2,3,.... Em outras palavras, os
An = —n? e os sin(nx) sdo os valores e os vetores préprios, respetivamente, do operador de Laplace
A definido no espago das fungoes infinitamente derivéveis f : [0, 7] — R tais que f(0) = f(7x) = 0.

Para cada um destes valores de A = \,,, a fungdo T,,(t) é solucao da equagao do oscilador
harménico T = —n2c?T,, de frequéncia nc, logo combinagao linear de cos(nct) e sin(nct). As
solugoes separaveis do problema da corda vibrante sao portanto as ondas estaciondrias

Up(z,t) = (an cos (nct) + by, sin (nct)) sin (nx)

= A, sin (nct + 7,) sin (nz)

com n = 1,2,3,..., onde os coeficientes a,, e b,, ou a amplitude 4, = /a2 + b2 e a fase
T, = arctan(a,/b,), sdo constantes arbitrarias.

B
o OMD

Primeiras 5 harménicas de uma corda vibrante.

Verifique que, se A > 0, entdo toda solugdo de f”(xz) = Af(xz) com f(0) = f(w) =06
identicamente nula.

Verifique que, se A = —w? < 0, entdo as tnicas solucdes nao triviais de f”(z) = \f(x) com
f(0) = f(m) = 0 s@o proporcionais a sin(wz), com w =1,2,3,....

Sobreposigoes. A linearidade da equagao de ondas implica o principio de sobreposicdo: toda
sobreposigao de solucoes ainda é uma solucao. Em particular, uma sobreposicao finita de ondas
estacionarias

u(z,t) = Z (an cos (nct) + by, sin (nct)) sin 27z /Ly,) (7.14)

n

é uma solugao de (7.11), e resolve o problema com condigoes iniciais
u(z,0) = Z ap, sin (nx) e ug(2,0) = Z ncby sin (nx) .
n n

Vice-versa, se conseguimos representar o perfil inicial u(z,0) e a velocidade inicial du/dt(x,0)
da corda como combinagoes lineares (finitas) de senos de nz, entdo a sobreposigao (7.14) de ondas
estaciondrias é uma solugao do problema da corda vibrante com estas condigoes iniciais.

Harmoénicas. No caso geral em que o comprimento da corda é ¢, as ondas estaciondrias sao
Un(x,t) = Ap sin (2nvpt + 7,) sin 27z /Ly,) | comn=123,...

onde as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

c ¢ 20

Up (=N — e = —

" 20 "o
com n = 1,2,3,..., respetivamente. A primeira frequéncia, 1 = ¢/¢1, é dita som (ou tom,
ou modo) fundamental, e as outras, v, = nvy = ¢/l,, com n = 2,3,4,..., sdo ditas n-ésimas

harmdnicas (ou overtones) da corda.
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Por exemplo, se a fundamental é o Ay de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
entao a segunda harmonica é o As de 880 Hz, a terceira estd proxima do Eg de 1318.5 Hz, a quarta
é 0 Ag de 1760 Hz, a quinta estd préoxima do Cfly de 2217.5 Hz, a sexta estd proxima do E; de 2637
Hz, a sétima estd proxima do G7 de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras harmdnicas contém
a “fundamental” A, a “quinta justa” E e a “terga maior” Cf, as trés notas (“trfade maior”) do
“acorde maior”!

N el
¢
i

1 2 3 4 5 & 7 8§ 9 10 Il 12

Primeiras 12 harmoénicas de uma corda cuja fundamental é C.

Determine as vibragoes de uma corda de comprimento ¢ = 7w dadas as condigoes iniciais
u(z,0) = sin(3x) e ug(x,0) = 2sin(4x) ,
ou

u(z,0) = 3sin(z) — sin(2z) e ut(x,0) = sin(3x) .

A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada com
uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias préprias de 660 Hz, 1320 Hz, 1980
Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um violinista para obter
o Lab de 880 Hz com esta corda?

Energia, unicidade e estabilidade. A unicidade das soluc¢oes do problema da corda vibrante é
consequéncia de um principio fisico: a conservacao da energia. A energia de uma corda vibrante
(ou melhor, de uma solucao u(x,t) da corda vibrante) é

1/ ou\ ou\ >
E(t) == — k|l =— d
© 2%1@(%)’%(&J !
Se u(0,t) = u(f,t) = 0 para todos os tempos ¢, entdo a energia é uma constante do movimento,
pois (integrando por partes)

d L1 oudPu | du du
Lew) = ey N d
i /0 (p ot o " os 8t8x> v
k&‘&‘£+/z Ou Pu . Ju Ou
ot oz |, Jo \Pot a2 ~ "ot 922 ) "
14 2 2
ou (0°u 4 O°u
JE— —_—— —_— d =
/Opat (8152 ¢ a$2> z=0,
porque u satisfaz a (7.11).

A unicidade pode ser enunciada num contexto muito mais geral, da seguinte forma.

Teorema 7.2 (unicidade).  Eziste no mdzimo uma solucio de classe C*> da equacdo da corda

vibrante forgada
Pu  , 0%u
oz ¢ g @
no intervalo [0,4], dadas umas condigoes iniciais u(x,0) = o(x) and us(x,0) = () e condigdes

de fronteira u(0,t) = A(t) e u(l,t) = p(t).

Demonstracao. A diferenga w = u; — us entre duas solugoes, 11 e usz, € uma solugao da equagao
de onda (7.11) com condigoes iniciais e de fronteira triviais. A energia de w é igual ao seu valor
inicial, que é zero. Portanto dw/dx e Jw/0t sdo identicamente nulas, e portanto w é constante e
igual ao seu valor inicial, que também é nulo. O
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No caso da corda infinita, ou seja, da equacao das ondas na reta real, é possivel obter a unici-
dade se as solugoes se anulam fora dum intervalo compacto, ou se decrescem tao rapidamente que
os integrais que definem a energia e a sua derivada em ordem ao tempo sao absolutamente conver-
gentes. Entao a férmula de d’Alembert também permite provar um resultado de “estabilidade”:
erros pequenos nas condigoes iniciais producem efeitos pequenos em tempos finitos. Isto acontece
porque perturbagoes iniciais crescem apenas linearmente no tempo.

Teorema 7.3 (estabilidade). Para cada € > 0 e cada tempo T > 0 existe um 6 = (¢, T) > 0 tal
que, se uy(x,t) e ug(x,t) sao duas solugdes da equagdo de onda (7.11) com condigdes iniciais que
diferem por menos de

9uy
ot

(9’11,2

|ug(x,0) — ua(z,0)| <6 5

(1170) -

(99

(z,0)| <96

entao
s (2, £) — usa, 1)] < &

para cada posicao x € R e cada tempo 0 <t < T.

Demonstragao. Se os valores absolutos das condigoes iniciais u(z,0) e Ou/0t(x,0) sdo limitadas
por ¢, a férmula de d’Alembert (7.6) diz que a solucdo da equagdo de onda na reta é limitada
por |u(z,t)] < § + 6t. Em particular, para tempos 0 < ¢ < T', a solucdo é limitada por (1 + T).
Portanto, basta considerar §(e,T) =¢/(1+1T). O

Mostre que a energia de uma onda estacionaria
un(x,t) = Ay sin (2wvpt + 7,,) sin (2wx/¢,,)

é dada por
E, = m>M A2 1?2

n-n?

onde M = pf é a massa da corda.

7.3 Equacao de calor/difusao

A equagao de calor é uma lei fenomenoldgica que modela a difusao ou a propagacao de calor num
meio homogéneo.

Equacao de calor/difusao. Seja u(x,t) a densidade de soluto/calor numa solucdo/condutor
unidimensional, dependendo da coordenada espacial x e do tempo t. Entao a massa total de
soluto/calor contida num intervalo infinitesimal [z,z 4 dx] é uwdx e a sua variacdo no tempo é
(Ou/0t) dx. Mas esta variagdo é a soma algébrica entre os fluxos de soluto/calor que entram ou
saem da fronteira do intervalo, os ponto x 4+ dx e x. Em primeira aproximagao, estes fluxos sao
proporcionais ao gradiente da densidade/temperatura (lei de Fick/Fourier). Consequentemente,

ou ou ou
Seyo =5 (Ghie+de) - §hen)

onde 8 é um coeficiente de difusdo/condutividade térmica. Ao dividir por dx e ao fazer o limite
quando dx — 0, obtemos a lei

ou_ o
ot 7 0x2

A generalizagdo em dimensao 3, ou em dimensao arbitréria, é a equacdo de difusao/calor
ou
— =0A 7.15
2~ 5 (7.15)

onde o campo escalar u(x,t) é definido para x numa regido Q2 C R™ e tempos ¢ > 0, e A é o
Laplaciano no espago Euclidiano R™.

O caso estaciondrio, i.e. independente do tempo, é modelado pela equagao de Laplace Au = 0.
Assim, as solugoes estaciondrias da equag ao de calor sdo as fungoes harmoénicas.
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Mostre que se u(x,t) é uma solucdo da equagdo de calor (7.15) , entdo também v(x,t) :=
u(v/Ax, At) é solugio, para todo A > 0 (invariancia por quase-homotetias).

Verifique que v(x,t) := f(z/+/t) é uma solugao da equagio de calor na reta se a fungao f(q)
é solugao da equagao diferencial

f//+%f/:0

) o . _g?
e portanto se f é uma primitiva de uma Gaussiana Ce~9 /4 . Por exemplo, ao escolher C' = 1,

v(z,t) = / e/ dg .
0

Verifique que também a sua derivada em ordem a z, ou seja, a Gaussiana

1
’U,(.'L'7 t) — %6—322/415

é uma solucao da equagao de calor na reta.

Verifique que
u(z,y,t) = %e_(x2+y2)/4ﬁt

é uma solugdo da equagdo de calor (7.15) no plano.

Principio do maximo, unicidade e estabilidade. Dado um dominio 2 C R™, um problema
natural é procurar solucoes da equacao de calor

%—Au:f em ) x (0,00)

dada uma “condigao inicial”
u(x,0) = p(x) em Q x { 0}
e umas “condicoes de fronteira”
u(x,t) = g(x,t) em I x [0,00)

(compativeis com a condico inicial). As solugdes “cldssicas” sdo funcdes de classe C? no dominio
Q% (0, 00) (mas é suficiente que sejam continuas as derivadas parciais du/9t e 9?u/dz?) e continuas
na aderéncia  x [0, 00).

A unicidade e a estabilidade das solugoes da equagao de calor em uma regiao limitada sao
consequéncias de um principio fisico intuitivo: um ponto interior de um condutor isolado no instante
t > 0 nao pode ser mais quente ou mais frio do que era no instante inicial ¢ = 0, ou dos pontos da
fronteira do condutor. Dado um dominio limitado 2 C R™ e um tempo finito T" > 0, consideramos
o cilindro Q7 := Q2 x (0,7), e a sua fronteira parabdlica 0,Qr := (2 x { 0} ) U (82 x (0,T]) (ou
seja, os pontos onde sdo dadas as condigbes iniciais e de fronteira).

<
1T

o |
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Teorema 7.4 (principio do maximo).  Seja u(x,t) uma solucio de classe C*(Qr) NC°(Qr) da
equacao de calor

ou
E—Au—f

no cilindro Qr, onde @ C R™ é um dominio limitado e f < 0. Entao o mdzimo (e também o
minimo se f =0) de w em Qr € atingido na fronteira parabdlica 0,7 .

Demonstragdo. (em dimensdo um) O primeiro passo consiste em provar a afirmagao para a fungao
v :=u — et, com € > 0, no cilindro menor Qp_., que satisfaz a equagao de calor

ov 0%
—+—=f—-e<0. 7.16
ot "oz (7.16)
Seja (xg,to) um ponto de méximo de v em Qr_.. Se (zg,t0) ¢ 0,Qr—., entdao neste ponto as
derivadas de v satisfazem v, (zg,%y) = 0 (porque zy é um ponto interior de §2) e

0

(porque tg pode também ser igual a T' — ¢). Pela férmula de Taylor,

v 9
v(x,tg) — v(zo,to) = @(x,to)(x —20)° <0

para algum ponto T entre z e xy. No limite quando = — zy temos portanto

82
8—;;(950,150) <0. (7.18)

Mas as desigualdades (7.17) e (7.18) néao sao compativeis com (7.16). Esta contradigdo prova que

max v = max uv.
ﬁT—s pQTfa
A funcao u é limitada por
v<u<v+eT (7.19)

em Qp. A primeira das desigualdades (7.19) implica que

max v < max u < max u
87)9’1"75 8])QT—5 apQT

Usando também a segunda das desigualdades (7.19) e a continuidade (uniforme, pois estamos numa
regido compacta) de u, obtemos

max u = lim max u < lim max (v+4+eT) < lir¢n< max v—l—sT) < max u
£

Qr ed0 Qr_. ed0 Qp_. Q7 e OpQr

Se f =0, a afirmacao sobre o minimo segue considerando o maximo de —u. O

Uma primeira consequéncia importante é o teorema de unicidade para as solugoes da equacao
de calor num dominio limitado.

Teorema 7.5 (unicidade).  Eziste no mdzimo uma solugio u € C*(Qr) NC°(Qr) da equacdo de
calor nao-homogénea

= Au=
5 Bu=1,

com f € C°(Qr), num dominio limitado  C R™, dadas condigoes iniciais e de fronteira ar-
bitrdrias w= g em 0,Qr, com g € C°(9,Qr).
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Demonstracdo. A diferenca entre duas solugoes satisfaz a equacdo de calor homogénea e é nula na
fronteira parabodlica. Pelo principio do méximo, o teorema 7.4, é identicamente nula. O

Outra consequéncia é um resultado de estabilidade.

Teorema 7.6 (comparacio e estabilidde). Sejam u e v solugées de classe C?(Qr) NC(Qr) das
equacoes de calor

ou Ov
E—Au-f e E—Av—g,

respetivamente, num dominio limitado Q) C R"™.
i) Seu>v em 0y e f > g, entdo u > v em Q.

it) A diferenca entre u e v € limitada por

max |u — v| < max |u —v|+ T -max|f — g|.
Qr 9,97 o

Demonstra¢do. A primeira afirmacdo é uma consequéncia do principio do maximo aplicado &
fungao w := v — u, que satisfaz

e é nao positiva na fronteira parabdlica.
Para provar a segunda afirmagao, definimos M := maxg, |f —gl|. As fungoes

wt = 4(v —u) —tM
satisfazem
wi — Aw* =£(g— f) = M <0
e portanto o principio do méaximo 7.4. Consequentemente,
max +(v — u) = max(tM + w¥)

QT QT

< maxtM + max wt
QT QT

<TM + max (£(v — u) — tM)
OpQr

< TM + max |v — ul
OpQr

Método da energia. Se u(z,t) é uma solugdo da equagdo de calor homogénea (7.15) (por
exemplo, com § = 1) no intervalo [0,¢] com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = u(¢,t) = 0,
entao a energia

¢
Et) = %/0 u(z,t)? dr

é nao-crescente, pois

d £ du 9%y
%E(t)—/o u—dx

4 2 14 ¢ 2
ou Ju Ju
- _ —\ d —| =- — | dz<0.
/0 (8w) “{“M]o /0 (8w> =
Em particular, se a energia inicial é nula, i.e. £(0) = 0, entdo a energia fica nula para todos os
tempos t > 0
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Use esta observacao para dar uma prova alternativa do teorema de unicidade 7.5 .

Use esta observagao para provar o seguinte teorema de estabilidade: se u e v sao solucoes da
equagdo de calor homogénea no intervalo [0, ¢] com condicoes de fronteira nulas, entéao

4 4
/ (u(z,t) — v(z,t)* do < / (u(z,0) — v(z,0))* dz.
0 0

Movimento Browniano. No modelo do movimento Browniano proposto por Einstein em 19057,
a densidade de probabilidade P(x,t) de encontrar a particula Browniana na posi¢do & no tempo ¢
sabendo que ela estava na posicao 0 no tempo 0 é a solugdo nado-negativa da equagdo da difusao

opP o?pP

ot Pz =0

tal que lim;_,o P(z,t) = 0 para todo o z # 0, e ffooo P(x,t)dx = 1 para todo o tempo ¢t > 0. O
“coeficiente de difusao” é g = %, onde R é a constante de gés perfeito, T' a temperatura absoluta,
N o ntimero de Avogadro, e a = 67np um coeficiente de friccdo (que depende da viscosidade
dindmica n do liquido e do raio p da particula Browniana).

Verifique que a gaussiana
_ L e?/asn

P =5

resolve a equacao de difus@o, e que tem integral unitario.

Verifique que
Pra) = [ P Pla ) dy

— 00

e interprete este fato.

Calcule o caminho quadratico médio da particula Browniana no tempo ¢, definido por

(z(t)*) = /00 22 Py(x) dx .

—o0
Equacao de Burgers. Considere a equacao de Burgers

ou 0%u ou

com viscosidade p > 0.

(substitui¢ao de Cole'®-Hopf '?) Mostre que se v(z,t) é uma solugdo da equacdo de calor

2 ~
% = u%, entao

u=2_—logv

ox

é uma solugdo da equagao de Burgers (7.20).

17A. Einstein, Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wiirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flussigkeiten suspendierten Teilchen, Ann. Phys. 17, 549, 1905 [English translation in A. Einstein, Investigations
on the Theory of Brownian Movement, Dover, New York, 1956].

18].D. Cole, On a quasi-linear parabolic equation occurring in aerodynamics, Quart. Appl. Math. 9 (1951),
225-236.

19E. Hopf, The partial differential equation ut + uuy = puzy, Comm. Pure and Appl. Math., 3 (1950), 201-230.
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Condugao de calor com temperatura constante na fronteira. A conducgao de calor num
fio condutor de comprimento 7 (para ter férmulas simples; se o comprimento for ¢, basta fazer a
mudancga de varidvel © — 2’ = 7wa/¢) e difusividade térmica S > 0 é modelada pela equagio de

calor 5 o2
U U
— —fB=— =0 7.21
ot 'Bax2 (7.21)
onde u(z,t) é a temperatura na posigdo x e no instante ¢t. Colocamos o problema de resolver o
problema com condigdes de fronteira constantes, u(0,t) = a e u(m,t) = b para todos os tempos

t > 0. A fungao

b—a
w(z,t) :=a+ x
é uma solugao estaciondria, i.e. independente do tempo (o limite esperado do perfil de temperatura
quando t — 00). Entéo a solugdo da equacgao de calor (7.21) com condiges de fronteira constantes
u(0,t) = a e u(m,t) = b é igual a

u(z,t) = w(z,t) +v(z,t),
onde v(z,t) é a solugdo da equacdo de calor (7.21) com condigdes de fronteira nulas (i.e. de
Dirichlet) v(0,t) = v(m,t) = 0.

Um célculo andlogo ao da corda vibrante mostra que as solugoes separaveis da equagao de calor
(7.21) com condigbes de fronteira nulas sdo (proporcionais a)os modos

vn(z,t) = e P sin (%x)

comn =1,2,3,.... Pelo principio de sobreposi¢do, uma sobreposicao finita de modos
vz, t) = Z bpe#""tsin (nx)
n>1

é uma solugao da equagdo com condigoes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e v(¢,t) = 0 e condigao

inicial
v(x,0) = Z by, sin (nz)

n>1

E importante observar que o limite de v(z,t) quando t — oo é a fungdo identicamente nula, e
portanto o limite de u(z,t) é a solugdo estaciondria w(z,t), como esperado.

Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm? /s é posto em contacto
térmico, nos dois extremos, com dois reservatérios mantidos a temperatura constante de 0°C.
Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (&z) X 60°C |

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha temperatura superior
a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e 100°C,
respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo grande?

Determine as solucoes da equagao de calor num condutor de comprimento m com condi¢oes
de fronteira nulas, ©(0,t) = 0 e u(w,t) = 0, e condi¢ao inicial

u(x,0) = sin(x) + 3sin(2z) ,

u(z,0) = wsin(7z) — sin(5z).
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Condugao de calor em um condutor isolado. A condugao de calor num fio condutor ter-
micamente isolado de comprimento 7w e difusividade térmica 5 > 0 é modelada pela equagao de
calor

u
ot ox2
em 0 < z <, com condigdes de fronteira (condi¢ées de Neumann)
ou ou
—(0,t) = —(m,t) =0 Vt>0
(91’( ) 3:1:(77’ ) ~

(o fluxo é proporcional ao gradiente de temperatura). As solugdes separdveis sdo os modos
un(z,t) = e P cos (nx)
comn =0,1,2,3,... Pelo principio de sobreposi¢ao, uma sobreposi¢ao finita de modos

u(x,t) = ag + Z ane P cos (nx)
n>1

é uma solucao com condicao inicial

u(z,0) = ag + Z ap, cos (nx) .

n>1

O limite de u(x,t) quando t — oo é o coeficiente ag, que é a média dos valores inicias

™

1 ™
ag = f/ u(z,0) dz
0
(pois os cos(nz), com n > 1, tém média nula em [0, 7]).

Mostre que o “calor”
‘
Q) ;:c/ (o, ) dz,
0

onde C' = mc é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor especifico ¢)
é constante, ou seja, que %Q(t) =0.

Determine as solugoes da equagao de calor num condutor isolado de comprimento m com
condicao inicial
u(z,0) = cos(x) + 3 cos(2z),
ou
u(x,0) = 3 — cos(5x).

Conducgao de calor em um condutor circular. Também podemos considerar um condutor
isolado circular, por exemplo uma circunferéncia de comprimento 27 (a circunferéncia unitdria
S =1{e®, 2 € R/2rZ} C C). Neste caso, ndo ha fronteira, e portanto nao hd condigdes de
fronteira, mas condigoes de periodicidade: u(0,t) = u(27,t) para todos os tempos ¢t > 0. Entao as
solugoes separdveis da equagao de calor (7.21) sao

un(z,t) = e " (a,, cos (nx) + by, sin (nx))
comn =0,1,2,3,.... Pelo principio de sobreposicao, uma sobreposicao finita de modos

u(z,t) = ag + Z et (a,, cos (nz) + by sin (nz))
n>1

é uma solugao com condigao inicial

u(z,0) = ap + Z (an cos (nx) + by, sin (nx)) .

n>1
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Calor com dispersao. Considere a equagao de calor com dispersao

ou 9%u

no intervalo 0 < x < ¢ com condicoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0 para todos os t > 0. A
substituigao v(x,t) := e’ u(z,t) transforma a equacao (7.22) na equagao de calor

ov 0%v

o o =0

Determine as solugoes separaveis do problema.

7.4 Separacgao de variaveis

Procurar solucbes separaveis é a primeira coisa que um fisico ou um engenheiro faz quando observa
uma nova equagao diferencial parcial. Com alguma sorte, combinagoes lineares destas solugoes
formam um espaco suficientemente grande de solugoes.

Separacao de variaveis. O método de separacao de varidveis para determinar solucoes de uma
EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas varidveis x e t, consiste em substituir a conjetura

| u(z,t) = X(2) T(t)|

na equagao, e deduzir (A, X)T = (B:T)X, onde A, e B; sao operadores diferenciais lineares nas
varidveis x e t, respetivamente. A igualdade entdo implica que existe uma constante A tal que X
e T satisfazem as equacoes de Sturm-Liouville

A X =)0X e BT = \T.
As condigoes de fronteira determinam certos valores préprios A e as correspondentes funcoes
préprias admissiveis X (z) e Th(t), e portanto as solugdes separdveis X (z) T (t). Pelo principio
de sobreposi¢ao sdo também solugdes combinagoes lineares (finitas)
u(z,t) =Y ex Xa(x) Ta(t),
A

com cy € R.

Determine, se possivel, solucoes separaveis das seguintes EDPs.

Uy + Uy =0 tuge +ur =0 Up = 2Uy
Ugy + Ugy + Uyy =0 Ugg + Ugy + Uy =0 Uty = Uy
Uggy + Uyy + Uz =0 Ylgg + TUyy + TYU,, =0 Uy = 0

Equacao de transporte. Seja p = p(z,t) a concentragao de soluto num fluido unidimensional,
e seja v(x,t) o campo de velocidades do fluido. A massa total de soluto contida no intervalo
entre [x,x + dx] é p(z,t) dx, e a sua variagdo no tempo é (0p/0t)(x,t) dx. Esta variacdo é a soma
algébrica dos fluxos que entram e saem da fronteira do intervalo, os pontos x e x + dx, e este fluxos
sao p(z,t)v(z,t) e —p(x + dx,t) v(z + dx,t), respetivamente. Portanto,

ap

5 dx ~ p(x,t)v(z,t) — p(x + dz, t) v(z + dz,t)

Ao dividir por dx e ao fazer o limite quando dr — 0 obtemos a equacdo de transporte

ap 0 B
e +%(UP) =0
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Em dimensao arbitraria, por exemplo 3, a equacao generaliza como

dp B
5 +V(vp)=0

Se o fluido “incompressivel”, ou seja, se a divergéncia do campo de velocidades é nula e portanto,
em dimensao um, se o campo de velocidades nao depende da posicao x mas apenas do tempo t, é
imediato verificar que uma solugao com condigao inicial p(x,0) = ¢(z) é

(@ t) = ¢ <x _ /Otv(s) ds) .

Em particular, se o campo de velocidade do fluido incompressivel também nao depende do tempo,
entao a equacao assume a forma

o _
ot Uax_

e uma solugao com condi¢ao inicial @(x) é

0 (7.23)
plat) = ¢ (x - vt)

Determine as solugoes separdveis da equagao de transporte (7.23), e compare com a solucao
fisica.

Vibracgoes amortecidas. Considere a equacao da corda vibrante “amortecida”

0%u 5 0%u 4 ou

ot? Ox? ot
em 0 < z < 7, onde a > 0 é um coeficiente de atrito, com condi¢oes de fronteira nulas u(0,t) =
u(m,t) =0.

0.

Mostre que a conjetura u,(z,t) = g,(t) sin (nz) implica que g, () satistaz a EDO
Gn + widn + 204, =0,

com frequéncia w2 = (cn)?.

Deduza as solugoes separdveis do problema com atrito pequeno (i.e. a? < w?).

Determine solugoes separdveis e limitadas das equagoes de onda (7.1) e de calor (7.21) na
reta real, ou seja, com = € R.

Equacgao de Schrodinger livre. A “funcdo de onda” ¢(x,t) de uma particula livre nao-
relativistica satisfaz a equacdo de Schrédinger

oy R
/th——%Aw,

onde m ¢é a massa da particula e i é a constante de Planck reduzida. As ondas planas
1/)(X,t) — ei(§~x—wt)

sdo solucoes separdveis da equacdo de Schrodinger em R? se a frequéncia w e o vetor de onda
& = (&1,&,&3) satisfazem a relagao de dispersao

h? 9
o = 5l
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Determine solugdes separdveis no intervalo x € [0,£] C R, com condigdes de fronteira nulas,

¥(0,t) = (¢, t) = 0.
Mostre que as solugoes separaveis e limitadas na reta real sao proporcionais a
’l/)E((E,t) — efiEt/heipa:/h7

onde £ >0ep=+v2mkE.

Equacao de Klein-Gordon. A “funcao de onda” 1(x,t), com x € R e t € R, de uma particula
livre relativistica de massa prépria m satisfaz a equagado de Dirac, e portanto a equacgdo de Klein-
Gordon (em unidades de Planck, tais quec=1, h=1, ...)

82

As ondas planas ,
Bix, £) = AciEx—an

sao solucdes separdveis da equacdo de Klein-Gordon em R? se a frequéncia w e o vetor de onda
& = (&1,&2,&3) satisfazem a relacdo de dispersao

w? —[|€]* =m?.

Ondas estacionarias e problema dos valores préprios. Os exemplos da equagao de ondas e
da equacao de calor sugerem um método geral para obter solugoes das EDPs da fisica-matemadtica.
Assumimos que o campo t(¢,r) depende de uma varidvel temporal ¢ e umas varidveis espaciais
r = (z,y,2) (ou, em geral, x = (x1,22,...,2,)). A ideia é procurar solugdes separdveis cuja
dependéncia do tempo seja simples, apenas um exponencial ! de “frequéncia” w (eventualmente
complexa). Entéo a conjetura é

U(t,r) = e p(r)

onde ¢(r) é um campo que apenas depende das coordenadas espaciais, uma “onda estacionéria”.
Ao substituir esta conjetura nas equagoes de ondas 0y = A ou do calor 9y¢p = Ay obtemos,
para o campo ¢, as equacdes Ap = —w?p ou Ay = iwp, respetivamente. A mesma coisa
acontece com a equacao de Schrodinger livre i0;% = A, que conduz ao problema Ay = —w .
Neste contexto, o pardmetro w é uma “energia”. Estas equagoes dizem que a fungao ¢ é um vetor
préprio do operador laplaciano A, ou seja,

Ap=Ap

com um certo valor préoprio A, que depende de w.

As equagbes Ap = Ap devem ser resolvidas em uma certa regiao 2 C R™, dadas certas
“condigoes de fronteira”, que fixam o comportamento do campo e/ou das suas primeiras derivadas
nos pontos da fronteira 9. Se a regido é o proprio espago R™, é natural pedir um decaimento
suficientemente rapido do campo e/ou das suas primeiras derivadas no infinito, ou seja, ¢(r) — 0
quando ||r|| — oo (por exemplo, de maneira tal que observéveis fisicos relevantes, como a energia,
sejam finitos). Estas condigoes definem espagos de fungdes naturais onde resolver o problema dos
vetores e valores préprios para o operador A. Com alguma sorte, em tais espacos de fungoes o
operador A é auto-adjunto (em algum sentido), e portanto os seus vetores préprios formam uma
“base” ortonormada.

Equacgao de Schrodinger estacionaria A fungdo de onda v¥(x,t) de uma particula néao-
relativistica em um potencial V' (x) satisfaz a equagdo de Schrodinger

oy w



7 EDPS DA FISICA-MATEMATICA 136

A conjetura separavel (¢, z) = e “F/" p(z) é uma solucio se o campo p(z) satisfaz a equacdo de

Schridinger estaciondria
2

h
——Ap+Veo=~FEp (7.24)
2m
Os valores possiveis e E, os niveis de energia da particula, sao os valores préprios do operador

N

Problema de Sturm-Liouville. Em dimensao um, o probema dos valores préprios do laplaci-
ano é um caso particular de problema de Sturm-Liouville, que consiste em determinar constantes
(reais) A e correspondentes fungoes (préprias) u(z), definidas em um intervalo z € [a,b], que
resolvam a equagao

_% (p(a:)jz) +q(z)u = Mw(z)u

com condigoes de fronteira u(a) ou v'(a) = A e u(b) ou v'(b) = B, dadas umas fungoes p(z) e w(x).
Se definimos o operador L como

1 d du 1
L = — _— _— = —(— Y
) ( o (p(x)dx) +q(x)U> o (=) + qu)
entao o problema de Sturm-Liouville consiste em resolver

Lu=\u

ou seja, determinar os valores prdoprios \ e as correspondentes funcdes proprias u de L.

Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
v = —\u

no intervalo x € [0, 7] com condigbes de fronteira u(0) = u(7) = 0.

Determine os valores proprios e as fungoes préprias de
u = —\u

no intervalo x € [0, 7] com condigbes de fronteira u'(0) = u'(7) = 0.
Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
u' = —-Xu
no intervalo z € [0, 7] com condi¢des de fronteira u(0) — v/ (0) = u(w) — /(7)) = 0.

Mostre que as fungdes préprias u(r), com 0 < r < 0o, de

2" +ru’ = nu

quando n € Z, sdo ux(r) = rt" se n # 0, e ug(r) = 1 ou uo(r) = logr se n = 0.

7.5 Potenciais e equagao de Laplace

Os potenciais gravitacional ou elétrico sao umas das motivagao fisica da teoria das funcoes
harmonicas, as solugoes da equacao de Laplace.
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Potencial elétrico/gravitacional. = De acordo com Newton (1687) e Coulomb (1785), a forga
gravitacional /eletroestatica gerada no ponto r € R? por uma massa/carga puntiforme colocada na
origem do referencial é radial e proporcional ao inverso do quadrado da distancia r = ||r||. Em

unidaded convenientes é da forma v

F=——

r3
(o sinal pode ser negativo ou positivo no caso elétrico, que admite dois tipos de cargas). Como
observado por Bernoulli e Lagrange, este campo é conservativo, e igual, fora da origem, ao oposto

do gradiente F = —Vug de uma funcao

chamada (funcao) potencial por Green e Gauss. O potencial, assim como a forga, é singular na
origem. O fluxo da forga através de uma esfera S% = dBr(0) centrada na origem nao depende do
raio R da esfera, e é igual a —4m (pois o médulo da forga é inversamente proporcional & superficie
da esfera, e a sua dire¢ao é perpendicular & esfera). Por outro lado, um célculo elementar mostra
o laplaciano Awugy do potencial, ou seja, a divergéncia —VF do campo, é nulo em todos os pontos
diferentes da origem. O teorema de Gauss diz que o fluxo do campo através de uma esfera 0B,.(0)
é igual ao integral da sua divergéncia no disco Br(0). Isto sugere que a divergéncia do campo
F seja uma “funcao” que se anula em todos os pontos do espago exceto a origem, e com itegral
constante e igual a um em cada bola centrada na origem. Esta “funcao”, que naturalmente nao
pode existir enquanto fungao!, é chamada delta de Dirac, e denotada por d(r). Assim, o potencial

ug satisfaz a equacao diferencial
AUO =476

Pelo principio de sobreposigao, um fato experimental, o potencial gerado no ponto r por umas
massas/cargas my, colocadas nas posigoes ry é uma soma

Z =
|r
k

1]

e consequentemente satisfaz

Au:47r2mk5(r7rk).
k

Mais conveniente é substituir uma distribuicao de cargas puntiforme com uma “densidade” de
cargas. Ent@o o potencial elétrico ou gravitacional gerado por uma densidade de cargas/massas
p(r), por exemplo concentradas numa regiao limitada do espago, satisfaz a equacdo de Poisson

Au = 47p.

Esta é uma equacao diferencial linear. Portanto, o espaco das suas solucbes é um espago afim
modelado sobre o espacgo linear H das solugoes do problema homogéneo, a equacao de Laplace

Au=0.

Ou seja, o espago das solugdes da equagao de Poisson é v + H, se v(r) é uma solugao particular
da equagao de Poisson. As solugoes da equacao de Laplace, os pontos de H, sao chamadas fungoes
harmonicas.

Formalmente, a solucdo particular é obtida usando o principio de sobreposicao. A densidade
de carga é uma sobreposicao

plr) = / p(') 8(r — ') dr’

de cargas unitédrias (a identidade acima é, essencialmente, a defini¢do formal da delta de Dirac!).
O potencial gerado por uma carga unitdria colocada na origem é, como j& sabemos, wug(r) = —1/r,
e é chamada solugao fundamental da equacao de Poisson. Uma solugao particular v(r) da equagao
de Poisson pode entao ser representada como uma sobreposigao

O
v =~ [ P

que é um produto de convolugao da densidade p com a solugao fundamental wug.
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Fungoes harménicas. A equacao de Laplace pode ser escrita e estudada num espaco euclidiano
arbitrario, ou até numa “variedade diferencidvel” munida de uma estrutura Riemanniana.

O laplaciano no espago euclidiano R™ ¢é a divergéncia do gradiente, ou seja, o operador
diferencial A = div ograd, definido em coordenadas candnicas (realtivas a uma base ortonormada)
por

02 o2 0?
A=V-V=—S+—5S++—.
0z? * Ox3 o ox2
Uma funcdo/campo escalar u(x1,x2,...,z,), definida num dominio 2 C R™ do espago eucli-

diano e com valores reis ou complexaos, é dita harmdnica em ) se satisfaz a equacdo de Laplace

(1.25)

nos pontos de 2. Uma funcao harmédnica real u define um campo vetorial v = Vu, e portanto gera
um fluxo, solugdo da EDO auténoma i = v. Este fluxo preserva os volumes, pois divv = V-Vu = 0,
e tem rotacional nulo, pois curlv =V x Vu = 0.

O Laplaciano é invariante por rotacoes e translagoes, ou seja, por isometrias do espago euclidiano
(sendo definido por operadores diferenciais, o gradiente e a divergéncia, que apenas dependem do
produto escalar euclidiano e do volume euclidiano). Portanto, se u(x) é uma fungao harmoénica,
entdo também v(x) := u(Rx — a) é uma funcdo harmoénica, para todo a € R™ e toda matriz
ortogonal R € O(n).

Problema de Dirichlet. Um problema fisico natural é determinar um campo elétrico numa
regiao sem cargas, fixado o valor do potencial na fronteira da regido. Este é o problema de Dirichlet
pelos matemaéticos, e consiste em determinar uma funcao harmonica duas vezes diferencidvel em
) e continua na aderéncia de Q, dada uma condicdo de fronteira u|y,, = f. A solucdo u do
problma de Dirichlet é também dita extensdo harmdnica de f.

S )
y U
g
S
Fungoes harmoénicas na reta. Na reta real, as solugoes da equagao de Laplace u” = 0 séo os

polinémio de primeiro grau u(z) = o+ Sz. Em particular, satisfazem o “férmula do valor médio”:
para todo x e todo r > 0 suficientemente pequeno

u(w) = % (uz — )+ ulz + 1)) (7.26)

Mostre que uma fungéo continua f : [a,b] — R que satisfaz a férmula do valor médio (7.26)
é uma fungao harmoénica (e, portanto, uma fungao C*).

Verifique que uma solugdo fundamental da equacao de Poisson na reta, tal que Aug =24 é

u(z) = 5o
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Verifique que uma solugao fundamental da equagao de Poisson no plano, tal que Aug = 27§

u(r) = log |||

Verifique que u(r) = 1/||r|| é uma funcdo harménica em R3*\{ 0} .
7.6 Principios variacionais

Os principios variacionais da fisica-matemédtica mostram as relagdes conceituais entre as equagoes
de onda, de calor e de Laplace (e de Schrodinger), assim como as similitudes com as equagoes di-
ferencidis ordinarias basicas da mecanica.

Principio de minima agao e pequenas oscilagoes. Um sistema mecanico, fixado um referen-
cial, logo um sistema de coordenadas q = (q1, g2, - . . ), é descrito por uma lagrangiana L = L(q,q),
uma fungao das coordenadas e das velocidades genealizadas. Tipicamente a lagrangiana é da forma
T —V,onde T = 1|¢|? ¢ a energia cinética e V = V(q) uma energia potencial. A a¢do é o
integral

S = / " L(a(t).a(t)) dt

O prinicipio de minima acdo diz que as trajetérias s@o os pontos estacionarios da acao. Se
q(t) + 0q(t) é uma pequena perturbagao de q(t), tal que a variagdo dq(t) se anula nos pontos tg e
t1, entao uma integragao por partes mostra que a variagao da acao é

t
/0oL d 0L
0S = / (—,>5qtdt
2 ), \ow ~waq) 0
Portanto, 6§ = 0 por perturbagoes arbitréria se q(t) satisfaz as equagées de Euler-Lagrange

d 0L 0L

dt Oqp N oqy,
Por exemplo, as pequenas oscilagoes em torno de um minimo do potencial, que podemos assumir
ser a origem q = 0 do sistema de coordenadas, sao modeladas pela lagrangiana L = §|q|2 —% q-Hq,

onde H é a matriz Hessiana do potencial calculada na origem. As equagoes de Euler-Lagrange
correspondem & equagao de Newton

q=Hq
Sendo H uma matriz real simétrica, o teorema espetral garante a exsténcia de um sistema orto-
normado e1, €2, €3, ... que o diagonaliza. Se 0s A\, = —w? s@o os valores préprios de H (que é uma

matriz negativa), entdo a solugao geral é ma sobreposigao

q(t) =Y Apsin(wit + o) ex
k
de movimentos harménicos, chamados modos normais.

Lagrangiana de uma corda vibrante. Consideramos uma corda de comprimento 7, fixada
nas extremidades. O deslocamento transversal da corda é descrito por um campo u(x), nulo em
0 e m. A posi¢ao de equil” brio é o campo nulo, u(x) = para todo xz. A energia potencial &,
por defini¢ao, o trabalho que um campo de forca deve fazer para deslocar a corda da posicao de
equilibrio até o seu perfil u(z). Pela lei de Hooke, este trabalho é proporcional ao alongamento da
corda, o fator de proporcionalidade sendo a tensao, que podemos assumir constante. O alongamente
de uma porgao infinitesimal da corda sobre o segmento dx é, de acordo com o teorema de Pitdgoras

e a aproximagao de Taylor,
1
60 ~ \/da? + (Vudz)® — do ~ §|Vu|2 dz
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(onde usamos a notagao abstrata Vu para denotar a derivada parcial Ou/0x na coordenada espacial,
para futuras generalizagbes em dimensao superior). Assim, a energia potencial total da corda é,
em primeira aproximagao, ou seja, proporcional ao integral

1 i 9

Vo~ - |Vu|® de dz
2 Jo

A energia cinética, assumindo uma densidade de massa unitaria, é a metade do integral de |1|?, e

finalmente a lagrangiana é

/::1/ (14 = |Vul?) da
2 0

Consequentemente, a agao é um integral duplo

1 t1 ™
S = f/ / (faf? = |Vul?) dadt.
2 to 0

Se du é uma pequena variagao do perfil da corda que se anula nos tempos ty e t1, entao dois
integrais por partes, e as condigoes de contorno, implicam que

t1 ™
08 = / (i — Au) dudz dt
to 0

Assim, as equacoes de Euler-Lagrange, as infinitas equagoes de Newton, uma para cada ponto x

da corda, sao a equacao de onda
i = Au.

Espago euclidiano-hilbertiano dos campos. O itegral [dz ¢ uma extensdo continua da
soma ), sobre as coordenadas. Assim, o produto interno natural no espaco H dos campos u(x),
que generaliza o produto euclidiano q - p = ), gxpx entre os vetores de R", é

(u,v) := /07r u(z) v(x) dx

e a norma induzida é ||ul> = [ |u(z)|*dz (a conjugacdo permite tratar também campos com
valores complexos).

Como o deslocamento da corda vibrante satisfaz u(0,t) = u(w,t) = 0 para todo tempo, é
natural considerar o espago euclidiano Hgy dos campos que se anulam na fronteira do intervalo.
Uma integragao por partes mostra que a energia potencial é a forma quadratica

Vz—/ uAudr = — (u, Au)
0

definida pelo operador —A, que portanto generaliza a matriz hessiana do potencial numa vizi-
nhanca de um ponto de equilibrio. Isto também mostra, mais uma vez, que a equacao de onda
i = Au é uma generalizacao natural do oscilador harménico § = —Hq, é moralmente um “oscilador
harménico em dimensao infinita”.

Enquanto operador no espaco euclidiano Ho C ‘H dos campos que se anulam na fronteira do
intervalo, o laplaciano A é formalmente auto-adjunto, ou seja, como mostra uma dupla integracao
por partes, satisfaz (Au,v) = (u, Av). De acordo com principios gerais, os seus valores préprios
sdo reais, e os correspondentes vetores proprios sdo doi s a dois ortogonais. Além disso, esperamos
que seja valida alguma forma de teorema espetral, que diga que os vetores préprios do laplaciano
formam uma base do espaco euclidiano. Este é o caso, oportunamente interpretada a nocao de
base em dimensao infinita, e é o contetido da teoria das séries de Fourier.

Os célculo efetuados ao resolver o priblema da corda vibrante mostram que os valores préprios
do laplaciano (positivo) —A sdo A, = n?, com n = 1,2,.... Os correspondentes vetores préprios
sdo as harmoénicas e, (x) = sin(nz). A generalizagdo da decomposi¢do em modos normais de um
oscilador harménico é entao a solucao geral da corda vibrante como uma sobreposicao

u(zx,t) = Z A, sin(nt + ¢p,) sin(nz)
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Energia de Dirichlet e laplaciano. A energia potencial da corda vibrante generaliza de uma
forma natural em dimensao superior. A energia de Dirichlet de um campo real u : Q — R,
definido numa regiao 2 C C é

1
Elu] := 3/, |Vul|* dzdy

Podemos pensar que o grafico de u descreve uma superficie em R3 ~ C x R. Entdo a energia é
nula sse o campo é constante, logo se a superficie é plana. Mais interessante é minimizar a energia
d Dirichlet fixando os valores do campo na fronteira, ou seja, dado o valor de u|y, = g, onde
g : 02 — R é uma fungdo (altura) fixada. Podemos imaginar que o gréfico de g representa a altura
de um fio de arame, e que o gréfico de u representa a forma de uma bolha de sabao fixada ao
arame. A energia de Dirichlet ainda tem o significado fisico de uma energia potencial, logo de um
trabalho. E também claro que a mesma férmula pode definir a energia de um campo escalar numa
regiao {2} C R™ do espaco euclidiano de dimensao n.

A integracao por partes deve ser substituida pelas seguintes consideracoes. Seja 2 C R™ uma
regido com fronteira regular 0€2, e sejam u e v dois campos diferenciaveis definidos numa vizinhanca
de ©. O teorema da divergéncia, aplicado ao campo vetorial F = v Vu, diz que

/V(vVu)dx:/ vVu-ds
Q o0

onde dr = dxidxs...dx, denota o elemento de volume e ds denota o elemento de superficie
orientada de 99 (ou seja, ds = nds se n é o vetor unitario normal & superficie, e ds é o elemento
de superficie escalar). Sendo a divergéncia do campo escalar v Vu igual a V(v Vu) = Vo-Vu+ov Au,
deduzimos a primeira identidade de Green

/ (Vv-Vu+vAu) de = / v- Vuds (7.27)
Q 19)

Deve ser considerada como uma generalizacao multidimensional da integragao por partes. E
particularmente ttil quando o campo v se anula na fronteira 92, assim que o segundo membro é
nulo.

E particular, se tomamos v = u na (7.27), e assumimos que o campo u se anula em 02,
concluimos que a energia de Dirichlet é uma forma quadratica

1 1
Elu] = §/Q|Vu|2dx = 2 (u Au)

associada ao operador de Laplace —A, definido no espago euclidiano dos campos regulares defi-
nidos em €, nulos na fronteira 992, munido do produto interno (f,g) := [, f(z) g(z) dx.

Gradiente da energia de Dirichlet. E interessante tentar calcular a “derivada” da energia
de Dirichlet na direcdo de uma perturbagido arbitraria do campo. Consideramos um campo u,
definido na regiao 2 C R™, e uma sua pequena perturbagao u + ty, dependente de um parametro
real ¢, onde ¢ é um campo que se anula na fronteira, ou seja, tal que ¢|,, = 0.
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Se u minimiza a energia de Dirichlet, entdo a fungéo t — E[u + t¢] deve ter um minimo em
t = 0. A derivada da energia de Dirichlet em ordem ao tempo ¢ é

d 2
%E[u—kt(p dt2/|v u+tp)|° dx

:/ (Vu- Ve +t|Ve|?) da
Q

e portanto o seu valor em ¢t =0 é

z/Q(Vchp) dx

—/Q(Au)godr

onde usamos a primeira identidade de Green (7.27) e a condi¢ao de fronteira ¢|,, = 0. Formal-
mente, este cdlculo diz que o gradiente da energia de Dirichlet calculado no ponto u é o operador
que envia 0 campo ¢ no campo (Au) ¢, ou seja,

(7.28)

|VE() = —Au. |

Em particular, a derivada (7.28) é nula para todas as variagoes/dire¢des ¢ sse Au = 0, ou seja, se
a funcao u é harménica em ).

Para enunciar, e com alguma sorte provar, um teorema, é necessdrio abandonar os calculos
formais e escolher um espago conveniente onde fazer as perturbagoes dos campos.

Funcoes teste.  Dada uma regiao (aberta) Q C R™ (que pode ser o préprio espaco euclidiano),
consideramos o espacgo D(Q2) := C°(Q) das fungoes teste de €2, formado pelas fungoes infinitamente
derivaveis com suporte compacto contido em 2. Em particular, as funcbes teste sdo nulas na
fronteira 0f).

As fungoes teste existem, e sao muitas! Por exemplo, a fungao

b(x) = ¢~/ lxl?)

(chamada bump function em inglés), é ndo-negativa, infintamente derivavel e tem suporte no disco
unitdrio B1(0) C R™. Se v = [ b(x) dz denota o seu integral, r ¢ um nimero positivo arbitrério, e

or(x) : 77 b(x/r),
entdo a funcdo 0,(x — a) é nao-negativa, infinitamente derivdvel, tem suporte no disco de raio r
centrado no ponto a, e tem integral unitdrio [ d,(x —a)dx = 1. Se escolhemos os centros a € 2 e
os raios r suficientemente pequenos, todas estas fungdes pertencem a D(£2). Também, combinacoes
lineares (finitas) de fungoes teste sdo fungdes teste.
E claro que, se u(x) é um campo continuo, entdo o integral

/ u(x) 0:(x — a) dx ~ u(a)
Q

se € é suficientemente pequeno. De fato, nao é dificil provar que o valor de v no ponto a é o
limite do integral quando € — co. Por esta razao, a familia das fungbes . é chamada “identidade
aproximada”.

Em partular, e isto é o que interessa neste contexto, se o integral do produto fQ u @ dx é nulo
para todas as fungoes teste ¢ € D(£2), entdo o campo continuo u é necesariamente nulo em todos
os pontos de €.
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Principio variacional. Finalmente, é possivel enunciar uma versao do principio variacional
que carateriza os pontos de minimos locais da energia de Dirichlet.

Teorema 7.7 (principio variacional).  Seja u um campo escalar real de classe C* definido numa
regigo (aberta) Q@ C R™, com energia de Dirichlet finita E[u] < oco. Entao

Elu] < Elu+¢]

para todas as perturbagoes € D(Q) sse u € harmdnico, ou seja, satisfaz Au =0, em €.

Demonstrag¢do. Dados os campos u € C2(2) e p € D(Q), podemos calcular, para tempos reais t,
a energia de Dirichlet de u + t¢. Usando a primeira identidade de Green (7.27) e a condigao de
fronteira de ¢, temos
Elu+te] = Efu] - 27:/ (Au) ¢ dz + €[]
Q
Se Au = 0, entdo, ao escolher ¢t = 1, deduzimos E[u + ¢] > E[u]. De fato esta desigualdade é
estrita se a perturbagdo o ndo é trivial, ou seja, se tem energia de Dirichet £[yp] positiva.
Vice-versa, se E[u + ty] > E[u] para todo tempo ¢, a desigualdade acima implica que

2t/Q(Au)cpdw <t €]

para todo t, e consequentemente
/ (Au)pdx =0
Q

Sendo Aw continuo, a dltima igualdade é vélida para todas as fungodes teste p € D(2) apenas
quando Au =0 em 2. O

Fluxo gradiente da energia de Dirichlet e equacao de calor. Se um campo u nao minimiza
a energia de Dirichlet numa regiao fixada, podemos tentar deformar o campo numa direcao onde
a energia decresce.

Em dimensao finita existe uma estratégia natural para minimizar fungoes, chamada fluxo gra-
diente. Seja E(q) uma fungéo energia, definida numa regido do espaco euclidiano de coordenadas
a = (¢1,92,93,-..). Se um observador/particula se encontra na posi¢do q e quer procurar um
minimo de F, uma escolha ébvia é deslocar-se na diregao oposta ao gradiente de E. Isto significa
acompanhar o fluxo da equacao diferencial

q=-VE,

chamado fluzo gradiente. E razodvel esperar (e de fato facil provar, com oportunas condices) que,
se E assume um minimo estrito num tnico ponto qgp, entao as trajetérias q(t) do fluxo gradiente
convergem para este ponto quando o tempo ¢ — oco.

De volta ao nosso problema, o cdlculo (7.28) diz que, formalmente, o gradiente da energia de
Dirichlet, calculado no ponto/campo u, é o laplaciano —Awu. Consequentemente, o fluxo gradiente
da energia de Dirichlet é

u = Au,

a equacao de calor!

Assim, se queremos minimizar a energia de Dirichlet, logo encontrar uma funcdo harmonica,
podemos tentar resolver a equagao de calor correspondente e observar a sua solugao assimptotica
quando o tempo tende para o infinito.
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Principio de Dirichlet. O problema fisico natural é o problema de Dirichlet, que consiste
em determinar uma extensao harmoénica u em 2 de uma fungao f definida na fronteira 0f2. E
o caso do potencial elétrico numa regiao sem cargas, fixando o seu valor, por exemplo nulo, na
fronteira, por exemplo um condutor. A intui¢do fisica sugere que o fluxo gradiente da energia
de Dirichlet, o seja, a equacao de calor (fixados os valores do campo térmico na fronteira), deve
atingir assimptoticamente um equilibrio, e este equilibrio deve ser a fungdo harmoénica procurada.
Esta expetativa, natural para qualquer fisico, foi chamada principio de Dirichlet por Riemann,
que de fato a utilizou na sua tese de doutoramento ?° em 1851 para conjeturar e dar uma prova,
incompleta mas bonital!, do seu famoso “teorema de uniformizacao” (tratado nas se¢do 12.4).

O que nao é ébvio, e é de fato falso, como descobriu Weierstrass em 1870, é que, dada uma
regiao genérica €2 e dado um “funcional energia” genérico, mesmo limitado, um minimo da energia
deve sempre existir. Também pode acontecer, como observou Hadamard em 1906, que o problema
de Dirichlet numa certa regiao admite uma solugdo, mas esta solugao tem energia de Dirichlet
infinita (logo o teorema 7.7 nao se aplica). Umas provas do principio de Dirichlet, com condigoes
oportunas sobre a regiao e a sua fronteira, foram finalmente encontradas por Poincaré, em 1887, e
depois Hilbert, em 1899.

20 Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdnderlichen complezen Grife [Foundations
for a general theory of functions of a variable complex quantity], Inauguraldissertation, Goéttingen, 1851.
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8 Séries de Fourier

8.1 Funcgoes periddicas e polinémios trigonométricos

Polinémios trigonométricos com um nimero suficientemente grande de frequéncias podem apro-
ximar muito bem fungoes periddicas bem comportadas, no sentido dos “minimos quadrados”. Isto
conduz ao estudo da geometria euclidiana do espago das funcoes integraveis num intervalo.

O problema de Fourier. Sabemos resolver o problema da corda vibrante ou os problemas da
conducao de calor quando as condigoes iniciais sdo sobreposicoes finitas de ondas estacionarias ou
modos. Isto levanta o problema de decidir quais fungoes periddicas f(x) podem ser representadas,
ou pelo menos aproximadas com precisao arbitfaria, por meio de combinagoes lineares de senos
e/ou cosenos. Em termos mais concretos, o problema é decidir quando e em que sentido uma
funcao f(x), perfodica de periodo 27, pode ser representada como uma sobreposigao

§ Cneznz .

neZ

Num certo sentido, estamos a querer dizer que os vetores e, (z) = ™ formam uma “base” do
espago das fungoes peridédicas. Uma observagao importante é que estes vetores sao os vetores que
diagonalizam o operador de Laplace A, pois Ae, = —n2e,. Portanto a pergunta é se, em algum
sentido, a operador de Laplace se comporta como um operador auto-adjunto em dimensao finita.

Epiciclos e deferentes. A ideia de Aristételes e Platao, de que “todos os movimentos sao
combinacoes de movimentos circulares uniformes” estd na base dos calendérios calculados por
Iparco e Ptolomeu, e transmitidos pelos arabes no Almagesto.

Nestas cosmologias, cada corpo celeste, estrelas fixas ou errantes, descreve uma circunferéncia,
dita epiciclo, & volta de uma circunferéncia, que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de
uma circunferéncia, ..., que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de uma circunferéncia
inicial, dita deferente, centrada na Terra.

Até o sistema de Copérnico funciona assim: a tnica novidade, que também nao é uma novidade
porque os préprios gregos, por exemplo Aristarco de Samos, consideraram esta possibilidade, é que
o centro da deferente é colocado no Sol, ideia que pareceu simplificar muito o modelo.

Movimentos aparentes do Sol, Mercirio e Vénus, de acordo com Giovanni Cassini.
Source: https://en.wikipedia.org/wiki/Deferent_and_epicycle


https://en.wikipedia.org/wiki/Deferent_and_epicycle
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Aproximagao de fungoes periédicas por polinédmios trigonométricos. A intuicao subja-
cente é que todo movimento periédico planar pode ser aproximado com precisao arbitrdria por
uma sobreposicdo finita de movimentos circulares uniformes.?’ Este é o contetido da Analise de
Fourier.

Un polindmio trigonométrico (complexo) de grau < N, definido na circunferéncia T := R/27Z
(ou seja, periédico de perfodo 27), é uma sobreposicao finita

N
p(t) — Z Cneint
n=—N
de (ondas planas) harmdnicas e,(t) := €™ com coeficientes complexos ou reais ¢, € C. Se

acontece que ¢, = ¢_,, para todos os n, entdo o polinémio é real, e pode ser representado também
como combinagao linear real de senos e cosenos, ou seja, como

N

> (an cos(nt) + by sin(nt))

n=0

com coeficientes reais a,,, b, € R.

O problema é o de determinar, fixado um grau N, o polindémio trigonométrico p(t) de grau N
que melhor aproxima uma funcao periédica f(t) (de perfodo 27). A ideia de Bessel (1828) é escolher
os coeficientes c¢;’s usando o principio dos minimos quadrados, ou seja, procurando minimizar a
“soma dos quadrados das distdncias” entre f(t) e a sobreposicao p(t), o integral

[ - ar.

8.2 Geometria do espago das funcgoes de quadrado integravel

O espago das fungoes periodicas (de perfodo fixado) pode ser munido de um produto interno
natural, que generaliza o produto interno euclidano num espaco de dimensao finita. As harménicas
formam um sistema ortonormado neste espaco.

Espaco das fungoes de quadrado integravel. O problema de minimizagao de Bessel ad-
mite uma interpretagdo geométrica. Seja R(T) o espago vetorial complexo das fungoes Riemann-
integraveis f : R/27Z — C definidas na circunferéncia T = R/27Z (ou, equivalentemente, definidas
na reta real e periddicas de periodo 27, e portanto determinadas pelos seus valores no intervalo
(—m, ], ou em qualquer outro intervalo de comprimento 27), munido do produto escalar/interno
e da norma L?, definidos por

o)== [ g ar (8.1)

T or o

1= VD) (5.2)

respetivamente. Quando necesséario, ou seja, quando nas féormulas aparecem produtos internos de
espacos diferentes, o produto interno e a norma L? poderdo também ser denotados com (-, 9y ou

<'a '>L2('£F)'

E claro que o produto interno (8.1) ¢ linear na primeira varidvel e anti-linear na segunda
varidvel (em alguns textos, em particular nos livro dos fisicos que tratam da mecanica quantica, é
o contrario!l), e que é hermitico, ou seja, satisfaz

<fag> = <gaf>'

21G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
Vejam também este video.



http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004
http://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
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A norma (8.2) é positivamente homogénea, ou seja,

IAFIF = IALIALS

para todo A € C, e a norma de todo vetor é nao negativa, ou seja,

Il >0.

Apesar do nome, esta norma nao é estritamente positiva, pois pode acontecer que ||f|| = 0 para
fungoes f que nao sao identicamente nulas (por exemplo, fungoes diferentes de zero num conjunto
finito de pontos). Os mateméticos dizem que R(T), munido do produto interno L2, é um espaco
pré-Hilbertiano.

O produto interno permite definir a ortogonalidade, e portanto enunciar o teorema de Pitdgoras.
Dois vetores f e g sdo ditos ortogonais quando (f,g) = 0. O teorema de Pitdgoras diz que se f e
g sao ortogonais entao

1+ all? = IF11” + llgl>-

Se g é um vetor de norma diferente de zero, entao cada vetor f pode ser decomposto como soma
f=Xg+h,

com A € C, de um vetor \g proporcional a g (chamado projecao de f sobre g) e um vetor h
ortogonal a g. Um célculo (a condigao (h,g) = (f — Ag,g) = 0) mostra que o coeficiente A, a
“componente” de f na diregao de g, deve necessariamente ser

_(h9)
lgll?

A desigualdade ||h|| > 0 entdo implica que produto interno e a norma L? satisfazem a desigualdade
de Cauchy-Schwarz

Lo < 1fIHgll (8.3)
A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que a norma satisfaz a desigualdade do triangulo
If +gll < LA+ llgll-

Entao o quociente R = R(T)/ ~ pela relagao de equivaléncia f ~ g se ||f — g|| = 0 é um espago
euclidiano complexo.
As harmonicas, ou ondas planas (ou cardteres, na linguagem dos matematicos),

en(t) == e™

com n € Z, formam um sistema ortonormado, portanto independente. De fato,

< >_i " nT ,—imT 1. I sen=m
€n,Em ~ on 77‘—6 € X = 0 se n;«ém

Em particular, o espago R(T) ndo tem dimensao finita.

Coeficientes de Fourier e desigualdade de Bessel. Fixado um numero natural N, seja
En ~ C*V+1 o subsespago de dimensdo finita de R(T) gerado pelas harménicas e,,’s com |n| < N.
Os vetores/pontos de £y sao chamados polindmios trigonométricos de grau N, e sdo somas finitas

com coeficientes ¢, € C. Usando a identidade de Euler ¢ = cos(f) + isin(#), é também possivel

representar os pontos de £y como combinagoes lineares de cos(nt) e sin(nt), com 0 <n < N.
Dada uma funcao f € R(T), colocamos o problema de minimizar a sua distancia ||f — p|| com

os pontos p do subespaco Ex. A intuicdo geométrica (nos espacos de dimensao finita) sugere que
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o minimo seja atingido quando p é a projecao ortogonal de f sobre Ey. A projecao ortogonal é o
polinémio trigonométrico

Snf= 2: Cp €n ,

[n|<N

onde os coeficientes ¢, sdo os produtos escalares (i.e. as componentes)

1

cn = (f,en) = 5 | F(t) et dt,

Os ¢,’s sao chamados coeficientes de Fourier de f relativamente ao sistema ortonormado dos
en’s. De fato, um cdlculo elementar mostra que a diferénga f — Sy f é ortogonal a £y (sendo
ortogonal a todas as harmdnicas e, € Ey), e portanto, se p € Ey é qualquer outro ponto, pelo
teorema de Pitagoras

If —pl* = (f = Sxf) + (Sxf —p)|?
=|f = SnfI>+1ISnf —pl* > |If — Sn fI*.

Mais um calculo elementar mostra que o quadrado da distancia entre f e Sy f é

0<f =SnfIP =117 = D leal? (8.4)

Em particular, a série de termos nao-negativos 3, |¢,|? ¢ limitada, logo convergente. No limite
quando N — oo obtemos a

Teorema 8.1 (desigualdade de Bessel). Se f € R(T) e ¢, = (f,en) sao os seus coeficientes de

Fourier, entao
D el < IIFIP
neEZ

Considere o espaco Ex ~ C?N*! dos polinémios trigonométricos de grau < N, munido do
produto interno (-,-). Mostre que a o operador Laplaciano A : £y — En, definido por Af = f”,
é auto-adjunto, e que é diagonal na base formada pelos e,’s. Calcule a sua matriz nesta base
(ou seja, os seus valores préprios). Mostre que o operador derivagdo D : Ey — En, deifnido por
Df = f’, é anti-auto-adjunto. Determine os seus valores préprios.

Geometria do espago (?(Z). Os coeficientes de Fourier de uma fungao integravel sdo sucessoes
(cn)nez tais que >, |cn|?> < co. O espago de todas estas sucessoes é chamado ¢2(Z), e pode ser

munido de um produto interno
(e,dy := chdn

nez

que induz a norma

1/2
el :== V/{e,c) = (Z Icn|2>

A desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco 2(Z) é

1/2 1/2
> endy| < <Z|0n|2> <Z|dn|2>
neZ nez

nez
Portanto a “transformada de Fourier”, o operador F : f — (c,), que associa a cada fungao
integravel na circunferéncia a sucessao dos seus coeficientes de Fourier, envia R(T) em ¢?(Z). A
desigualdade de Bessel diz que este operador nao dilata as normas, pois ||c|| < || f]l-
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8.3 Séries de Fourier

A série de Fourier é o “polinémios trigonométrico de grau infinito” que melhor aproxima a
funcao na norma L2. A esperanca é que as harménicas se comportem como uma “base” do espaco
de dimenséo infinita das funcdes integraveis munido da norma L2.

Séries de Fourier. Seja f(z) é uma funcdo integravel em T = R/27Z, ou seja, uma fungao
f : R — C periédica de periodo 27, e portanto determinada pelos seus valores no intervalo (—, 7].
A série de Fourier (complera) de f(x) é a série formal

o0

fl@)y~ Y cpe™ (8.5)

n=—oo

13 7

(o simbolo “~” é apenas uma notacao para dizer que a série a direita, que pode nao ser conver-
gente!, é a série de Fourier da funcao & esquerdal!), onde os coeficientes de Fourier (complexos) de
f s@o os niimeros complexos

~ 1

en=fn) =g | f( )e " du (8.6)

Em particular, o coeficiente ¢y é a média de f no intervalo [—m, 7] (ou em qualquer outro intervalo
de comprimento 27).
As “somas parciais da série de Fourier” sao os polinémios trigonométricos

N

Snf@)= > cne™, (8.7)

n=—N

as projegoes ortogonais de f sobre os subespagos Ex C R(T) gerados pelos ¢™* com |n| < N. E
claro que a distancia entre f e Ey é ndo crescente, i.e. ||Sy11f—f|| < ||Svf—fl, pois En C Eny1.
Isto sugere que as Sy f(x) fornecem aproximagoes cada vez melhores de f(x) ao crescer o grau N,
pelo menos no sentido da norma L2.

Gréficos das soma parciais Sy f(z) de grau N = 1,2,3,4 e 5 (diferentes gradacoes de azul)
da série de Fourier da funcdo f(z) = z (vermelho), no intervalo [—, 7).

Séries de Fourier reais. Usando a férmula de Euler e

(8.5) pode ser representada como uma série de senos e cosenos

= cosf + isinf, a série de Fourier

flx) ~— 04 Z ap, cos (nx) + by, sin (na)) (8.8)
n=1
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onde ag/2 =cp, € ayp, = ¢p + Cc—p € by =1 (c, —c—p) se 1 > 1, ou seja,

ap = — ! f(x)cos (nx) dx e b, = % ! f(z)sin (nz) dx.

—T —T

E evidente que se f tem valores reais entao também os seus coeficientes a,, e b,, sao reais.
Se f(x) é par, entdo ¢, = c_y, logo b, = 0, para todos os n > 1, e a série de Fourier de f é
uma série de cosenos ag/2 + ), a, cos(nz) com coeficientes

2 ™
an = ;/0 f(z) cos (nx) dx.

Se f(z) é fmpar, entdo ¢, = —c_,, logo a, = 0, para todos os n > 0, e a série de Fouier de f é
uma série de senos ) a,sin(nx) com coeficientes

by, = i/oﬂ f(x)sin (nx) dx.

Determine as séries de Fourier das seguintes funcoes periddicas de periodo 27 definidas, no
intervalo [—m, 7] por (as solugdes estao no formuldrio!)

f(0) =90, fO)y =101, f() =067,

1 se0<b<m _ 1 se0<bl<m
{O se —mr<f<0 ’ 29(0)_1_{1 se —m<0<0

T—x seg <z<m
Z(x) = x se —5<r<3
—T —x se—7r§33<—g

Mostre que a série de Fourier complexa da fungdo sawtooth (dente de serra) S(#), periddica
de periodo 27 e definida por

5(9);:{”9 se0<O<m

—m—0 se —w<60<0

no intervalo —7 < 0 <, é

1 ein@ 1 )
S(G)Nfz - :2ZESIH(”9)-
n>1

(3
n#0

Mostre que a série de Fourier complexa da fungao square wave Q(6), periédica de perfodo

27 e definida por
+1 sel|z| <m/2
Q(z) := { ] /

—1 caso contrario

no intervalo —w < 6 <, é

Q(z) ~ 2 Z sin(n7/2) e~ — % (cos(x) - %cos(Sm) + %cos(5x) . ) .

s n
n#0
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Férmulas para séries de Fourier num intervalo genérico. Uma mudanga de varidvel linear
permite determinar a expressao dos coeficientes de Fourier de uma funcao perigdica de periodo
arbitrario. Seja f(z) é uma fungdo integravel em R/2¢(Z, ou seja, uma funcdo f : R — C periddica
de periodo 24, e portanto determinada pelos seus valores no intervalo simétrico [—¢, £]. A série de
Fourier (real) de f(x) é

f(xz) ~ % + nic:l (an cos (n%) + b, sin (n%))

onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos pelos integrais

Ay, = 2/_2 f(x) cos (n%) dx e by, == 2/_2 f(x)sin (n%) dz .

Séries de Fourier de senos ou de cosenos. Também é util, na resolugao de problemas como
a corda vibrante ou a conducao de calor, desenvolver fungoes, definidas num intervalo limitado,
em séries de apenas senos ou apenas cosenos.

Uma funcao f(z), definida no intervalo [0, 7], pode ser pensada como a restrigdo de uma fungao
par fpar(z) ou de uma fungdo impar fimpar(x) definidas no intervalo simétrico [—m, 7). A séries
de Fourier da fungfo par fpar(x) contém apenas cosenos, e a série de Fourier da fung ao {mpar
fimpar(z) contém apenas senos. As duas séries, restritas ao intervalo [0, 7], representam (e com
alguma sorte convergem para) a mesma funcao f(z). Moralmente, a familia formada pelos sin(nx)
e a familia formada pelos cos(nz) sdo duas “bases” do espago das fungodes integraveis definidas no
intervalo [0, ].

Num intervalo de comprimento arbitrario, as férmula sao assim.

A série de Fourier de senos da fungao f(x), definida no intervalo 0 < z < ¢, é a série de Fourier
da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

f(z) ~ nij:l by, sin (n%)

onde

1 /! . T
b, = 7 /4 frmpar(2) sin (nT) dx

= E/OZ f(zx) sin (n%x) dx .

(pois o produto de duas fungdes fmpares é uma fungéo par).
A série de Fourier de cosenos da funcao f(z), definida no intervalo 0 < z < ¢, é a série de
Fourier da extensao par 2¢-periddica de f, ou seja,

f(z) ~ % + ;an coS (n%) ,
onde

1 [* ™
an = /J fpar(x) cos (TLT) dx

= E/E f(zx) cos (n%) dzx
0

(pois o produto de duas fungées pares é uma funcdo par).
Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, da extensdo {mpar e 2m-periédica) das
seguintes fungoes definidas no intervalo 0 < 6 < 7 (algumas solugoes estao no formulério!):

0 se 0 <6< 7w/2
1 1 — cos(26) f(e):{ p— se7r/_2<9</7T
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Determine as séries de Fourier de cosenos (ou seja, da extenséao par e 27m-periddica) das
seguintes fungoes definidas no intervalo 0 < § < 7 (algumas solugdes estao no formuldrio!):

1 sin(26) m—0

8.4 Derivadas e decaimento dos coeficientes
A velocidade do decaimento dos coeficientes de Fourier é determinada pela regularidade da funcéo.

Lema de Riemann-Lebesgue. Se a fungao f é limitada entdo os seus coeficientes de Fourier
também sdo limitados. De fato, se |f(z)| < M entao

1 4 .
%/_ﬂ f(z) e dx

Se f é continua, a intuicdo sugere que os coeficientes f(n) com |n| grande sejam pequenos. A
ideia é que as harménica e"® = cos(nxz)+isin(nx) com |n| > 1 oscilam rapidamente em intervalos
pequenos, onde f nao varia muito por ser continua, e portanto acontecem cancelagoes entre termos
positivos e termos negativos.

|f(n)] =

gi/ M de < M.
2r J_»

Teorema 8.2 (lema de Riemann-Lebesgue). Se f : R/27Z — C € integrdvel (por exemplo, secci-
onalmente continua) entdo f(n) — 0 quando n — foo.

Demonstragdo. A desigualdade de Bessel 8.1 diz que se f ¢ uma fungao integravel entao a série
>, 1f(n)> é convergente. Mas os termos de uma série convergentes decrescem para 0 quando
n — £oo. O

O inconveniente desta demonstragao, tao aparentemente simples, é que esconde o fenémeno do
cancelamento por tras da geometria euclidiana do espago das fungoes integraveis. Uma prova mais
transparente de uma versao mais geral do lema, relevante no contexto da transformda de Fourier,
é a seguinte.

Teorema 8.3 (lema de Riemann-Lebesgue nareta). Se f(x) € uma fungdo Riemann absolutamente
integravel na reta real, e a frequéncia w € real, entdo

/ f(x)e™™ dz —0 quando |w] = 00

Demonstra¢io. Se f(xz) é a fungdo caracteristica de um intervalo compacto [a, b], o resultado é
imediato, pois
/beiwz dz:'i(eiwb 7eiwa)*>0
o iw

quando |w| — oo. Por linearidade, o mesmo acontece para fungoes escada (sobreposi¢oes finitas
de fungoes carateristicas de intervalos compactos), e portanto para fun¢oes Riemann integréveis
com suporte compacto. Uma funcdo f(z) absolutamente Riemann integrével na reta real pode ser
approximada com precisao arbitraria por uma funcao escada com suporte num intervalo compacto,
sendo o integral do seu médulo arbitrariamente pequeno fora deste intervalo. Ou seja, para cada
€ > 0 existem um intervalo compacto I = [—R, R] e uma funcdo escada g(x) com suporte em I
tais que

/Ilf(x)—g(x)ldxés e /R\I f@)|de <.
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Entao

< + +

‘ [ o; e f(z) da

[ e (@) - gta) ds
I

/1 e g(z) dz /R y e f(z) da

[ e atwyael + [ V@l

1

< [ 1f@) = gla)ldo +

<e4e+e

se |w| é suficientemente grande. A arbitrariedade de € implica o lema. O

Derivadas e coeficientes de Fourier. As harmoénicas e,(z) = e® sao fungoes préprias do
operador derivacao D, definido por Df := f’, por exemplo no subespago C*(T) C R(T) das
fungoes infinitamente derivaveis na circunferéncia, pois

(Deyp)(x) =ine,(x).
Isto implica a seguinte relagao entre coeficientes de Fourier e derivadas.

Teorema 8.4. Se a k-ésima derivada de f existe e € integrdvel, por exemplo se f é de classe C*,
entao os coeficientes de Fourier da k-ésima derivada de f sao

— ~

F®(n) = (in)* f(n)

Demonstragao. Se f’ é integrével, entao os seus coeficientes de Fourier sao

7 1 " —inx
Py =5 [ Faeinnd
= L@ e~ o [ @) (imye e
27 - 2m .
1 (7 . ~
=1in o / f(z)e ™™ dx = in f(n)
O teorema segue por inducao. O

Esta relacao simples entre coeficientes de Fourier e derivadas é a razao principal da utilidade
das séries de Fourier na andlise das equagoes diferenciais. Diz é que a “transformada de Fourier”,
o operador F : f — f, que envia uma fungdo f(z) na sucessido (c,)nez dos seus coeficientes de
Fourier, transforma derivadas f — f’ em produtos c¢,, + in c,. Portanto, no espago dos coeficientes
de Fourier, uma equagao diferencial é uma equagao algébrica!

O lema de Riemann-Lebesgue 8.2, aplicado a k-ésima derivada, entao implica que

Teorema 8.5. Os coeficientes de Fourier de uma funcdo de classe C* decaem mais rdpido que
In|=%, ou seja,

f(n) = o(|n| ")

quando n — t+oo.

Portanto, os coeficientes de Fourier de uma funcéao periédica f(x) de classe C* decrescem mais
rdapido que o inverso de qualquer poténcia de |n|. Ou seja, para cada k = 0,1,2,... existe uma
constante C}, tal que
Ck
nl

| fm)| <

se |n| é suficientemente grande.
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Determine a série de Fourier de uma funcao periédica de periodo 2w que resolva a equacao
=0

ou a equagao de Laplace

f//:O.

8.5 Aplicagoes das séries de Fourier as EDPs

O método de separacao das varidveis e o principio de sobreposi¢ao permitem obter solucoes formais
de muita EDPs da fisica matematica, que sao sobreposicoes de solugoes separaveis, tipicamente
séries de Fourier. Sao chamadas “formais” porque, sendo séries de fungoes, podem nao ter derivadas
(envolvidas na EDP) convergentes em todos os pontos do espago-tempo. Verificar a convergéncia
deve ser feito caso por caso, e pode ser um problema dificil (abordado na se¢ao seguinte), depen-
dendo da velocidade de decaimento dos coeficientes de Fourier. E muito provavel, no entanto, que
as solugoes formais obtidas por estes métodos sejas satisfatérias para engenheiros e fisicos. Alids,
com célculos manuais ou simulagbes com computadores apenas conseguimos somar um nuimero
finito, por quanto grande, de harménicas.

Condugao de calor com temperatura constante na fronteira. A solugdo formal do pro-
blema da conducao de calor

ou *u

E
no intervalo [0, 7] com condigdes de fronteira nulas u(0,¢) = u(w,¢) = 0 para todo ¢t > 0, e com
condicao inicial

u(x,0) ~ Z by, sin (nx)
n=1

é dada pela série

u(x,t) ~ Z bpe?""tsin (nz) .

n=1

Determine a solugao formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condigao inicial
— 1
u(x,0) ~ — sin(nx) .
(5,0) ~ 3 5 sinlna)

Determine a solugao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condigao inicial

u(z,0) =1 se0 <z <.

Determine a solucao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condicao inicial

u(z,0) =z se0<z<m.

Determine a solucdo formal do problema com condigoes de fronteira u(0,¢) = 0 e u(w,t) =
200, e condicao inicial
u(z,0) = 100 se0<x <.

Determine a solugao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condigao inicial
concentrada num ponto a € (0,7), ou seja,

w(z,0) ~p-0(x—a).
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Determine a solucao formal do problema com condicbes de fronteira nulas e condigao inicial
concentrada numa vizinhanga dum ponto a € (0, ), ou seja,

A selx—a|<e
“(””’0)_{0 selr—a|>¢e

com ¢ > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando ¢ — 0 mantendo constante o produto
2e\ = u, e compare com 0 exercicio anterior.

Condugao de calor num condutor isolado. A solugao formal do problema da conducao de
calor

ou 0?u
S L) 0
ot Ox? ’ zel0n],
no intervalo [0, 7] com fluxo nulo na fronteira (i.e. condutor isolado) 9%(0,t) = &% (,t) = 0 para

todo t > 0, e com condigao inicial

u(z,0) ~ % + Z an cos (nx)

é dada pela série

(o)
u(x, t) ~ % + Z ane 7" cos (nx)
n=1

Observe que u(x,t) — ag/2, o valor médio de u(x,0), quando ¢ — oo.

Determine a solucao formal do problema com condigao inicial

u(z,0) =

Determine a solugao formal do problema com condigao inicial

u(z,0) = sin(x) .

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

(2,0) = A sel0<z<a
"1 B sea<z<m

Determine a solucao formal do problema com condigao inicial

A selr—pl<e
“(”3’0)—{0 selr—p]>e ’

onde 0 < 8 < 7 e e > 0 é suficientemente pequeno.

Corda vibrante. A solucao formal do problema da corda vibrante

Pu ,0Pu

oz~ o2

de comprimento 7, i.e. u(0,t) = wu(m,t) = 0 para todo ¢ > 0, com condigdes iniciais (desloca-
mento/perfil e velocidade)

0) ~ Z ay sin (nx) e %(z, 0) ~ Z by, sin (nx)
n=1 n=1

é dada pela série

Z (an cos (ent) + % sin (cnt)) sin (nx)

n=1
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Determinar a solugoao formal do problema com condicoes iniciais

u(z,0) = sin(z) + %sin(?x) + %sin(Sx) e %(m, 0) = sin(4x) — sin(bx) .

Determinar a solugbao formal do problema com condigbes iniciais (deslocamento inicial “tri-
angular”)
< 2 0
u(x,()):{ v se0<z </ e 8—?(:@0):0.

T—x sew/2<x<m

Determinar a solugoao formal do problema com condigoes iniciais

ou
u(z,0) =0 e a(m,O)fl.

Determinar a solugdao formal do problema com condigdes iniciais (impulso inicial concentrado
no ponto médio)

u(z,0) =0 e —(x,0) ~ d(x —7/2).

Timbres: caviquinho e piano. Considere uma corda de um instrumento musical, de compri-
mento ¢ = 7, densidade linear p e afinada com tensao k. As pequenas vibragoes sao modeladas
pela equagao da corda vibrante

*u 0%
w_C@:O xE[O,ﬂ'], U(O,t):u(ﬂ,t):() Vt,
onde c = +/k/p .

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

by sel<z<a
u(x,O):{ h O{w—x) sea<z<m
onde 0 < o < 7w é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é o maximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximagao,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite a corda apenas
um impulso instantaneo p = 2e¢pv localizado num intervalo de comprimento pequeno 2¢ < 7 a
volta de um ponto 0 < # < w da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

ou Jv selr—pl<e
(’%(m’o)_{o se|lr—B]>¢

o

Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do cavaquinho sao

2h  sin(na)

An = .

alr—a) n
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Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do piano sao

20 sin(ne) sin(np)

A, =
c n?
p sin(np)
~

no limite quando ¢ — 0 mantendo constante o impulso transferido p = 2epv (o que faz sentido
desde que ne < 1, ou seja, para as primeiras harmonicas).

Portanto, as energias E,, ~ A2v?2 das (primeiras) harménicas decaem como E,, ~ 1/n? no
caso do cavaquinho e como E,, ~ 1 no caso do piano. Explique porque o som do piano é mais
“cheio” do que o som do cavaquinho.



8 SERIES DE FOURIER 158

Séries de Fourier em [—, 7]

complexa f(x) ~ Ziooo Cnemx Cp = 5= fjﬂ efimcf(x) dx
real f(x) ~ % +37° | (ay cos (nx) + by sin (nx)) an =1 [T f(z)cos (nz)dw
bp =2 ["_ f(z)sin (nz) dx

Algumas séries de Fourier em [—7, 7]

20(z) —1:

—

se0<zr<m

0 se —7<z<0

™=
- —X

se0<z<m
se —m<x<0

seg§x<7r

s T
se —5 <G
se —m<zT<—%

se0<zr<m
se — 1t <x<0

x ~ 2 (sin(z) — §sin(2z) + £ sin(3z) — § sin(4z) +...)

~ %2 — 4 (cos(z) — § cos(2z) + § cos(3x) — 15 cos(4x) + ... )

— 4 (cos(x) + § cos(3z) + 5= cos(5x) + 75 cos(Tx) +...)

9

~ 14 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + 1 sin(5z) + £ sin(7z) +...)
~ 2 (sin(z) + § sin(3z) + £ sin(5z) + % sin(7z) +...)

e 3

~ 2 (sin(z) — §sin(3z) + % sin(5z) — 2 sin(7z) +...)

~ 2 (sin(z) + § sin(2z) + § sin(3z) + § sin(4a) +...)
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9 Convergéncia das séries de Fourier

9.1 Convergéncia uniforme

A existéncia de apenas uma derivada continua é suficiente para garantir a convergéncia uniforme
da série de Fourier.

Séries trigonométricas. Seja f: R — C uma fungdo integravel e periédica de periodo 2mw. A
série de Fourier de f(z) é uma série trigonométrica

E Cneinl‘ ,
n

com coeficientes ¢, = f(n) dados pelas (8.6). Sendo [e"®| = 1, a sua convergéncia absoluta

depende da convergéncia da série numérica ) |c,|. Se esta tltima série é convergente, entdo o

teorema de Weierstrass 3.6 garante que a série trigonométrica converge uniformemente para uma
fungao continua.

As harmonicas e, (z) = ¢

A convergéncia uniforme da série ) cpe

integrais, i.e.
/ Z cpe'™ | dx = Z/ cpe'™ dx .
a n n v

nT

inT

sao fungoes infinitamente diferencidveis, em particular continuas.
"™ garante que o integral da soma é igual a soma dos

A convergéncia uniforme da série > c¢,e* e da série das derivadas )., inc,e™”, ou seja, a

convergéncia das séries numeéricas
g len] e g [nen) ,
n n

arantem que a soma cpe™® é uma funcao derivavel, e que a sua derivada pode ser calculada
n : ?
somando as derivadas das c,e"™"’s, i.e.

i
g cpe™ | = g e, e’ .
n n

Consideragoes andlogas podem ser feitas para as derivadas sucessivas.
Por outro lado, é razoavel esperar que as oscilagoes dos e ¥ ajudem na convergéncia de séries
trigonométricas que nao sao absolutamente convergentes.

A sucessdo fy,(x) = sin(nz), definida em [—m, 7], converge pontualmente?

Use o teste M de Weierstrass, o teorema 3.6, para mostrar que a série

Z % cos(nx)

n>1

é uniformemente convergente.

Séries de Fourier e séries de Laurent. Seja g(z) é uma func¢ao holomorfa numa regido Q2 C C
que contém um anel que contém a circunferéncia unitdria S := { z € C s.t. 2| = 1}. A sua
expansao em série de Laurent centrada em p = 0,

g(z) = Z cn 2"

pode ser escrita, nos pontos z = e € S (i.e. com § € R/27Z), como

%)
g(eiO): Z cneinG
n=-—o0
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onde

1 9(2) L™ oy —ino
H 7Tl R 27r/ 9(c7) e

—T

Os coeficientes ¢, da série de Laurent de g(z) sdo portanto os coeficientes de Fourier da fungao
f(0) := g (), periédica de perfodo 2w. Neste caso, a série de Fourier de f(f) ¢ convergente,
uniformemente na circunferéncia R/27Z, e converge para a prépria funcao.

Se g(z) é holomorfa num disco que contém o disco unitério D, entdo a sua série de Laurent é
uma série de Taylor, ou seja, a sua série de Fourier apenas contém coeficientes ¢,, “positivos”, i.e.
com n > 0.

Transformada-Z e DTFT. Dado um sinal discreto x[n], definido para tempos inteiros
n € Z (por exemplo multiplos inteiros de um intervalo fixado 7 > 0), os engenheiros definem
a transformada-Z (bilateral) como a série de Laurent formal

X(z):= Zx[n] 27"

—00

(alguns textos usam uma definigdo alternativa, com 2™). Se a transformada X (z) é uma fungio
holomorfa num anel que contém a circunferéncia unitéaria, entao é possivel recuperar o sinal calcu-
lando o integral
1 4 . .
z[n] = — X (") " dw
=5 [ X()

Neste caso, os valores z[n] do sinal sdo os coeficientens de Fourier da funcao w — X (ei“’)7
definida na circunferéncia R/27Z. Vice-versa, a fungao X (ei“’) é chamada transformada de Fourier
de tempo discreto (em ingés, DTFT) do sinal z[n|. Estas ideias sdo importantes na teoria do
processamento de sinais.

Convergéncia uniforme das séries de Fourier. Seja f(x) uma funcdo periddica de periodo
27 e de classe C2. Pelo teorema 8.4 e pelo lema de Riemann-Lebsesgue 8.2, os seus coeficientes de
Fourier sao limitados por

M

n2

|f(n)] <
se [n| > 1. Consequentemente, a sua série de Fourier ), f(n)e
e o limite é uma funcao continua.
E possivel obter a convergéncia uniforme de uma série de Fourier também com uma regula-
ridade menor.  Uma fungao f é seccionalmente reqular se é continua e se a sua derivada f’ é
seccionalmente continua.

n

¢é uniformemente convergente,

Teorema 9.1. A série de Fourier de uma funcdo seccionalmente reqular, por exemplo de classe
C!, é uniformemente absolutamente convergente.

Demonstracdo. Pelo teorema 8.4, a desigualdade de Cauchy-Schwarz 8.3, e depois pela desigual-
dade de Bessel 8.1, a série dos modulos é limitada por

3 [Fm)] = [F(0) +Z'f'(n”)'

nez n#0 |

O+ (30 1/ [3 [F(n)?

n#0 n#0
< |F O+ ClIf 2,

onde C? =2%">  1/n? < cc. O

IN
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~

Se a série de Fourier de f converge uniformemente, a sua soma Y f(n)e™* é uma fungao
continua. Esta soma tem grandes probabilidades de ser a prépria f. De fato, é possivel provar o
seguinte resultado de unicidade.

inx

Teorema 9.2 (unicidade dos coeficientes de Fourier). Se f(x) é uma fun¢ao continua na circun-
feréncia R/27Z e os seus coeficientes de Fourier sao nulos, i.e. f(n) =0 para todo n € Z, entdo

f(@) =0.

Demonstragdo. A ideia é a seguinte ([SS03a], Theorem 2.1 e Corollary 2.2.). Queremos provar
que se x é um ponto de continuidade de f, e se f(x) # 0, entdo os coeficientes de Fourier f(n)
nao podem ser todos nulos. E claro que, a menos de translagoes, podemos considerar z = 0.
Assumimos que f(0) = C > 0, e que, por continuidade, f(z) > C/2 se |z| < 6.

O gréfico de cos(z) oscila entre +1, e vale 1 em z = 0. Uma pequena translagao

p(x) = cos(z) + ¢

do coseno, com ¢ > 0, pode ser escolhida de forma tal que |p(z)| < & < 1 se |z| > d, que p(x) > 0
se |z| <6, e que p(x) > A > 1se |z| < § para algum 0 < ¢’ < §. Entao é claro que as poténcias

que sdo polinémios trigonométricos de grau n (pelas férmulas de adigdo de senos e cosenos),
satisfazem p,(x) > A" — oo se |z| < ¢’ e |p,(2)] <e™ — 0se |z] > 0.

YN

) N

Gréficos de cos(z) (laranja) e de cos(z) + ¢ com ¢ = 0.3 (vermelho),
e gréficos de pn(x) = (cosz +¢)™ com ¢ = 0.3 e n =1 (vermelho) e n = 2,3,4,7 e 11 (diferentes gradagdes de azul).

Se todos os coeficientes de Fourier de f s@o nulos, ent@o os integrais

Uipn) = 5= [ J@)pata)da.

-~

que sdo combinagoes lineares dos coeficentes de Fourier f(k) com |k| < n, sdo nulos. Por outro
lado, e esta é a contradigao,

" @) paladr > oo

quando n — oco. De fato,

£(2) pu(z) da + / F(2) pule) da

|| =6

Sen@a= [ @@ |

o 8'<|w|<5

O segundo integral é positivo. O médulo do terceiro integral ndo é superior a ™ 27 || f|| oo, logo é
limitado. O primeiro integral nao é inferior a A" C' §’, logo ¢ ilimitado. O
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Um corolério é que duas fungoes continuas que tém os mesmos coeficientes de Fourier sao neces-
sariamente iguais. Por outro lado, ¢ ficil ver que se a série de Fourier de f converge uniformemente,
entdo os coeficientes de Fourier da soma Y f(n)e™® sio os préprios f(n) (trocando somas e inte-
gral). Portanto, se a série de Fourier de uma funcao continua f(z) converge uniformemente, entao
converge uniformemente para a prépria f(x). Isto acontece, por exemplo, para uma funcao de

classe C1.

Teorema 9.3. A série de Fourier de uma funcdo f(x) seccionalmente reqular, por exemplo de
classe Ct, converge absolutamente e uniformemente para f(x).

9.2 Produto de convolugao e convergéncia pontual

Muitas funcoes interessantes e 1teis nao sao continuas, e as séries de Fourier destas funcoes
nao podem ser uniformemente convergentes. Se uma funcao é seccionalmente continua e também
admite derivada seccionalente continua, entao a sua série de Fourier converge para os valores médios
dos limites laterais da func@o nos pontos de descontinuidade. Nestes pontos, a série de Fourier
mostra saltos que excedem de aproximadamente 18% os saltos da prépria funcao.

Produto de convolucao. O produto de convolugdo entre as fungdes integréveis f, g € R(T),
pensadas como fungoes periddicas de periodo 27 na reta, é a fungao

T

(F9)@) = o= [ $@g—y)dy.

também periddica de periodo 27w. Um interpretacao é que o valor de f * g num ponto x é uma
“média” pesada dos valores f(y), os pesos sendo os valores g(z — y) da fungéo g.

O produto de convolugdo é simétrico, i.e. f x g = g * f, e linear nas duas varidveis, ou seja,
fx(Ag) = A(f xg) para todos os A € R, e fx(g+h)=fxg+ f*h. E também associativo, ou
seja, (f*xg)*h = f=*(g=*h). As demonstragoes sdo elementares.

Outro fenémeno importante é que o produto de convolugao de duas fungoes integréaveis é uma
fungdo continua! A convolugdo melhora a regularidade das fungées (mas a prova nao é elementar).

A importancia do produto de convolugao na teoria das série de Fourier e nas suas aplicacoes as
equagoes diferenciais depende do seguinte resultado.

Teorema 9.4. Os coeficientes de Fourier de um produto de convolugdo sdo iguais aos produtos
dos coeficientes de Fourier dos fatores, ou seja,

— ~

(f xg)(n) = f(n)g(n)

Demonstra¢do. Se f e g s@o continuas

— 1

(f+g)(n)

' (1 " i) et - y) dy> e 4

o L \27 J_,

1 [ ‘ 1 [ ‘
a —iny [ L ) e—in(e—y)
o [w fly)e (27r /49(56 y)e dx) dy

o [ e (5 [ aweac) ay
— Fm) gt

O caso geral é uma consequéncia do teorema de aproximagao 4.6. O
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Convergéncia pontual das séries de Fourier. Sejam f:R/27Z — C uma fungao integravel
e ¢, 0s seus coeficientes de Fourier. A soma parciais da série de Fourier de f pode ser representada
como produto de convolugao

N _ N o " _ _
SNf(iI?) _ cheznm _ Z (27_(_ f(y) ey dy> eine
N N -7
1 T al in(x—
=5 /_7r f(y) <§e ( y)) dy (9.1)
1 m

=5 [ f)Dn(z—y)dy
da prépria funcao com o nicleo de Dirichlet, definido por

N
Dy(z) := Z eine
n=—N

_ sin (N + 1/2)x)
sin(x/2)

\eﬂeﬂ&’/‘u’}vﬂ\/\/ Aavarvernes
AV

Graficos do nicleo de Dirichlet com N = 10 e 20.

Teorema 9.5. Se f(z) é uma fungdo seccionalmente regular, entdo as somas parciais Sy f(x) da
sua série de Fourier convergem em cada ponto & para o valor médio dos limites laterais f(z*), ou

seja,
v st = 1N HIE)

quando N — oo. Em particular, convergem para f(x) nos pontos onde [ é continua.

Demonstracao. O nucleo de Dirichlet pode ser representado como

N
Dy(z)=1+2 Zcos(nx)
n=1
e portanto
S 0D (m)dx—i/ﬂD (:E)d:v—1 (9.3)
or )N Tom fy N T2 '

Usando (9.1) e as (9.3), e depois (9.2), podemos representar a diferenca entre as somas parciais
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Snf(z) e o valor médio (f(z*)+ f(xz7))/2 como um integral

Snf(@) — 2(f@) + fz)

2
:% - (f(x+y)—f(1‘*))DN(y)dy+% Oﬁ(f(x+y)—f(x+))DN(y)dy
1

1/ i(N+1)y _ _iNy
5 [ﬂF(w,y)(e e )dy

onde F' é a funcao definida por

Fle.y) { 7f($+622:{(w_) se —mT<y<0
x,Y) = +y)—F(zT
Lty =f=7) j{z,_’;(x ) se 0<y<m

Se f é seccionalmente regular, entdo F(z,y) admite limites laterais quando y — 0%, pela regra
de I’'Hopital, e portanto é seccionalemente continua. Entdo os integrais de F(w,y) vezes e'NV
convergem para zero quando N — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue 8.2. O

Em particular, pelo teorema 9.1, a série de Fourier de uma fungdo f(z) continua e seccional-
mente regular converge para f(2) na norma uniforme, ou seja, ||f — Sy f|lcc = 0 quando N — oc.

A hipétese no teorema 9.5 nao é a melhor possivel. Para a convergéncia no ponto x é suficiente
que a funcao F(z,y), definida na demonstracao, seja integrével, enquanto fungdo de y, numa
vizinhanca de y = 0. Esta é chamada “condicao de Dini”.

Também é possivel ler a regularidade de uma func¢ao no decaimento dos seus coeficientes de
Fourier.

Teorema 9.6. Se os coeficientes de Fourier ¢, de uma funcao f decaem como
] < C [n|~¢F)
com a > 1, uma constante C > 0 e um natural k, entdo a funcio f € de classe C*.

~ ya . . / 7 7’
Demonstracao. Para cada 0 < k' < k, a série de Fourier En(m)k cne™ & absolutamente e
uniformemente convergentes, pois
i
> " enl < Il < 00
n n

se > 1. A sua soma é uma funcado continua, igual a k’-ésima derivada de f(z) =5, cpe™®. O

Verifique a férmula (9.2) para o niicleo de Dirichlet (use as somas parciais da série geométrica).

Verifique que
1 T
— Dy(z)dx =1
2 J_,

Calcule a série de Fourier de f(z) = |z| em z = 0 e deduza a identidade

1+1+1+1+1+ _
9 25 49 @ 81 8

2

Calcule a série de Fourier de f(z) = 2* em x = 0 e deduza a identidade

1_1+1_i+i_i+ —ﬂj
4 9 16 25 36 127

ou em r = 7 e deduza a identidade
1 1 1 2

1 1
1 o — f —f — =
+4+9+16+25+36+ 6
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Fenémeno de Gibbs. Uma série de Fourier ) cne™® nao pode ser convergente nos pontos
de descontinuidade de f(z). Se f tem um salto de amplitude § := |f(zT) — f(27)| no ponto =,
entao os graficos das somas parciais da série de Fourier convergem para um segmento vertical que

excede o salto de aproximadamente

-5 l/ sin(@) oo 9285 0,09
T ) x T

em cada lado.

\/

Soma parcial de grau 17 (verde) da série de Fourier da funcdo ©(z) — 1/2 (vermelho),
numa vizinhanga da origem.

O fenémeno é local, portanto (a menos de retirar uma fungéo continua e multiplicar por uma
constante) é suficiente compreender o caso da fungéo localmente constante f(z) = O(z) —1/2, que
¢ impar e tem um salto unitdrio na origem. Usando a (9.1),

Swi@) =5 [ f— ) Dxw)dy

1 (" 1 ("
=— D dy — — D d
= oswin— [ Daway
A derivada é J ) | sin(Na)
sin(Nx
— S8 =—D ~ -
dz /(@) 2m n(z) s x
se N > 1 (é grande) e |z| < 1 (é pequeno), e portanto os pontos criticos sdo x ~ +kmw/N, com
k=1,2,3,...,N. O maximo e o minimo numa vizinhanca da origem sao atingidos nos pontos

+7/N, respetivamente, e o salto entre os dois é (usando a paridade do nicleo de Dirichlet e o valor
do integral impréprio (6.12) da funcao sinus cardinalis)

R
R
\

w/N w/N in
S f(n/N) = Suf(-n/W) =+ [ Dy(ay=2 [T =g,

2 [T si 2 % si
:7/ smxdx:l_i/ smxdx
iy 0 X v T X

E possivel estimar que —1 (> sinz gy ~0.09, e finalmente

SNf(ﬂ'/N) - SNf(—ﬂ‘/N) ~1+2-0.09.
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9.3 Identidades aproximadas e teorema de Fejer

Delta de Dirac. A “fun¢do” delta de Dirac em R /277 é definida pela identidade formal
fy)o(e —y)dy = f(z),

se f(x) é uma funcao continua e periddica de perfodo 27. De facto, § ndo é uma fungdo, mas uma
“medida”, um funcional linear definido no espago C°(T) das funcdes continuas na circunferéncia,
que associa a fungao f(z) o valor (4, f) := f(0) . Pode ser definida/pensada como sendo um limite
(no sentido das distribuigoes) de uma familia de fungdes satisfazendo as propriedades codificadas
na defini¢ao de “identidade aproximada’.

Identidades aproximadas. Uma identidade aprozimada (ou good kernels) na circunferéncia
R/27Z é uma sucessao (K, )ncz de fungoes integraveis K, (x) de massa total unitéria, i.e.

1 ™
e Ky(z)dx =1, (9.4)

uniformemente integraveis, i.e. tais que existe M > 0 tal que

s
| Ia)lde < 0 (9.5)
-7
para todos os n € N (esta condigdo é uma consequéncia de (9.4) se K, (x) > 0), e tais que, para
cada § > 0, os integrais

L.(5) = / Ea@ldr 0 (9.6)

quando n — oo (ou seja, assimptoticamente concentradas na origem).
A expressao “identidade aproximada” é justificada pelo seguinte

Teorema 9.7. Se f € uma funcao continua periddica de periodo 2w e (K, )nen € uma identidade
aprozimada na circunferéncia R/2w7Z, entdo

1

(F K@) = e [ S =) Kaly)dy — £(2)

uniformemente quando n — oo.

Demonstragao. Seja € > 0. Pela continuidade uniforme de f (continua e periddica), existe § > 0
tal que |f(x) — f(y)| < e/M se |z —y| < d. Seja m = sup,, |f(x)|. Usando (9.4),

s

(f * Ku) (@) — f(z) = / (& —y) — f(@)) Knly) dy

—T

:/<5(f(x_y)‘f(x>>Kn(y>dy +/ (f(z = y) = (@) Knly) dy

|z[>6

O médulo do primeiro integral é limitado por €, pela (9.5). O mdédulo do segundo integral é
limitado por 2m I, (), definido na (9.6). Como I,,(d) — 0, existe @ tal que I,,() < &/2m se n > 7.
Portanto, se n > 7, a distancia entre f(z) e (f * K,,)(x) é limitada por 2¢, independentemente de
T. O

O indice inteiro n pode também ser substituido por um indice continuo, como € = 1/n. Neste
caso, o limite quando n — oo passa a ser o limite quando ¢ — 0.
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Deltas aproximadas. Por exemplo, a fun¢ao definida por
b(x) := /(==

se |z| < 1 e nula fora deste intervalo (chamada bump function), ¢ infinitamente diferencidvel,
nao negativa, e tem suporte no intervalo [—1,1]. Se v = fil b(x)dx > 0 denota a drea da regido
do plano limitada entre seu grafico e o eixo dos z, entao a func¢do d1(x) := b(x)/y tem integral

unitario. Se € > 0, a funcao
1
de (z) = - 01(z/e) (9.7)

tem suporte no intervalo [—¢, €], é ndo negativa e infinitamente derivével, e tem integral unitério

v

Oc(z)dxr=1.

—T

Consequentemente, a familia das 27 J. é uma identidade aproximada na circunferéncia quando
e — 0.

/ I\

Gréficos de 01 (vernelho) e § /3 (azul).

A delta de Dirac pode entao ser interpretada/definida como o limite § = lim._,o Jc, ou seja,
pela seguinte identidade formal:

f*xd:=1lim fx0.=f
e—0

E também interessante observar que se f é uma fungao apenas continua, entao os produtos de

convolugao i
(F#8)(@) = o= [ F() (e —y)dy

T o r

sao infinitamente derivaveis, pois J. € infintamente derivavel e é possivel aplicar iterativamente
a regra de Leibniz (a derivacdo dentro do integral). Assim, as f % §. podem ser consideradas
“suavizacoes” de f que convergem para a prépria funcao na norma do supremo.

Verifique que a familia de fungoes definidas por K, (z) = n/2 se |z| < 1/n e K,(z) = 0 se
|z| > 1/n, forma uma identidade aproximada.

Somas de Cesaro. Seja . a, uma série (formal, ou seja, convergente ou nao), e sejam Sy =
N . A L. - L1 o
> n_1 Gn as suas somas parciais. As somas de Cesaro da série ) a, sdo as médias aritméticas

_Sl—‘rSg-i-...SN
N N

CN:

das primeiras N somas parciais. E evidente que se a série é convergente, ou seja, se Sy — S5, entao
também Cy — S quando N — oco. A sucessao das C'y pode ser convergente também quando a
série > a,, (ou seja, a sucessdo das somas parciais Sy ) é divergente.

Por exemplo, a série > >~ (=1)" =1—1+4+1—1+... é divergente, mas as suas somas de
Cesaro convergem. Para que valor?
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Somas de Fejer e teorema de aproximagao de Weierstrass. As somas de Cesédro da série
de Fourier de uma funcgao integravel f sao chamadas somas de Fejer. Um cédlculo mostra que sao
dadas pela convolugao

Fif(@) = 5 (Sof (x) + S1/(@) + S () + ... S 1](@))

1T 1 N”D .
=5 Wf(y) N2 N(E—y) | dy (9.8)
= [ 1w Ente -y

da prépria funcao com o nicleo de Fejer, definido por

iy sin? (N
Fn(e) = 1 Y Dala) = 3 o (V212 (9.9
n=0

- N sin®(z/2)

E evidente que as Fi f(x) s@o, assim como as Sy f(z), polinémios trigonométricos de grau N.

Graficos do nitcleo de Fejer com N = 10 e 20.

Acontece que

Teorema 9.8. Os nicleos de Fejer formam uma identidade aprozimada.

Demonstra¢go. A massa total de cada Fy (que é uma fungdo nao negativa) é igual a um, pois
0 mesmo acontece para os Dy, dos quais Fy é a média aritmética. Se 0 < 6 < |z| < 7 entdo
sin?(z/2) > ¢ > 0, e portanto

1

eN’

/ P (2)] dz — 0
o<|z|<m

quando N — oo. O

Fn(z) <

Isto implica que

Portanto, pela férmula (9.8) e pelo teorema 9.7,

Teorema 9.9 (Fejer). Se f(z) é uma fungdo continua na circunferéncia R/27Z, entdo as somas
de Fejer (9.8) convergem uniformemente para a propria f(x) quando N — co.
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As somas de Fejer Fiy(x) sdo polinémios trigonométricos. Portanto, o teorema de Fejer d4 uma
prova construtiva do famoso teorema de aproximacdo de Weierstrass 2.

Teorema 9.10 (Weierstrass). Os polindmios trigonométricos sio densos no espaco das fungées
continuas f : R/277Z — C munido da norma do sup.

Ou seja, para toda fungdo continua f(z) na circunferéncia, e para toda precisao € > 0, existe
um polinémio trigonométrico p(z) tal que

If = pllos = sup|f(z) — p(z)| <e.
zeT
Esta é uma versao trigonométrica, de fato equivalente, do mais classico teorema de approximacao
algébrico.

Teorema 9.11 (Weierstrass). Os polindmios (algébricos) sao densos no espago das fungoes
continuas f : [—1,1] = C munido da norma do sup.

Demonstrag¢ao. Esta demonstragao cléssica é atribuida a Bernstein. Seja f(x) uma fungao continua
m [—1,1]. Definimos

9(0) = f(cos0)

E claro que ¢(f) é uma fungdo continua, periédica de periodo 27w, e par. Pela nossa prova
construtiva do teorema 9.10, para todo € > 0 existe um polinémio trigonométrico par, ou seja de

cosenos,
n

= E ay, cos(ko)
k=0

(pois as somas de Cesaro de uma funcdo par sao séries de cosenos) tal que

lg(0) —1(0)] <&

Mas cada cos(k#) é um polinémio em cos #, ou seja, existem polinémios algébricos Tk (z) (chamados
polindmios de Chebyshev) tais que
cos(kf) = Ty (cos 6)

se k > 0 (uma consequéncia da férmula de de Moivre (1.13)). Portanto,

|f(z) —q(z)| < e

onde ¢(z) é o polinémio Y ;_, arTy(z). O

Verifique a expressao (9.9) (calcule N Fy(x) usando a identidade (9.2))

N— sin
NFy(@) = Z ((n+1/2)z)

sin(x/2)

1 N-1
— x i(n+1/2)x
sin(m/2)\s (Z ¢ )

n=0

1 iNz 1
= S| — -
sin(z/2) <e”/2 - 6”/2)

22K. Weierstrass, ﬁberdieanalytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher Functionen einer reellen Verander-
lichen, Sitzungsberichte der Akademie zu Berlin (1885), 633-639 and 789-805.
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9.4 Convergéncia em média quadratica

A série de Fourier de uma fungao integravel converge para a propria fungao em média quadratica.
Este resultado é moralmente um teorema de Pitdgora em dimensao infinita, ou, fisicamente, um
teorema de conservacao da energia.

Aproximacao de funcdes integraveis na norma L2. As funcgoes integraveis podem ser
aproximadas com precisdo arbitrdria na norma L2 por funcdes continuas, ou até infinitamente
diferencidveis.

Teorema 9.12. Seja f : T — C uma fungio (Riemann) integrdvel. Para todo € > 0 existe uma
funcao continua v : T — C tal que

If =¥l <e

Demonstra¢ao.  Seja |f(x)] < M, e seja § > 0 arbitrario. De acordo com o teorema de apro-
ximagao 4.6 (é claro que a periodicidade nao é um problema), existe uma fungéo continua v (z) na
circunferéncia, também limitada por |¢(z)| < M, tal que

[ 1@ - viadr <

-7
Entdo o quadrado da norma L? da diferenca entre f e ¢ é limitado por

_
),
oM [T
o
M

<=5
™

1f = wlI3 |f(z) = ¥(2)] do

<

|f(2) = ¢ (x)| da

—T

pois |f(z) — ¢(x)| < 2M. Basta portanto escolher § < 7e2/2M. O

Neste caso também é claro que a fungao v pode ser escolhida infinitamente derivavel. Por
exemplo, é possivel observar que os produtos de convolugao g * . de uma fungdo continua g com a
identidade aproximada J. (definida em (9.7)) sado fungdes infinitamente derivaveis que convergem
uniformemente para a prépria fun¢do g quando £ — 0. Mas se ||g * 6 — g||c — 0 quando € — 0
entdo também ||g * d. — g3 < |lg * 6 — g||% — 0. Consequentemente,

Teorema 9.13. O espago C=°(T) das fungdes infinitamente diferencidveis na circunferéncia (ou
na reta real e periddicas de periodo 2m) € denso no espago R(T) das fungdes Riemann itegrdveis
munido da norma L2.

Este teorema (caso particular de um resultado mais geral) mostra, por exemplo, que é sempre
possivel definir operadores diferenciais, como a derivacao ou o laplaciano, em subespagos densos
do espaco das fungoes integraveis.

Convergéncia em média quadréatica. De acordo como o teorema de aproximacao 4.6, uma
fungao integravel f : R/27Z — C pode ser aproximada com precisdo arbitraria na norma L? por
fungoes continuas. Pelo teorema de Weierstrass 9.11, as fungoes continuas podem ser aproximadas
com precisao arbitraria na norma do sup por polindémios trigonométricos, e a convergéncia na
norma do sup implica, sendo o comprimento da circunferéncia finito, a convergéncia na norma L2.
Portanto, existe uma sucessao de polinédmios trigonométricos T, tais que ||f — T, ||2 — 0 quando
n — oo. Pela (prova da) desigualdade de Bessel 8.1, || f — Sn fl|l2 < ||f — Th||l2 se N é superior ou
igual ao grau de T;,. Portanto,
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Teorema 9.14 (convergéncia em média quadratica). A série de Fourier de uma fungdo integrdvel
f:R/2xZ — C converge para a prépria funcdo em média quadrdtica, ou seja,

If = Snfllz—0

quando N — oo.

A férmula (8.4) entéo implica que a desigualdade de Bessel é, na verdade, uma igualdade.

Teorema 9.15 (Parseval). Se f:R/27Z — C é uma fungdo integrdvel entao

YT =515

neZ

Sendo os produtos internos determinados pelas normas, usando as identidades de polarizacao

(f.9)2 =7 (If + 91> = If = gll* +ill f +igl® = illf —igll?) ,

RNy

o teorema de Parseval 9.15 implica e é equivalente ao seguinte

Teorema 9.16 (Parseval). Se f e g sao fungoes integrdveis na circunferéncia R/2nZ, entdo

> Fm)3n) = (f.9),

neZ

O teorema de Parseval é uma versao do teorema de Pitdgoras em dimensao infinita. Do ponto
de vista fisico, ¢ um teorema de conservagao, chamado teorema da energia de Rayleigh. Diz que a
transformada de Fourier, o operador F : f — f que envia uma fungao integravel na sucessao dos
seus coeficientes de Fourier, ¢ um operador unitario de L?(R/27Z) em (*(Z).

Mostre que as séries de Fourier de f(x) = z, definida no intervalo [—7, 7], é

(=1)" inx
S e

n#0

Calcule ||f]|3 e use a identidade de Parseval para deduzir

1 1 1 1 1 2
Ni=ld -ttt g frr=—.
N R T T 6
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10 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é um prisma ideal que decompoe um sinal nas harmoénica das quais é
constituido. A transformada de Fourier inversa permite reconstruir o sinal a partir do seu espetro.

10.1 Transformada de Fourier

Heuristica. A teoria das séries de Fourier permite representar fungoes suficientemente regulares
f(x), definidas na circunferéncia T = R/27Z, como sobreposicdes numerdveis ». ., c,e™* de
harmonicas e, (x) = e™*. As harmoénicas sdo fungdes préprias do operador derivacao D, e portanto
do laplaciano —A = (iD)?, que é um operador auto-adjunto e nio-negativo, definido no espago
C>(T) C R(T) das fungf)es inﬁnitamente derivaveis na circunferéncia, munido do produto interno
L?, definido por (f,g) f_ x)dz. Os coeficientes de Fourier sdo as componentes ¢, =
{f, en>. Portanto, o que estamos a fazer é representar vetores f numa “base ortonormada’ que
diagonaliza o laplaciano. Isto é util porque muitas EDPs da fisica-matemética contém o laplaciano
(equagao de Laplace/Poisson, das ondas, do calor, de Schrédinger, ... ).

Ao considerar fungbes definidas na reta real (ou, melhor, ao fazer o limite de circunferéncias
R/2wRZ de raio crescente R — 00), as possiveis harménicas deixam de ser numerdveis, mas séo
parametrizadas por um continuo de frequéncias angulares. Cada harménica e, (z) = €%, com
w € R, ainda é um vetor préprio do operador derivacao D, com valor proprio iw, e portanto
do laplaciano —A = (iD)?, com valor préprio w?. Assim, esperamos poder representar funcoes
suficientemente regulares f(x) como sobreposi¢es, agora nao-numerdveis, de harmonicas, ou seja,

integrais do género
~ W
x) ~ /_ flw)e o

O produto interno natural é um integral impréprio (f,g f flx da: e o quadrado

da norma associada representa uma energia ||f[? = [7_| f (x )|2d33. Alnda esperamos obter os
coeficientes como componentes formais

w) = /_00 f(x)e ~“"dg.

Isto é o caso, se definimos apropriadamente o espago euclidiano das funcoes de energia finita
admissiveis. No entanto, encontramos o aparente paradoxo de que as harmdnicas nao tém norma
finita. Portanto, estamos a calcular componentes (f,e,) sobre dire¢ées que nao pertencem ao
espaco euclidiano onde vivem os vetores!

Transformada de Fourier de fungoes integraveis. Seja f : R — C uma fungdo absoluta-
mente integravel na reta real, ou seja, tal que exista o integral impréprio

| i@

E suficiente, por exemplo, que f seja uma funcao seccionalmente continua que decai como

C

com e >0 e C < oo, quando |z| = co. A transformada de Fourier de f é a fungao Ff : R — C
definida pelo integral impréprio

) :/_OO f(z) e 2T (10.1)

Uma notacao tradicional é Ff = f
O espacgo onde vive a varidvel £ da transformada de Fourier f , chamada “varidvel conjugada”,
deve ser pensado como uma uma reta real R* ~ R (chamado pelos mateméticos dual de Pontryagin
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do corpo dos reais, isomorfo ao préprio R) diferente da reta real onde vive a varidvel = da fungao
f. Por exemplo, se a varigvel independente da fungdo f(¢) é um “tempo” ¢, entdo a varidvel
conjugada & representa uma “frequéncia” (pois o produto deve ser adimensional). Por esta razao,
a transformada de Fourier de uma funcao f(t), pensada como um “sinal”, é também chamada
espetro de f(t).

Uma definigdo alternativa usa a “frequéncia angular” w = 27¢, e é

F(w) = /_oo f(t)e “tdt, (10.2)

na notagao dos engenheiros, em que F' = Ff. Também é possivel normailizar de forma diferente
a transformada, ou seja, dividir por 27 ou por /2.

Funcoes de onda. Se a varidvel independente é uma “posi¢ao” ¢, entao a varidavel conjugada
representa um “momento” p sobre uma “a¢do” h (como, por exemplo, a constante de Planck
h ~ 6.63 x 1073* J - s no contexto da mecanica quantica). Por exemplo, as ondas planas em

mecanica quantica sao
—2mipq/h _ ,—ipq/h
e =e ,

onde ii = h/2m é a constante de Planck reduzida. A transformada de Fourier de uma fung¢do de
ondas 1(q) assume a forma

Ip) = [ Plg) e dg

Observe que as harménicas |p), as funces (g|p) := e™9/" sdo fungdes préprias do operador
momento P = —ihD, com valor préprio p, i.e. P|p) =p|p).

Propriedades elementares. A transformada e Fourier, sendo definida por um integral, é linear,
ou seja,

F(f+g9)=Ff+Fg e FA) =A(Ff)

se A € C. Também ¢é util calcular os efeitos sobre a transformada de Fourier de certos operado-
res naturais que agem sobre as fungoes complexas de uma (ou mais) varidveis reais: translacdo,
modulagdo, homotetia, conjugagio, inversao/paridade.
A transformada de Fourier de uma translacao (T, f)(t) := f(t — a) no espago dos tempos é uma
modulagao

(T.f)() = e 2™ f(¢) (10.3)

no espago das frequéncias. Vice-versa, a transformada de Fourier de uma modulagao (M f)(¢) :=
2™t £(t) no espaco dos tempos é uma translacio

— ~

(Mypf)(€) = F(E—b) (10.4)

no espago das frequéncias. Portanto, a transformada de Fourier “entrelaga” os operadores de
translacao e modulagao:

FoT,=M_,0F e FoMy=T,oF.

A transformada de Fourier de uma homotetia (H) f)(t) := f(At) no espago dos tempos, com
A > 0 (que corresponde a uma mudanga da unidade utilizada para medir o tempo/espago), é

(HA)(€) = A (/) (10.5)

ou seja,
FoHy=A'Hy10F

A transformada de Fourier da fun¢ao complexa conjugada (Cf)(t) := f(t) é

(ChH)(E) = f(—¢€) (10.6)
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Em particular, se f(t) tem valores reais entdo f(—¢) = f(g)
Também 1itil é saber que uma inversao do tempo, (Tf)(¢t) := f(—t), tem o efeito
(TH)E) = (=), (10.7)
(se a varidvel independente representa uma posigdo x, entdo o operador (Pf)(z) := f(—=x) é

chamado “operador paridade” pelos fisicos). Estas duas tltimas propriedades podem ser escritas

FoC=CoToF e FoTlT =ToF

Mostre que se f : R — C é uma fungao continua tal que |f(z)| < C/(1 + |2|*T¢), com € > 0,

entao
N
Lv:/’Lﬂme
—N

é uma sucessao de Cauchy, e portanto existe o integral impréprio

/O:O flx)dx = 1\}51100 /I]\; f(x)dx

Verifique as propriedades (10.3), (10.4), (10.5), (10.6) e (10.7).

Use as propriedades (10.3) (10.4) e a férmula de Euler para mostrar que a transformada de

Fourier de f(x)cos(2rax) é

(Fle—a) +fle+a)

1
2
e que a transformada de Fourier de f(x)sin(2rax) é
1 /~ N
5 (fle=a) = fle+ )
Calcule a transformada de Fourier da funcéo caracteristica do intervalo [—¢, £].

Calcule a transformada de Fourier de

1 —27b|a|
T)= 5= r)=e .
f@) = f(@)
com b > 0.
Pulso e sinc. O pulso, ou funcao retangular, é a fungao carateristica do intervalo de compri-

mento um & volta da origem, ou seja,

. 1 se|t|<1/2
rect(t) := { 0 caso contrdrio

A transformada de Fourier do pulso é a fungao sinc (“sinus cardinalis”) normalizada

— 1/2 ,
rect(§) = //e_%’gg”dx
1/2
sin(r§)

= p =: sinc(§)
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\V/\\//\ /\\/ "
ViV

Pulso (azul) e sinus cardinalis (vermelho).

10.2 Transformada de Fourier no espaco de Schwartz

O espago das fungbes absolutamente integrdveis é muito grande, e ndo é fécil compreender as
propriedades das transformadas de Fourier dos seus elementos. Mais facil é restringir a transfor-
mada a um espago muito menor, feito de fungdes muito regulares. O espaco natural onde estudar
a transformada de Fourier é o espaco de Schwartz.

Espaco de Schwartz. O espago de Schwartz (da reta real) é o espago S(R) das fungdes infini-
tamente diferenciaveis na reta real que decrescem, com todas as suas derivadas, mais rapido que
o inverso de qualquer polinémio. Ou seja, o espago das fungoes f : R — C de classe C*° tais que
| flln,m < oo para todos os n,m € N, onde as semi-normas || - ||,,m s@o definidas por

/1

n,m = SUpP xnf(m) (I‘)’
z€R

Isto significa que se f(x) é uma fungao de Schwartz e m > 0 e n > 0 sdo inteiros, entdo existe uma
constante Ci, , tal que o médulo da m-ésima derivada de f é limitado por

|7 @)| < S

o el

se |z| > 1. Em particular, as fungoes de Schwartz sdo absolutamente integraveis. E evidente que
se f € S(R), entdo pertencem ao espaco de Schwartz também todas as derivadas f(™ () e todos
os produtos p(x)f"™)(z), onde p € C[t] é um polinémio arbitrario.

O espago de Schwartz é “grande”, pois por exemplo contém o espago D(R) = C*°(R) das funcoes
teste, que sao infinitamente derivaveis e tém suporte compato. Também contém muitas fungoes
cujo suporte é toda a reta real, como as combinagdes lineares das Gaussianas, definidas mais a
frente.

Operadores derivagao e multiplicagao. Dois operadores importantes que agem sobre fungoes
definidas na reta real sao o operador derivagao, definido por

(Df)(@) = f'(=) (10.8)
e o operador multiplicagao, definido por
(XH)(x) =z f(x). (10.9)

E claro que D e X sao operadores lineares do espaco de Schwartz no préprio espaco de Schwartz.
Em particular, podem ser iterados um numero arbitrario de vezes.
A transformada de Fourier entrelaca derivadas com multiplicagoes, e esta é a razao da sua
importancia no estudo das equagoes diferenciais.
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Teorema 10.1. Se f € S(R), entdo a transformada de Fourier da derivada [’ e a derivada da
transformada de Fourier de f sao

o~ ~ —

r©=2micfle e ] =(-2mizf)©), (10.10)
respetivamente, ou seja, F oD = (2riX)oF e Fo(—2miX)=DoF.

Demonstrag¢ao. A transformada da derivada de f(z) é calculada por meio de uma integragao por
partes,

Fo=[ rweeda
= flz)e ™| " — /OO f(x) (—2mi€) e 2™ dx
= 2mi /00 f(z)e 2™ dg

A derivada da transformada de f(z) é calculada derivando dentro do integral (pois é simples
adatar a prova to teorema 4.9 a integrais impréprios de fungoes de Schwartz),

~

d [ |
Flo-% [ roe e
_ / T (@) (—2riz) e~2i€ gy

O

Por indugdo, a transformada de Fourier da k-ésima derivada de f(z) é igual a (27i€)* vezes a

~

transformada de Fourier f(€), i.e.

FoDF=(2miX)FoF

e a k-ésima derivada da transformada de Fourier de f(z) é a transformada de Fourier de
(—2miz)* f(x), ou seja

DFo F=Fo(—2miX)k

Os fatores 2w sdo ausentes se definimos a transformada de Fourier usando a frequéncia angular
w = 27€.
Em particular, como os operadores de multiplicagao e derivagao preservam o espago de Schwartz,
a transformada de Fourier envia o expago de Schwartz no préprio espago de Schwartz (embora de
outra varidvel), ou seja pode ser pensado como um operador linear F : S(R) — S(R*).

Mostre que uma fungdo de Schwartz é uniformemente continua (é arbitrariamente pequena
numa vizinhanca de +00 e uniformemente continua na regiao compacta complementar).

~

Mostre que uma fungéo de Schwartz f(x) com valores reais é par sse f(€) é real, e é impar
sse f(&) é imagindrio puro.

Produto de convolugao. O produto de convolugdo das fungoes de Schwartz f(z) e g(z) é a
fungdo (f * g)(z) definida pelo integral impréprio

U*muwz[ff@mw—ymy
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para compreender o significado desta definicdo, é conveniente pensar em f e g como sinais, de uma
variavel que é um tempo. O valor de f * g no tempo x é uma sobreposi¢ao de produtos dos valores
de f e g em tempos y e x — y, cuja soma € igual a z.

E evidente que se f,g, € S(R), entdo também f % g € S(R). O produto de convolugao ¢ linear
nos dois fatores, simétrico e associativo. Mais importante é o seguinte resultado, que mostra que
a transformada de Fourier envia produtos de convolu¢do em produtos pontuais.

Teorema 10.2. A transformada de Fourier de um produto de convolugao € o produto pontual das
transformadas de Fourier dos fatores, ou seja,

| F(f+9) = (FI) (Fo)| (10.11)

Demonstracdo. A prova consiste numa mudanca de varidveis e numa aplicacdo do teorema de
Fubini (ou seja, a mudanca da ordem de integragéo, que é sempre possivel para integrais de fungoes
de Schwartz):

F(f*g)(&) = /_O; (/_Z f) gz —y) dy) e 2T g
=/O; /Z fy) g(z)dye Ty

(/_O; fly)e 72 dy) (/_O; g(z) dye ~7 dZ)

O
Mostre que o produto de convolugao (rect * rect)(t) é a funcdo triangular
tri(t) := max{ 1 — |¢|,0} ,
e calcule a transformada de Fourier de tri(x).
10.3 Identidades aproximadas e férmula de inversao
Salto unitdrio e delta de Dirac. A fungdo salto unitdrio (ou fun¢do de Heaviside) é a fungao

O(z) que vale 1 se x é positivo e 0 se x é negativo.

Uma integragao por partes formal mostra que o produto de convolugao da derivada da fungao
salto unitdrio (que naturalmente nao existe enquanto fungao!) reproduz uma fungéo de Schwartz,
ou seja,

|- 0iwd= -0t -n s+ [ ety )iy

-/ " P l)dy = ().

A derivada ©'(z) é chamada delta de Dirac, e denotada por 6(z). Naturalmente, ndo é uma
fungao, mas é definida pela identidade formal

[ st sy = sto).

E possivel modificar a fungdo ©(x) num pequeno intervalo de raio € em torno da origem, e
construir uma fun¢ao infinitamente diferencidvel ©.(z) que cresce de 0 até 1 neste intervalo. Por
exemplo, podemos usar a primitiva O.(x) = ffoo 0:(y) dy da fungao d. definida em (9.7). A sua
derivada d.(z) = ©L(x) é entdo uma fungao infinitamente derivdvel, ndo negativa, com suporte no
intervalo [—¢, €] e com integral unitario.
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Graéficos de O, () e d-(x).

E claro que se f é continua no ponto x entao

o) z+e
/_ 6E(m—y)f(y)dy=/ oc(x —y) fly)dy

—€

xr+e
~ f(z) / b-(x — y)dy = f(x)

r—e

se ¢ é suficientemente pequeno. A fungao é. é chamada “identidade aproximada”. E 1til codificar
esta ideia, com condi¢Ges mais fracas sobre a funcao J., na seguinte defini¢ao.

Identidades aproximadas. Uma identidade aproximada na reta real é uma familia de
fungoes integraveis (K,,) que sdo ndo-negativas, ou seja, K, (x) > 0, ou pelo menos uniformemente
absolutamente integraveis, ou seja,

/Oo | K ()| do < M, (10.12)

— 00

com uma constante M que nao depende de n, que tém “massa total unitaria”, ou seja,
o0
/ K,(x)dx =1, (10.13)
— 00
e que sao “assimptoticamente concentradas na origem”, ou seja, para todo § > 0

I,(9) := K, (z)dx — 0 (10.14)
|z|>6

quando n — 0.
O parametro discreto n — oo pode ser substituido por um parametro continuo como ¢ — 0,
naturalmente. A mesma prova do teoema 9.7, mutatis mutandis, mostra que

Teorema 10.3. Se f(z) ¢ integrdvel e uniformemente continua, por exemplo é uma fungao de
Schwartz, e (K,) é uma identidade aprozimada na reta real, entao

(f * Kn)(x) = f(2)

uniformemente quando n — oo.

Mostre que a familia das K, (z) := n - rect(na) é uma identidade aproximada.
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Gaussianas e nicleo do calor. As gaussianas sao as funcoes
Ce "

onde C e v > 0 sao parametros reais. K claro que as gaussianas estao no espago de Schwartz,
pois as suas derivadas sao produtos de polinémios vezes as préprias gaussianas, e os exponencias
negativos decrescem para zero mais rdpido de qualquer potencia |z|™ quando |z| — oco.

—71'.’1','2

O célculo (4.11) diz que a gaussiana G(z) = e tem integral igual a um, e o cdlculo

(4.12) diz que

. o2, L R
Teorema 10.4. A gaussiana G(z) = e~ ™ € “auto-dual”, ou seja € igual a sua transformada de
)
Fourier:

A familia de gaussianas

G(x) = —=e ™7 (10.15)

parametrizadas por 7 > 0, é chamada nicleo do calor.

Gaussianas G, com 7 =1, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, 0.001.

Observem que G, (z)dx = dG(x//T) e, em particular, G1(z) = G(z). E claro portanto que
todas as G-(z) tém integral unitério, i.e. [~ Gr(z)dz = 1. Um célculo elementar, usando o
teorema 10.4 e a propriedade (10.5), mostra que a transformada de Fourier do ntcleo do calor é

—~

Gr(e) =€ (10.16)

. ’ 7 ’ . . . ~ — 2
Vice-versa, é também facil verificar que a transformada de Fourier desta fungéo F,(x) := e """

é o nucleo do calor 1/7;(5) = %e‘“eﬁ.

As gaussianas G (z) estdo cada vez mais concentradas em torno da origem quando 7 decresce,
e as transformadas F,(§) estdo cada vez mais concentradas em torno da origem quando 7 cresce.
Esta é uma manifestacao do principio de indeterminacao de Heisenberg-Weyl, ilustrado mais a
frente.

Acontece que

Teorema 10.5. A familia das G, ’s forma uma identidade aprozimada quando T — 0T

Demonstracdo. Sendo fungoes positivas com integral impréprio unitario, falta apenas verificar a
propriedade (10.14). A mudanga de varidvel x/1/7 = y mostra que

1 _ xZ/ / _ 2
—e ™ T dx = e ™ dy —0
/x>(s VT lyl>6/v7

quando 7 — 0T, porque o integral impréprio da gaussiana é convergente. O
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Portanto, pelo teorema 10.3,

Teorema 10.6. Se f(x) € integrdvel e uniformemente continua, por exemplo se f € S(R), entao
(FG@) = [ 1) Grla-y)dy — f(2)
— 00

uniformemente em x quando T — 0%,

Mostre que a gaussiana G(z) = e~ é solugio da equacdo diferencial
G+ (2rmx)G=0.

(com condicao de fronteira g(+oc) = 0). Observe que a sua transformada de Fourier também

satisfaz a equacao diferencial R R
G'+@2r)G =0.

Deduza que a gaussiana G(x) é um ponto fixo da transformada de Fourier.

. . L g? ~ _a)?
Calcule a transformada de Fourier da gaussianas genéricas Ce~7* ou da translacao Ce¥(*~®)
. — 2 .
(use a transformada da gaussiana G(x) = e~ ™ e as propriedades elementares da transformada de
Fourier).

Verifique que G x G = Grqqr.

Teorema de inversao. O teorema de Fubini, ou seja, uma mudanga da ordem de integracao,
que é sempre possivel com funcoes de Schwartz, implica a “férmula de multiplicagdo” seguinte.

Teorema 10.7 (férmula de multiplicacdo).  Se f,g € S(R) entao
[ t@awds= [ e dy (1017)

A prova é um exercicio. Uma consequéncia é o teorema de inversdo de Fourier, logo a férmula
que inverte a transformada, o resultado central da teoria da transformada de Fourier.

Teorema 10.8 (teorema de inversao). Se f € S(R) e f = Ff ¢ a sua transformada de Fourier,
entao

f(z) = /_ T fe eier ae (10.18)

Demonstragio. O nicleo do calor G,(z), definido em (10.15), é a transformada de Fourier da
gaussiana e~""¢". Pela férmula de multiplicacdo 10.17,

| twed= [ Fee

Quando 7 — 0, o primeiro integral tende para f(0) pelo teorema 10.6, e o segundo integral tende
para [, f(£)d¢. Isto prova a férmula (10.18) no ponto z = 0. Para provar a férmula de inversao
para x arbitrdrio, basta considerar a fungdo g(y) = f(z + y) e observar que

f@) =90 = [ " (©)de = / " fle) e ae

— 00

pelas (10.3). O
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Portanto, a transformada de Fourier é uma bije¢do linear F : S(R) — S(R*) do espago de
Schwartz, cuja inversa é a transformada de Fourier inversa F~! : S(R*) — S(R), definida pelo
integral impréprio

F )@ = gle) = [ " g(e) T de

— 00

10.4 Transformada de Fourier no espaco L?

A introducao de um produto interno hermitico natural no espago da fungoes complexas definidas
na reta real permite uma interpretacao geométrica da transformada de Fourier.

Correlagao cruzada e auto-correlagao. Dados dois sinais f(¢) e g(t) (a varidvel independente
natural é um tempo), por exemplo no espago de Schwartz, a correlagdo cruzada (em inglés, cross-
correlation) é

(fxg)(t / F() glr +t)dr (10.19)

Observe que, enquanto no produto de convolugao a varidvel de f * g é igual a soma das duas
varidveis no integral (13.3), neste caso a varidvel de f % g é igual & diferenca entre as duas varidveis
no integral (10.19), e é interpretada portanto como um “retardo”. Assim a correlacdo cruzada é
grande quando os sinais sao semelhantes, embora deslocados, ou seja, quando f(7) ~ g(7+1), pois
neste caso (f*g)(t) ~ [|f(r )|2dT. Se, por outro lado, os sinais sio “independentes” e tém média
nula, entao esperamos cancelamentos entre as diferentes oscilagbes, e portanto uma correlagao
cruzada pequena.

Esta operagao nao é simétrica nem associativa como o produto de convolugao, mas ha uma
relagao simples entre fxg e g f. Também é possivel interpretar a correlagao cruzada f x g como
um produto de convolugdo T ((C'f) x (T'g)). Um célculo, ou o teorema 10.11 e as férmulas (10.6)
e (10.7), ent@o implica que a sua transformada de Fourier é

=

F(fx9)(&) = (CFE) - (Fg)(&) = f(§) 9(&)

A correlagao cruzada de um sinal com o proéprio

Ct) = (Fe )0 = [ T @ frtdr

é chamada auto-correlacdo . A sua transformada de Fourier é igual ao quadrado do valor absoluto
da transformada de Fourier de f,

chamado espetro de poténcia (do sinal f).

Verifique que (f  g)(t) = (g * F) ().

Produto interno L? e teorema de Plancherel. O produto interno e a norma L? no espaco
de Schwartz S(R) sao definidos por

= [ @@ e Il = VD

respetivamente. A transformada de Fourier F : S(R) — S(R*) ¢ uma isometria, se os dois espagos
de Schwartz estio munidos do produto interno L2.

Teorema 10.9 (Plancherel).  Se f € S(R), entio ||f|| = ||f ||, ou seja,

| wra= [ 7@
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Demonstragio. A valor da autocorrelagao de uma fungao de Schwartz na origem é C¢(0) = || f||3.
O teorema de inversao 10.18 entao implica que

Cf(o):/oo @(@dg:/jo )P de

que é o quadrado da norma L? de f O

Pelas identidades de polarizagdo (um produto escalar euclidiano pode ser reconstruido a partir
da norma), o teorema de Plancherel pode também ser enunciado como

<f7 g> :< 7./g\>
ou seja,
f(z)g(z)de = / F(€)(€) de (10.20)
Espaco das funcoes de quadrado integravel. O espago de Schwartz, munido de norma

L?, nao é completo. Existem sucessdes de Cauchy (na norma L?) que nio sdo convergentes para
fungoes de Schwartz. Admite um completamento abstracto, que consiste nas classes de equivaléncia
das sucessoes de Cauchy (f,,), médulo a relacao de equivaléncia (f,) ~ (gn) sse fn — gn — 0 na
norma L2. Este espaco, chamado L?(R), é um espago euclidiano completo de dimensdo infinita.
Pode ser realizado como espago de fungoes de quadrado integravel na reta real usando o integral
de Lebesgue (que, infelizmente, ndo faz parte do curriculum atual).

O teorema de Plancherel implica portanto que a transformada de Fourier extende a uma trans-
formacdo unitaria F : L2(R) — L?(R*), cuja inversa é a prépria adjunta, ou seja, tal que F~1 = F*.

O teorema de inversao diz que todo sinal de quadrado integrével f(¢) pode ser representado como
sobreposicdo de harmoénicas e?™*¢t. A transformada de Fourier é o “prisma” ideal que decompoe
o sinal f(t) nas diferentes harmonicas. O peso de cada harmdnica é f(£), o “espetro” (em inglés,
spectrum) do sinal.

fo=[ Foems s = Fo-[ fwerme

Fisicamente, o quadrado |f(¢)|? do valor absoluto de um sinal (um campo eletromagnético, uma
corrente, uma pressao, ...) € (proporcional a) uma “poténcia”, logo o seu integral no tempo
E = ||f||3 ¢ uma “energia”. O teorema de Plancherel afirma entdo que a energia também é igual a
E = ||sz, ou seja, pode ser calculada integrando o quadrado |f(§ )|? do valor absoluto do espetro,
chamado “espetro de poténcia” (em inglés, power spectrum).
Na notagao dos engenheiros (10.2), que usa a frequéncia angular w = 27€, a transformada de
Fourier e a féormula de inversao assumem a forma
dw
T

o= [ Fwer 5 s Fu= [ e

(e para ter férmulas simétricas, ou seja, uma transformada unitdria, temos que dividir a trans-
formada por v/2m).
No contexto da mecanica quantica, uma funcao de onda é uma sobreposi¢cao de ondas planas

<~ i dp ~ o i
¥(q) :/ W (p) ei/" onh se ¥(p) :/ U(q) e YN dq
onde h = 27k ~ 6.626 x 10~3* J.s é a constante de Planck, que tem as dimensoes de uma

agao (assim que o produto pg/h é adimensional). Os fisicos dizem que ¥(q) é a func¢do de onda na
“representacao da posicao”, e ¥(p) é a funcéo de onda na “representagdo do momento”.
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Calcule a norma L? da gaussiana e~ /2,
Desigualdade de Heisenberg-Weyl. Acontece que uma fungdo e a sua transformada de

Fourier nao podem ser, contemporaneamente, muito concentradas. Isto é evidente pela propriedade
(10.5), cuja versao simétrica diz que se g(t) = f(At), com A > 0, entao

VA GVAE) = % e/,

Seja f(x) um sinal de norma unitaria || f||3 = [; [f(2)|* dz = 1 no espago de Schwartz. Pelo
teorema de Plancherel 10.9, também a sua transformada de Fourier tem [, |F(€)|?d¢ = 1. Pode-
mos entdo interpretar |f(x)|? e |f(§)|2 como sendo umas densidades de probabilidades, de certas
varidveis aleatérias que podemos chamar X e =, respetivamente. Os valores esperados de X e =

sao entao

7= EX :/oo o |f(2)2dt

£—E= =[ ¢ 1f(©)2 de.

respetivamente. Umas medidas naturais da “concentragao” das varidaveis em torno dos respetivos
valores esperados sao as “variancias”

V()= BX -BX)? = [ -7 @) ds
€ o0
v(7) —BE-E2r = [ (-2 IfOPa
o melhor os desvios padréo o, = /V(f) e ¢ = V(f) (que tém as dimensoes de z e &,

respetivamente). Acontece que o produto destas duas variancias ndo pode ser inferior a uma
constante universal.

Teorema 10.10 (desigualdade de Heisenberg-Weyl). Se f(x) é uma fun¢do de Schwartz de norma

~

unitaria || f]| =1, e f(§) € a sua transformada de Fourier, entdo

-~ 1
VNV ()2 10.21
GRIGES= (10.21)
Demonstragao. As varidncias sdo invariantes por translagdes (que deslocam os valores médios T)
e modulagoes (que nio afetam |f(x)|?> mas deslocam os valores médios £). Consequentemente, a

menos de substituir f(¢) por e 2mizg f(z — T), é suficiente provar o teorema no caso em que 0s
valores médios sdo nulos, ou seja, T = € = 0.

Consideramos os operadores multiplica¢do e derivacao X e D, definidos em (10.9) e (10.8).
O primeiro é formalmente auto-adjunto, pois (f, Xg) = (Xf,g) se f,g € S(R). O segundo é
formalmente anti-hermitico, pois uma integragdo por partes mostra que (f,Dg) = — (Df,g) se
fyg € S(R). Para A € R, consideramos os operadores de destruigéo e criacao deformados, definidos

por Zy :=AX 4+ D e Z,* = AX — D, respetivamente. Fixado f € S(R), o polinémio quadratico
QM) = (23" 2x[, ) = N (X[, X [) = M[. [) + (D], D)
é nao-negativo, pois é igual a (Z\f, Zxf) = |[|Zxf||3 > 0. Se || f||> = 1, isto implica que
(X[, X[f)-(Df.Df) >1/4

pois o minimo do polinémio quadrético aA?> — X + ¢, com a > 0, é atingido quando A\ = 1/2a e é
igual a ¢ — 1/4a, logo é nao negativo sse ac > 1/4. O primeiro fator é

cerxn = [ liwp i

— 0o
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Pelas (10.10) e pelo teorema de Plancherel 10.9, o segundo fator é

oo

wr.o) = [

— 00

([ rwra) ([~ ¢forde) = 1

Por exemplo, se o suporte, ou seja, a “duragao”, de um sinal f(t¢) é muito pequeno, entdo o seu
espetro deve necessariamente conter um intervalo grande de frequéncias. Por outro lado, se um
sinal é limitado em bandas, ou seja, se a sua transformada de Fourier tem suporte num intervalo
|€] < =2, onde Z é uma frequéncia mdxima, entdo o suporte do sinal deve necessariamente ter
comprimento 7" > 1/(2E), eventualmente infinito. Na verdade, um sinal limitado em banda nao
pode ter suporte compacto e, vice-versa, um sinal com suporte compacto nao pode ser limitado
em banda. Isto acontece porque a transformada de Fourier (ou a sua inversa) de um sinal com
suporte compacto é uma fungao inteira, e portanto os seus zeros sao isolados ...

Também interessante é observar que o minimo na (10.21) é atingido quando ||Zx%||? = 0, ou
seja, quando Zx¥ = 0. As tnicas fungées de Schwartz que satisfazem uma equacio diferencial do
género A\’ (z) + z(x) com A real sdo proporcionais as gaussianas e=7% com ~ > 0. Portanto,
as fungoes de Schwartz que realizam o minimo da desigualdade de Heisenberg-Weyl (10.21) sao
modulagoes e translagoes de gaussiana de norma quadratica unitaria, ou seja, sao do género

(@) di = dr? / € 7€) de

Portanto,

O

f(t) — Ce27ribt ef'y(:zzfa)2

onde a e b sao pardmetros reais arbitrarios, v > 0, e ¢ é um fator de normalizacao tal que

I£1? = 1.

Principio de indeterminacao. A desigualdade 10.21 é um caso particular do famoso “principio
de indeterminacio” da mecénica quéntica, descoberto por Heisenberg?® e provado rigorosamente
por Kennard®* e Weyl®®.

O estado de uma particla quantica (para simplificar, que vive num mundo de dimenséo um)
é descrito por uma “fungao de onda”, uma fungao ¢ : R — C de norma |[4||> = 1. O integral
fab |¢)(x)|? dx representa a probabilidade de observar a posigao da particula no intervalo [a,b]. Os
observaveis “posicao” e “momento linear” sao representados pelos operadores formalmente auto-
adjuntos X e P = —ihD, respetivamente, onde h = h/2m e h ~ 6.626 x 1073* J.s é a constante
de Planck. Os observdveis X e P nao comutam, pois [P, X] = —ihl, e portanto ndo podem ser
“diagonalizados” (para usar uma linguagem que apenas faz sentido em dimensao finita, ou seja,
para matrizes) na mesma base. A oservagdo do observivel X ou P no estado 1, repetida um
numero grande de vezes, produz diferentes valores possiveis, com valores médios

oo

z[p(@)]* du

7= .x0) = |

p=(0.P) = 0. P0) =27 [ DO de
e certos desvios padrao AX e AP, respetivamente. A desigualdade (10.21) implica entdo

AXoAPzg

Ou seja, a metade da constante de Planck reduzida é um limite inferior do produto das incertezas
na posicao e no momento linear de uma particula.

23W. Heisenberg, Uber den anschaulichen Inhalt der quantentheoretischen Kinematic und Mechanik. Zeit. Physik
43 (1927), 172-198.

24E.H. Kennard, Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen. Zeit. Physik 44 (1927), 326-352.

25H. Weyl, Gruppentheorie und Quantenmechanik, S. Hirzel, Leipzig, 1928.
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Mostre que valor médio minimiza o desvio quadrético a — [, (z — a)? [¢(2)|? dx.

Verifique que o minimo na desigualdade (10.21) é atingido quando v (z) é uma gaussiana.

10.5 Aplicagoes da transformada de Fourier as EDPs

A transformada de Fourier, apenas numa das varidveis envolvidas, pode transformar uma equacao
diferencial parcial numa equacao diferencial ordinaria. Com sorte, as solugoes sao finalmente
determinadas em forma de produto de convolucao das condigoes iniciais com un “ntcleo”, que
carateriza o problema fisico.

Difusao na reta e nitcleo do calor. Consideramos o problema de Dirichlet que consiste em
resolver a equacao de calor
ou  0%u
ot Ox?
na reta real (ou seja, com z € R e t > 0) com condigdo inicial u(z,0) = f(z). Se u(x,t) é
suficientemente regular, a sua transformada de Fourier (apenas na variavel x)

=0 (10.22)

u(g,t) = /00 u(z,t) e 2™ dx;

—0o0
satisfaz a equacao diferencial
ou ~
ZU(6.1) = 4 (6, 1)
com condigao inicial

€0 - [ e, 0) e 4 = ()

A solugao é
242,
U t) =e T F(E)

A funcdo =47t ¢ a transformada de Fourier do nticleo do calor (compare com (10.15))

[t

Hy(z) := e /4t ,

>~

Tt

— ~

definido por ¢ > 0, e portanto u(z,t) = Hy(§) f(€). Pelo teorema 10.11, um candidato para a
solucao é o produto de convolugao

u(z,1) (He x f)(x)

1 [
= Tme/ e” TV f(y) dy

da condicgao inicial com o nticleo do calor.

Teorema 10.11. Se f € S(R), entao u(x,t) = (Hyx f)(x) € uma solugao de classe C* da equagao
de calor (10.22) na regidgo v € R et > 0, que converge uniformemente e na norma L? para f(z),
1.€.

[u(-,t) = flloo =0 e [u(-,t) = fll2 =0,

quando t — 07,

Demonstrag¢ao. A fungdo u(x,t) estd no espago de Schwartz para todo tempo ¢ > 0, pois é um
produto de convolugdo de duas fungoes do espaco de Schwartz, e resolve a equagdo de calor se
t > 0, porque o préprio Hy(z) é uma solugao da equacao de calor.

De acordo com o teorema 10.5, o nicleo do calor Hy(x) é uma identidade aproximada quando
t — 0T, logo, pelo teorema 10.6, (Hy * f)(x) — f(z) uniformemente em x quando t — 0%.
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Pelo teorema de Plancherel 10.9, o quadrado da norma L? da diferenca entre u(xz,t) e f(x) é

| - s@Pas= [ jaen - foras

oo _
o0 -~ 242
= [ WFore e 1pa.
— 00
Este tltimo integral tende para 0 quando t — 0T. De facto, seja € > 0. Sendo |e~47 €t — 1|2
limitado e f € S(R), é possivel arranjar R > 0 tal que

/£>R FOP |e ¢ —12de <.

Por outro lado, sendo \f(£)|2 limitado e sabendo que \6’4”25% — 1| = 0 quando ¢t — 0" unifor-

memente para —R < ¢ < R, é possivel arranjar um tempo T suficientemente pequeno tal que
IF(O) et — 1|2 < g/2R se t < T, assim que também o integral

/£<R FO))P e ™€ —12de <.

Isto prova a convergéncia na norma L?2. O

Calcule a solucao u(z,t) = (Hy * f)(x) quando a condigao inicial é a fungao pulso rect(z) ou
a Gaussiana H;(z).

Mostre que se u(z,t) é uma solugdo da equagdo de calor (10.22) que estd no espago de
Schwartz para todos os tempos ¢ > 0, entdao a “energia”

oo

aﬂ:wwm@:/ (e, 1) de

— 00

é ndo-crescente, i.e. satisfaz d€/dt < 0.

Use a transformada de Fourier para determinar a solucao formal das equacoes de calor com
convecao ou com dissipagao

ou  0*u
g _ v _ 4
or o2 "
(dependendo do sinal do segundo membro) com condigdo inicial u(z,0) = f(z) no espago de

Schwartz.

Equagao de ondas na reta e férmula de D’Alembert. A transformada de Fourier também
pode ser utilizada para determinar a solugao formal da equacao de onda

0%u 5, 0%u
2l = 10.2
2 € 5.2 0 (10.23)
na reta real com condigoes iniciais
Ju
u@,0) =@ e SH@,0) =) (10.24)

por exemplo no espaco de Schwartz. Se u(x,t) é suficientemente regular, a sua transformada de
Fourier (apenas na varidvel z)

u(g,t) = / u(z,t) e 2™ dy

satisfaz a equacao diferencial do oscilador harménico

0*u

72 (&) = —(2méc)*u(&, ).
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A solucdo é uma combinacéao linear

(1) = F(€) N + g(g) et
onde f(f) e g(§) sdo constantes arbitrdrias, parametrizadas pelo vetor de onda £. Se estas
fungoes estdo no espago de Schwarz, entao sdo transformadas de Fourier de certas fungdes f(x) e
g(z), também no espago de Schwartz. Mas a transformada de Fourier inversa de uma modulagao
é uma translacao. O resultado é que a solug@ao é uma sobreposicao

u(z,t) = f(x +ct) + gl — ct)

de duas ondas viajantes, com velocidades +c. A posteriori, é possivel observar que esta forma da
solucdo, chamada “solugdo de D’Alembert”, resolve a equacdo de ondas (10.23) desde que f e g
sejam fungoes apenas duas vezes diferencidveis. As condigdes iniciais (10.24) determinam os perfis
das ondas viajantes como solugoes do sistema

{ f(@)+9(x) = ()
cf'(x) —cg'(x) =o(x).

Integrando a segunda equagao e resolvendo o sistema linear, o resultado é a formula de D’Alembert

DN | =

x+ct
umw=<ﬂwmnwme+—/ V(y) dy

2¢ Jo_ ot

que representa a solugdo u(z,t) como soma da média aritmética do deslocamento inicial nos
pontos z + ¢t e do integral da velocidade inicial no intervalo [z — ct, z + ct].

Use a transformada de Fourier para determinar a solucao formal da equacao do telégrafo

0%u 0%u

ou 9
— +(a+8)=+afu—c"- =0
ot? ( 2 ot p Ox?

onde ¢ =1/LC, a =G/C e B = R/L (R é aresisténcia distribuida, L é a indutancia distribuida,
C é a capacitancia entre os condutores, e G é a condutancia do material que separa os condutores).

Foérmula integral de Poisson no semi-plano. Consideramos o problema de determinar uma
extensdo harmoénica e limitada u(z,y) no semi-plano superior HH = {& + iy € C : y > 0} de uma
funcdo f(x) definida na fronteira OH ~ R. Se u(zx,y) é suficientemente regular, e satisfaz a equagao
de Laplace
0%u 0%u
ox? + Oy?

em H, entdo a sua transformada de Fourier (apenas na varidvel z),

=0

a@w:/mwawfm&m

—00
satisfaz a equacao diferencial
0% ~
Tygu(gv y) - 471—252 U(E, y) =0
com condicao inicial

maow:/ffﬂm64@dx:f@»

A solugao limitada em y > 0 é R
U, y) = e f(g).

A funcéo e27€lv ¢ a transformada de Fourier do nicleo de Poisson em H, defiinido por

1y

1 , 10.25
T x2 + g2 ( )

Py(z) =
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Entao u(&,y) = 1/3; €3 f(f) Portanto, um candidato para a extensdo harmoénica e limitada de
f(x) no semi-plano superior H é o produto de convolugao

w(z,y) = (Pyxf)(x)
— l/ $f(t)dt

T ) o (. —1)2 + 12
de f com o nicleo de Poisson. O niicleo de Poisson nao estd no espaco de Schwartz. No entanto,

Teorema 10.12. O nicleo de Poisson Py(x) é uma identidade aprozimada quando y — 0.

Demonstragcio. Os Py(x) s@o estritamente positivos, e é imediato verificar que os seus integrais
impréprios sao f;o P,(z)dz = 1 para todo y > 0. Por outro lado, dado 6 > 0, a mudanca de
varidvel ¢ = x/y mostra que

1 1 1
f/ - de:,/ o dt =0
T Jjz|>s T2+ Y T Jjgss/y 0+ 1

quando y — 07, pela convergéncia do integral impréprio de Pj(x). O

Consequentemente,

Teorema 10.13. Se f € S(R), entdo u(x,y) = (P, * f)(z) € uma fung¢do harmdnica e limitada
no semi-plano superior H, que converge uniformemente para f(x), i.e.

quando y — 0%,

Verifique que o nicleo de Poisson P,(z) é uma funcdo harménica no semi-plano superior.
Prove o teorema 10.13.

Verifique que u(z,y) = y e v(z,y) = 0 sdo fung¢des harménicas em H que assumem os mesmos
valores (triviais) na fronteira OH ~ R. Isto mostra que o problema de Dirichlet na regiao ilimitada
H, sem mais condi¢oes, nao admite solugoes tinicas.

Oscilador harménico quantico e fungoes de Hermite. A equagdo de Schrodinger para a
fungao de onda 1 (z,t) de uma particula de massa m = 1 num potencial V(x) = 22/2 (oscilador
harmoénico), em unidades tais que a constante de Planck reduzida é h =1, é

Oy 19% 1,

BT oz TV

As solugdes separaveis sdo ¢, (r,t) = e"Frt f, (x), onde as f,(z) sdo funcdes préprias do operador
de Hermite H : S(R) — S(R), definido por

2H .= —-D? - X?,

com valores préprios E, (umas energias), i.e. Hf, = E,f,. Os operadores de destrui¢ao
(annihilation/lowering operator) e de criagao (creation/raising operator) sao os operadores

Z:=X+D e Z*:=X-D,

respetivamente, definidos, por exemplo, no espago de Schwartz S(R). E imediato verificar que
[D, X] =1 (o operador identidade), e que 2H = Z*Z 4+ I. O operador de criagao é o “adjunto” do
operador de destruigao, no sentido em que se f,¢g € S(R) entao

<Zf,g>2 = <f7 Z*g>2
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Isto implica que (Z*Zf, f), = |Zf|3 > 0 para todo f € S(R), ou seja, que 2H > I. O produto
N = Z*Z é chamado operador numero. E um operador auto-adjunto e satisfaz a relagcao de
comutacao [N, Z*] = 2Z*. Se f é um vetor préprio de N com valor préprio A, entdo Z*f é um
vetor proprio de N com valor préprio A + 2. De fato, se Nf = \f,

NZ'f)=(Z*N+ [N, Z*))f =(Z* N+ Z")f = Z*(N+2)f = (A +2)Z"f

A Gaussiana g(z) = e~ /2 gera o nucleo do operador de destruicao, ou seja, é a unica funcao
integrével e ndo trivial que satisfaz a equagao diferencial Zg = 0. Portanto ¢o := g/[|g]l2 é um
vetor proprio unitario do operador N com valor préprio 0. Entao as funcgoes de Hermite, obtidas

aplicando iterativamente o operador de criagao e normalizando, logo defindas por

1
1(Z*)"¢oll2
formam uma familia ortonormada de vetores proprios do operador nimero N, tais que N¢, =

2n ¢,. Mas 2H = N + I, portanto os ¢, também diagonalizam o operador de Hermite, ou seja,
H ¢, = E,, ¢, € 0s valores proprios sao

¢n = (Z*)n¢0 n207172a"'

1
En:n+§ n=20,1,2,...

Estes sao os niveis de energia do oscilador harménico quantico em dimensao um.

10.6 Foérmula do somatdrio de Poisson

O teorema do somatério de Poisson é um dos resultados profundos da matemética, e tem
aplicagoes interessantes também a problemas de engenharia.

Férmula do somatério de Poisson Dada uma fungio f € S (R), é possivel considerar a sua
Z-periodizagao

fol) =" fx+n)

neEZ

E claro que fz(z) é uma funcao de classe C*°, periédica de periodo 1, ou seja, uma fungdo na
circunferéncia R/Z. Como tal admite uma expansio em série de Fourier convergente

fZ(Qj) — ZE(W’) 627rin:1: )
neZ

Os coeficientes de Fourier de f7 podem ser calculados utilizando o “unfolding trick”, que consiste
em recuperar a reta real enquanto reunido dos intervalos de comprimento unitdrio [n,n + 1], e
utilizar a periodicidade da funcao. Assim,

fa(n)

/01 e 2mine <Z f(z +m)> dx

meZ

1 2 3
. —27minw d —2minx d —2min d o
+/Oe f(x)x+/1€ f(x) 33"‘/26 f(z) da +
/ e—27rin3: f(.’l?) dz .

— 00

O resultado é que o espetro de Fourier da periodizacao é igual ao espetro de Fourier da fungao
original calculado apenas nas frequéncias inteiras, ou seja,

f2(n) = (Ff)(n)

Ao calcular os valores de fz(x), deduzimos portanto, pelo teorema de inversao 10.18, a famosa
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Teorema 10.14 (férmula do somatério de Poisson).  Se f € uma fungdo de Schwartz e Ff é a
sua transformada de Fourier, entdo

D fatn) =) (FHn)eme

neZ neE”Z

Em particular, quando « = 0, a férmula de Poisson assume a forma simétrica

> fm)=> (Ffn)

neZ nez

Se definimos o trem de impulsos 6z := ), ., 6(t—n), a soma de deltas e Dirac nos inteiros, entao
a féormula do somatério de Poisson diz que formalmente Fdz = dz, ou seja, o trem de impulsos é
auto-dual, é igual a prépria trasformada de Fourier.

Para cada A > 0, considere o subgrupo discreto AZ C R, e prove a seguinte versao “simétrica”

da férmula de Poisson:
VA FmA) = V1A DY (Ff)(n/A).

nez neEZ

Considere uma funcao f(t) definida (e suficientemente regular) na circunferéncia T := R/Z,

~

e a sua série de Fourier ) _, f(n)e*™™. Dado um inteiro N > 0, considere o subgrupo finito

de T gerado por 1/N e calcule as somas exponenciais Zgzl e2min(k/N),

elementar da férmula do somatério de Poisson:

Deduza o seguinte caso

N
%N " F(k/N) = VN S F(kN)
k=1

kEZ

Amostragem e aliasing. Um sinal digital pode ser obtido de um sinal anal6gico z(t) usando
um ADC (Analog-to-Digital Converter). Um ADC ideal faz essencialmente duas operagdes: amos-
tragem (em inglés, sampling) e quantizagcdo. Fixado um periodo de amostragem 7 > 0, logo uma
frequéncia de amostragem vs = 1/7, a amostragem consiste em observar o sinal apenas em multiplos
inteiros de 7, logo definir a sucesséo

x[n] := x(n1) comn €Z.

O parametro inteiro n é chamado numero de amostragem. Assim, uma frequéncia de £ “amostras
per segundo” corresponde a uma frequéncia real de £ - v;, Hz. A amplitude do sinal é depois
“quantizada”, ou seja, aproximado dentro da precisdo da médquina/computador. Se a mdquina
utiliza uma representacdo com b-bit, entdo o sinal é traduzido num ndmero entre —2°=1 ¢ 2071 — 1.
Se fazemos 1 o sinal maximo 2°~!, isto significa uma “precisao” de uma parte em cada ¢ = 2'7°.
Por exemplo, uma representacio com 16-bit permite chegar a uma precisio ¢ ~ 3.0518 x 107°.

Como e2miE+vs)nT — 27Nt 5 amostragem nao permite discriminar as harménicas que diferem
por multiplos inteiros da frequéncia de amostragem. Isto pode causar, em geral, uma perda de
informagao. Para simplificar os cédlculos, assumimos inicialmente que 7 = 1 (ou seja, medimos o
tempo usando 7 como unidade). Se o sinal analdgico é uma sobreposigao

£(t) = / (Fi)(€) i€t dg

com espetro de Fourier

F©) = [ alt)e < ar

R
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entad o resultado da amostragem é
o) = [ (Fa)@) een de
R

k+1/2 4
=X [ Fa e

keZ —1/2
1/2 _
= / (Z(fx)(f + k)) e d
—1/2 \gez

Portanto, se chamamos

X(26) =) (Fa)(E+n)

neZ

entdo o sinal digital é a transformada de Fourier (ou seja, o conjunto dos coeficientes de Fourier)
da periodizacao da transformada de Fourier do sinal analdgico, no sentido em que

1/2 ) , ) )
x[n] = 1/2X (627”5) e2mien (e e portanto X (62’”5) = Z x[n] e~ 2ming
- nez

Uma interpretacdo mais conceitual é a seguinte. A amostragem pode ser interpretada como a
multiplicagao do sinal analégico por um trem de impulsos dz(t) := > ., 6(t —n). A transformada
de Fourier deste produto é o produto de convougao enter os fatores. Mas, de acordo com a férmula
do somatéro de Poisson, a transformada de Fourier do tren de impulsos é ainda um trem de
impulsos.

De volta ao periodo de amostragem arbitrério 7, logo uma frequécia de amostragem v, = 1/7,
o resultado é que os x[n] s@o os coeficientes de Fourier de

X(e2™8) = " (Fa)(& + nwy) (10.26)

neZ

Portanto, o espetro de Fourier do sinal digital é uma sobreposi¢ao de cépias do espetro do si-
nal analdgico, deslocadas por multiplos inteiros da frequéncia de amostragem. KEste fenémeno é
chamado aliasing.

Reconstruicao de um sinal analégico. Em particular, se o sinal analdgico é limitado em
banda, com frequéncia limitada por max |¢| < v,/2 (chamada frequéncia de Nyquist), entdo a soma
do segundo membro da (10.26) é reduzida a um tnico termo para cada frequéncia &, e portanto o
espetro do sinal digital contém uma cépia exata do espetro do sinal analdgico.

Um sinal analégico x(¢) limitado em banda, que satisfaz a “condicao de Nyquist-Shannon”

max |¢] < vs/2,

pode ser completamente reconstruido a partir da sua amostragem z[n|. Mais uma vez, assumimos
inicialmente que 7 = 1, e portanto que o suporte do espetro (Fz)(§) é estritamente contido no
intervalo [—1/2,1/2]. Como neste intervalo (Fz)(¢) e X (e*™%) coincidem, podemos calcular

#(t) = / (Fr)(€) 7€t de

1/2
— / (Z x[n] eQﬂiEn) 627ri§t d§

—-1/2 neE”Z

/2
_ Z x[n] . / e2m§(t7n) d¢

nez -1/2

B ol - sin(w(t — n))
N Z "] m(t—n)

n€e”Z
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Voltando ao caso de um periodo de amostragem arbitrario 7, obtemos a férmula de reconstruicdao

de Nyquist-Shannon

x(t) = Z x[n] - sinc(t/T — n)

nez

(10.27)

que mostra que o sinal analégico é um produto de convolucao discreto do sinal digital com a
fungéo de Shannon sinc(t) := sin(nt)/7t. Este é o conteiddo do teorema de amostragem de Nyquist-

Shannon 26 27,

\V/\\//\ /\\//\v/
V|V

Gréfico da fungdo de Shannon sinc(t)

26H. Nyquist, Certain factors affecting telegraph speed, Bell System Technical Journal 3 (1924), 324-346.

H. Nyquist, Certain topics in telegraph transmission theory, Trans. AIEE 479 (1928), 617-644.
27C.E. Shannon, Communication in the Presence of Noise, Proc. of the IRE 37 (1949), 10-21.
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Transformadas de Fourier (unitaria, frequéncia)

Af(t) + pg(t) AF(E) + ng(§)
1) f(=¢)
F(=t) F(=9)
(t/N) AF)
f(t—a) (3
2mibt f (1) fle—1)
51 () 2mié f(€)
—2mit f (t) 27
= |7 f(t=m)g(r)dr F(©§©)
F() 9(t) (F*8)(&) = [ F(& = m)G(n) dn
(Fx9)(t) = [, F(7) glr +t)dr fle) g
= /17 = [ 1F P dt E=||fI? = [7 1F ) dg
= 2 F(6) gty dt (fr9)=(].9) = 72, F(&)§(&) dg
(pulso/sinc) vect(t) = { R I sine(€) 1= 320
inc/pulso) i) = ) = { 3 el <1
(Gaussiana) e~ e’
(secante hiperbdlica) sech(mt) == ooy sech(7¢€)
(exponencial em t, a > 0) e—altl 2
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Transformadas de Fourier (nao-unitaria, frequéncia angular)

f_ 7'Lwtf

f@) F(-w)
f(=t) flw)
(t/) AF(w)
flt—a) TR (w)
PE(t) Flw—1b)
210 i F(w)
—it f(t) 2F (w)
(f*9)(t) = 7o f(t = T)g(7) dr F(w) G(w)
f(t) g(t) 3w (F*G)w) = [Z Flw-v)Gv) 52
(f*9)t) = [7, F(7) g(7 +t)dr F(w) G(w)
= /17 = [ [F @) at E=|F|*/2m = [7 |F(w)® g2
(pulso/sinc) rect(t) := { (1) :2 EI ; %; sine(w/2m) = SiIL(;U/sz)
(sinc/pulso) sine(f) = Hncrt) rect(w/2) = { b m T
(Gaussiana) e~ g’ /4n
(secante hiperbdlica) sech(wt) := Wl(m) sech(w/2)
(exponencial em ¢, a > 0) ealt s
(exponencial em w, b > 0) ;4/-7;2 et
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11 Funcgoes harmoénicas no plano

11.1 Funcgoes harmonicas no plano e fungoes holomorfas

As funcoes harmonicas no plano sdo localmente partes reais de fungoes holomorfas, e vice-versa.

Funcgoes harménicas no plano. Uma fungao u(zx,y), real ou complexa, definida numa regiao
Q C R? do plano euclidiano, é dita harmdnica se é de classe C? e satisfaz a equacdo de Laplace

%u  0%u

Au=0 2, A5t s
U ou seja 922 + 92

:O7

nos pontos de €. Na identificacdo R? ~ C definida por (z,y) =~ z + iy, o laplaciano é o operador
A=4090.

Portanto, funcdes holomorfas ou anti-holomorfas, que estdao no nicleo de 9 ou 9, respetivamente,
s@o harmoénicas. Por exemplo, sdo harménicas as fungoes 2", Z", €%, sin(z), ...

Em particular, se f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) é uma fungao holomorfa num dominio Q@ C C ~
R?, entdo u(x,y) e v(x,y) sdo fungdes harmdnicas reais, ditas fungdes harmdnicas conjugadas. As
curvas de nivel de u e v formam duas familias de curvas ortogonais, pois as condi¢oes de Cauchy-
Riemann (2.3) também implicam que Vu - Vv = 0. Por exemplo, se u(x,y) = ¢ sdo as curvas
“equipotenciais”, entao v(x,y) = ¢ sdo as “linhas de forga”.

Vice-versa, seja u(x,y) uma fungao harménica real numa regiao Q € R?. Um cdlculo mostra
que

L
I = b Z(f?y

é uma funcdo holomorfa (se u é a parte real de f = u + iv, que ainda nao sabemos existir!, entao
g=f"). A forma diferencial g(z) dz = g(z) (dz + idy) pode entao ser representada como soma

ou ou ou ou
dz=|— d — d | ——d — d
o) = (G ot Gy o) (g e+ )
=du+1i*du,

do diferencial du mais i vezes a forma *du, onde o operador “estrela” de Hodge é definido por
*dx = dy e *dy = —dz, e estendido por linearidade. A forma du é exata, e Au = 0 implica que a
forma *du = —(0u/dy)dz + (Ou/dx)dy é fechada. Se a regido Q C R? ~ C é simplesmente conexa

(por exemplo, um disco), entdo
%*duz%g(z)dz—fduzo
8! 8! g

para todo contorno fechado v C €, sendo igual ao integral de uma fungao holomorfa menos o
integral de um diferencial exato. Fisicamente, este integral é o integral ﬁ/ Vu - n da derivada
normal Vu-n de u, onde o vetor normal a curva y(t) = (z(t),y(t)) é n = (y, —&). Entao é possivel
definir uma funcao harmonica v, conjugada de u e definida a menos de uma constante aditiva, por
meio do integral de linha

Y

onde v é um contorno arbitrario entre um ponto fixado p = xg + iyy € e o ponto varidvel
z=x+iy. A fungdo f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) é holomorfa em 2, e a sua derivada é f' = g.

Teorema 11.1. Uma fun¢do harmdnica real u(x,y) € localmente (em cada regido simplesmente
conezxa) a parte real de uma fungdo holomorfa f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y), definida a menos de
uma constante aditiva imagindria ic.
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Uma primeira consequéncia surpreendente é que uma fungao harménica é infinitamente dife-
rencidvel (e isto acontece também em dimenséao superior). Outra consequéncia 1til é que

Teorema 11.2. Seu: Q — R € uma funcdo harmdnica e g : Q' — Q € uma funcdo holomorfa,
entdo a composicdo uog: Q' — R € uma funcao harmdnica.

Demonstracdo. u é localmente a parte real de uma fungao holomorfa f = u + iv. A composicao
u o g é localmente a parte real de f o g, que é uma fungao holomorfa. O

Verifique que A =400 = 490.
Verifique que, se f = u + iv é holomorfa, entdo Vu e Vv sdo ortogonais.
Verifique que 2™ e z" sdo fungdes harmonicas (complexas).

Esboce as curvas de nivel das func¢oes harmoénicas conjugadas definidas pelas partes real e
imagindria das seguintes func¢oes holomorfas

f)=2" fle)=2"  [f)=1/z [flr)=z+1/z
Determine, em dominios apropriados, umas fun¢ées harmonicas conjugadas de

y
w(z,y) =2*—y>  ulzy)=z—zy  ulzy) = o u(z,y) = log /a? +y?

Laplaciano em coordenadas polares. A equacdo de Laplace em coordenadas polares (p,0),
definidas por pe’? = x + iy, é
0 ou 0%u
— — — =0 11.1
P o (pap)+392 -1

Em particular, as fungoes harmonicas que apenas dependem de p sao

alog(p) + b

Por exemplo, em unidades convenientes, o potencial elétrico gerado por uma carga unitaria colocada
na origem do plano é a funcao V(z) = —log |z|, harménica no plano perfurado C* = C\{ 0} .

Em uma regiao simplesmente conexa ) que nao contém a origem é possivel definir um logaritmo
log(z) = log p + 46, e em particular um argumento 6(z). Entao

af(z)+0b

é uma fungado harménica em 2, que nao depende de |z| (ou seja, constante nas semi-retas que
saem da origem). Por exemplo, o argumento principal 6(z) é uma fun¢do harménica no semi-plano
superior H, com limites 6(x +i0") =0se x> 0e O(z +i0") =7 se x < 0.

Verifique a expressao (11.1) para o Laplaciano em coordenadas polares.
Verifique que as fungdes harménicas separdveis (em coordenadas polares) u(pe ) = R(p) ©(6)
e limitadas numa viznhnaca da origem sao p "le ™% com n € Z, ou seja, as poténcias 2" e Z" com

expoente n =0,1,2,...

Determine uma fungdo harménica u(z) no semi-plano superior H tal que u(z + iy) — 1
quando y — 0 e z > 0 e tal que que u(z + iy) — —1 quando y — 0 e = < 0.
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Campos planares e potenciais complexos. Seja V(z,y) um campo vetorial estaciondrio (i.e.
independente do tempo) definido numa regiao do plano. Sejam A e B as suas coordenadas, assim
que V = (A, B), ou, na identificacio R?> ~ C, V = A + iB. Exemplos tipicos sdao: o campo de
velocidades de um fluido estacionario, um campo de forgas, como um campo elétrico ou um campo
magnético, um campo térmico, ...

A circulagdo do campo V ao longo do contorno fechado simples v é o integral C := f V . ds.
Se v é a fronteira da regiao €2, entao o teorema de Green diz que

C= ]{Adz + Bdy = // (83 - aA) dx dy (11.2)

ou seja, a circulagdo é o integral do rotacional V x V := 0B/0x — 0A/dy na regiao .
O campo é dito irrotacional, ou potencial, se V x V = 0. Entao a forma Adx + Bdy é
localmente o diferencial de uma fungéo u(x,u), ou seja,

du = Adx + Bdy .

A funcao u é chamada potencial do campo, pois V = Vu (mas os fisicos preferem o sinal negativo),
e as suas curvas de nivel curvas equipotenciais.

O fluxo de V através da curva «y é o integral F := f,y V -n , onde n é o vetor unitario normal a

curva. Se v é um contorno fechado simples, fronteira da regiao €1, entao o teorema da divergéncia

de Gauss diz que
A B
j{ de—l—Ady—// (8 8 ) dx dy (11.3)

ou seja, o fluxo é o integral da divergéncia V -V := 0A/0x 4+ 0B /0y na regiao .

O campo ¢é dito solenoidal (ou incompressivel, se representa o campo de velocidade de um
fluido) se V-V = 0. Entao a forma —Bdz + Ady é localmente o diferencial de uma fun¢ao v(x,u),
ou seja,

dv = —Bdzr + Ady.

A funcao v é chamada funcao de corrente, e as suas curvas de nivel sao chamadas linhas de
corrente (em inglés, streamlines).
Se o campo vetorial V é irrotacional e solenoidal (como, por exemplo o campo de velocidades
de um “fluido ideal”), entdo u e v satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann, como é possivel
ver comparando as expressoes dos diferenciais du e dv. Portanto,

Teorema 11.3.  Se um campo planar € irrotacional e solenoidal, entdo o potencial u(x,y) e a
fungao de corrente v(x,y) sdo fungdes harmdnicas conjugadas.

Entdo um campo irrotacional e solenoidal pode ser descrito, localmente (ou seja, numa regiao
simplesmente conexa), por meio de uma fungao holomorfa

[z +iy) = u(z, y) + iv(z,y)

chamada potencial complexo. Em particular, as linhas de corrente v = c e as linhas equipotenciais
u = ¢ sao ortogonais. A derivada do potencial complexo é f' = A — iB. Portanto, o campo é

V=(AB)~A+iB=7F.

Em geral, uma funcio holomorfa f : Q — C define um campo irrotacional e solenoidal V = f/
na regiao ) C C. O fluxo F e a circulagao C, através e ao longo de um contorno =, sao parte real
e parte imaginaria de um tinico integral de contorno:

F—i—iC:j{f’(z)dz.
v

Estes niimeros nao sao nulos se a regiao ) onde estd definido o campo nao for simplesmente
conexa, por exemplo se o potencial complexo tiver pélos no interior da curva ~.



11 FUNCOES HARMONICAS NO PLANO 198

Para cada potencial complexo f(z), definido em um dominio conveniente, calcule o campo
V, e esboce algumas linhas de corrente v(z,y) = ¢ e alguma curvas equipotenciais u(z,y) = c.

fe) =z fE&) =0+ f2)=2  f2)=z+1/z

Repita o exercicio anterior (pode ser 1til usar coordenadas polares, ou usar uma calculadora
gréfica), e calcule também a circulac@o e o fluxo ao longo de contornos & volta das singularidades
do campo, com o0s seguintes potenciais complexos.

J(z)=log(z)  f(z)=ilog(z)  f(z) = (a+ib)log(z)  f(z)=log(z+1) = log(z — 1)

11.2 Principio do valor médio e do maximo

Os valores de uma fungao harmoénica em pontos diferentes do dominio nao podem ser arbitrarios,
existem restrigoes que relacionam o comportamento local e global das fun¢ées harmonicas.

Principio do valor médio. O valor de uma fun¢do harmoénica num ponto do seu dominio é
igual & média aritmética dos seus valores numa circunferéncia suficientemente pequena a volta
deste ponto.

Teorema 11.4 (principio do valor médio). Se u(z) é harmdnica numa regigo Q@ C C, entdo o
seu valor em cada ponto p € Q é a média dos seus valores numa circunferéncia de raio r > 0
suficientemente pequeno (tal que o disco fechado de raio r e centro p esteja contido em ) d volta
de p, ou seja

u(p) = %/0 7ru (p+re®) a. (11.4)

Demonstracdo. Pelo teorema 11.1, u é a parte real de uma fungao holomorfa f = u + v num
disco D,(p) com r < p. Entdo pela férmula de Cauchy

1 f(z) L[ 0
S0 =g f =g [ s Gere)
A parte real é a férmula (11.4). O

Em dimensao arbitraria, a férmula do valor médio é consequéncia do teorema da divergéncia.

Principio do maximo. Uma consequéncia importante do principio do valor médio é o

Teorema 11.5 (principio do méximo). Uma fungdo harmdnica e nao constante ndo pode atingir
mdzximo e minimo na regido (aberta) Q C C onde estd definida.

Demonstrag¢ao. Se p €  um maximo de u(z), entdo u(z) < u(p). Se r é suficientemente pequeno,
u(p) é igual ao valor médio dos u (p + re“’) na circunferéncia. Mas um valor médio de uma funcao
continua s6 pode ser igual ao valor maximo quando a fungao é constante. Consequentemente,
u(z) = u(p) para todo z numa vizinhanca de p. Mas u(z) é a parte real de uma fungao holomorfa,
que é portanto constante na regiao (conexa) §2. O

Consequentemente, o maximo e o minimo de uma funcao harménica num dominio fechado
K C C sao atingidos na fronteira K.

Outra consequéncia é que as unicas fungoes harménicas e limitadas no plano complexo sao as
constantes (versdo do teorema de Liouville para fungdes harménicas).
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Unicidade da solucao do problema de Dirichlet. Uma consequéncia do principio do maximo
é que uma fungao harménica num dominio fechado e limitado K é determinada apenas pelos seus
valores na fronteira 0K . De fato, a diferenca u = u; — us entre duas fungoes harmonicas, u; e us,
que coincidem em JK é uma func¢do harménica igual a zero em 0K, logo identicamente nula pelo
principio do méximo.

Teorema 11.6 (unicidade). O problema de Dirichlet numa regido limitada tem, no mdzimo, uma
solucao.

Numa regido ilimitada ndo ha unicidade. Por exemplo, as fungdes u(z,y) = 0 e v(z,y) = y
sdo harménicas no semi-plano superior H C C, e tém o mesmo valor, zero, na fronteira R. No
entanto, a unicidade pode ser obtida acrescentando condigoes de decaimento quando |z| — oo (que
fisicamente correspondem a declarar finito o trabalho feito para afastar uma particula de prova até
ao infinito).

O problema de Dirichlet pode também nao ter solugoes. Por exemplo (Zaremba, 1911), nédo
existe nenhuma fungao harmdénica u(z) no disco perfurado D\{ 0} (que nao é simplesmente conexo)
que seja continua na aderéncia D e assuma valores u(e??) = 0 na circunferéncia unitéria e u(0) = 1
na origem. De fato, uma tal funcao, sendo limitada, admite uma extensao harménica no disco.
Mas, pelo principio do méximo, apenas a fungao nula é harmoénica no disco, continua na aderéncia,
e tem valores nulos na circunferéncia unitéria.

11.3 Fo6rmula de Poisson

O problema de Dirichlet no disco unitério (ou qualquer outro disco) do plano complexo admite
uma solucao em forma de convolugao.

Férmula de Poisson. A férmula do valor médio (11.4) diz que se u({) é harménica numa
vizinhanca do disco unitério D, entdo o seu valor no centro 0 é determinado pelos seus valores na
circunferéncia unitaria S. Seja p € D qualquer outro ponto do disco unitario. A transformagao
conforme

¢—p
(P z=—"—""7,
1-p¢
envia o disco unitario no disco unitario, o ponto p na origem 0, e envia a circunferéncia unitaria
na circunferéncia unitdria. Portanto, a composi¢ao v(z) := u(¢(z)) é uma fun¢ao harménica no

disco, e o seu valor na origem é v(0) = u(p). Um célculo elementar mostra que

dz _1—p]* d¢

iz [C—plicC
na circunferéncia unitaria (onde 1/z = Z e também 1/¢ = ). Portanto, usando a (11.4) para
v(0), o valor de u(p) é também dado por um integral,
1 dz 1 ]{ 1—|p|* d¢
— u
I¢I=1

IC —pl? i¢
0

Esta é chamada férmula de Poisson (no disco unitdrio). Em coordenadas polares ( = e,
chamando p = z o ponto genérico do disco unitario, assume a forma

= 0 = — e
u(p) = v(0) 2m |z|:10 : 1z 27

I w0y 1— |27
u(z) /0 u (e ™) | de (11.5)

“on et — 2|2

Diz que o valor u(z) de uma fungao harmdnica num ponto genérico z € D no interior do disco
unitdrio é uma “média pesada” dos seus valores u({) = u (e ’9) na circunferéncia unitdria, os
valores sendo “pesados” pelo nicleo de Poisson

1— |22 1— |22
Py Lo _ 11

= = — . 11.6
IC— 22 [ei® — 2|2 (11.6)
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.,

E claro que usando translagoes e homotetias é possivel tratar o caso de um disco genérico.
Também, nao é necessario que a funcao seja harmoénica na aderéncia do disco.

Teorema 11.7. Se u(z) € uma fungao harménica no disco D, (0) e continua na sua fronteira,
entdo os seus valores nos pontos z € D,.(0) sdo dados pela férmula de Poisson

1 r? —|z|? d¢
U(Z) - 277%(—7‘ U(C) ‘C_Z|2 E

Demonstragdo. E suficiente provar o teorema para o disco unitério. Se u(z) é harménica em D e
continua na sua aderéncia, entdo é uniformemente continua no disco unitario fechado. Se p < 1,
entdo a funcao v(z) = u(pz) é harménica na aderéncia do disco unitdrio. Se z € D,

1 2m . 1 — 2 1 2m ) 1— 2
u(pz ) = ’U(Z) / u(pe 19) i do — 7/ u(e 20) i do
0 2m Jo

~or et — 2|2 et — 2|2
quando p — 1 pela contnuidade uniforme de u, e também u(pz) — u(z). O
Foérmula de Schwarz. Mais um céalculo elementar mostra que

17|Z‘27 <C+z>
[ i

ou seja, o nucleo de Poisson é a parte real de uma funcao de z,

(+=z
(—z’
que é holomorfa no disco unitdrio para todo ¢ € S fixado (com um pélo simples em ¢ € 9D). Em
particular, para cada ¢ € S fixado, o nicleo de Poisson P(z,() é uma fun¢ao harménica de z no
disco unitério
Entao a férmula de Poisson (11.5) pode ser rescrita como

NN N L.
u(z)—%<2m w0 C) .

Portanto, se u(z) é uma funcdo real harménica no disco unitédrio e continua na sua aderéncia,
entdo u(z) é a parte real da fungao

1 (+zd¢
f(z) = 3 f u(¢) =2 ¢ (11.7)

(definida a menos de uma constante imagindria) que é holomorfa no disco unitério. Esta férmula,
chamada formula de Schwarz, fornece uma prova construtiva do teorema 11.1, e em particular uma
férmula esplicita para uma fungédo harménica v(z) conjugada a u(z) no disco unitario.

Ncleo de Poisson e problema de Dirichlet. O integral na férmula de Poisson faz sentido
para qualquer funcao integravel definida na circunferéncia unitaria, ndo necessariamente limite de
uma fungéo harménica no disco. O niticleo de Poisson (11.6) define um operador P : f — Pf, que
envia uma funcao integravel f (ei‘g), definida na circunferéncia unitaria, numa funcao

P =5 | T e®) P(ze?) do (11.8)

definida no disco unitdrio. Para cada ¢ € S fixado, o nicleo de Poisson P(z,() é uma fungao
infinitamente derivavel e harménica de z no disco unitério. Se f(e*?) é uma funcio continua, pela
regra de Leibniz 4.9 (P f)(z) é uma fun¢do harménica e infinitamente derivavel no disco unitario.
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Em particular, é um candidato natural para ser uma extensao harménica de f no interior do disco
unitario.

A teoria das séries de Fourier fornece mais uma interpretacao do nticleo de Poisson, e portanto
do operador P, e uma resposta ao problema de Dirichlet. Fungoes holomorfas ou anti-holomorfas
sdo harménicas. Em particular, sao harménicas no disco unitario I as poténcias 2" = p™e 0 e
7" = pte ™ com n =0,1,2,3,.... Estas funcdes sio as extensdes harménicas de e? e e,
respetivamente, definidas na circunferéncia unitaria. De acordo com a teoria das séries de Fourier,
sobreposicdes de e Y aproximam arbitrariamente bem funcdes suficientemente regulares. Seja
f (eie ) uma fungao continua definida na circunferéncia unitdria S = 0D ~ R/27Z, e seja

oo
f (eiG) ~ Z cneiné
—o0

a sua série de Fourier. Por linearidade, um candidato para a extensao harménica de f (e ) no
interior do disco unitério, i.e. nos pontos pe? com 0 < p < 1, é a série

" (peie) _ ch p|n\eine7

se convergente. Usando a definicao (8.6) dos coeficientes de Fourier, podemos representar

W) = 3 (5o [ s an) g

2= 2 J_ .
1 [ , s A
- - i¢ In| ,in(0—¢)
5 [ ()
como um produto de convolugdo na circunferéncia R/277Z
. 1 4 .
u(pe) = o— [ F(e'?) Pp(0 — ¢) do (11.9)

—T

de f (6’9) com o nucleo de Poisson na circunferéncia, definido por

Py(0) := Y pllem?. (11.10)

n=—o00
Mas o célculo elementar

P(9)=1+i2”+i?”=1+ PRI
P — — 11—z 1-z |1—2]

onde z = pe’? € D, mostra que P,(6 — ¢) = P(pe e ) e portanto que u(z) = (Pf)(z). Em
coordenadas polares o ntucleo de Poisson é

P,(0) = L=/ (11.11)
P71 4 p2 —2pcos(f) '
e portanto a férmula que define o operador de Poisson é
) 1 27 ) 1— p2
6 0
= — df 11.12
P =5 [ 1) e (11.12)

A série de Fourier da fungdo continua f(e*?) pode ndo ser convergente na circunferéncia unitéria,
mas a série chp‘mei"e é absolutamente convergente se p < 1. A convergéncia é uniforme em
cada disco D, (0) com r < 1, e portanto a (11.12) define uma func¢ao harménica no disco unitério.

Acontece que
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Teorema 11.8. A familia dos nicleos de Poisson P,(6), com p < 1, é uma identidade aprozimada
na circunferéncia R/2nx7Z quando p — 17.

Demonstracio. B imediato ver que P,(#) > 0 e que o seu integral é ffﬂ P,(0)df = 2m. Seja
0 < 0 < 7. O denominador do nicleo de Poisson é

1—2pcos(f) + p* = (1 — p)? +2p(1 — cos(h))
Sel/2<p<led < |0 < entdo existe uma constante ¢ = ¢(d) tal que
(1 —p)% 4+ 2p(1 — cos(8)) > c.

Consequentemente, existe uma constante C' = C'(4) tal que
| neazcu-
0<|0|<m

e portanto este integral — 0 quando p — 1. O

Portanto, pelo teorema 9.7,

Teorema 11.9 (Schwarz, 1872). Se f(() € uma fungdo continua na circunferéncia uitdria oD,
entao u(z) = (Pf)(z) € uma extensdo harménica de f(¢) no disco unitdrio D, continua em D.

Esta extensao é tinica pelo principio do méaximo, e resolve portanto o problema de Dirichlet
Ay =0 em D com condigao de fronteira |y, = f.

Considere o problema de Dirichlet que consiste em determinar uma fungdo harménica u na
regiago Q={x4+iyeC:0<z<m,y>0} CC com condigoes de fronteira

u(07y) =0, u(ﬂay) =0, u(x,O) :f(:v),

onde f(x) é uma funcdo continua que se anula nos pontos 0 e 7, e cuja série de Fourier é
f(x) ~ > cpsin(nz). Determine as solugdes separdveis u(z,y) = Y (y)sin(nz) da equagio de
Laplace Au = 0 na regiao Q tais que u(0,y) = u(m,y) = 0, e deduza uma férmula andloga a
féormula de Poisson.

Propriedade do valor médio. E interessante observar que a propriedade codificada no principio
do valor médio (uma condigao que nao usa, aparentemente, derivadas) também implica (e portanto
é equivalente) a harmonicidade, logo a suavidade de uma funcdo. Uma fungdo continua u(z),
definida numa regiao Q2 C C, satisfaz a propriedade do valor médio se

2m

u(p) u(p + re'?) do

para todo p € Q e todo r suficientemente pequeno (tal que o disco fechado de raio r e centro p
esteja contido em ). E elementar verificar que esta condigao é equivalente a

1 27 T "
u(p) = 72/ / u(p + pe') pdpdf
mr 0 0
(basta integrar em dr, ou, vice-versa, derivar em ordem a 7), ou seja, o valor da fungdo num
ponto é igual a média dos seus valores num disco suficientemente pequeno & volta do ponto.
A propriedade do valor médio implica (mesma prova do teorema 5.16) o principio do méximo.

Teorema 11.10 (Koebe, 1906). Uma fungao continua numa regiao 2 que satisfaz a propriedade
do valor médio € harmonica em €.
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Demonstracdo. Fixado um disco fechado contido em €2, podemos considerar os valores de u na
sua fronteira. A férmula de Poisson (11.8), e o teorema 11.9, dizem que existe uma fungéo v(z)
que é harmonica no disco fechado e coincide com u na sua fronteira. Pelo principio do maximo,
v = u na aderéncia di disco, e portanto u é também harmdnica. O

O teorema de Koebe também é vilido em R™, e é um resultado fundamental da teoria das
funcbées harmonicas. Por exemplo, implica que o limite uniforme de uma familia de funcoes
harménicas é uma fungao harmoénica.

Uma fungao real f(t) de uma varidvel real ¢ é harménica se f” = 0, ou seja, se é afim, da
forma f(t) = a + bt. E imediato verificar que uma funcao afim satisfaz a propriedade do valor
médio. Enuncie e prove o teorema de Koebe em dimensao um.
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12 Transformacoes conformes

12.1 Geometria local das funcoes holomorfas

Uma funcao holomorfa é localmente invertivel numa vizinhanga de um ponto regular.

Comportamento local das fungoes holomorfas. Os pontos criticos de uma funcao holomorfa
f s@o os pontos ¢ onde f'(¢) = 0. Os outros pontos do dominio, onde f'(p) # 0, sdo chamados
pontos requlares.

Numa vizinhanca de um ponto regular, uma funcao holomorfa é bem aproximada pela sua parte
linear

f(z)=c+A(z—Dp)

com ¢ = f(p) e A # 0, que é um automorfismo afim do plano R? ~ C. Em geral, uma funcgio
holomorfa e ndo constante admite a representagao local (6.5)

f(z) = c+ (2 =p)g(2)

com g(z) holomorfa e diferente de zero numa vizinhanga de p, onde o inteiro k > 1 é a ordem da
fungéo f(z) — c em p.

Teorema 12.1 (teorema da aplicagdo aberta). Uma fung¢do holomorfa e ndo constante numa
regigo 2 C C € aberta (ou seja, envia abertos em abertos).

Demonstracdo. Podemos assumir, a menos de translagoes no dominio e no contradominio, que
0 € Q, eque f(0) = 0. Entdo f(2) = 2¥g(z), com g(z) holomorfa e # 0 numa vizinhanca
de 0. Portanto, os valores de f(z) sdo diferentes de 0 para todo ponto z # 0 numa vizinhanga
suficientemente pequena da origem. Em particular, existem um disco D = D,(0) de raio p > 0
suficientemente pequeno e um ¢ > 0 tais que |f(z)| > 0se z € D\{ 0} e |f(z)| >esez€ dD. Se
|w| < &, a fungdo g(z) = f(z) — w satisfaz

f(z) > e>wl =1f(2) - g(2)]

nos pontos da circunferéncia dD. Pelo teorema de Rouché 6.7, a funcdo g(z) tem, no disco
D, o mesmo numero de zeros da funcdo f(z). Isto quer dizer que para todo w suficientemente
pequeno existem k pontos z € D tais que f(z) = w. Em particular, a imagem f(D) contem o disco
D.(0). O

Uma primeira consequéncia é mais uma prova do

Teorema 12.2 (principio do médulo méximo). Se o mddulo |f| de uma fung¢ao holomorfa
f:Q — C atinge um mdzimo num ponto p de uma regiao aberta (), entao f é constante.

Demonstracdo. Seja p € €2, e f nao é constante, pelo teorema da aplicagao aberta 12.1 existem
e > 0eum disco D = D,(p) tais que D.(c) C f(D), onde ¢ = f(p). Em particular, existem pontos
z € D onde |f(2)] = |c| +¢/2 > |c|, logo p ndo pode ser um méximo de f. O

Em particular, o maximo médulo de uma fungao holomorfa definida numa regiao limitada  é
atingido na fronteira 0f2.

Uma outra consequéncia imediata da prova do teorema da aplicagdo aberta 12.1 (no caso em
que k=1) é

Teorema 12.3 (teorema da fungio inversa). Uma funcao holomorfa é localmente invertivel
numa vizinhanga de um ponto reqular.
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Ou seja, se p é um ponto regular da fungdo holomorfa f, entdo existe uma vizinhanga aberta
(um disco suficientemente pequeno) D = D,(p) de p tal que f|, : D — f(D) é uma fungao
holomorfa e injetiva. A fungdo inversa g : f(D) — D é também holomorfa, sendo representada
pelo integral de contorno

1 !
glw) = — 22 dz
27 J ) pi=p f(2) —w
se p > 0 é suficientemente pequeno. De fato, a fungao h(z) = zf'(2)/(f(z) — w) tem um tnico
pdlo simples z = g(w) no disco D, e o seu residuo é

Res (h, h(w)) = lm (z — g(w)) h(z) 27 000) vy = glw)

e = ) T fla(w)

Este é um resultado local. Uma fungao holomorfas pode nao ser (globalmente) invertivel numa
regido sem pontos criticos. Por exemplo, f(z) = 22 nao é invertivel no plano perfurado C*, mas é
invertivel no semi-plano superior H.

Por outro lado, uma funcéo holomorfa f(z) ndo pode ser injetiva numa vizinhanga de um ponto
critico. A menos de translagoes (no dominio e no contradominio), podemos assumir que o ponto
critico é ¢ = 0, e que é um zero de ordem ord(f,0) = k > 2 da fungao f. Entao

f(2) = ap2"(1 + bz + 22 +...)
com ag # 0 numa vizinhaga da origem, e portanto (usando a férmula do binémio)
f(2) = (bz(1+ 124 22”4 ...))F

com b* = ay, e, em particular, b # 0. Pelo teorema da funcao inversa, existe uma funcao holomorfa
w = g(z), invertivel numa vizinhanca da origem, tal que f(z) = w*. Portanto, a equagdo f(z) = ¢
admite k solugoes distintas se € # 0 é suficientemente pequeno.

Dé um exemplo de uma fungao holomorfa numa regiao ilimitada 2 C C que nao atinge o
méximo na fronteira 0€2.

Equivaléncias conformes. Uma funcdo holomorfa é também conforme (i.e. preserva os
angulos) fora dos pontos criticos. Uma fungdo holomorfa e bijetiva f : Q — /] cuja inversa é
necessariamente holomorfa pelo teorema da funcao inversa 12.3 , é chamada equivaléncia conforme
(ou isomorfismo analitico) entre a regido {2 e a regido f(2) = .

Um exemplo trivial é a funcao identidade f : Q — €, definida por f(z) = z.

Uma equivaléncia conforme pode ser pensada com uma mudanca de varidvel conforme, da
varidvel z € Q a varidvel w = f(z) € Q. Duas regides equivalentes tém as mesmas fungoes
holomorfas, e portanto as mesmas fun¢ées harmonicas, a menos de uma mudanga de coordenadas.

Regioes importantes ou interessantes, por razoes obvias, sao o préprio plano complexo C, o
disco unitario D, o semi-plano superior H, a esfera de Riemann C.

Também interessantes sdo os aneis A, g(p), que ndo sdo simplesmene conexos.
Automorfismos. A composicao de duas equivaléncias conformes f : Q — Q' eg: Q' — Q" ¢
uma equivaléncia conforme g o f : Q — Q”. Em particular, fixada uma regiao €2, a familia das
transformacoes conformes invertiveis f : @ — Q forma um grupo (o produto sendo a composicao e o
elemento neutro sendo a transformagao identidade), chamado grupo dos automorfismos (conformes)
da regiao €2, e denotado por Aut(€?).

Importante é compreender os automorfismos do préprio plano complexo C, do disco unitario D
e do semi-plano superior H, da a esfera de Riemann C.
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12.2 Grupo de Mobius

Os grupos dos automorfismos conformes do plano complexo, do disco unitario e da esfera de
Riemann sao isomorfos a grupos de matrizes.

Automorfismos do plano complexo: grupo afim. A regido mais simples é o préprio plano
complexo C.

Teorema 12.4. O grupo Aut(C) dos automorfismos do plano complexo é o grupo Aff(C) das
transformacdes afins, as transformagoes

f(z)=az+b

comae€C* ebeC.

Demonstracdo. Um automorfismo do plano complexo é uma fungao inteira f : C — C. O ponto
w = 0 néo pode ser uma singularidade essencial de g(w) := f(1/w). De fato, pelo teorema de
Casorati-Weierstrass 6.3, f(C\D) seria um subconjunto denso em C, mas também fechado porque
f é um homeomorfismo, e portanto necessaramente igual ao préprio C, o que é impossivel se f é
invertivel. Entdo existe um inteiro k > 0 tal que g(w)/w* tem uma singularidade removivel em
w = 0, e portanto f(z)z* é limitada numa vizinhanga de z = co. A desigualdade de Cauchy (5.7)
entdo implica que f(z) é um polinémio (de grau < k). Mas os tinicos polinémios invertiveis sao os
polinémios de grau um, ou seja f(z) = az + b, com derivada f’(z) = a diferente de zero. O

Automorfismos da esfera de Riemann: grupo de Méobius. O grupo de Mébius é o grupo
Mob das transformagées f : C — C do género

az+b
cz+d

f(z) = (12.1)
com a,b,c,d € C tais que ad — be # 0. Cada matriz M = (’C’db ) € GL(2,C) define uma trans-
formacdo linear invertivel de C2?, que envia (29,21) em (z{,2;) = (azo + bz1,cz0 + dz1). Em
particular, envia retas que passam pela origem em retas que passam pela origem: as imagems
das retas zp/z1 = z, parametrizadas por z € C, sdo as retas z{/z] = f(z), e a imagem da reta
21 = 0, que corresponde a z = 0o, é a reta 2{/2] = a/c. O espago P'C das retas que passam pela
origem de C? ¢ isomorfo & esfera de Riemann C. Duas matrizes invertiveis proporcionais, M e
AM com A € C*, induzem a mesma transformacio de P!C ~ C, e portanto o grupo de Mé&bius
¢ isomorfo ao quociente GL(2,C)/C*, ou também ao quociente PSL(2,C) := SL(2,C)/ £I. Em
particular, a inversa da transformacao de Mobius (12.1) é a transformacao induzida por qualquer
matriz proporcional a M ~1, por exemplo (flc ;b ), e a composicao f og de duas transformagoes de
Mobius, induzidas pelas matrizes invertiveis M e N, respetivamente, é a transformacao induzida
pelo produto M N.

Toda transformagao de Mobius é uma composicao de transformacoes afins e uma inversao
I(z) = 1/z. De fato, a transformacao (12.1) pode ser obtida como

a bc—ad 1

H —
cz+d ch c cz+d

z = cz+d =

Teorema 12.5. O grupo Aut(C) dos automorfismos da esfera de Riemann é o grupo de Mébius
Mob ~ PSL(2,C).

Demonstrag¢do. Seja f um automorfismo da esfera de Riemann, tal que f(oco) = d. Entao a
composicdo h = go f de f com a transformagao de Mébius g(z) = 1/(z — d) é um automorfismo

do plano complexo, pois fixa o ponto co € C. Pelo teorema 12.4, h é uma transformacao afim
h(z) = az + b, e portanto f = g~' o h € Mob. 0
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Uma “circunferéncia da esfera de Riemann” é una circunferéncia ou uma reta euclidiana de C.

Teorema 12.6. Uma transformacdo de Mobius envia circunferéncia em circunferéncias (da esfera
de Riemann,).

Demonstracdo. A propriedade é 6bvia para transformacoes afins, portanto é suficiente provar o
teorema para a inversdo I(z) = 1/z. Mas a equagao de uma circunferéncia da esfera de Riemann é

alz> +bz+bZ+c=0
com ¢ # 0seb=0,oub#0sea=0. Navaridvel w = 1/z esta equagdo é transformada em
a+bw+bw+clw®=0,

que é também a equacdo de uma circunferéncia da esfera de Riemann. O

Razao cruzada e circunferéncias. E imediato verificar que a unica transformacao de Mobius
que fixa os pontos 1,0 e 0o é a transformacdo identidade. Dados trés pontos distintos a, b, c € C,
existe portanto uma unica transformagao de Mdbius f € Mob que envia a, b, c em 1,0, co, nesta
ordem, ou seja, f(a) =1, f(b) =0 e f(c) = co. Esta transformagao é

a—cC

—
N
|
=
~
—
~

—
N
I
)
~
—
)
I
S
~

Em particular, o grupo de Mobius age “triplamente transitivamente” na esfera de Riemann: para
cada a,b,c € C distintos e o’,b0’, ¢’ € C distintos, existe uma tnica f € Mob tal que f(a) = @/,

fb)y=be flc)=C.

_&-b a-
&2 5%

‘c/-\

A razdo cruzada (em inglés, cross-ratio) dos quatro pontos distintos zi, 29, 23,24 € C é a
imagem de z; pela unica f € Mob que envia 23, 23, 24 em 1,0, 00, e é denotada por

21 — 23 k2 — 24

(21,22, 23, 24) = f(21) =

Z1 — R4 Z9 — 23

Em particular, (z,1,0,00) = z. A razao cruzada é invariante pelas transformagoes de Mobius.

Teorema 12.7. Se g € Mob, e 21, 22, 23,24 € C sdo quatro pontos distintos, entao

(9(21),9(22),9(23),9(24)) = (21, 22, 23, 24)

Demonstracdo. Se f € Mob envia z9,23,24 em 1,0,00, entdo fg~' envia g(z2),9(23),9(24) em
1,0,00. Entdo (9(21), 9(22), 9(23), 9(21)) = fg~ 1 (9(21)) = f(21) = (21, 22, 23, 2). O
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Os trés pontos 1,0, oo determinam uma Unica reta, a reta real, que deve ser pensada como uma
circunferéncia de C. Um ponto z € C pertence a esta circunferéncia sse z = (z, 1,0, o) € R.

A imagem da reta real por uma transformacao de Mobius arbitraria f € Mob é uma circun-
feréncia (uma reta ou uma circunferéncia euclidiana em C ~ R?), e todas as circunferéncias sio
assim obtidas. Pela invariancia da razao cruzada podemos concluir que

Teorema 12.8. Quatro pontos distintos z1, z2, 23,24 € C estdo numa circunferéncia sse a razdao
cruzada (21, 29, 23, 24) € real.

Portanto, a (nica) circunferéncia que passa pelos pontos (distintos) a, b e ¢ de C pode ser
definida pela equagao cartesiana ((z, a,b,¢)) = 0.

Determine uma equagao cartesiana da circunferéncia que passa pelos pontos 1, —1 e 1.

Lema de Schwarz. A resultado importante para compreender o grupo conforme do disco
unitario é a seguinte aplicagdo do principio do médulo maximo 12.2.

Teorema 12.9 (lema de Schwarz). Seja f : D — D uma funcao holomorfa do disco unitdrio no
prdprio disco unitdrio que fixa a origem, ou seja, tal que f(0) = 0. Entdo

[f(2)] <
para todos z € D, e |f(0)] < 1. Se existir um ponto p € D onde |f(p)| = |p|, entdo f € uma
rota¢ao , ou seja,

f(z) =Xz

para alguma constante A = e de valor absoluto 1.
Demonstragdo. A série de Taylor de f(z), que é convergente no disco D, é do género
f(2) =a1z+a2® +....
Entao a funcdo g(z), definida por

9(z) == fiz) =a;+asz+...

quando z # 0, é também uma fungdo holomorfa no disco, se definimos g(0) = f/(0) = a;. A
desigualdade |f(z)| < 1 (os valores de f(z) estdo no disco unitdrio) implica que |g(z)| < 1/r se
|z| = r < 1. Pelo principio do médulo méximo 12.2, o mesmo acontece quando |z| < r. Passando
ao limite quando r — 1, concluimos que |g(z)] < 1, ou seja, que |f(2)| < |z|. Se acontece que
lg(p)| = 1 num ponto p € D, entdo o principio do médulo méximo implica que a fungao g(z) é uma
constante de valor absoluto igual a um. Isto prova a segunda afirmacao. O

Automorfismos do disco unitirio. Se o € D, entdo a transformagao de Mdbius

fa(2):

o —Zz

- 1—az

preserva o disco unitério, pois envia o na origem e os pontos e’ da circunferéncia unitéria nos

pontos
i0
0y _ _ —ig ¥ €
ga (€)= =7 ——5

que também estao na circunferéncia unitaria. A sua restricdo define portanto uma transformacao
invertivel f, : D — D, e de fato uma involugao do disco, pois é imediato verificar que a inversa de
fa € a propria f,. Um automorfismo do disco D que fixa a origem €, pelo lema de Schwarz, uma
rotacdo g(z) = e?z. Consequentemente,

Teorema 12.10. O grupo Aut(D) dos automorfismos conformes do disco unitdrio é o grupo das
transformacoes de Mdbius
syl LTF (12.2)
1—-az

coma €D efeR/2nZ.
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Transformagao de Cayley. A transformac¢do de Cayley é a transformacao de Mobius
z—1
—w = h(z) := 12.3
s = h(z) = T (12,3

E imediato verificar que envia a reta real R na circunferéncia unitaria 0D, pois os pontos da reta
real sao equidistantes dos pontos +i. De outra forma, porque se x € R entao

|z — 1 x2+1
he)] = o = YT
|z + 22+ 1
O limite quando  — oo também mostra que h(co) = 1. Também envia o semi-plano superior H no

disco unitario D. De fato, se z = x+iy com y > 0, entdo (y+1)? = y?+2y+1 > y?>—2y+1 = (y—1)?,
logo

2 +il =22+ (y+1)2 > Va2 + (y—1)2 = |z —
e consequentemente
|2 — il
h(z)| = - <1.
)= 1
A transformagao inversa é a transformagdo de Mobius

1
sz:hfl(w):—i&

p—] (12.4)
Portanto, a transformacao de Cayley define uma equivaléncia conforme h : H — D do semi-plano

superior sobre o disco unitdrio. A imagem de ¢ € H é a origem 0 € . As imagens das retas

horizontais (z) = ¢ > 0 séo circunferéncias tangentes & circunferéncia unitaria no ponto 1.

A transformagao de Cayley também envia a fronteira do semi-plano superior (pensado como
um aberto da esfera de Riemann) OH = RU{ oo} na circunferéncia unitéria S. A imagem da reta
real R é S\{ 1}. Também, h(cc) =1, h(—1) =4, h(0) = —1 e h(1) = 1.

Observe que a restricio de h~! & circunferéncia unitaria é h=1(e?) = tan(6/2).

3

SEE s

Automorfismos do semi-plano superior. Se f: H — H é um automorfismo do semi-

plano superior, entdo h o f o h~! é um automorfismo do disco unitédrio, e vice-versa, se g : D —
D é um automorfismo do disco, entdo h~' o g o h é um automorfismo do semi-plano superior.
Consequentemente, o grupo Aut(H) dos automorfismos do semi-plano superior é o grupo h=! o
Aut(D) o h. E possivel verificar (embora com muito trabalho) que h=! o Aut(D) o h é o grupo das
transformacdes de Mdobius com coeficientes reais. De fato, estas s ao as unicas transformacoes de
Mébius que preservam a “circunferéncia real” RU{ oo} e a sua orientagao.

Teorema 12.11. O grupo Aut(H) dos automorfismos conformes do semi-plano superior € o grupo
das transformagoes
az+b
— 12.5
cz+d ( )

a,b,c,d € R e determinante ad — bc # 0, e portanto é isomorfo ao grupo PSL(2,R).
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Verifique que g, o g, ¢ a identidade.

Sejam fo(z) =€ (a —2)/(1 —@az) com a €D, e h(z) = (2 — 1)/(z + 1) a transformacio de
Cayley definida em (12.3) . Verifique, com muita paciéncia, que f = h=1o f, oh é a transformagao
de Mobius f(z) = (az + b)/(cz + d) com coeficientes reais dados por

a = 3(e?a) —sin(0/2) b= R(e"%a) + cos(0/2)

c=R(e?%a) — cos(8/2) d=—3("2a) — sin(0/2)

Verifique que uma transformacao de Mébius (12.5) com coeficientes reais fixa a reta real
S(z) =0 e envia H em H.

Determine um automorfismo do semi-plano superior H que envia o ponto ¢ no ponto a € H.
Determine uma equivaléncia conforme do primeiro quadrante )1 no disco unitario D.

Verifique que
1+2
1) =1

define uma equivaléncia conforme do semi-disco superior D N H sobre o primeiro quadrante
Q1 =HnN{zeC: R(z) > 0}, e calcule a transformacao inversa.

12.3 Transformacgoes conformes elementares

Funcgoes holomorfas elementares definem equivaléncias conformes entre regices simples do plano.

Transformagoes afins. As transformagoes afins permitem definir equivaléncias conforme
entre o semi-plano superior H e qualquer outro semi-plano do plano complexo. Também permitem
definir equivaléncias conforme entre o disco unitario D e qualquer outro disco D,.(p) de raio e centro
arbitrarios.

Semi-plano superior e disco unitdrio. J4 vimos que a transformacao de Cayley (12.3) é uma
equivaléncia conforme entre o semi-plano superior e o disco unitario. Um célculo mostra que a parte
imagindria da sua imagem é S(h(z)) = —2R(z). Consequentemente, a transformacao de Cayley
também define uma equivaléncia conforme do semi-plano superior esquerdo H™ := HN {R(z) < 0}
sobre o semi-disco superior DT =D N {J(z) > 0}.

a_‘
--.-093 862\: 4-‘7
;-i;;l /D +
:lll:: / "; 3

iealeleh SN
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Poténcias. As poténcias também definem equivaléncias conformes interessantes. Por exemplo,

f(z) = 2? define uma equivaléncia conforme do primeiro quadrante Q; := { z € C : R(z) >

0 e S(z) > 0} sobre o semi-plano superior H.

...‘8"(63):(0'/1 o

a A a ‘
:::IIII-.| '¢“'
-=-==302C-a 2 s 80
P e - =mmEBEuEN 0:‘:'
m W = = mm mwER -

e~ ety ! A
| |
-

8(2\ = Z.z

As poténcias f(z) = 2™, con n inteiro positivo, definem equivaléncias conformes dos dngulos
Az ={2€C:0<arg(z) < m/n} sobre H, cujas inversas sdo as raizes g(z) = 217 definidas
usando o ramo principal do logaritmo.

8-'&1)) = C._')Vn

;::::::: —~, .
am um =S EYy T
lIIIl‘.. " _”
-------- 4 -
-, 9 BlO O~ o o ,‘.b
-\

l”v

@)= 27

Em geral, as poténcias fracciondrias f(z) = 2V com 0 < a < 2 (definidas usando o ramo

apropriado do logaritmo), definem equivaléncias conformes de A, ={ z € C : 0 < arg(z) < ar}
sobre H.

Exponencial e logaritmo. A funcdo exponencial f(z) = e* envia o plano complexo C no plano

perfurado C*, a imagem inversa de cada ponto sendo formada por infinitos pontos que diferem
por multiplos inteiros de 27i. Em particular, define uma equivaléncia conforme da faixa horizontal

B ={0<S(z) <nw} sobre o semi-plano superior H. Vice-versa, o ramo principal do logaritmo,
g(z) = log(z), envia H sobre B.

8(?\: (oé 2

L it S

- —
Y J “‘\'"\\ e
¢ . “eunw AR e N

~
8— l(-c.)\ = @.w

O exponencial de um nimero complexo com parte real negativa tem modulo inferior a um.
Entao o ramo principal do logaritmo também define uma equivaléncia conforme do semi-disco
superior DT = D N H sobre a faixo horizontal direita BT = BN { R(z) < 0} .
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8(—2\ = (%&
D
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ex: Determine regices simples (ou seja, discos, semi-discos, semi-planos, quadrantes, dngulos, .. .)
onde as seguintes expressoes definem fungoes injetivas, logo equivaléncias conformes, e determine
as respetivas imagens:

iz z e log(z) sin(z) e’ 1/z

ex: Esboce as imagens das familias de retas ortogonais © = ¢ e y = c¢ pela transformagoes

f(z)=2%e f(z) =1/

ex: Determine uma equivaléncia conforme entre o primeiro quadrante Q1 := { R(z) >0} NHe
o semi-plano inferior —H := { ¥(z) < 0},

ex: Determine uma equivaléncia conforme entre o segundo quadrante Q2 :={ R(z) <0} NHe
0 semi-plano superior H.

ex: Determine a imagem da faixa horizontal direita Bt = { 0 < §(z) <7} N{ RN(z) > 0} pela
transformacao conforme f(z) = e*.

ex: Deduza do teorema de Liouville 5.9 que nédo existe uma equivaléncia conforme f: C — D.

Luas. Uma lua, ou biangulo, é uma intersecao L = D; N Dy entre dois discos da esfera de
Riemann (cada circunferéncia da esfera de Riemann divide a esfera em dois discos, cujas fronteira
comum é a circunferéncia), ou seja, uma regido L C C limitada entre dois arcos de circunferéncia
que formam dois angulos iguais, de uma certa amplitude 0 < « < 7, nos vértices a e b. Usando uma
transformacao de Mobius (a transformagdo z — (z —a)/(z — b)), podemos assumir que os vértices
s@0 os pontos 0 e oo, e portanto, depois de uma rotagao, que L é um angulo L = { 0 < arg(z) < a} .
Entdo a transformacio conforme f(z) = 2z°, com 8 = 7/, envia L sobre H.

® 5. P 4
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NN
£ 2 +* SV,
& 430" “,"‘o‘
: CACY R Rt —-——Ay e -
.
!‘v

Um caso limite é quando o angulo entre as duas circunferéncia é nulo, ou seja, as circunferéncias
sao tangentes. Uma transformacao de Mobius envia o ponto de tangéncia em oo, e portanto
podemos considerar, depois de uma transformacao afim, que B = { 0 < $(z) < 7} . Entéo a
transformacao conforme f(z) = e* envia B sobre H.
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Transformacao de Levi-Civita/Jukovski. Um caso particular é a lua A = H\D, limitada
pelas circunferéncias S(z) = 0 e |z| = 1, que é enviada conformemente no semi-plano superior H

pela transformacao de Levi-Civita®® *°, ou de Jukovski,

A imagem da circunferéncia unitéria é o segmento [—2,2]. Cada ponto w fora do segmento
[—2, 2] admite duas pre-imagens, que por simetria estao uma dentro e a outra fora do disco unitério.
Ou seja, J é injetiva em D e em C\D, e envia cada uma destas regides em C\[—2,2]. As circun-
feréncias |z| = p, com p # 1, sdo enviadas nas “elipses de Jukovski”

Rw)? | S@)?
ptp~t  p—p!
centradas em 0 com focos 42 e semi-eixos ptp~!. Os raios Arg(z) = 6 sdo enviados nas hipérbolas
Rw)? _ Sw)? _
dcos?  4sin’6

com focos +2.
Em particular, J(z) define uma equivaléncia conforme de H\D sobre H, e portanto as curvas
de nivel $(z + 1/2z) = ¢ sdo as linhas de corrente de um fluido ideal que corre horizontalmente no
semi-plano superior quando encontra um obstaculo descrito pela metade superior do disco unitério.

8(‘2): z+ é—'

ex: Verifique que —J(z) = —(z + 1/2) define uma equivaléncia conforme do semi-disco superior
D+ = D N H sobre o semi-plano superior H.
ex: Observe que sin(z) é a composi¢ao

2 €% et s —J(ie'?)/2

Deduza que sin(z) define uma equivaléncia conforme de C+ = HN{r/2 < R(z) < 7/2} sobre H.

28y 1. Arnold, Huyghens & Barrow, Newton & Hooke, Birkhauser, 1990.
297, Levi-Civita, Sur la régularisation du probléme des trois corps, Acta Math. 42 (1920), 99-144.
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Verifique que o coseno hiperbdlico z — cosh z define uma equivaléncia conforme entre B* =
{R(z) >0} N{0<SY(2) <ir} e o semi-plano superior H, que envia os pontos de fronteira 0 e
tmem 1.

12.4 Teorema de uniformizacao de Riemann

Todas as regioes simplesmente conexas do plano complexo, diferentes do préprio plano, sao
conformemente equivalentes, e em particular conformemente equivalentes ao disco unitério.

Teorema de uniformizagao de Riemann e principio de Dirichlet. Toda regiao simples-
mente conexa ! C C, diferente do préprio plano complexo C, é conformemente equivalente ao
disco unitdrio (ou ao semi-plano superior). A existéncia de uma equivaléncia conforme f:Q — D
é o conteido do famoso teorema de uniformizacdo de Riemann (ou Riemann mapping theorem),
conjeturado por Riemann em 1851 e provado por Carathéodory e Koebe sessenta anos depois.

Teorema 12.12 (teorema de uniformizacio de Riemann). Seja Q@ C C uma regidgo simplesmente
conexa cuja fronteira contém pelo menos dois pontos (logo diferente do préprio plano complexo).
Entao existe uma equivaléncia conforme R : D — Q. O mapa de Riemann R é dnico uma vez
fizados a imagem R(0) e o argumento da derivada R'(0).

A unicidade é uma consequéncia do lema de Schwarz. A existéncia precisa de mais instrumen-
tos tedricos, e portanto é tratada na secao seguinte. No entanto, é particularmente interessante
acompanhar o argumento heuristico do préprio Riemann, que revela o significado fisico do teorema
quando a fronteira de 2 é uma curva regular.

<L R o
Ve \
\y
Procuramos uma fungao holomorfa f : Q@ — D (a inversa do mapa de Riemann R) que seja

continua na aderéncia Q, que envie f(p) = 0, e que assuma valores unitérios |f(z)| = 1 nos pontos
z € 0f). Uma conjetura natural, se queremos uma fungao injetiva, é

f2) = (= = p) e

para alguma funcao holomorfa g(z). Se g(z +1iy) = u(z,y) +iv(z,y), entdo a condicao de fronteira
|f(2)] = 1 corresponde a
log|z —pl +u(z) =0

se z € 0f). Assim, a parte real de g(z) deve ser uma fungéo harménica u(z,y) definida em 2 com
valores log |z — p| na fronteira 992. A fungao

G(z,p) :==log|z — p| +u(z),

harmoénica em Q\{ p}, com uma singularidade logaritmica em p e nula na fronteira, é chamada
funcdo de Green da regiao () centrada no ponto p. Eo potencial gerado no interior de €2 por uma
carga unitaria colocada no ponto p se a fronteira 92 é mantida com energia potencial igual a zero.
Se acreditamos, com Riemann (e com qualquer fisico que vive num mundo bidimensional e pode
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fazer a experiéncia de colocar a tal carga unitéria ... ), que este problema de Dirichlet admite uma
solugdo u(z,y) (o conteido do que o préprio Riemann chamou mais tarde principio de Dirichlet),
entdo podemos encontrar uma fungdo harménica conjugada v(x,y) (pois € é simplesmente conexo)
e consequentemente a fungao holomorfa procurada g(z).

Um método para resolver o problema de Dirichlet. Vice-versa, o mapa de Riemann pode
ser usado para resolver o problema de Dirichlet numa regiao simplesmente conexa com fronteira
regular, que consiste em determinar uma extensdo harménica u : £ — R de uma funcéo continua
up : 00 — R. Se assumimos que o mapa de Riemann extende a uma bijecio continua R: D — Q,
entao podemos usar a férmula de Poisson para extender a fungao continua Hy = hg o R a uma
fugdo harménica H : D — R no interior do disco. A solugdo do problema de Dirichlet é entao
h = HoR™!'. Condicoes para que o mapa de Riemann extenda com continuidade & fronteira foram
encontradas por Carathéodory.

Familias normais e teorema de Montel. A prova original de Koebe do teorema de unifor-
mizagao de Riemann é essencialmene construtiva, e estd esbocada em um exercicio em [Ru87] ou em
um problema em [SS03b]. A versdo cldssica simplificada, esplicada por exemplo em [Ah78, Ru87],
usa a nogao de familia normal e portanto o teorema de Montel.

Sejam X um espacgo métrico e F C C(X) uma familia de funges continuas f : X — C. A
familia F é normal se toda sucessdo (f,) formada por f, € F admite uma subsucessdo que
converge uniformemente em cada subconjunto compacto K C X.

O caso interessante para nés é uma familia F C O(Q) de fungoes holomorfas f : & — C
definidas numa regiao €2 do plano complexo. Se uma sucessao de f, € F converge uniformemente
em cada subconjunto compacto K C ) entao, pelo teorema 5.8, o limite é também uma funcao
holomorfa em 2.

O teorema de Ascoli-Arzeld, que pode ser enunciado em diferentes formas essencialmente equi-
valentes, carateriza as familias normais por meio de propriedades locais, tipicamente mais simples
de verificar.

A familia F C C(X) é equicontinua no ponto p € X se para todo £ > 0 existe uma vizinhanga
U de p tal que |f(z) — f(y)| <esex,y € U. E dita localmente equicontinua se é equicontinua em
todos os pontos de X.

A familia F C C(X) é pontualmente limitada se para cada p € X o conjunto dos valores
{f(p) : f € F} éum subconjunto limitado de C. Os conjuntos limitados dos espagdes euclidianos
de dimensao finita sao relativamente compacto, i.e. tém aderéncia compacta. Isto significa que
para cada sucessao (f,,) de elementos f, € F e para cada ponto p € X, a sucessao dos f,(p) admite
uma subsucessao convergente.

Um espaco métrico é separdvel se admite um subconjunto numeréavel denso. Exemplos sao
os espagos euclidianos R"”, logo C, onde um conjunto numeravel denso é, por exemplo, o conjunto
dos pontos com coordenadas racionais.

Teorema 12.13 (Ascoli-Arzeld). Seja X um espago métrico separdvel. Uma familia F C C(X) de
funcdes continuas definidas em X € normal sse € pontualmente limitada e localmente equicontinua.

Demonstrag¢ao. Provamos a implicagdo <. Seja P = { p1,p2,ps,...} C X um subconjunto
numerdvel denso, e sejam f0: X — C, com n = 1,2,..., os termos da uma sucessio arbitraria de
elmentos de F. Se F é pontualmente limitada, entdo para cada p € P a sucessio dos valores f2(p)
é limitada, logo admite subsucessoes convergentes. Um argumento diagonal mostra entiao que (f2)
admite uma subsucessao convergente em todos os pontos de S. De fato, existe uma subsucessao
(5 de (f9) tal que os fl(p1) convergem. Existe uma subsucessdo (f2)°, da precedente tal
que também os f2(pz) convergem ... Entdo é claro que a subsucessido “diagonal”, definida por
fn = f1r, é tal que os seus valores f,,(p) em cada p € P convergem.

Mostramos agora que se F é localmente equicontinua, entao a subsucessao (f,) converge uni-
formemente em cada compacto K C X. De fato, seja € > 0. Pela equicontinuidade local, cada
ponto k € K admite uma vizinhanga U(k) tal que |f(z) — f(y)| < ¢/3se z,y € U(k) e f € F.
Como K é compacto, um ndmero finito U; = U(k;), com ¢ = 1,2,...,m, destas vizinhancas é su-
ficiente para cobrir K. Ou seja, cada € K pertence a um U,;. Mas cada uma destas vizinhancas
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contém um ponto s; € U; do conjunto denso P. Pela convergéncia dos f,(p;)’s, existe um tempo
7 tal que | f,,(pj) — fm(pj)| < €/3 se n,m > 7 para cada um destes p1,pa,...pm (que sdo finitos).
Consequentemente, se © € K estd em U,

[fn(@) = o (@)] < |fu(@) = fa(pi)| + [fa(pi) = (Po)] + | fin (i) = fm(2)| <€

se m,m > 7, ou seja, (f,) converge uniformemente em K.
A implicagao contraria = nao é util neste contexto, e portanto pode ficar como exercicio. [

A familia F C C(X) é localmente limitada se cada ponto p € X admite uma vizinhanga U e uma
constante M tal que |f(z)] < M se z € U e f € F. E claro que uma familia localmente limitada
é pontualmente limitada. A observacao de Montel é que, no contexto das fung¢oe holomorfas, uma
familia localmente limitada é também equicontinua, logo normal.

Teorema 12.14 (Montel). Seja F C O(Q) uma familia de fungées holomorfas definidas numa
regigo 2 C C. Se F € localmente limitada entio F € uma familia normal.

Demonstracdao. Pelo teorema de Ascoli-Arzela 12.13, é suficiente mostrar que a familia é localmente
equicontinua. Sejae > 0. Fixado um ponto p € €2, existe uma bola fechada suficientemente pequena
B, (p) onde o valor absoluto das f € F é limitado por alguma constante M. Se z,{ € B,(p), entéo,

pela férmula de Cauchy,
_ L fw)  f(w)
f(z) = f(Q) jI{C dw c dw

210 S _pj=r W — 2 w —

_ (-2 S
T 2mi 7{“,4 (w—2z)(w—¢) !

Se agora escolhemos z e ¢ na bola B, 5(p), entao |(w — z)(w — ¢)| > r?/4 quando w € 0B, (p), e
portanto podemos estimar

7~ FO < 2 =g 2

Esta quantidade é < ¢ se z e ¢ est@o no disco de raio § = min{r/2,er/8M} centrado em p. O

Prova do teorema de Riemann. Seja 2 C C uma regido simplesmente conexa que omite pelo
menos dois pontos. Usando, se necessario, uma transformacao de Mobius, podemos assumir que
um destes pontos omitidos é co e o outro é a origem, e portanto que Q@ C C e 0 ¢ Q.

O primeiro passo consiste em mostrar que existe uma equivaléncia conforme entre €2 e um
subconjunto do disco unitario, ou seja, uma funcao holomorfa e injetiva f : 2 — ID. De fato, como
Q) é simplesmente conexo e nao contém a origem, é possivel definir em 2 um ramo do logaritmo log z,
e portanto da raiz quadrada /z = exp(% log z). Ou seja, existe uma fungao holomorfa g : @ — C
tal que g(2)? = 2. Esta funcio ¢ injetiva, pois se g(z1) = g(2) entdo também g(21)? = g(z2)?, logo
z1 = 7. Como assume apenas um dos valores +,/zg, por exemplo 3, entdo omite o outro, —f.
Pelo teorema da aplicacdo aberta 12.1, a imagem ¢(Q2) contém um disco aberto em torno de S.
Consequentememente, ¢g(€2) omite um inteiro disco fechado de algum raio r > 0 em torno de —p,
ou seja, |g(z) + 8| > r para todo z € Q.

Sz
—_ AN

Ce)
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E imediato entao verificar que f(z) = r/(g(z) + ) define uma funcdo holomorfa e injetiva
f:Q — D, ie. uma equivaléncia conforme entre Qe f(Q2) C D.

Isto mostra que podemos assumir que {2 é uma regiao simplesmente conexa contida no disco
unitario, i.e. Q C . Usando, se necessario, um automorfismo do disco, podemos também assumir
que 0 € 2. O teatro portanto é apenas o disco unitario, e uma regiao simplesmente conexa 2 C D
que contém a origem.

D

A ideia original de Koebe consiste agora em definir iterativamente equivaléncias conforme de
Q) sobre regioes cada vez maiores do disco unitario. A prova simplificada cldssica, no entanto, usa
as seguintes ideias.

O segundo passo comeca pela observagao que a familia F de todas as fungoes holomorfas e
injetivas f : Q — D que fixam a origem é uma familia normal, pelo teorema de Montel 12.14.
Nao é vazia porque contém pelo menos a funcao identidade. A férmula de Cauchy implica que a
derivada na origem é limitada. A ideia agora é maximizar o valor absoluto da derivada na origem.
Seja A = sup jex [f/(0)] < oo, e seja (f,) uma sucessdo de f, € F tal que |f, (0)] — A quando
n — oo. Pela compacidade relativa existe uma subsucessao (f,, ) que é uniformemente convergente
em cada compacto para uma funcéo holomorfa fo. E claro que foo(0) = 0, e que f/_(0) # 0, pois
o seu valor absoluto é A > 0. Em particular f,, nao é identicamente nula, e, pelo teorema de
Hurwitz 6.9, é uma funcao injetiva pois as f,,’s sdo injetivas. Também, pelo teorema da aplicagao
aberta 12.1, a sua imagem estd contida em I (pois deve ser um aberto contido no disco fechado),
e portanto f, € F.

O dltimo passo agora consiste em mostrar, usando o lema de Schwarz 12.9, que fo (que
maximiza a derivada na origem) ndo pode omitir nenhum ponto do disco unitério, e portanto é
uma equivaléncia conforme de €2 sobre D (o inverso do mapa de Riemann). Se f(£2) ndo ¢ todo o
disco, entdo omite pelo menos um ponto o € D. O automorfismo do disco g, : 2z — (a—2)/(1—az)
envia f(2) numa regiao g, o foo () que omite a origem. Nesta regido, que é simplesmente conexa,
é possivel definir um ramo da raiz quadrada R(w) = \/w, que é injetiva e envia oo = g,(0) em algum
B € D. Entao o automorfismo do disco gs : 2 — (8 — 2)/(1 — B2) permite definir a transformagao
holomorfa

Fyo :gﬁoRogaofoov

que envia §2 no disco unitario. Também F,, pertence a familia F, pois fixa a origem. FEntao
podemos escrever foo = (go © Q0 gg) © Fio, onde Q(z) = 22. A composigao h = g, 0 Q o gg ¢ uma
fungao holomorfa do disco unitério no disco unitério que fixa a origem. Nao sendo injetiva (pois
a fungao quadrado nao é), tem derivada |h/(0)] < 1 na origem pelo lema de Schwarz 12.9. Isto
implica que

15 (0)] = W' (0)] - [FL(0)] > [FL,(0)],

e portanto que f,, nao maximiza a derivada na origem dentro da familia F. Esta contradi¢ao
termina a prova do teorema de Riemann 12.12.
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13 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é, entre outras coisas, um instrumento que usa o principio de sobre-
posicao para determinar solugoes de uma equacao diferencial ordindria com coeficientes constantes.

13.1 Transformada de Laplace

Transformada de Laplace. No contexto do estudo das equacoes diferenciais ordindrias, o
dominio natural da transformada de Laplace é o espago das fungoes causais. Estas sao fungoes
(com valores reais ou complexos) f(t) definidas apenas para tempos ¢ > 0 (ou definidas para todos
o0s tempos reais mas nulas para tempos negativos). Também consideramos apenas fungoes causais
seccionalmente continuas, logo Riemann integraveis em cada intervalo limitado.

A transformada de Laplace da fungdo f(t) é a fungdo (Lf)(z) = F(z), formalmente definida
pelo integral improéprio

Fz) = /Oo et F(t) dt (13.1)

0

O argumento z é um pardmetro complexo. A restrigao de F(z) a recta real é tradicionalmente
denotada por F(s), sendo s = R(z). Se t é um tempo, entdo s é uma frequéncia.

Transformada de Laplace e fungao geradora. A transformada de Laplace pode ser pensada
como uma generalizacdo da funcdo geradora de uma sucessdo (a,), que é a série de poténcias
(formal, porque o raio de convergéncia pode ser nulo)

G(z) = i anz" .
n=0

De fato, seja f(t) a fungao escada que vale f(t) = a, no intervalo n < t < n + 1, com
n=20,1,2,.... Entao a sua transformada de Laplace é

oo oo n+1
F(z)= / e * f(t)dt = Zan/ e *dt
0 n=0 n

67z(n+1) _ 1—e % 0

> —zn
€ — —zn
29 ané
z z
n=0 n=0

-G

z

Regido de convergéncia. Para que o integral impréprio (13.1) seja absolutamente convergente
numa regido nao trivial do plano complexo, é necessério que o crescimento da funcao f(t) nao seja
demasiado rapido.

A funcao causal f(t) tem ordem/crescimento exponencial, se existir um expoente real p > 0

tal que o seu modulo é limitado por
[F(t)] < Met!

para todos os tempos ¢t > 0 e alguma constantes reai M. O espago das fungoes causais secci-
onalmente continuas satisfazendo esta condigao, para um pu > 0 fixado e M arbitrario, pode ser
chamado EIJ[. Em particular, 56" é o espago das fungoes limitadas. E claro que EIJ[ C&Fsep<v.
A reunido £1 = UHZOE;F é o espaco das funcoes de crescimento exponencial. Este espago contém,
naturalmente, todas as fungbes elementares (polinémios, fungdes trigonométricas e hiperbdlicas,
..) tteis nas aplicagoes.
Se f € El‘f, entdo o integral (13.1) que define a transformada de Laplace de f(t) é absolutamente
convergente para cada z no semi-plano {z € C s.t. R(z) > p}. O maior destes semi-planos é
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chamado regido de convergéncia de f, ou RoC(f). De fato, se |f(t)| < MeHt para todo t > 0 e
R(z) = s > u, entdo

T T
/ e~ f(t)dt g/ le™*" f(t)| dt
0 0

1 — e (s=m)T M
<
S— [ T s—pu

T
< M/ e~ (=Wt gy — M
0

para todo T > 0. O valor da transformada de Laplace em cada z neste semi-plano é entao o
limite dos integrais

Fr(z) = /0 et F(t)dt (13.2)

quando T" — oo. A convergéncia é uniforme em cada semi-plano R(z) = s > p+¢, com ¢ > 0
fixado. De fato, nestas regices

n+m
Laﬂaa—fu@ts/ e |7 (1) di

e—sn

n+m
<M / et gt = 01

e portanto a sucessao das Fj,(z), com n natural, é uma sucessao fundamental pela norma do sup.

No resto da capitulo, assumimos implicitamente que todas as funcoes causais consideradas, e

das quais calculamos a transformada de Laplace, sdo seccionalmente continuas e de crescimento
exponencial.

Verifique as seguintes féormulas para as transformadas de Laplace das fungoes elementares:

£{1}(z)=% c{t}@):;ﬂ E{t"}(z):% em R(2) > 0.

E{ekt}(z)zzik em R(z) > k.

A funcao salto unitdrio em 7 > 0 é definida por

{O set<T

ur(t) = 1 set>T1

Verifique que a sua transformada de Laplace é

U-(2) = em R(z) > 0.

Verifique que a transformada de Laplace da poténcia f(t) = 2, com ¢ > 0 ndo necessaria-

mente inteiro, é
I(g+1)

F(Z) - gqt+l

em R(z) >0,

onde a fun¢ao Gama é definida pelo integral improéprio
I'(z) ::/ et dt em R(z)>0.
0

Mostre que I'(z + 1) = z - I'(2), e que I'(1) = 1. Deduza que I' extende o factorial, ou seja,
P(n+1)=nlsen=0,1,2,3,....

sint é

Mostre que a transformada de Laplace da fungao sinus cardinalis h(t) = =5

H(z) = / e Sltﬂ dt = arctan(1/z) em $(z) >0
0
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Propriedades elementares. Sendo um integral, a transformada de Laplace é linear. Ou seja,
se f e g sdo fungdes causais e A € C, entao

L(f+g9)=Lf+Lyg e L) =ALf

na intersecao das regides de convergéncia.

O efeito de uma homotetia no espago dos tempos é também uma homotetia, juntamente com
uma multiplica¢do, no espago das frequéncia. Se F'(z) é a transformada de Lapace de f(t), definida
na regiao de convergéncia R(z) > u, entdo a transformada de Laplace de f(At), com A real e
positivo, é

F(z/\)

> =

na regiao R(z) > Ap.

As translacoes no espagos dos tempos nao enviam necessariamente fungoes causais em funcoes
causais. Mais interessante sa os “retardos”. Se F(z) é a transformada de Lapace de f(t), definida
na regido de convergéncia R(z) > p, entdo a transformada de Laplace de u,(¢) f(t —7), com 7 > 0,
é

e~ F(z) em R(z) > p

Por outro lado, uma translagdo no espaco das frequéncias corresponde a multiplicar por um
exponencial a fungdo no espago dos tempos. Se F(z) é a transformada de Lapace de f(¢), definida
na regido de convergéncia R(z) > y, entdo a transformada de Laplace de e** f(t), com k real, é

F(z—k)

na regiao R(z) > u + k.
As provas sao exercicios elementares.

Verifique que a tranformada de Laplace de f(t) = e ! ¢

L{e™ ) (2) = ! em R(z) >0

zZ — 1w

Deduza, calculando parte real e imagindria, que
w S

L{sin(wt)} (z) = Fo e L{cos(wt)} (2) = ek

Derivadas da transformada de Laplace. A transformada de Laplace é uma sobreposicao, ou
seja, uma média pesada, das fungoes holomorfas e™*¢, com pesos f(t). De acordo com um principio
geral sobre integrais absolutamente convergentes de funcoes holomorfas, podemos calcular a sua
derivada derivando dentro do integral. Uma integragao por partes formal sugere que

Fi) = —/OO e~ (1) dt

0

Este célculo é justificado pelo seguinte resultado.

Teorema 13.1. A transformada de Laplace F(z) de uma funcgdo f(t) com crescimento exponencial
€ uma funcao holomorfa na regidgo de convergéncia.

Demonstragao. Fixado um tempo finito T > 0, o integral (13.2) define uma func¢do holomorfa em
R(z) > u, com derivada Fj.(z) = — fOT e 't f(t) dt. De fato, se R(z) = s > u,

T L—e S\ _,
/O <1 - Ct> e~# L (1) dt

T
s/o Ctl et t (1) d

Fr(z+¢) = Fr(z)

T
—zt
+/O et f(t) dt

T
< [¢] M/ t2e (=Mt qr 0 quando (¢ —0
0
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pois o médulo de 1— 1‘2;“ = 1 (t—% (¢t)?+... élimitado por |(t| se [(t| < |¢| T é suficientemente
pequeno. A tansformada de Laplace F(z) é o limite, por exemplo, da sucessdo de fungoes F,(2)
quando n — co. Como vimos, a sucessao de fungées holomorfas F,,(z) converge uniformemente em
cada semi-plano R(z) > p+e¢, e portanto em cada subconjunto compacto da regido de convergéncia.
Pelo teorema 5.8, o limite F(2) = lim,_ 0 Fy(z) é holomorfo em $(z) > p. O

Sendo holomorfa, a transformada de Laplace é infinitamente derivavel. De acordo com a prova
do teorema 13.1, as suas derivadas podem ser obtida derivando dentro do integral. Por inducao, é
imediato ver que a n-ésima derivada de F'(z) é a transformada de Laplace de (—1)"t" f(¢), i.e.

Cj;f (z) = (=)™ /Ooo e Hn f(t)dt.

Tipicamente, como mostram os exemplos das fungoes elementares, as transformadas de Laplace
admitem extensdes meromorfas em todo o plano complexo.

Transformada de Laplace de fungées periddicas. Sej f(t) uma fungao causal periédica de
periodo T'. Entao o integral que define a sua transformada de Laplace pode ser decomposto numa
soma

F(z) = /OOO e *Lf(t) dt

n=0"nT
oo T

_ Z e—#nT / et f(t) dt
n=0 0

onde usamos a periodicidade f(nT +t) = f(t). Sendo a soma da série geométrica de razio e~ *T
igual a 1/(1 — e*T), o resultado é que

T
F(z) = % onde Fr(z) = /0 e *Lf(t) dt

Determine a transformada de Laplace das seguintes funcoes periédicas: >°

so=e-t so=17 O ro={ 0 S

Produto de convolugao. O produto de convolugdo das fungdes causais f(t) e g(t) é a fungao
causa f * g(t) definida por

(f*9)(t) = / f(r)g(t — ) dr (13.3)

O produto de convolucao é simétrico, ou seja, f*g =g * f.

Um famoso teorema de Titchmarsh 3! 32 afirma que se o produto de convolucao f * g de duas
fungdes continuas é nulo num intervalo [0, 7] entao existem tempos « e 5 com a+ 3 > T tais que
f énula em [0,a] e g é nula em [0, 8].

A propriedade importante é que “a transformada de Laplace envia produtos de convolugao no
espaco dos tempos em produtos pontuais no espago das frequéncias”. Ou seja,

30[¢] denota a parte inteira de ¢, ou seja, o maior inteiro n € Z tal que n < t.

31E.C. Titchmarsh, The zeros of certain integral functions, Proc. London Math. Soc. 25 (1926), 283-302.
32R. Doss, An elementary proof of Titchmarsh’s convolution theorem, Proc. Am. Math. Soc. 104 (1988),
181-184.
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Teorema 13.2.  Se F'(z) e G(z) sdo as transformadas de Laplace de f(t) e g(t), respetivamente,
entdo a transformada de Laplace de (f * g)(t) € igual ao produto pontual

/000 e * (f*g)(t)dt = F(z)G(2) (13.4)

no semi-plano onde as trés transformadas estdo definidas.

Demonstragao. De fato, usando a substituicdo (7,t) — (7,€) com £ =t — 7,

/000 e P (frg)t)dt = /000 et /Ot f(r)g(t —7)drdt
-/ N / e f(r)g(€) dr d
O

Considere a (13.4) com ¢(t) = 1, e deduza que a transformada de Laplace da primitiva de

f(t) (que vale 0 para t =0) é
/000 e *t (/Ot f(x)da:) dt = éF(z)

Ou seja, a primitivaicdo no espago dos tempos corresponde & multiplicagdo por z~
frequéncias.

I no espaco das

Derivadas e transformada de Laplace. Mais importante, para a resolugao de equacoes dife-
renciais, é que se também as derivadas f’, f”, ..., f) sdo seccionalmente continuas e de cresci-
mento exponencial, entao a integracao por partes implica que

/0 T e ) dt = 2F(2) — £(0) (13.5)
/OOO e () dt = 22 F(2) — z2f(0) — f/(0) (13.6)
e, por indugao,
/ et FM()dt = 2"F(2) — 2" LF(0) — 2" 72 f/(0) — -+ — 2f™=2(0) — f=D(0).  (13.7)
0

Em particular,

Teorema 13.3.  Seja f(t) uma funcao causal tal que as suas primeiras n derivadas sao seccio-
nalemente continuas e tém crescimento exponencial, e seja F(z) a sua transformada de Laplace.
Se a funcdo f(t) e as suas primeiras n — 1 derivadas sdo nulas no instante inicial t = 0, i.e. se
f(k)(O) =0 para 0 <k <n-—1, entdo

/00 e Pt FM () dt = 2" F(2).
0

Ou seja, a transformada de Laplace transforma derivadas em ordem ao tempo em poténcias
da frequéncia complexa. Portanto, transforma equagdes diferenciais (lineares com coeficientes
constantes) em equagdes algébricas, em principio mais féceis de resolver.



13 TRANSFORMADA DE LAPLACE 223

Calcule a transformada de Laplace das seguintes fungoes (pensadas como fungoes causais):
t2—2t+1 24 —5sin(nt) (¢t —1)e* sin(5t) cos(4t)
tmekt cosh(pt) sinh(pt)
e “cos(wt) e *sin(wt)  tcos(wt)  tsin(wt)
ug(t)e™ U (t) sin(wt) (1 —wuqa(t))t.
Asin (wt + @) Ae”“ sin (wt + @) Ae”“ sinh (Bt + )

Fi F
Asin (wt + @) + T—O’yQ cos (vt) Asin (wt + @) + ﬁt sin (wt)

Fi
“sin (\/ w? —a’t+ <p> + 0 sin (vt + ¢)
\/(WQ _ ,},2)2 + 4a2~?

Transformada de Laplace da delta de Dirac. A fungao delta de Dirac 6(t) é definida pela
identidade formal

/f 5(t — m)dt = f(1),

onde f(t) é uma fungdo continua arbitraria. Formalmente, 6(t — 7) é a derivada da funcdo salto
unitario u,(t) = O(t — 7). Um célculo formal mostra que a transformada de Laplace de §(t — 7),

com T >0, é
o0
/ e F et —T)dt =777,
0

13.2 Transformada de Laplace inversa

que é, de fato, igual a z U, (2).

Transformada de Laplace inversa. Se F(z) = [;° e ' f(t)dt ¢ a transformada de Laplace
da funcao f(t), entdo a prépria funcao f(t) é dita transformada de Laplace inversa de F(z), e
denotada por f(t) = L7H{F(2)} (¢).

Nao existe uma férmula geral para a transformada inversa, devido & ambiguidade sobre o
dominio da proépria transformada e portanto a impossibilidade de caraterizar a sua imagem.
Também é claro que uma transformada inversa, se existir, nao é tnica, pois podemos modifi-
car os valores de uma funcao apenas num nimero finito ou numeravel de pontos sem mudar a sua
transformada.

No entanto, as propriedades elementares da transformada de Laplace podem ser utilizadas
para “adivinhar” umas transformadas inversas de funcoes suficientemente simples, essencialmente
fungdes racionais.

Determine uma transformada de Laplace inversa das seguintes fungdes F'(z):

2 n 1 2 1 z—1
z 2t 2249 z(z2+1) 22—22+5
6—32 e % 6_4Z _ e—7z 1
z (z —2) z2 23 +422 4 3z
Unicidade da transformada. A unicidade da transformada inversa é garantida dentro do

espago das fungoes causais continuas e limitadas.

Teorema 13.4 (unicidade da transformada de Laplace inversa). Seja f(t) uma fungao continua
e limitada. Se a sua tranfsormada de Laplace F(z fo ==t f(t)dt, definida no semi-plano
direito R(z) > 0, é identicamente nula, entao tambem f(t) =0 para todo t > 0.
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Demonstracido. A mudanca de varidvel © = e~? transforma o integral

F(z):/oo et f(t)dt:/1z21 g(z) do

0 0

onde g(z) := f(—logx). Se F(z) = 0 para todo z € C, entdo, por linearidade, também

1
/0 p(x) g(x)dz =0

para todo polinémio p(z) € Clz]. Pelo teorema de aproximagao de Weierstrass 9.11, o mesmo
acontece para toda fungdo continua p(x), e em particular para a prépria g(x). Mas

/Olg(x)2 dr =0

implica que g(x) = 0 para todo x entre 0 e 1, e portanto f(¢) = 0 para todo ¢t > 0. O

Consequentemente, duas fungoes causais coninuas e limitadas com a mesma transformada de
Laplace sao necessariamente iguais.

Férmula de inversao de Mellin. Se f(t) tem crescimento exponencial e portanto a sua
transformada de Laplace é holomorfa num semi-plano R(z) > u, entdo nos pontos de continuidade
de f(t) vale a formula de inversao de Mellin (ou integral de Bromwich)

1 B+ico
f) = et F(z)dz (13.8)

T 2mi

B—1i0c0

onde 8 > pu.
Para compreender a origem desta férmula, parametrizamos o caminho de integracao como
w +— B+ iw, onde w é uma frequéncia real. Entao o integral (13.8) fica

f) = e / et p(g i)

oo 2

Ou seja, e Pt f(t) é a transformada de Fourier inversa da funcio G(w) := F(j + iw) (escrita na
notagao dos engenheiros). Por outro lado,

o0 oo
Gw) = / e WtemPLf(t) dt = / e~ g(t) dt

0 —o00
é a transformada de Fourier de uma funcio que vale g(t) = e~ f(t) para tempos t > 0 e
g(t) = 0 para tempos t < 0. A funcio g(t) é limitada por |g(t)] < Me=(F=Mt e sendo B > u, é
absolutamente integravel e também de quadrado integravel. E claro entdo que a férmula de Mellin
(13.8) é essencialmente uma férmula de inversdao de Fourier (que nds apenas provamos para fungoes

no espaco de Schwartz) no espaco de certas particulares fungoes em L'(R) N L2(R).

Uma ideia da demostragao. Queremos provar que, assumindo que o teorema de Fubini permita
mudar a ordem de integragao,

Q—o0 2

. dw
: iw(t—s)
Qll—r>rloo oo (/_Q ¢ 277) gls) ds

lim ° sin(Qt — )

Q— o0 o 7T(t—8)

Q o
. ) d
g(t) = lim / e“’t/ e "% g(s) ds =
—Q —o0
oo Q

g(s)ds
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ou seja, que g = limg_, o, Sq * g (convolucdo na reta real), onde a familia das fung¢ées de Shannon
é definida por @)
1 sin(Qt
Sa (t) = ;
Lamentavelmente, apesar de ter integral constante igual a ffooo Sp(t)dt = 1 e de ser assimptoti-
camente concentrada na origem, a familia das Sq nao forma uma identidade aproximada quando
Q — oo. O problema é que as Sq(t) nao sdo uniformemente integraveis! De fato, Sq(t) ndo é
absolutamente integravel, a convergéncia do seu integral impréprio é apenas devida a cancelagoes
que dependem das oscilacoes do seno.
Precisaremos de condigoes locais sobre f(t), e de usar o lema de Riemann-Lebesgue. Condigoes
suficientes (mas ndo necessdrias!) para provar a férmula de inversao de Mellin sdo as seguintes:

Teorema 13.5. Seja f(t) uma funcgdo integrdvel de crescimento exponencial, e seja F(z) a sua
transformada de Laplace. Nos pontos t onde f(t) € Lipschitziana (por exemplo diferencidvel), o
valor de f(t) € dado pela férmula de Mellin (13.8).

Demonstrag¢ao. Seja t um ponto onde a fungao f(t) é Lipschitziana, i.e. onde

[f(t) = f(O)l < L|t' -]

se |t' — t| < 6 para todo 6 > 0 suficientemente pequeno e alguma constante L > 0. Fixado um tal
6 > 0, podemos escrever

(Sa*g)(t) —g(t) = /OO (g(t = 5) = g(t)) Sa(s) ds

— 00

:/|<5 (g(t—s5)—g(t)) SQ(S)CZS+/ (g(t —s) — g(t)) Sa(s)ds

|s|>8
Para estimar o segundo integral, observamos que

e PUTIf(t—s) — e Pf(H)

™8

(9(t —s) —g(t)) Sa(s) = sin(2s)

é o produto de uma fungéo absolutamente integravel na regiao |s| > § (lembre que g(t) é nula se
t <0, eigual a e Pt f(t) set > 0) vezes a funcio oscilante sin(Qt). Pelo lema de Riemann-Lebesgue
8.3, o limite do integral quando 2 — co é

lim (9(t —s) —g(t)) Sa(s)ds =0

Q— 00 |s|>6
Para estimar o primeiro integral, observamos que se |s| < ¢ entao

gt = 8) — g(0)] = [ PE) f(t ) — e f(1) + &) f(1) — e (1)
< [e= U9 | £t = 5) — FO)] + e~ P [P — 1] | (2)]
< PODL|s| 4 e Pt Ps||£(1)]
< PODL4|f(1)]) 5| < K |

onde K é uma constante que apenas depende de ¢, do valor |f(¢)| e da constante de Lipschitz L.
Portanto, o médulo do primeiro integral é limitado por

2eP0 K
¢ 5

1
/ e’ K |s||Sa(s)|ds < f/ P K|sin(Qs)| ds <
s|<s T J|s|<6s

Ao fazer depois o limite quando § — 0 temos o resultado. O

Use a férmula de Mellin (13.8) para calcular a transformada de Laplace inversa de F'(z) =
com a € R.

z—a’
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Inversao de transformadas meromorfas. Ao resolver equagoes diferenciais lineares com
coeficientes constantes, transformadas tipicas (chamadas “fungées de transferéncia”) sdo fungoes
racionais. Para esta classe de fungoes existe uma férmula mais simples para a transformada de
Laplace inversa, que mostra que a informagao significativa sobre f(t) estd nos polos e respetivos
residuos da transformada de Laplace F(z).

Teorema 13.6. Seja F(z) uma fungdo meromorfa, com um nimero finito de singularidades
P1,D2, - - - s Pn, holomorfa num semi-plano R(z) > p, e tal que M(R) := sup,, g |F(z)| — 0 quando
R — oo. Entao F(z) € a transfomada de Laplace de

f(t) = Z Res (e*'F(z), pk) (13.9)
k

Se sabemos “a priori” que F(z) é a transformada de Laplace de uma funcdo de crescimento
exponencial f(t), é claro que a férmula (13.9) é uma consequéncia da férmula de Mellin (13.8).
De fato, seja 8 > u, e consideramos o integral

1 B+iR

th d
57 ﬂ_iRe (z)dz

O caminho de integracao divide a bola Br(f) em duas metades B e BE, esquerda e direita,
cujas fronteiras sao formadas pelo préprio segmento vertical e por duas semi-circunferéncias Sy, e
S}, respetivamente. Os pélos de F(z) estdo a esquerda da linha R(z) = 3, e portanto dentro de
By se R ¢é suficientemente grande.

Pelo teorema dos residuos
1
i Do e F(2)dz = ZRes (e*'F(2), k)
R k
Se t > 0, o lema de Jordan 6.10 implica que o limite do integral fs* e F(2)dz quando R — oo
R
é nulo, e portanto
1ot t Lo t t
3 i e F(z)dz = %ngnoo . e F(z)dz = %Res (e*'F(2),pk) se t>0.

Por outro lado, sendo F'(z) holomorfa em R(z) > 3, o integral §6B§ e*'F(z)dz=0. Set <0,
o lema de Jordan 6.10 implica que o limite do integral fsj; e*! F(2)dz quando R — oo é nulo, e
portanto

1 [Btico

1
' F(z)dz = — lim e F(2)dz =0 se t<0.

21 J oo 2mi R—oo oB7;

No entanto, é possivel dar uma prova do teorema 13.6 que nao depende da férmula de Mellin.
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Demonstracdo. A soma dos residuos na féormula 13.9 é igual ao integral de contorno

7{ St F(C)de
[¢|I=R

ao longo de uma circunferéncia de raio R suficientemente grande. Seja 5 > u. A reta vertical
R(z) = B divide a bola de raio R em duas partes (se R é suficientemente grande), esquerda e
direita, cujas fronteiras orientadas denotamos por Sj e SE, respetivamente. Sendo os pélos de
F(z) na regiao R(z) < S, o candidato a fungao inversa é

1

= ¢ &t F(2)d
omi Jg. © (2)dz

f(t)
A sua transformada de Laplace num ponto com R(z) > 8 é portanto o limite

1 /T 1 T
lim 7/ e—ztjf et F(¢)d¢dt = — lim F(g)/ elc=2) tdtdc
0 = 2 Sx 0

T—oo 271 T3 T—00

L PO,

2mi Js- (—=z

Se z estd no interior de SE, ou seja, se R é suficientemente grande, podemos usar a féormula de
Cauchy e observar que

1 e .1 F(¢) 1 F(¢) 1 F(¢)
2w S};C—zdgMﬁ};(—zdg%i%g;(:—zchr%i S;C—zdc
_ 1 F(¢)
_—mﬂ{'_RCZdC—&—F(Z).

Pelas hipdteses sobre o crescimento de F'(z), o tltimo integral de linha é limitado por

L FQ R
i f i “<| SCEE R

quando R — oo. O

Use a férmula dos residuos (13.9) para calcular as transformadas de Lapalace inversas de

1 1 1

13.3 Funcao de transferéncia e resposta impulsiva

Funcao de transferéncia e resposta impulsiva. Seja L = D" +a,_1D" ' +---+a1D+aol
um operador diferencial linear com coeficientes constantes ap’s. As solugoes de uma equagio
diferencial ordindria linear homogénea (Lz)(t) = 0 s@o, se o polinémio carateristico P(z) = 2" +
An_12""1 + -+ a1z + ap do operador diferencial ndo tem rafzes repetidas, sobreposicoes de
exponenciais e***, onde as frequéncias complexas z;’s sao as raizes de P(z). Se o segundo membro,
uma forga externa f(¢), da equagdo diferencial ndo homogénea (Lz)(t) = f(t) é também uma
sobreposigao de exponenciais, entao € claro que uma solucao particular pode ser representada
como sobreposi¢ao z(t) = Y, Xpe™*, com certos coeficientes Xj. Isto sugere a ideia de procurar
solugdes num espago de combinacoes lineares de exponenciais. Os espaco das combinacoes finitas
sendo demasiado pequeno, podemos tentar combinacoes lineares “infintas”, ou seja, integrais. A
conjetura é portanto que a solucdo de (Lz)(t) = f(¢) é um integral

2(t) = - LX(z)ethz,

" 2mi
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onde a funcgdo X (z) generaliza os coeficientes, e v é um contorno no plano complexo. Se o integral
é o integral da férmula de Mellin (13.8), entdo X (z) é transformada de Laplace de z(t).
Assumimos que também o segundo membro f(¢) é um integral do género

Ft) = —— / Fz) e dz.

2mi

Se aplicamos o operador diferencial L, e derivamos dentro do integral, descobrimos que, pelo menos
formalmente, a equacao diferencial (Lx)(t) = (t) é equivalente a

1

2mi

1
P(z) X dz=— | F *d
A (2) X(2)e** dz 3 Z[{ (2)e*dz,

onde P(z) é o polinémio carateristico do operador diferencial L. Esta identidade sugere entao que
X (z) = F(z)/P(z). Ou seja, transformamos uma equagao diferencial no espaco dos tempos ¢ numa
equacao algébrica, logo muito mais simples, no espago das frequéncias complexas. E convenente
representar a “resposta”’ do sistema ao “imput” F(z) como um produto

| X(2) = F(2) H(2)|

da forga F'(z) vezes um fator

chamado fun¢do de transferéncia do sistema. De acordo com a férmula (13.4), o produto
F(z) H(z), traduzido no espago dos tempos, determina uma resposta z(t) na forma de um produto

de convolugao
1
t) = — yetdz = h(t —
)= 57 [ FOHE " b = / F(s) it~ 5)

uma média pesada dos valores da forga f(s) entre o instante inicial s = 0 e o instante final s = ¢.

O peso
1 t
=— [ H(z)e*" dz
27 ),

é chamado resposta impusiva do sistema, e é tudo o que um engenheiro deve saber sobre um
operador diferencial L para calcular as solugoes das equagdes (Lx)(t) = f(t).

Equacgoes lineares de segunda ordem. Consideramos uma EDO linear de segunda ordem
&+ ad+ Pr = f(t).

onde a forca f(t) é uma funcdo causal. Se F = [T e f(t)dt é a transformada de Laplace
de f(t), entdo a transformada de Laplace X (z fo e~ ?t f(t) dt da solugao z(t) com condigdes
iniciais triviais 2(0) = 0 e £(0) = 0 satisfaz a equagao algebrlca P(z) X(z) = F(z) onde P(z) =
22 +az+ 3 é o polinémio caracteristico do operador diferencial linear L = D? +aD 4+ 3. A funcédo
de transferéncia ¢é o quociente

1 1
P(z) 22+4+az+8

e a resposta impulsiva é a sua transformada de Laplace inversa, ou seja, uma funcgao h(t) tal que

H(z) = /O T et hw) di

Portanto, X(z) = H(z) F(z), e a resposta do sistema pode ser representada como o produto de
convolugao x = h * f, ou seja,

z(t) = /0 h(t—7) f(1)dr
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Mostre que a resposta impulsiva h(t) é a solugdo da equacdo homogénea & + ai + fr = 0
com condigdo inicial h(0) =0 e h(0) = 1.

Mostre que a resposta impulsiva h(t) é a solucao da equacao diferencial & + az + Sz = 4(t)
com condigao inicial trivial.

Resolva, usando a transformada de Laplace, os seguintes problemas de Cauchy:
t+x=0 comz(0)=1
i+z=—e comz(0)=+2
Z+4x =3t com z(0)=0e 2(0) =2
&—2&+5x=0 comz(0)=-1ex(0)=2
F—4t+4r=0 comz(0)=0ex(0)=1
t+x=1 comz(0)=0
Z4+4r=1 comz(0)=0ex(0)=0
F+2c=t—[t] comz(0)=0e(0)=0
E4+2+5x=3(t—t)) comaz(0)=0ex(0)=1
F+mr=3(1—uy(t) comaz(0)=1ex(0)=0
Oscilagoes. Considere as equagoes das oscilacdes forcadas e das oscilacdes forcadas amortecidas
j+wig=f(t) e  {+2aq+ug=f(1).

Determine a fungao de transferéncia e a resposta impulsiva dos dois sistemas.

Determine a solugdo do problema de Cauchy com condigao inicial ¢(0) = go e ¢(0) = vy,
quando a forga é

f) = foo(t —to)  f(t) = four,(t)  f(t) = Jfo(I —u(t))  f(£) = focos(vt).
Circuito RL. Considere a equacao
LI+RI=V,

que descreve a corrente I(¢) num circuito RL alimentado com tensao V' (t).
Determine a funcao de transferéncia do circuito.

Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante e
igual a Vj, é desligado no instante ¢ty > 0, dada uma corrente inicial (lei de Ohm) I(0) = Vy/R.

Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante ¢ty > 0 e fornece uma tensao
constante V' (t) = Vouy, (t) ou alternada V' (t) = Vouy, (t) sin(wt), dada uma corrente inicial nula.

Circuito RCL. Considere a equacao
Li+Ri+ Z1=V
O - )
que descreve a corrente I(¢) num circuito RLC alimentado com tensao V' (t).

Determine a fungao de transferéncia do circuito e uma férmula integral para a corrente [ (1),
dada uma corrente inicial 1(0) =0 e I(0) = 0.
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Determine a corrente quando o gerador, que inicialmente fornece uma tensao constante e
igual a Vj, é desligado no instante ¢y > 0, dada uma corrente inicial estaciondria 1(0) = Vy/R e
I(0) =0. .

Determine a corrente quando o gerador é ligado no instante ¢ty > 0 e fornece uma tensao
constante V (t) = Vouy, (t) ou alternada V() = Vouy, (¢) sin(wt), dada uma corrente inicial 7(0) = 0
e I(0) = 0.

Injegoes. A quantidade de medicamento que circula no sangue de um paciente decresce segundo
o modelo exponencial # = —f8x, com § > 0. Uma inje¢gao com dose a > 0 no instante 7 é idealizada
como sendo um impulso instantaneo ad,(t), e portanto

&= —Px+ad-(t).

Determine a quantidade de medicamento z(t) que circula no sangue de um paciente que
recebe uma série de injegoes nos instantes 0 < t; < to < --- < t,, com doses T1,To,...,Tn,
respectivamente, dada uma quantidade inicial 2(0) = 0.

Impedancia complexa. A resposta estaciondria (ou seja, para tempos grandes) de um circuito
elétrico alimentado com tensao “harmonica” com intensidade V; e frequéncia w, idealizado mate-
maticamente por uma tensao complexa V() = Vpe'? (fisicamente, por exemplo pela parte real
Vo cos(wt)) é uma corrente também harmonica e do mesmo periodo, mas possivelmente desfasada,
I(t) = Iye'“'=%) | onde ¢ é uma fase. O quociente
_V) _ W

It o
que nao depende do tempo, é chamado impedancia complexa do circuito. Assim, a resposta do
circuito, por quanto complexo (mas linear!), é descrita por uma “lei de Ohm” V(t) = Z - I(t), e é
determinada apenas por um ntimero complexo, um valor absoluto |Z| = V4 /Iy, chamado reatdncia,
e uma fase .

Se o circuito é formado por apenas uma resisténcia R, entdo a lei de Ohm V = RI diz que a
sua impedancia é real e igual a

ip

Zrn=R

Se o circuito é formado por apenas uma bobina de indutancia L, entao a lei V = LI implica que
Voet =iwL Ipe “* | e portanto a sua impedéancia é puramente imagindria

ZL =iwlL

e a sua fase 6 ¢ = 7/2. Finalmente, se o circuito é formado por apenas uma capacidade
de capacitancia C, entdo a lei V = I/C implica que iwVpe™! = (Iy/C)e™!, e portanto a sua
impedancia é também puramente imaginaria

1
wC
e a sua fase é —7/2. A linearidade da equagdo de um circuito RLC implica que a sua impedancia
é uma soma Z = Zr + Z;, + Z¢. Mais em geral, se uns circuitos de impedancia Z1, Zs, Z3 estao
em séries, entao o circuito resultante tem impedancia Zy + Z> + Z3 + .... Por outro lado, se uns
circuitos de impedéncia Z;, Z5, Z3 estao em paralelo, entao o circuito resultante tem impedéncia
Ztalquel/Z=1/Z14+1/Zy+1/Z5+....

Também interessante é a poténcia P = VI dissipada pelo circuito, ou melhor a sua média (P)
calculada ao longo de um perfodo T' = 27 /w. Neste cdlculo é necessario usar as quantidades fisicas,
ou seja, as partes reais dos exponenciais complexos, os cosenos. Entao a poténcia instantinea é
P(t) = (VE/]Z|) cos(wt) cos(wt — ), e a sua média é

Zo =

Em particular, a poténcia dissipada é méxima quando ¢ = 0 (por exemplo, apenas uma re-
sisténcia), e é nula quando ¢ = £7/2 (por exemplo, apenas uma bobina ou una capacidade).
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13.4 Teoremas abelianos e tauberianos

Teoremas abelianos e tauberianos. A transformada de Laplace F(z) é uma “suavizacao”
de uma fungao f(t), assim como o operador de Abel suaviza uma séries > a,, ao produzir uma série
de poténcias > anz™. Se f(t) é limitada, é natural esperar uma relagdo entre o integral impréprio
fo t) dt e a extensao analitica da transformada de Laplace F'(z), holomorfa no semi-plano direito
R(z) > O na reta critica ®(z) = 0. O teorema de Abel 3.11 generaliza como

Teorema 13.7. Seja f(t) uma fungao seccionalmente continua e limitada. Se existe o integral
imprdprio [;° f(t)dt = «, entdo a transformada de Laplace F(z) = [ e~ f(t)dt, definida no
semi-plano direito R(z) > 0, admite o limite

lim F(z) =

z—0t

Demonstra¢do. A menos de uma translacdo, podemos assumir que o = fooo f(t) =0. Seja g(t) =

fo s)ds a primitiva de f(t) que vale zero na origem. Sendo o = 0, temos que lim;_, o, g(t) = 0
e portanto g(t) é hmltada ou seja, |g(t)] < M. Em particular, a sua transformada de Laplace
fo et g(t)dt é também definida no semi-plano R(z) > 0. Uma integragao por partes

mostra que
b b
F(z) = lim e *t f(t)dt = lim (g(b)e_Zb —g(0)e™*) + z/ e g(t)dt = 2G(2)
0

b—oo Jo b—oo

Podemos portanto representar F'(z) como soma

Flz) = 2 /0 e gty dt 42 /b T et gt dt

e estimar
A <lel [ gl el [ et o)
Seja € > 0 arbitrario. Como lim;,~ ¢(t) = 0, existe b > 1 tao grande que |g(t)| < ¢ quando
t > b. Entao, se |z| < 1,

2| [ et g(t)|dt <elz|e PP <o
b

Por outro lado,
|z\/ )| dt < |z|bM < ¢

se também |z| < e/bM. O

Calcule a transformada de Laplace da fungao de Shannon sinc(t) =
quando z — 07, e deduza o valor do integral impréprio

t
/ sin dt
0 t

Teoremas Tauberianos para transformada de Laplace. O teorema de Tauber 3.12 admite
uma série de generalizagoes, devidas a Hardy, Littlewood, Wiener, Ikehara, ...Nesta secao ilus-
tramos a versao do teorema para transformada de Laplace, utilizada por Newman?®® para dar uma
demonstracdo “simples” do teorema dos mimeros primos, que diz que a cardinalidade 7(x) dos
primos p < x é assimptotica a z/ log .

33D.J. Newman, Simple analytic proof of the prime number theorem, Amer. Math. Monthly 87 (1980), 693-696.
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Teorema 13.8. Seja F(z fo e *t f(t)dt, com z no semi-plano direito R(z) > 0, a trans-
formada de Laplace da fungao seccionalmente continua e limitada f(t). Se F(z) extende a uma
fungdo holomorfa num aberto que contem o semi-plano fechado R(z) > 0 (ou seja, se o0s seu pdlos
tém parte real negativa), entao o integral inprdéprio fooo f(t)dt é convergente e € igual ao valor da
transformada de Laplace na origem, i.e.

/Ooo F(t)dt = F(0).

Demonstragdo. A primeira observagéo é que é suficiente provar o teorema no caso em que F(0) =
0. De fato, se F(0) = «, podemos considerar a fungao g(t) = f(t) — ae —t cuja transformada

de Laplace ¢ G(z) = F(z) — 257 no semi-plano R(z) > 0. Entao IS 9(t)dt = 0 é equivalente a
fo t)dt = a (e as condigaoes do teorema sao igualmente satisfeitas para as duas fungoes).

Assumlmos portanto que F(z) = 0. Para T > 0, as fungoes

T
Fr(2) ::/O e f(t)dt

séo inteiras (por ser integrais definidos de fungoes inteiras dependentes de um parédmetro), e valem
fo t) dt na origem. O que temos que provar é portanto que

lim Fr(0) = F(0)=0

T—o0

De acordo com Newman, dado R > 0, definimos a funcao inteira

Ner (2) =e (1 + }Z;)

O produto Frp(z) Nrr é uma fungao inteira, em particular holomorfa em qualquer disco Br(0).
Logo, pela féormula de Cauchy,

1 dz
Fr(0) = 2 P Fr(z) Nrr (2) ~
R

onde Sp = 9BRr(0) é a circunferéncia de raio R centrada da origem. Por outro lado, pelas
hip6teses o teorema, o produto F(Z) Ngrr(z) é holomorfo num aberto que contem o semi-plano
fechado R(z) > 0, e portanto no hemi-disco direito B, = Br(0) N { R(z) > 0}, cuja fronteira
é a reunido da semi-circunferéncia direita S} = Sr(0) N { R(z) > 0} e o segmento vertical
L :=[-iR,iR]. Sendo F(0) = 0, o produto F(z) Ng (%) /z tem uma singulariade removivel na
origem. Pelo teorema de Cauchy

1 dz 1 dz 1 dz
0= — F(z)N, = — F(z)N —_ 4 — F(z) N
Gl . (2) Nrr(z) — Y = omi s (2) Nr,r(2) ~ t o - (2) Npr(2) — .

Portanto, podemos representar a diferenca entre Fr(0) e F/(z) = 0 como soma dos integrais

Fr0) = 5= [ () - F)Nar() E v = [ ) Nea( E
. Sn . Sr (13.10)
+ % . F( )NRJ“(Z) ?

onde Sp é a semi-circunferéncia esquerda Sr(0) N { RN(z) < 0} . Estimamos estes trés integrais
separadamente.

Na circunferéncia Sg, onde z = Re?, o produto da funcdo de Newman Ng () vezes 1/z é
limitado por

(13.11)

‘NR,T (Z)l‘ < eTRC039 l e—i@ +ei0 < eTRcosQ 2|C0S9|

R - R
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Pela hipétese, a funcdo f(t) é limitada, ou seja, existe M > 0 tal que |f(t)] < M para todo
t > 0. Portanto, se z = Re'? e R(z) > 0,

o0 oo M
/ efzt f(t) dt‘ < M/ |efzt| di = efTRcose
T

T Rcosf

[Fr(z) — F(2)| =

Entéo, sendo 7R o comprimento da semi-circunferéncia, o primeiro integral da (13.10) é limitado
por

1 dz M
o [ (Frlo) = FE) Nara) T | < (13.12)
2mi Js+ z R
Por outro lado, se z = Re? e R(z) < 0, entdo
H— - M TRcos 0
F = i) dt| < M T dt = =——e "7
Pral = | [ e o <M [ et = o

Usando mais uma vez a (13.11) temos que também o segundo integral da (13.10) é limitado por

27t Jo—
R

Parametrizando o terceiro integral por z = it, com —R < t < R, observamos que é dado por

1 dz 1 (B , 2\ dt
— F(2) N A F@it) et (1- — ) =
2ri Jp, () Nrr(z) — =55 n (it) e ( R2> ¢
1 (B .
=— [ Gg(t)e'tat
27T ~R

onde Gg(t) := F(it)(1 — t*/R?) /it é o valor da funcao F(z)(1 + 2?/R?)/z quando z = it est4 no
eixo imaginario. Sendo esta uma fung¢ao holomorfa numa vizinhanca de Lg, portanto infinitamente
diferencidvel, existe uma constante Cr > 0 (que depende apenas de R) tal que

IGr(t)| <Cr e IGR(D)] < Cr

para todo |t| < R. Integrando por partes,

R R
/ Gr(t) e dt = L (GR(R)eiTR — Gr(=R)e " + / Gr(t)e™ dt)
_R T R

vemos que

R ; 1
| / Ggr(t)eTtdt| = = (2Cr + 2RCR)
R T

Portanto, o terceiro integral na (13.10) é limitado por

1 /LR F(z) NR,T(Z) %

2mi

Kgr
< = 13.14

onde Kp = 2CRr(1 + R)/2m é uma constante que apenas depende de R.
Pelas (13.12), (13.13) e (13.14),
2M  Kpg
Fr(0)] < — + —=
()] < S +
Para cada £ > 0, podemos escolher primeiro R tao grande que 2M/R < €/2, e depois T tao grande
que Kr/T < ¢/2, assim que |Fr(0)| < e. Isto prova que limy_,o, Fr(0) = 0. O
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(espago dos tempos t > 0, com |f(t)| < MeH?t)

Ft) = 55 [T et P(2) dz

—100

(espago das frequéncias z, com R(z) > p)

F(z) = J;" e (1) dt

(linearidade)

(homotetias no espago dos tempos)

(translagoes no tempo, retardo)

(translagoes na frequéncia)

(fungdes periddicas)

(convolugao)

(integragao no tempo)

(integracao na frequéncia)

(derivagao no tempo)

Af(t) + ng(t)
f(xt)
ft=7)u(t —7)
e f(t)
ft+T) = f(t)
Jo F(M)g(t = 7)dr

AF(5) + pG(s)
LF(s/2)

T F(s)
F(s+a)
T fy e () de
F(5)G(s)

L1F(s)

[° F(s)ds
sF(s) - £(0)
s2F(s) — s£(0) = 1(0)

7091 FE(s) — $17(0) — .. — FED(0)

(derivacao na frequéncia) (—1)ntnf(t) F(n) (8)
(salto unitério em 7 > 0) ur(t) = u(t —7) e;”
(impulso unitdrio em 7 > 0) 0-(t) =d6(t—71) e "
(poténcias inteiras) tm Sy?%

(outras poténcias, g > 0) A %

(crescimento/decaimento exponencial) ext s—la

(poténcias com decaimento) e~atn W

(poténcias com decaimento retardadas) e—o(t=7) (t —7)"u(t — 1) ﬁ

(coseno e seno) eiwt — cos(wt) + isin(wt) sjiw = s2iw2 + iSZiwz

(coseno e seno hiperbélicos)

(oscilagdes amortecidas)

cosh(f8t) e sinh(ft)

e~ teiwt = e~ (cos(wt) + i sin(wt))

32552 e 82532

statiw s+a —|—Z w
(sta)?+w? = (sta)?+w? (s+a)?+w?
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14 Avaliacao assimptotica de integrais

A resoluc@o de muitos problemas de fisica-matemadtica (solugdes de equagdes diferenciais, transfor-
madas de Fourier e Laplace, ...) conduz & necessidade de estimar integrais do género

L) = /g(z) e MG gz

onde v é um caminho no plano complexo (por exemplo, um intervalo da reta real) e f e g sdo
fungoes dadas, reais ou complexas. os integrais sao, na maioria das vezes, impossiveis de calcular
exatamente. Tipicamente estamos interessados em grandes valores de A, ou melhor na assimptdtica
da funcdo L(\) quando A — co.

Expansao assimptética. Uma notagdo conveniente é a seguinte. Dadas duas fungoes f(A) e
g()), dependentes de uma varidvel real A num intervalo suficientemente grande em torno do co e
diferentes de zero, dizemos que
) ~g(d)

se imy 00 f(A)/g(A) = 1 E claro que esta é ma relacio simétrica. Pode ser considerada uma
informacao 1til sobre, por exemplo, f(\) quando g(\) é uma fungio “mais simples/compreensivel”
(como um polindémio, um quase-polinémio, uma fungéo racional, ...). Entdo, g()) é dita ezpansao
assimptdtica de f(N).

Mais 1til pode ser uma estimacao do erro do género

fa)=a) (1+0( 5 )

Propagadores ou integrais de Feynman. FEm mecanica quantica ou em teoria dos campos,
por exemplo quando o integral é um “propagador”

0 2 7
<q/‘6_itH/h|q> ~ / e—it%—&-iqﬁ—f‘zp dp
—0o0
o parametro A é o inverso da “constante de Planck” A. O limite quando i — 0 corresponde ao

“limite semi-classico”.

Funcoes de particao. Em mecanica estatistica, por exempo quando o integral é uma funcao de

particao
Z(B) = Ze_’BE” ~ /e_’BE(“) dx

o pardmetro é 8 = 1/kT, o inverso da temperatura absoluta vezes a constante de Boltzmann. O
limite quando 8 — oo corresponde a temperaturas préximas do zero absoluto.

14.1 Foérmula de Laplace

Integrais de Laplace. Quando o argumento do exponencial é uma fungao real o integral

b
/g(w)e"\f(””) dx

é dito integral de Laplace. E claro que quando \ é grande o integral tende a selecionar os valores
menores de f(z).
Assumimos que f(z) e g(z) sejam suficientemente regulares, por exemplo, infinitamente dife-
rencidveis, e que f(x) assume um tnico minimo global num ponto xy no interior do intervalo (a, b).
A menos de uma translagao, podemos assumir que g = 0, onde o minimo é f(0) = m e a segunda
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derivada é ¢ := f”(0) > 0. Entdo podemos considerar a aproximagio f(z) ~ m + %cx2 numa

vizinhanca de raio € > 0 suficientemente pequeno em torno de 0, e estimar

b € 1
/ g(z)e M@ dy ~ efmk/ e e g(x) dzx

—€

—mA\ ‘ 7l>\cr2
~e ™ g(O)/ e 2 dx

—€

o0 1
~ e—m)\ g(O)/ efiAch dr
—o0

V2T
Ve
onde, no 1ltimo passo, calculamos o integral gaussiano completo.

Estes passos podem ser justificados rigorosamente, e os erros estimados. O resultado é a seguinte
férmula assimptética de Laplace >*.

=e "™ g(0)

Teorema 14.1 (Laplace). Se f(z) assume um minimo absoluto em um unico ponto xy € (a,b),
onde f'(xo) =0 e f"(x9) > 0, entdo

b
/ g(z) e M@ dp = ¢~ (z0) (C’/\ﬁ—&- (’)(1/)\))

quando A — oo, onde a constante C' ¢é

0= var 4T
f//(xo)
Demonstragdo. Podemos assumir que zg = 0. Sejam m = f(0) e f/(0) = ¢ > 0. A estimacao
inicial, em que substituimos f(z) —m com a parte quadratica cz?/2 num pequeno intervalo em
torno de 0, pode ser justificada usando uma mudanga de varigvel tal que f(z) —m = %cyQ. Sendo
f(z) = m = Jcz?(1 + O(x)), basta definir y = z/2(f(z) — m)/cz?, e observar que entdo y =
2y/1+ O(z) = x + O(2?). Consequentemente, x +— y(z) é um difeomorfismo de uma vizinhanga
suficientemente pequena de 0, com derivada dy/dz(0) = 1, e inversa y — x(y) tal que z(y) =
y + O(y?). Entao podemos estimar

¢ 1

b ot
[ o@ e o= [ g e do—em [ B gaty) dy

a [ —€

onde 0+ = y~!(4e) (sendo J_ negativo e 4 positivo) e e é suficientemente pequeno. O erro
introduzido neste primeiro passo é composto pelos integrais

5 b
/ g(m)e)‘f(x) dx e / g(x)e)‘f(x) dz ,
a

5y
Nestas regides, f(x) é superior ou igual a algum M > m, e portanto a soma dos mddulos destes
integrais é limitada por e=*™ vezes o integral f; |g(x)| dz. Assim, o erro é da ordem de O(e ~*M).
No segundo passo, usamos a aproximagao linear g(x(y)) ~ g(0)+O(y), e portanto introduzimos

um erro da ordem de e~ vezes o integral
€ 1 2
—5Acy
/ e 27 |yl dy.
—E&

A substituicdo t = y? mostra que este integral é limitado por 2/\¢, logo da ordem de O(1/\).
No terceiro passo, substituimos o integral Gaussiano completo ao integral no intervalo (—¢, ).
O erro introduzido é da ordem de e~™* vezes o dobro do integral

o 71)\02
e 27°%Y dy.
€

E elementar verificar que este integral é da ordem O(e™P*) para algum p > c£2/2 > 0. O

34P.S. Laplace, Essai philosophique sur les probabilités , Oeuvres complétes 7, Gauthier-Villars, 1886.
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Em particular, em primeira ordem a férmula de Laplace diz que

’ 9(xo)
/ g(x) e @) dy ~ om S22 7M@) \~1/2 (14.1)
a [ (o)

Método do “steepest descent”. Em geral, se f(z) e g(z) sdo fungdes holomorfas, a ideia de
Riemann®® e de Debye®® é usar o teorema de Cauchy para deformar o contorno de integracdo até
poder aplicar o teorema de Laplace (ou seja, encontrar um contorno onde a parte imagindria de
f(2) seja constante e onde a parte real assuma um minimo absoluto).

Aproximagao de Stirling. A fun¢do Gama é definida pelo integral impréprio
o0
[(2) := / et ldt (14.2)
0

no semi-plano direito (z) > 0 do plano complexo. Uma integracdo por partes mostra que a fungao

Gama satisfaz a equagao funcional
N(z+1)=2-T'(z)

com condigao inicial T'(1) = 1. Isto significa que T" extende o factorial, ou seja, que
P(n+1)=n!

sen =0,1,2,3,.... A mudanca de varidvel t = nx no integral que calcula n! mostra que
oo
n! = nn+1/ e—n(x—logz) dr .
0

O minimo da fungao f(x) = x — logx no intervalo (0,00) é o ponto z = 1, onde f(1) = f”(1) = 1.
A férmula de Laplace (14.1) implica a aprozimac¢ao/férmula de Stirling

’ nl ~ \/%n”e*”‘

quando n — oo. Ou seja, n! cresce como exp((n+ 1/2)Inn — n).

Mostre (por exemplo, usando a substituicio u = v/t no integral (14.2)), que
r/2)=vr
e calcule I'(3/2).

Mostre, usando a mudanca de varidvel x = t", que se n > 3

/Ooe_t"dtzl“ ntl
0 n

Estime o valor do integral

/2
/ e)\cosif dt
—m/2

35B. Riemann, Sullo svolgimento del quoziente di due serie ipergeometriche in frazione continua infinita. Unpu-
plished note, 1863.

36p. Debye, Niherungsformeln fiir die Zylinderfunktionen fiir groBe Werte des Arguments und unbeschriankt
verdnderliche Werte des Index, Mathematische Annalen 67 (1909), 535-558.

quando A — oo.
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14.2 Integrais oscilatérios e principio da fase estacionaria

Integrais oscilatérios. Quando o argumento do exponencial é imaginario puro, podemos pensar
que é da forma i Ap(x) com @(x) real, uma “fase”, e o integral correspondente (dito de tipo Fourier)

b
/ a(z) e dg (14.3)

é “oscilatério”. A funcdo a(x) representa uma “amplitude”. E conveniente tratar o caso de
amplitudes no espago de Schwartz ou, melhor, no espago das funcdes teste D(R) = C°(R), as
fungoes infinitamente diferencidvel com suporte compacto (e neste caso podemos assumir que os
limites de integragao sao +00).

Cancelagées. Um caso trivial é uma fase constante, por exemplo p(z) = 1. Entao o integral é
simplesmente e** vezes o integral [a(z)dz da amplitude a(z) (que assumimos integravel!). Em
particular, o seu médulo ¢é limitado pela norma |[ja||; := [ |a(z)|dz.

Se a fase é linear, por exemplo p(z) = x, entdo o integral é a transformada de Fourier

o0
/ a(x) e dx = (Fa)())
— 00
da amplitude a(x). Pelo lema de Riemann-Lebesgue 8.3, (Fa)(A) = 0 quando A — oo. De fato,

se a amplitude é uma fungao teste a € C°(R), entdo a sua transformada de Fourier decai mais
réapido de qualquer poténcia, ou seja, é (Fa)(\) = O(A™™) para todo n > 0 quando A — oo (isto
significa que para todo n > 0 o seu médulo é limitado por |(Fa)(A)| < CA™", onde a constante
C = Cy,n depende das primeiras n derivadas de a(z)). Mas uma fungdo é praticamente linear
numa vizinhanca de um ponto que nao é critico. Uma integracao por partes mostra que se ¢’ é
diferente de zero no suporte (compacto) de a(x), entao

o0 . o0

/ a(z)e??®) dy = %/ (a(z) /¢’ (x)) @) dg
— 00

— 0o

Iterando, temos o

Teorema 14.2 (principio da fase ndo-estacionaria). Sejam ¢ € C*(R) e a € C°(R). Se p(z) nao
tem pontos criticos no suporte de a(x), entio para todo n >0

/ a(z) e?@) dg = O(A™)

quando A — o0.

Principio da fase estacionaria. De acordo com o principio da fase nao-estaciondria 14.2,
esperamos que os os contributos principais ao integral oscilatério (14.3) sejam devidos aos pontos
criticos de ¢(x), os pontos onde a fase é “estaciondria”. Numa vizinhanca de um ponto critico, que
podemos assumir ser zo = 0, onde a fase ¢ () ~ ¢(0) + Fcz? com ¢ = [¢”(0)|, podemos estimar

c €
/ CL(.Z‘)@“‘AP(E) dx ~ a(O) e“\so(()) / e:l:i)\c.rz/2 dx

—e
~ a(0) e \/2/c / e g

O dltimo integral é essencialmente um integral de Fresnel (calculado em (4.13))

/E e:i:iA.rZ de ~ /OO eﬂ,\.ﬁ/h dr — \/me:tiw/4

—€

—E
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E possivel provar, como no caso dos integrais tipo Laplace (que diferem destes por uma rotagao de
Wick), que os erros introduzidos por estas aproximagoes sdo pequenos comparados com a ordem
de grandeza assimptética calculada ~ A\~'/2. O resultado é o

Teorema 14.3 (principio da fase estaciondria). Se a amplitude a(z) tem suporte compacto e se a
fase p(x) admite um dnico ponto critico nao degenerado xy no suporte de a(x), entdo

/00 a(x) @) dg ~ O (@) \71/2

quando A — oo, onde a constante C € dada por
a(Zo) +imw/4
C=V2r —=—¢
" (o)

e + denota o sinal de ©" (x0).

Assimptotica das fungoes de Bessel. Uma aplicagao tipica é a assimptdtica quando x — oo
da funcao de Bessel Jy(z), que resolve a equagao diferencial

zy +y+axy=0

E possivel mostrar (por exemplo, usando a técnica da transformada de Laplace) que Jo(z) é dada
pelo integral oscilatorio

1 7\'/2
Jo(z) = 7/ cos(x cos §) df

™ J—x/2

O principio da fase estacionaria 14.3 implica que

2 cos(z — 7/4)

Jo(x) ~ \/\%

quando x — oo.

14.3 Aproximacgao semi-classica

Uma das aplicagoes fisicas mais importantes do principio da fase estacionaria é ao estudo da
aproximagao semi-classica da mecanica quantica.

Solucoes semi-classicas da equacao de Schrodinger. O problema é calcular os niveis de
energia F, e possivelmente as solugoes aproximadas, da equagdo de Schrodinger estacionaria

h2
— 5"+ V(@)Y = By (14.4)

para a funccao de onda t(z), onde x é uma varidvel real espacial. O parametro pequeno ¢é a
constante de Planck reduzida i = h/27, e a expetativa é que se as solucgoes sejam proximas das
trajetérias cldssicas.

A particula livre, em um potencial nulo (ou constante), tem solugdes oscilantes proporcionais a

Yy (z) = AetPe/h,

com momento p = /2m(FE — V) e V < E. Outras solugbes sao ilimitadas, logo néo fisicas.

Consideramos agora um potencial V(z) cuja variagdo é lenta se comparada com o comprimento
de onda % /p (e portanto nao tratamos configura¢oes com momento pequeno). assumimos também
que o potencial cresce V(z) — oo quando |z| — oo, assim que as trajetdrias cldssicas com qualquer
energia F sdo confinadas numa regido limitada onde V' (z) < E.
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O exemplo bésico ¢ o oscilador harménico, com potencial V (z) = kx?/2. A strajetérias cldssicas
com energia positiva sao elipses no espago de fases, definidas pelos conjuntos de nivel da energia
E = p?/2m + wq?/2, e o movimento tem frequéncia w = \/k/m.

A ideia principal é fazer a “conjetura” (os aleméaes dizem ansatz, e os ingleses educated guess)

Y(x) = Az) "

onde S(x) e Ax) sdo umas fase e uma amplitude varidvelis. Ao substituir a express ao da segunda
derivada )
i
h

na equagao de Schrodinger (14.4), e ao separar a parte real da parte imagindria, deduzimos que
a fase e a amplitude satisfazem as duas equagoes

'L/}N _ (A”—l— (2A/S/+AS//) _ ;AS/2> es/h.

"

(8 =2m(E—-V)+ h?AI e 2A'S" + AS" =0

A aprozimacdo semi-cldssica, também chamada aprozimacio WKB 37 3% 39 consiste em ficar

com a primeira ordem em £, logo desprezar o termo de ordem h?. Se definimos o momento local
p(z) == £/ 2m(E — V(z))
obtemos a equagdo de Hamilton-Jacobi (também chamada equacdo eikonal)
(8")? = p? (14.5)

pela fase, e a equagdo de transporte (homogénea)

1d
25'A'+ §"A = < — (8"A?*) =0 (14.6)

pela amplitude, onde a derivada da fase é uma velocidade. Naturalmente, a aproximacao é razoavel
se h2A" /A < p?, ou seja, se a amplitude A(z) varia sensivelmente apenas em intervalos grandes
se comparados co o comprimento de onda local h/p.

A equagao eikonal (14.5) diz que o incremento da fase de uma particula que viaja com energia
FE do ponto gy ao ponto varidvel ¢ é dado pela a¢do, o integral

(uma notagdo correta deve incluir a posigao inicial gg e o valor da energia F, naturalmente).
A equacgdo de transporte (14.6), juntamente com a eikonal, entdo implica que o produto pA2
é constante, portanto que a amplitude da funcao de onda é inversamente proporcional a raiz
quadrada do momento local. Assim,

C i
V) = iz (14.7)

para alguma constante de normalizacdo C, que faz a probablidade total [ [¢(q)|*dg = 1.

A “geometria simplética” (uma drea exotérica e lindissima da fisica-matemdtica contemporédnea,
motivada exatamente por este género de questdes) interpreta estes dados, fase a amplitude da
fungao de onda semi-cléssica, como uma “sub-variedade lagrangiana projetavel” do espaco da fases
e uma “meia-densidade” definida nela que é invariante pelo fluxo cldssico, respetivamente.

37G. Wentzel, Eine Verallgemeinerung der Quantenbedingungen fiir die Zwecke der Wellenmechanik, Zeitschrift
fiir Physik 38 (1926), 518-529.

38H.A. Kramers, Wellenmechanik und halbzihlige Quantisierung, Zeitschrift fir Physik 39 (1926), 828-840.

39L. Brillouin, La mécanique ondulatoire de Schrédinger: une méthode générale de resolution par approximations
successives, Comptes Rendus de I’Academie des Sciences 183 (1926), 24-26.
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Indice de Maslov e quantizagao semi-classica Os cdlculo feitos até agora falham nos pontos
de virada da trajetéria classica, os pontos ¢+ onde F =V, e onde o momento se anula e portanto
A" /A nao é desprezdvel comparado com o comprimento de onda local.

V&) P

Como observado por Maslov *°, esta singularidade é s6 aparente, no sentido em que a trajetéria
classica é tao regular como em quaquer outro instante. O que acontece é que apenas estamos a
olhar para a coordenada errada no espago de fases, que é erfeitamente simétrico nas coordenadas ¢
e p (a menos de um sinal). Se observamos a trajetéria usando o momento, os pontos de viragem sao
pontos regulares de p(t). A passagem da representacdo da posi¢do a representacdo do momento, e
vice-versa, é feita pela transformada de Fourier e a sua inversa, de acordo com

b(p) = \/%/ib(q) e ~ira/h dq e ¥(q) = \/% /@(p)e ipa/h gy,

A ideia de Maslov é ent ao a seguinte: passar a representagdo do momento logo antes do ponto de
virada, e voltar a representacao da posicao logo depois do ponto de virada. Calcular a transformada
de Fourier de (14.7) apenas antes do ponto de virada ¢_, por exemplo o ponto B da figura, significa
calcular o integral oscilatério

—~ C 1
i)~ e | POIE

O ponto estaciondrio da fase é a solugao de S’(q) — p = 0, e neste ponto ¢ a segunda derivada
da fase é S”(q) = p'(¢) < 0, pois p decresce quando ¢ cresce ao longo da trajetdria cléssica. De
acordo com o principio da fase estaciondria 14.3, com A = 1/, o integral é assimptético a

e (8(@)=ra) gq

- C ; .
LY i(S()-pa) —in/4
va() @) @2 ne

A fase desta func@o de onda é portanto a transformada de Legendre da agao, definida por

5*(p) == sup (pq — S(q))
q
A constante de normalizagdo da fungdo de onda é dividida pela raiz quadrada de p(q)p'(q) =
%(pZ)’ (¢), proporcional a V'(q), que é diferente de zero numa vizinhanga do ponto de virada. Uma
vez passado ¢_, podemos voltar a representacdo da posigao, por exemplo no ponto A da figura.
isto significa calcular a trasformada de Fourier inversa

+(pq—S*(p)) —in/4 4
¥(9) 27Th/p @iz < e p

Mas este é o mesmo ¢’ alculo que acabamos de fazer, a menos de substituir (¢,p) — (—p,q). O
resultado é o
Uala) = Sy RS il
[p(a)['/2
porque a transformada de Legendre é uma involugao (é a sua prépria inversa), o sinal da fase
¢ 8”(p) = —¢'(p) < 0 numa vizinhanga de A, e p'(q) ¢ (p) = 1. Finalmente, descobrimos que ao

40y P. Maslov, Théorie des Perturbations et Métodes Asymptotiques, Paris, 1972.
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passar um ponto de virada a funcdo de onda ganha uma fase —7/2. Como uma trajetéria classica
fechada em dimensao dois tem exatamente m = 2 pontos de virada, a fase semiclassica deve
ganhar uma fase —mn/2 = —7 em cada volta. Mas uma fungido de onda tem apenas um valor,
independentemente do nimero de voltas que imaginamos fazer. Isto significa que o incremento
—mm /2 que calculamos deve ser compensado pelo incremento da fase, a acdo S = % § pdq, ao
longo de cada revolugao. Consequentemente, a funcdo de onda (14.7) deve satisfazer a condi¢do

de quantiza¢ao semi-cldssica
j{pdq =h (n + %)

onde n é um inteiro e m é um inteiro par, chamado indice de Maslov da trajetéria periddica
(que em dimensao dois é m = 2). O integral de linha, o valor da agéo ao longo de uma trajetéria
classica periddica, é a drea limitada pela o6rbita fechada no espago de fases. Assim, a condigao de
quantizacao diz que esta drea deve ser igual, em unidades de Planck, a um inteiro mais uma “fase
topoldgia” m/4.

Energia do oscilador harmonico quantico  No caso do oscilador harménico, é facil calcular
que a drea limitada por uma érbita fechada de energia E no espago de fases é 2rF /w. Consequen-
temente, os niveis de energia do oscilador sao quantizados de acordo com

1

Misteriosamente, apesar de todas as aproximacoes e ingenuidades feitas nestes cdlculos, estes sao
mesmo os niveis de energia do verdadeiro oscilador harménico quantico!
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