szt Andlise Complexa e de Fourier s

1° teste

Ne O ENGFIS
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.....................................................................................

Instrugdes: responda e justifique brevemente as suas respostas nesta folha;
se necessario, utilize uma folha de exame para apresentar mais calculos.

1. (1 valor) Calcule /144
V2e™/BTET) com k= 0,1

2. (1 valor) Resolva e™* =4
z = —in/2 4+ 2miZ

3. (1 walor) Verifique se a fungéo f(x +iy) = e ¥ (icosx — sinx) é holomorfa.

A fungdo f(z) é holomorfa, sendo f(2) = ie'?.

4. (1 valor) Determine e esboce a imagem f(R) do retangulo

R={z+iyeC : 0<z<l, 0<y<m/2}

z

pela fungao holomorfa f(z) = e .
A imagem f(R) é o conjunto do plano definido em coordenadas polares por 1/e <r <1le —7/2 <6 <0

5. (2 valores) Determine o disco de convergéncia da seguinte série de poténcias, e, se possivel,
uma expressao compacta para a fungao holomorfa que define:

oo
Z2n

on

n=0

0 2n
z 2
no disco |z| < V2.

2 =52

n=0

— ezt

6. (2 valores) Calcule o seguinte integral de contorno, onde v é a curva definida por z(t)

comt e [0,7/2] .
/ idz.
4 Z

1
/ —dz=—1.
Jy 2

7. (2 valores) Determine a série de Taylor em torno de p = ¢, e o seu disco de convergéncia, de

fo) =1

se |z —1| < 1.



8. (2 valores) Determine as possiveis expansoes em série de Laurent centradas em 0 da fungao

1
Z) = —5——.
&)= 22
X 1 2., .4
fR)= 5 +1+22+2" 4. se 0 < |z] < 1.
z
¢ R R T
f(z):_?l_;_;_ﬁ_”' se |z| > 1.

9. (2 valores) Determine e classifique as singularidade isoladas da fungao

2?sin(1/z)
22—-2

f(z) =
As singularidades isoladas sao dois pélos simples em 4+/2, e uma singularidade essencial em 0.
10. (2 wvalores) Calcule o integral de contorno

7{ 2% sin(1/2) i
|z]=1

22 -2

ﬂ\:l % de = 2mi (1 ~ V2 sin (1/\5)) .

11. (2 valores) Calcule o integral

2 1
——df
/0 2 + cos(f) d

27 1
/ . 4=
Jo 24 cos(9)

Sly

12. (2 wvalores) Calcule o integral
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Instrugdes: responda e justifique brevemente as suas respostas nesta folha;
se necessario, utilize uma folha de exame para apresentar mais cdalculos.

1. (1 valor) A série de Fourier de uma fungéao integravel, periédica de periodo 27 e {mpar é uma
série de cosenos.

(O Verdadeiro () Falso

2. (1 valor) As solugoes estacionérias da equagdo do calor sao fungoes harménicas.
(O Verdadeiro () Falso

3. (1 wvalor) A parte imagindria de uma func¢ao holomorfa é uma fungao harménica.
(O Verdadeiro () Falso

4. (1 valor) A fungao
z—1
zZ) =
) z+1
define uma equivaléncia conforme entre o semi-plano superior H= {z € C : $(z) >0} eo
disco unitdrio D = {z € C : |z| < 1}.

(O Verdadeiro () Falso

5. (2 valores) Determine as solugdes separdveis e limitadas da equacao de Laplace

0%y 0%u

922 T ogr Y

para um campo escalar u(z,y) definido na regiao [0,7] x [0,00) com condigdes de fronteira
u(0,y) = u(r,y) = 0 para todo y > 0.

u(z,t) = e "Y sin(nz) .

6. (2 valores) Calcule a série de Fourier de senos da fungéo definida, no intervalo [0, 7], por

() = 0 selz—al>¢
PEZU1 se |z —a <e

onde a € (0,7) e € > 0 é suficientemente pequeno.

CRES

Z sin(na) sin(ne)

n

sin(nx) .

n=1

7. (2 valores) Determine a solugdo formal do problema da propagacao de calor

o _
ot ox2

no intervalo z € [0, 7], com condigoes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0, e condico inicial
u(z,0) = p(x) (definida no exercicio 6).

o0 . .
u(z,t) = 4 Z sin(na) sin(ne) et sin(nx) .
4 n=1 n



8. (2 wvalores) Calcule a transformada de Fourier inversa f(z) = [*_ F(£)e*™* d¢ da fungdo

F(g) = et e

com t > 0.
8*4”252’5 é a transformada de Fourier do nticleo do calor
1 2/,
Ht(l) _ —x“ /4t
4rt

9. (2 valores) Use a transformada de Fourier para determinar a solugéo formal da equagéo

ou 9%u B @

ot 0z Oz

.~ . . . — 2
na reta real x € R, com condi¢ao inicial u(z,0) = e™*".

Se u(z,t) = [77_ ¥ 4(¢, 1) dE, entdo

9~ 242 o e\
5 &) = —(4m7E" — 2mig)u(€, 1)
e portanto

(e, 1) = 2 e (g, 0).

2.2, , . ,
Mas e~ 477 €7t ¢ a transformada de Fourier do nicleo do calor

1 2
Hy(x) = NZv e w4t

~+

2.2, o e, . .
e portanto e 47 & tH2miEL & 5 transformada de Fourier de Hynt (z 4+ t). Finalmente,

u(:p,t):/ 67?’2 Hypi(z+t—y)dy.
J —oco

10. (2 valores) Calcule a transformada de Fourier da funcéo

@) = { e ge |z < 1/2

0 se |x| >1/2

~ o sin(m(§4 1))
floy = 2

11. (2 wvalores) Determine uma funcéo harménica conjugada de u(z,y) = e¥ sin(x).

v(z,y) = e¥ cos(x) .

12. (2 wvalores) Determine uma equivaléncia conforme f : Q3 — D entre terceiro quadrante, a
regido Q3 = {z € C : R(z) <0, J(z) < 0}, e o disco unitdrio D ={z € C : |z] < 1}.

22—

22 — 4

f(z) =



