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Resumo

This is not a book! These are notes written for personal use while preparing lectures on
“Analise Complexa” for students of FIS and MIENGFIS during the a.y.’s 2014/15, 2017/18
and 2018/19. They are rather informal and certainly contain mistakes (indeed, they are
constantly actualized). I tried to be as synthetic as I could, without missing the observations
that I consider important.

Most probably I will not lecture all I wrote, and did not write all I plan to lecture. So,
I included sketched or even empty paragraphs, about material that I think should/could be
lectured within the same course, given enough time.

References contain some introductory manuals that I like, some classics, books where I have
learnt things in the past century, recent books which I find interesting. Almost all material can
be found in the great series [SS03I, SS03II] by Stein and Shakarchi. More classical references
are Ahlfors and Rudin [Ah78, Ru87] for complex analysis, and [BDP92] for partial differential
equations. Good material and further references can easily be found in the web, for example
in Scholarpedia, in Wikipedia, or in the MIT OpenCoureWare.

Everything about the course may be found in my web pages

http://w3.math.uminho.pt/~scosentino/salteaching.html

The notation is as follows:

Black paragraphs form the main text.

e.g. means EXEMPLI GRATIA, that is, “for example”, and is used to introduce important
or (I hope!) interesting examples.

means “exercise”’, to be solved at home or in the classroom.

ref: means “references”, places where you can find and study what follows inside each
section.

Blue paragraphs deal with applications and ideas relevant in physics, engineering or other
sciences. They are the main reason why all this maths is worth studying for you.

Red paragraphs (mostly written in english) are more advanced or non trivial facts and
results which may be skipped in a first (and also second) reading.

O indicates the end of a proof.

Pictures were made with Grapher on my MacBook, or taken from Wikipedia, or produced
with Matlab or Mathematica®8 .

This work is licensed under a
Creative Commons Attribution-Noncommercial-ShareAlike 2.5 Portugal License.
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CONTEUDO 4

Notacoes

Nimeros. N := {1,2,3,...} denota o conjunto dos niimeros naturais, Ny := {0,1,2,3,...}
denota o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Z := {0,+1,+2,+3,...} denota o anel dos
nimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros racionais. R e C
sao os corpos dos numeors reais e complexos, respetivamente.

Notacao de Landau. Se f(t) e g(t) sao duas fungdes definidas numa vizinhanga do ponto
a € RU{+£ oo}, entdo

o f(t) =0O(g(t)) (“f is big-O of ¢”) quando ¢ — a quer dizer que existe uma constante C' > 0
tal que f(t) < C - g(t) para todos os ¢ numa vizinhanca de a,

o f(t) = o(g(t)) (“f is small-o of ¢”) quando ¢ — a quer dizer que o quociente f(t)/g(t) — 0
quando t — a.

o f(t) < g(t) (“f and g are within a bounded ratio”) quando ¢t — a quer dizer que f(t) =
O(g(t)) e g(t) = O(f(t)), ou seja, que existe uma constante C' > 0 tal que & - g(t) < f(t) <
C - g(t) para todos os t numa vizinhanga de a,

o f(x) ~ g(z) (“f and g are asymptotically equal”) quando t — a quer dizer que lim,_,, f(z)/g(z) =
1

Espago euclidiano. R"™ denota o espago Euclidiano de dimensao n. Fixada a base candnica

e; = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...), ..., €, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
x = (z1,Ta,...,Ty) =161 + To€2 + - + Tp€p
de coordenadas z; € R, com i = 1,2,...,n. Os pontos e as relativas coordenadas no plano

Fuclidiano ou no espago Euclidiano 3-dimensional sao também denotados, conforme a tradigao,
porr = (z,y) € R? our = (x,9,2) € R%.
O produto interno Euclidiano (-,-) : R™ x R™ — R é definido por

Xy =21Y1 +X2Y2 + -+ Tnln -

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* := Homg(R",R)
e o préprio R™: o valor da forma linear £ € (R™)* ~ R"™ no vetor x € R" é ({,x) =& - x.

A norma Euclidiana do vetor x € R™ é ||x|| := v/x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
x,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

d(xy) = x =yl = V(@1 —9)? + -+ (20— ya)?.

A bola aberta de centro a € R™ e raio r > 0 é o conjunto B,(a) := {x € R"s.t. |[x —al| <r}. Um
subconjunto A C R™ ¢é aberto em R"™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com ¢ > (0 suficientemente pequeno.

Caminhos. Se ¢t — x(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) € R™ é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferencidvel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco Euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

. dx .. d?x d3x
X = — X = — X = —

dt’ de2”’ des”’

4

Em particular, a primeira derivada v(¢) := x(t) é dita “velocidade”, a sua norma v(t) := ||v(¢)|| é
dita “velocidade escalar”, e a segunda derivada a(t) := %(t) é dita “aceleragao”.
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Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R™ — R definida num dominio X C R™.
Um campo vetorial é uma fungdo F : X C R" — RF, F(x) = (F1(x), F2(x), ..., Fi(x)), cujas
coordenadas F;(x) sdo k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X ¢ R® — R* no ponto x € X é a aplicacdo linear
dF(x) : R® — R tal que
F(x+v) = F(z) + dF(x) - v+ o(|v])

para todos os vetores v € R™ de norma ||v|| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F;/0x;(x)) € Matyx,(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X C R” — R no ponto x € X ¢é a forma linear du(x) : R" — R,

ou ou ou
du(x) := a—xl(x) dzy + aTcz(x) dzg +--- + T%(x) dz,
(onde dxy, o diferencial da fungéo coordenada x +— xy, é a forma linear que envia o vector v =
(v1,v2,...,0,) € R" em day - v := v). A derivada do campo escalar diferencidvel u: X C R® - R
na diregao do vetor v € R" (aplicado) no ponto x € X C R", é igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x +tv) . = du(x) - v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel u : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R” — R"
tal que
du(x) - v = (Vu(x),v)

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Algebra e geometria dos niimeros complexos

Very short history. Complex numbers were invented/discovered in the XVI century as a

“sophistic” device/trick to solve cubic equations like 2% + px + ¢ = 0. Today, they enter in

our formulation of most fundamental laws of Nature, as for example in the Schrédinger equation
oY h?

or in Feynman path integrals of quantum field theory

/ e!SH/m Dy
paths

1.1 Numeros complexos

O corpo dos niimeros complexos. O corpo dos nimeros complezos é C := R(i), onde i? = —1.
Ou seja, é o conjunto C ~ R? dos ntimeros/pontos z = x + iy ~ (z,y), com z,y € R, munido das
operagoes bindrias “soma’, definida por

(z1 +iy1) + (w2 + iy2) = (z1 + 22) +1 (Y1 + ¥2) (1.1)

(que corresponde & soma dos vetores 21 &~ (71,%1) € 22 ~ (z2,y2) do plano R?), e “multiplicacio”,
definida por
(z1+1iy1) - (z2 +iy2) = (2122 — y1y2) +i (T1y2 + T211) - (1.2)

Em particular, se i :=0+4-1 € C, entdo i -i = —1, ou seja, +i sdo (as unicas) “raizes quadradas
de —17. De fato (e esta é a origem das férmulas acima, que ndo devem ser decoradas!), somas e
multiplicagoes de nimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operacoes
entre nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo 4 - ¢ por —1.

O conjunto C, munido da operagado + definida em (1.1), é um grupo (abeliano) aditivo, cujo
elemento neutro é 0 := 0 + ¢0. Somar um numero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde
a uma translacdo no plano complexo C ~ R2.

Todo z = x + iy # 0 admite um inverso multiplicativo, um ndmero complexo 1/z tal que
z-(1/2)=(1/z) -z = 1, dado por

1 T ]

2 2t+y? 2ty

como é facil verificar (observe que se z # 0 entdao x? + y? > 0). De consequéncia, o conjunto

C* := C\{0}, munido da operagao - definida em (1.2), é um grupo (abeliano) multiplicativo, o
grupo multiplicativo dos nimeros complexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1 440 (o
significado geométrico da multiplicacdo deve esperar mais um pouco).
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Poténcias. As poténcias inteiras de um nimero complexo sio definidas por recorréncia: z"+! :=
z-2z" sen > 1, sendo 2 := 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sio definidas por
27" = (1/2)™.

Conjugagao. O conjugado de z = x + iy é

Z:=x—1y,

ou seja, a imagem do ponto z + iy ~ (z,y) pela reflexdo na reta y = 0 do plano R? ~ C. A
conjugacao respeita soma e produtos, ou seja, verifica

21+ 20 =721+ 29 e 2120 =21 %2

(a segunda identidade néo é 6bvia, mas um milagre que relaciona multiplicagdo e geometria do
plano). Observe também que a conjugagio é uma involucdo, ou seja, z = z.
Os ntimeros reais

x = R(z) ::Z+§ e y=S(2) ::z;if

2
sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = x + iy, respetivamente. Observe
que z = Z sse z é real, i.e. sse §(z) =0.

Moédulo. A conjugagdo permite definir N(z) := 2z = 2% +3?, que é um niimero real ndo-negativo
(o “médulo” de z no sentido da teoria de nimeros), e portanto o mddulo, ou wvalor absoluto, de

z=x+ 1y,
|z| :=V2Z = Va2 +y?

que é a norma euclidiana do vetor (z,y) € R?. Em particular, [2| = 0 sse z = 0. O valor absoluto
é multiplicativo, ou seja, |zw| = |z] |w|, e |z/w] = |z|/|w| se w # 0. O inverso multiplicativo de um
namero complexo z # 0 é entao

1/z=7%/|2|*.

Calcule

Q2+i3)+(B-i2) (1—i)-(2—4) (1+i)+(1—i)-(2—1i5)

Represente na forma z + iy os seguintes niimeros complexos

VI S
1+ 1+7 241

(1—1i3)2 @7 (2+0)?

Verifique que, na identificacio C ~ R? definida por = + iy ~ (z,y), o produto (a +ib)(z + iy)

é dado por
a —b\ [z
b a y

Em particular, se a 4+ ib # 0, entdo o produto é

Ny (cos9 —sin0> (z)

sinf  cosf y

onde tan® = b/a se a # 0, ou § = 7/2 se a = 0. Deduza que a multiplicacdo por a + ib # 0 é
invertivel, e determine uma férmula para a sua inversa.

Interprete, e prove, a seguinte identidade entre niimeros reais:

(a® + %) (c* + d?) = (ac — bd)?* + (ad + bc)? .
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Resolva as seguintes equagoes
22-2,42=0 224241=0

1.2 Representacao polar

Representacao polar. A representacio polar do nimero complexo z = x + iy ~ (x,y) € R? é

onde p = |z| = /22 + 3% > 0 é o mbdulo de z, § = arg(z) € R/27Z é um argumento de z, ou seja,
um angulo tal que x = pcos(f) e y = psin(f) (logo definido a menos de multiplos inteiros de 27),
e o niimero complexo e € S := {|z| = 1} é (provisoriamente) definido pela férmula de Euler

e := cos(#) +isin(f) . (1.3)

Pode ser ttil escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um nimero z o
tnico argumento que satisfaz Arg(z) € (—m, 7).

Interpretaciao geométrica da multiplicagido. Se z; = p1e't e 25 = poe®?, entdo as férmulas
de adicdo para seno e coseno mostram que

| 2122 = prpaci®: 10

e, se zg # 0,

A1 ﬂei(&*ez)
22 P2

Estas férmulas revelam o significado geométrico da multiplicacao entre ntimeros complexos. Uma
primeira consequéncia é que o inverso do ntimero complexo z = pe'?, com p > 0,6 271 = p~le .
Outra é que a multiplicacdo por z = pe’? # 0, no plano C ~ R?, ou seja, a transformacao w — zw,
corresponde a uma homotetia w — pw de razéo |z| = p > 0 (uma dilatagdo ou contragao se p # 1)
e uma rotacdo w — e*?w de um angulo §. Em particular, a multiplicacdo por um niimero complexo
de médulo um, ou seja, da forma e, corresponde a uma rotacdo. Por exemplo, a multiplicacdo
por i = e'™/2 é uma “raiz quadrada’ da rotacio z — ez = —z de um angulo 7, i.e. uma rotacio
de um angulo /2.

Raizes. Sen =1,2,3,..., entdo cada nimero complexo w # 0 possui n raizes n-ésimas, i.e. n
numeros complexos z que resolvem
2t =w.

De fato, as raizes n-ésimas de w = pe’?, com p # 0, sdo os niimeros
2 = Wez(eJrQﬂ’k)/n

comk=0,1,2,...,n—1. Os pontos z; formam os vértices de um poligono regular de n lados,
inscrito na circunferéncia de raio {/p e centro 0. Em particular, os ntimeros complexos

Ck: — ei2ﬂ'k/n

)

com k =0,1,2,...,n—1, que resolvem ()™ = 1 e portanto pertencem a circunferéncia unitria,
sao chamados raizes n-ésimas da unidade. Observe que ¢, = (¢1)¥, onde ¢; = €?™/™ é uma raiz
“primitiva”.

Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:

—1 1—1 1414
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Use a representacao polar e a férmula de Euler (1.3) para provar a férmula de de Moivre
(cos(#) + isin())" = cos(n) + isin(nf) .

Deduza as férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

Verifique que o conjugado de z = pe’? é Z = pe=*.

Calcule

eiTr efiﬂ'/Q \/; /—i /1 Ty %
Resolva as equacoes z° = 1, 2° = 1 e 23 = 81.

Verifique que (142 + 22 + -+ 4+ 2")(1 — 2z) = 1 — 2! e portanto, se z # 1,
1— gt

Itz4+22+ 42" =
1—2

Considere z = ¢ com 6 # 277 e real, calcule a parte real e deduza

1 + cos(0) + cos(26) + - - - + cos(nb) = % + W

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1) entao

l+w+w?+wd+ ...+ 1 =0.

1.3 Geometria elementar

Desigualdades. E evidente que a parte real e a parte imaginaria de um nimero complexo sao
limitadas pelo médulo, i.e.

“ll<RE <) e -l <S() < (14)

Por outro lado, um célculo direto mostra que |z + w|? = |z|> + |w|? + 2R(2w). Usando as (1.4),
deduzimos a desigualdade do triangulo

[z +wl < 2] + | (1.5)

Norma e métrica euclidiana. A desigualdade do tridngulo diz que |z| é uma norma, e portanto
d(z,w) := |z — w|

é uma métrica no plano complexo. Ou seja, é positiva quando z # w, nula sse z = w, e satisfaz a
desigualdade do triangulo
dist(z, w) < dist(z, p) + dist(p, w) .

De fato, como ja observado, é a métrica euclidiana de C =~ R2, definida pelo produto escalar
euclidiano ((z,y), (¢/,y')) = za’ + yy’ = N(z2').

Diga quando valem as igualdades nas (1.4) e (1.5).

Mostre que
|2+ wl® + |2 —w* =2 (]2 + [w]?)
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Prove a desigualdade
|z —w| = ||z] — fw]|

Seja ||2||0o := max{|R(z)[, |S(2)}. Mostre que

l2lloo < 121 < V2|2l (1.6)

Discos e bolas. O disco (ou bola) aberto de raio r > 0 e centro p € C é
D,(p)={2€C tq. |[z—p|<r}.
Particularmente importante é o disco unitdrio D := D;(0), formado pelos nimeros complexos de
médulo |z] < 1.
Esboce os lugares do plano definidos pelas seguintes equacoes ou desigualdades:

|z —i] =2 0<R(z) <1 3(z) >0 4/z=7%

|z —i| > |z +1] lz—1+]|z+1]=3 lz4+1—|z—1=1

Mostre que se z € D,(p), entdo D,/ (z) C D,(p) se r’ < r — dist(z, p).

Circunferéncias. A circunferéncia (ou circulo) C,(a) de centro a € C e raio p > 0 é o lugar dos
pontos que satisfazem |z — a| = p. Ao calcular os quadrados, temos (z — a)(Z — @) = p?, ou seja,

2Z—az—az+b=0. (1.7)

onde b := |a|?> — p? € R. Por exemplo, a circunferéncia unitaria S := C;(0) ¢ definida pela equagio
cartesiana |z|? = 1.

Retas. A equagio paramétrica de uma reta passando pelo ponto p € C com velocidade v € C*
é z(t) = p+vt, com ¢t € R. Ao resolver para t, a condigdo “t real” traduz-se I((z — p)/v) = 0.
Portanto, uma reta no pano complexo C ~ R? pode ser definida por uma equacdo cartesiana da
forma S(az + ) = 0, onde a = 1/v € C* e f§ = —p/v € C sdo parametros complexos. Uma

equacao cartesiana da reta é portanto
az+az+b=0, (1.8)
onde a = —a/i = iv/|v|> € C* e b = 23(B) € R. Por exemplo, umas equagoes cartesianas do
eixo real R e do eixo imagindrio iR sao z —Z = 0 e z + Z = 0, respetivamente.
Determine uma equagao cartesiana da reta que passa por zg = 1+¢ com velocidade v = 2 —i.

Determine uma equagao cartesiana da circunferéncia de centro 1 + i e raio 3.

Mostre que a equagao R ((z —a)/(z — b)) = 0 define uma circunferéncia cujo didmetro é o
segmento entre a e b.

1.4 Sucessoes e limites

Sucessoes. Uma sucessdo/sequéncia com valores complexos é uma funcao z : N — C, ou seja

b b
uma cole¢ao (2, )nen de nimeros complexos z, € C, indexados (portanto ordenados) por um inteiro
positivo n € N. Podemos pensar que o indice n é um “tempo”, e portanto o n-ésimo termo z, ¢ o
valor de um “observavel” z no instante n.
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Limites. A sucessao (z,) converge para o limite a € C, notagio lim,,_,~ 2, = a ou simplesmente
2, — a (subentendido, quando n — 00), se para cada “precisdo” € > 0 existe um tempo 7 tal que

|zn, —a] <€

para todos os tempos n > 7. Isto significa que os valores z,, estao numa vizinhanga arbitrariamente
pequena de a desde que o tempo n seja suficientemente grande. E claro, pelas desigualdades (1.6),
que a sucessao (z,), com z, = &, + iy,, converge para a + ib sse as duas sucessoes reais (x,) e
(yn) convergem para a e b, respetivamente.

Limites infinitos. A sucessdo (z,) ¢é limitada se existe M < oo tal que |z,| < M para todos
os n. Também é util dizer que z,, — oo quando, para cada K > 0, existe um tempo 7 tal que
|xn| > K se n > 7.

Dé um exemplo de uma sucessao nao limitada que nao tem limite infinito.

Subsucessées. Uma subsucessdo de (2, )nez é¢ uma sucessao (z,, )icz obtida selecionando apenas
os valores z,,, sendo i — n; uma funcao crescente N — N. A propriedade importante de C (ou dos
espagos euclidianos R™) é o seguinte

Teorema 1.1 (Bolzano-Weierstrass). Toda a sucessao limitada admite uma subsucessdo conver-
gente.

Sucessoes fundamentais. Uma sucessao (z,) é dita fundamental, ou sucessio de Cauchy, se
para cada precisao € > 0 existe um tempo n tal que

|2n — 2m| < €

para todos os tempos n,m > 7. E evidente que uma sucessdo convergente é fundamental (um ar-
gumento triangular, pois z, e z,, estdo e-préximos do limite se n e m sdo suficientemente grandes).
Um argumento triangular também mostra que uma sucessao fundamental que admite uma subsu-
cessao convergente é convergente. As sucessoes fundamentais sdo claramente limitadas, portanto,
pelo teorema de Bolzano-Weiestrass 1.1,

Teorema 1.2 (teste de Cauchy). Toda a sucessao fundamental em C (ou em R™) é convergente.

Isto quer dizer que pode ser possivel decidir se uma sucessao é convergente sem conhecer o seu
limite! Em geral, a convergéncia das sucessoes fundamentais é usada como definicao da completude
(sequencial) de um espago métrico.

e.g. Progressao geométrica. A sucessao mais importante é a progressdo geometrica, definida
pela lei recursiva
Zn4+1 = >\Zn

e uma condicao inicial zg = a. Os seus termos sao proporcionais aos termos da série com condi¢ao
inicial @ = 1, que sao

zo=1 z1= A 20 = A2 Zn = A"

O parametro A é chamado razdo, sendo o quociente z,y1/z, entre dois termos sucessivos. A
progressao geométrica (A") converge para zero quando |A| < 1. E constante, logo trivialmente
convergente, quando A = 1, e oscila entre +1 quando A = —1. E til também observar que
[A"| = oo quando |A| > 1. O comportamento de z, = A" para outros valores de A € S é mais
delicado, e depende da racionalidade do argumento de A = 27 _ .

Mostre que a progressao aritmética z, = a+ bn nao é limitada, e portanto nao é convergente,

quando b # 0.
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A sucessdo z, = *™" com « racional (ou seja, @ = p/q com p € Z e q € N), é convergente?
E se «a é irracional?

Mostre que, se z = x + iy, entao

n— oo

VA n .
lim (1 + 7) — e®e
n
(calcule os limites do valor absoluto e do argumento separadamente)

1.5 Esfera de Riemann

Esfera de Riemann. Acontece que é1til acrescentar um ponto chamado oo ao plano complexo,
e definir a esfera de Riemann como sendo a reunido C := C U {oo}. A ideia/motivagao é fazer
com que uma sequéncia de pontos z, € C com valores absolutos |z,| crescentes e ilimitados seja
convergente com lim, . 2, = oo. Para fazer isto, podemos “colar” ao plano complexo usual
Up =~ C, com coordenada z, um outro plano complexo U, ~ C, com coordenada w, declarando
que w =1/zse z# 0e w # 0. O ponto z = co da esfera de Riemann corresponde portanto ao
ponto w = 0 da segunda “carta” Ux.
Um modelo mais concreto da esfera de Riemann é a esfera unitaria

§% = {(e1,02,03) €R® tuq. af +af+af=1}

no espaco euclidiano R3. A correspondéncia S? ~ C é definida da maneira seguinte. O “pélo norte”

N = (0,0, 1) representa o ponto co. Cada outro ponto (z1, s, z3) € S?\{N} é identificado a um
ponto z = z + iy do plano complexo C ~ {(z,y,0)} C R? por meio da “projecdo estereogrifica”
7 : S?\{N} — C: o ponto z = m(x1,22,23) é a intersecao da reta passando por N e (x1,xa,3)
com o plano {z3 = 0}. O resultado é que a projegao etereografica (x1,z2,x3) — z é dada por

1ty

1—933

De consequéncia, a inversa 7! : z = x + iy — (21, x2, x3) é dada por
b ) )

2z 2 IREIRE!
TTITRE T IR BT REEsL

Uma circunferéncia na esfera de Riemann C ~ S? é uma itersecio C = S N P da esfera
S? = {22 + 2% + 22 = 1} C R? com um plano P = {a121 + asx2 + azr3 = ¢} C R3 (se ¢ = 0 é uma
circunferéncia méaxima, e se az = ¢ passa pelo p6lo norte). A sua imagem 7(C') C C pela projegao
estereogrifica é uma circunferéncia do plano (caso genérico) ou uma reta (se ag = ¢). Assim, é
natural chamar genericamente “circunferéncias” as circunferéncias e as retas de C.

Verifique as formulas da projecao estereografica.

Verifique que a projecao estereografica envia circunferéncias de S? em circunferéncias ou retas
de C.

Projective line. A more abstract model for the Riemann sphere is the projective (complex) line,
which is the space of complex lines in the complex vector space C2, namely the quotient space

P! = (C2\{0}) / C*

of non-zero points (29, z1) € C?\{0} modulo the equivalence relation (zq, 21) ~ (A2, A21) if A € C*.
The class of (zg, 21), i.e. the complex line through (0,0) and (2o, 21), is traditionally denoted by
[20,21], and 2y and z; are then said “homogeneous coordinates” of the point [zg, 21] € P!. One
recovers the usual coordinates on C ~ C U {co} setting z := z/2; in the open set Uy ~ C C C
where z; # 0, and w := 21/29 = 1/2 in the open set U; ~ (C* U {oo}) C C where 2 # 0. Clearly,
both Uy ~ C and U; ~ C, and their intersection is Uy N U; = C\{0, 0o}.
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2 Funcgoes holomorfas

Funcgoes complexas. O objetivo é compreender certas classes de fungoes f : Q@ — C, definidas
em dominios 2 C C ou C. Estas fun¢des podem ser consideradas “campos” f(x + iy) = u(z,y) +
iv(x,y), com duas componentes reais, u(z,y) e v(x,y), que dependem de duas varidveis reais, z
e y. Também podem ser consideradas “transformacoes” z — w = f(2), que enviam regides do
plano onde vive z em regitdes do plano onde vive w. A noc¢ao de continuidade é equivalente ao caso
do plano euclidiano R2. Por outro lado, a nocao crucial de “derivada complexa”, apesar da sua
simplicidade, é a origem de uma série de milagres.

2.1 Topologia elementar

Abertos e fechados Um subconjunto A C C (ou, em geral, de um espago métrico, como por
exemplo R, ou C ~ S?) é aberto se é vazio ou se cada seu ponto p é centro de um disco D,.(p) (em
geral, bola) contido em A. A familia A dos abertos é chamada “topologia” (induzida pela métrica),
e verifica as seguintes propriedades: o conjunto vazio () e o préprio C sao abertos; uma reuniao
(arbitréria) de abertos é um aberto; a intersecao de dois (ou de um nimero finito de) abertos é
um aberto. Estas propriedades podem ser usadas como “definicao” de topologia, sem passar por
uma métrica. Em geral, os abertos de um subconjunto arbitrario D C C sao as intersegoes AN D
de D com os abertos A C C.

Um subconjunto F' C C é fechado se o seu complementar C\F' é aberto. Assim, a familia F
dos fechados satisfaz as propriedades duais: o conjunto vazio () e o préprio C sao fechados; uma
intersecao de fechados é um fechado; a reuniao de dois (ou de um nimero finito de) fechados é um
fechado.

Um subconjunto arbitrério S C C divide o plano em trés subconjuntos disjuntos (alguns dos
quais podem ser vazios): o interior int(S), que é o maior aberto contido em S (ou seja, p € int(S)
se existe € > 0 tal que D.(p) C 5), o exterior ext(S) := int(C\S5), e a fronteira 95 := C\(int(S) U
ext(S)). Em particular, p € 95 se todo o disco D,(p) contém pontos de S e do seu complementar
C\S. A reunido S := int(S) U 88, que é um conjunto fechado, é chamada aderéncia, ou fecho, se
S. Um ponto p € S se todo o disco D,(p) contém pontos de S.

Uma vizinhanga do ponto p € C é um conjunto U que contém um disco D,(p) suficientemente
pequeno centrado em p (por exemplo, um aberto que contém p).

Limites e continuidade Seja f: D — C uma fungado definida numa regiago D C C. Se p € D,
entdo lim,_,, f(2) = a (“o limite de f quando z tende para p existe e é igual a ) quer dizer
que para cada € > 0 existe § > 0 tal que se 0 < |z — p| < ¢ entdo |f(z) — o] < e. A funcéo
f é continua em p se lim,_,, f(z) = f(p), ou seja, se para cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que
f(Ds(p)) € De(f(p))- A funcdo f é continua se é continua em todos os pontos do seu dominio.
A nocao de continuidade é independente da métrica particular usada para definir os abertos. De
fato, é imediato verificar que uma fungao F : D — C é continua sse a imagem inversa f~!(A) de
cada aberto A C C é um aberto em D.

Conexos e regioes Um aberto A C C é conero se ndo é uma reunido disjunta de dois abertos
nao-vazios. Equivalentemente, se cada dois pontos «, 3 € A, pode ser unidos por uma curva
contida em A, uma funcdo continua v : [0,1] — A tal que v(0) = a e (1) = S (de fato, v pode
ser escolhida diferencidvel). Por exemplo, um aberto convexo, i.e. tal que se o, € A entdo
z(t) = (1 —t)a+tB € A para todo o t € [0,1], é conexo. Um aberto arbitrdrio D é uma reunido
disjunta D = U; D; de abertos conexos D;, chamados componentes conexas. A componente conexa
de um ponto p € D sendo o conjunto dos pontos p’ € D que podem ser unidos a p por uma curva
contida em D.

Uma regido é um subconjunto nao-vazio, aberto e conexo 2 C C. As regides do plano C, ou da
esfera de Riemann C, sdo os dominios naturais das fungdes que queremos compreender.

Compactos Um subconjunto K C C (ou de um espago métrico) é compacto se toda a cobertura
aberta K C U, A, (i.e. formada por abertos A,’s) admite uma subcobertura finita K C U ; A,,
(i.e. formada por um nimero finito dos A,’s). E evidente que a imagem f(K) de um compacto
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K C D por uma func¢ao continua f : D — C é um compacto. Acontece que os compactos de C (ou
de R™) s@o os subconjuntos fechado e limitados (i.e. contidos num disco Dg(0) suficientemente
grande). Em particular,

Teorema 2.1 (Weierstrass). Uma funcao continua f : K — R definida num compacto K ¢é
limitada, e atinge o seuw mdzrimo e o seu minimo.

Uma funcao f : D — C é uniformemente continua se para todo o € > 0 existe um ¢ > 0 tal que
If(z) = f(z")] <eselz—2| <.

Teorema 2.2 (Cantor). Uma funcdo continua f : K — C definida num compacto K é uniforme-
mente continua.

2.2 Funcgoes holomorfas

Funcgoes afins. As fungoes complexas mais simples correspondem as operagoes de corpo. Sao as
translagoes f(z) = z+ a e as homotetias (complexas) f(z) = Az. Podem ser combinadas para dar
origem as fungoes/transformagies afins

f(z)=Xz+a, (2.1)

com parametros a, A € C. Se A € C* (i.e. se f ndo é constante!), a transformagdo w = Az + « é
uma bije¢io do plano complexo, cuja inversa é a transformacgio afim z = (w — ) /. Se definimos
f(00) := o0, entdo é também uma bijecio da esfera de Riemann, que fixa o “polo norte” oo. E
claro que a composigao de duas transformagoes afins é ainda uma transformacao afim. O conjunto
Aff(C) das transformagoes afins invertiveis, munido da lei “composi¢ao”, forma portanto um grupo,
chamado grupo afim complexo.

Sejam f(z) = Az + a e g(z) = pz + B duas transformacoes afins invertivies. Calcule as
composigoes fog e go f. Descreva a lei de composigao do grupo Aff(C), parametrizado por
A€ C* eaeC comoem (2.1) (os mateméticos dizem que Aff(C) é o produto “semi-direto” do
grupo multiplicativo C* que age sobre o grupo aditivo C, denotado por C* x C).

Determine os pontos fixos de f(z) = Az + a, ou seja, os pontos p € C tais que f(p) = p.

Esboce a sequéncia das imagens de um ponto z # 0 (ou outra figura no plano complexo) pelas
iteradas da homotetia f(z) = Az, ou seja, as transformacoes fo fo---ofou f~tof lo...of71,
quando |A| # 1 ou quando |A| = 1.

Derivada complexa. Uma funcao f : U C C — C, definida numa vizinhanca U de p € C, é
derivdvel em p se existe o limite

f'(p) == lim w, (2.2)

z—0 z

ou seja, se existe um nimero complexo A = f/(p), dito derivada de f em p, tal que numa vizinhanca
de p podemos aproximar a funcdo com uma funcao afim

flp+2)~a+ Az,

com o = f(p), a menos de um “erro” e(z) := f(p+ z) — a — Az que é “infinitésimo”, i.e. satisfaz
lim, 0 e(z)/z = 0. Em particular, uma funcao derivével em p é continua em p.
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Funcgoes holomorfas. Uma funcdo f: Q — C, definida numa regido €2 C C do plano complexo,
é dita holomorfa se admite a derivada em todos os pontos p € €. E dita inteira quando o dominio
¢ Q = C. E também ttil dizer que f é holomorfa num dominio D C C, nao necessariamente aberto,
se é holomorfa numa vizinhanga aberta de D.

Os pontos onde f'(p) =0, i.e. onde f(p+ z) = a + o(2), sdo chamados pontos criticos de f.

A definicao de derivada complexa é formalmente igual & definicdo de derivada real, logo todas as
regras de derivagdo usuais continuam validas. Em particular, combinagdes lineares af (z) 4+ 8g(z)
de fungoes holomorfas sdo holomorfas, e tém derivadas af’(z) + S¢’(z). Portanto, o espago O(1)
das fungoes holomorfas definidas numa regiao €2 é um espaco linear complexo. Também produtos
(pontuais) f(z)g(z) de fungdes holomorfas sao holomorfos, a derivada sendo dada pela regra de
Leibniz f'(2)g(z) + f(2)g'(2), e portanto O() é um anel. Se f € O(Q), entdo g(z) = 1/f(z) é
holomorfa em §2 exceto nos pontos p onde f(p) = 0, chamados zeros da fungao f, e a sua derivada
é g'(z) = —f'(2)/f(2)?. Composicoes f(g(z)) de fungdes holomorfas sio também holomorfas, e a
derivada é dada pela regra da cadeia f'(g(2)g’(2).

Teorema 2.3. Uma fungao f € O(D) com derivada nula f'(p) = 0 em todos os pontos de uma
regido D C C € constante.

Demonstracao. Cada dois pontos «, 8 € D podem ser unidos por um caminho diferenciavel ~ :
[0,1] — D. A derivada da composigio f oy é f'(v(¢t))¥(t) = 0 para todos os tempos t, e portanto

fla) = f(2(0)) = f(v(1)) = f(B). O

Condicgoes de Cauchy-Riemann. O limite em (2.2) deve ser independente da diregao escolhida
para fazer z — 0. Em particular, podemos escolher z = € ou z = ie, com £ — 0 e real. Entdo uma
fungéo holomorfa f(z), pensada como uma fungéo f(z +iy) = f(z,y) de duas varidveis reais, = e
y, verifica as condi¢oes de Cauchy-Riemann

of _.of

Se f(x +iy) = u(x,y) + iv(z,y), com u e v fungdes reais, entdo a equagdo (2.3) é equivalente as
duas equacgoes diferenciais

ou Ov ou ov
i 87y 37/ =-5 (2.4)

Sejam O e 0 os operadores diferenciais definidos por

N A
2\ 0z Zay 2\ 0z l@y

Formalmente, pensando em z e Z como coordenadas do plano z-y, definidas pelas mudancas de
coordenadas © = (2 +%)/2 e y = (2 — Z)/2i, o operador d pode ser interpretado como sendo o
operador 9/9z = (9x/0z) 80z + (0y/0z) d/dy , e o operador d pode ser interpretado como sendo
o operador 0/0%z = (0x/0%) 0/0x + (0y/0%) 0/Jy. As condigdes de Cauchy-Riemann (2.3) podem

ser escritas

Moralmente, uma fungao holomorfa é uma fungao que apenas depende de z e nao de Z.

Teorema 2.4. Se u(w,y) e v(x,y) sio fungoes reais de classe C* numa regidgo Q C R?> ~ C que
satisfazem as condig¢oes de Cauchy-Riemann (2.3) ou (2.4), entdo f(x + iy) := u(z,y) +iv(z,y)
€ uma funcao holomorfa em €.

Verifique se as seguintes fungdes sdo holomorfas, determine possiveis dominios, e calcule as
derivadas f'(z), f"(z), ..

fe)=2  fle)=%2 [f(x)=2" f(z)=1

f(z) =1/z fz+iy) = 23 — 3zy® +i(32%y — ) f(z) =R(2)
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Verifique que a fungdo “exponencial”, definida por
e® :=¢e” (cos(y) + isin(y))
é inteira.

Mostre que f(z) é holomorfa sse f(Z) é holomorfa.

Mostre que se uma fungao holomorfa tem valores reais (i.e. (f(z)) = 0), ou imaginérios
puros (i.e. R(f(z)) =0), ou tem mdédulo constante (i.e. |f(z)] = ¢), entdo tem derivada f' =0, e
portanto é localmente constante

Transformagées conformes. A matriz Jacobiana J = (Jacf)(p) de uma funcao diferencidvel
f:Q cR? = R? num ponto p € ) é uma matriz real 2 x 2, com 4 entradas independentes, que
representa a parte linear de f(p +v) — f(p), i-e.

flp+v) = f(p)+J-v+o(]]).

As condigbes de Cauchy-Riemann (2.3) dizem que a matriz Jacobiana de uma func¢ao holomorfa
depende apenas de 2 niimeros reais, pois representa a multiplicagido pelo niimero complexo f/(p) =
pe'? logo é da forma J = (¢ 7?), onde a = du/dx(p) e b = Ov/dx(p). Se p ndo é um ponto critico

de f, entdo p? = a? + b? = det(J) > 0, e portanto a parte linear de f é

cosf) —sinf
J_p(sin6 cos0>_pR0’

uma rotacdo Ry € SO(2,R) seguida por uma homotetia nao trivial z — pz. Em particular, f
envia pequenos circulos & volta de p em pequenos circulos & volta de f(p) (e nao elipses como uma
transformacao linear genérical), e preserva os angulos entre as curvas diferencidveis que passam por
p. De fato, sejam ~(t) e u(t) duas curvas que passam pelo ponto p = v(0) = u(0) com velocidades
nao nulas v = 4(0) e w = [(0), respetivamente. Entao as curvas f(y(¢)) e f(u(t)) passam pelo
ponto f(p) com velocidades Jv e Jw, respetivamente, e (Jv - Jw) ||v| [|[w] = (v-w) ||Jv]| || Jw]|, o
que significa que o angulo entre v e w é igual ao angulo entre Jv e Jw.

Uma transformagao que preserva os angulos e também preserva a orientagdo do plano (i.e.
det(Jacf) > 0) é chamada conforme. Portanto, uma fungao holomorfa define uma transformagao
conforme f : 2 — C de uma regido 2 C C que ndo contém pontos criticos de f (i.e. uma regiao
onde f' #0).

Uma funcao tal que f(p + z) = f(p) + A - Z + o(z) nos pontos de uma regido D C C ¢ dita
anti-holomorfa. Uma transformacao anti-holomorfa preserva os dngulos mas nao a orientagao, pois
det(Jacf) < 0 fora dos pontos criticos. Mostre que f = u + iv é anti-holomorfa sse f = 0, e
portanto sse f = u — iv é holomorfa.

e.g. Poténcias e raizes. Sen =0,1,2,..., a poténcia

f(z) = 2"

é uma funcdo intera, i.e. é holomorfa em C. A sua derivada é f'(z) = nz"~!, que também é inteira.
O tnico ponto onde f(p) = 0 é a origem p = 0, que é também o tnico ponto critico (i.e. onde
f'(p) =0) se n > 1. Em particular, f(z) = 2™ define uma transformagao conforme f : C* — C*.
A imagem do ponto z = pe'®, com p > 0, é o ponto w = p"e™. Em particular, um setor angular
A ={a<arg(z) < a+2n/n} de “comprimento” 27 /n é enviado bijetivamente sobre C\{ arg(z) =
a}. A imagem inversa de w = re’® # 0 é composta pelos n vértices z, = /7 (@+t2mR)/n com

k=0,1,...,n— 1, de um poligono regular inscrito na circunferéncia de raio /7.
As poténcias negativas f(z) = 27" = 1/2", com n = 1,2,3,..., sdo holomorfa no plano
perfurado C* := C\{0}, e as suas derivadas sdo f'(z) = —nz~(+1),

Observe que todas as poténcias sao derivadas de outras poténcias, com a unica excecao de
f(z) = 1/z, a derivada de um hipotético logaritmo log z, e este fato que vai ser crucial na teoria
da integragao.
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Seja f = u+iv : H — C a fungdo holomorfa f(z) = 22, definida no semi-plano superior
H:={z € C t.q.¥(2) > 0}. Descreva as curvas de nivel das funcdes reais u e v.

2.3 Polinémios
Polinémios. Usando repetidamente somas e multiplicagoes, é possivel construir os polindmios
f(2) =anz" +an 12" - Farz+ag (2.5)

com coeficientes ar, € C. O grau do polinémio (2.5) é deg(f) = n se a, # 0. Por exemplo, uma
fungao constante f(z) = a é um polinémio de grau 0.

Somas e produtos finitos de polinémios sdo polinémios. Portanto, o espago Pol(C) dos po-
linémios forma um anel comutativo, cuja identidade é o polinémio constante f(z) = 1. Observe
também que deg(fg) = deg(f) + deg(g), desde que f e g sejam diferentes do polinémio nulo
h(z) = 0 (que portanto ndo convém chamar “polinémio”!).

Global & local. Os polindmios sdo fungodes inteiras, infinitamente derivdveis (e com k-ésima
derivada nula se k > deg(f)). Os coeficientes de um polinémio sdo determinados pelos valores de
f e das suas derivadas na origem, pois ag = f(0), a1 = f/(0), az = (0)/2, ...

M0
!

ap =

Informalmente, o comportamento “global” de um polindémio, os seus valores para todos os pontos
do plano complexo, é determinado pelo seu comportamento “local”, as derivadas na origem, que
dependem apenas dos valores do polinémio numa vizinhanga arbitrariamente pequena da origem.
Isto nao é surpreendente, sendo um polinémio determinado por um ndmero finito de parametros,
os seus coeficientes.

Zeros e fatorizagao. Os zeros, ou raizes, do polinémio f sdo os pontos p onde f(p) = 0, que
formam o conjunto Z(f) :={p € C t.q. f(p)=0}.

Seja f(z) um polinémio de grau n > 1. Se p é uma raiz de f, entdo f(z) = (z — p) g(z) onde g
é um polinémio de grau n — 1 (exercicio). Gauss provou em 1799 o que hoje é chamado “teorema
fundamental da algebra” (o teorema 5.9), que diz que todo o polinémio de grau n > 1 admite (pelo
menos) uma raiz. De consequéncia (exercicio), um polinémio de grau deg(f) = n > 1 factoriza no
produto

f(z) =an(z=p1)(z —p2) ... (2 —Dpn)

onde p1,p2,...,pn SA0 as suas n raizes, ndo necessariamente distintas. A fatorizagdo é tunica, a
menos de permutacdes dos fatores. Se uma raiz p é repetida k vezes, ou seja, se f(z) = (z—p)*g(2)
com g(p) # 0, entdo o inteiro k € N é chamado multiplicidade/ordem da raiz p, ou também “ordem
de f no ponto p”, e denotado por ord(f,p) = k. E natural chamar os pontos p onde flp) #0
pontos de ordem ord(f, p) = 0. A maneira correcta de “contar” o ntimero de zeros de um polinémio

1Z(f)] == ord(f,p)

[§
peC

(observe que a soma ¢ finita porque apenas um ntmero finito de pontos tém ordem # 0). O
teorema fundamental da dlgebra diz entdo que esta soma é igual a |Z(f)| = deg(f).
Se p é uma raiz do polinémio (2.5), entdo p é uma raiz do polinémio @,z" +---+a;z+ag. Em
particular, as raizes nao reais de um polinémio com coeficientes reais (i.e. com ay = @) ocorrem
em pares de nimeros complexos conjugados, p e p.

Se p uma raiz do polinémio (2.5) de grau n > 1, entéo
f(z)=[f(z) = f(p) = an(z" = p") + -+ ar(z — p).
Use a identidade
2 pF = (2= p) (Zkfl T I Jrplc71)

e deduza que f(z) = (2 — p) g(2) onde ¢g é um polinémio de grau n — 1.
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Seja f(z) = anz™ + -+ 4+ a1z + ap um polinémio de grau n > 1 que possui as n raizes
P1,D2, - .-, Pn (NA0 necessariamente distintas). Mostre que

f(z) = ankf[l(z—pk) = Ckf[l <1 - pzk)

e calcule a constante ¢. Deduza que a “derivada logaritmica” f'(z)/f(z) (que é moralmente a
derivada de log f(z), fora dos zeros do polinémio) é dada por

f'2) 5~ 1
f(2) -2

p— .
1 Pk

Determine um polinémio cujas raizes sejam as raizes n-ésimas da unidade, quando n =
2,3,.... ou no caso geral.

2.4 Fungoes racionais

Funcgoes racionais. Uma funcao racional é o quociente

9(2) _ an2"+ap_12"' 4+ aiz +ag
_ _ 2.6
1) h(z)  bmz™ +by12m™ 4 bz + by 20

entre dois polinémios g, h € Pol(C). Podemos assumir que g e h ndo tém fatores (e portanto zeros)
comuns, e que a, # 0 e b, # 0, ou seja, que n = deg(g) e m = deg(h). E evidente que f é uma
fungao holomorfa, de fato infinitamente derivdvel, fora dos zeros do denominador h(z). Somas,
produtos e quocientes de fungdes racionais sdo fungoes racionais. Em particular, o espago Rat(C)
das funcoes racionais forma um corpo.

Pélos. E conveniente definir f(p) = 0o se p é uma raiz do denominador h(z) (e nio do numera-
dor!), e chamar este ponto p um pdlo de ordem ord(h,p) =: —ord(f,p). Para definir também um
valor de f em oo, uma possibilidade é definir a fungao F(z) := f(1/z), e depois definir f(c0) := F(0)
e ord(f, 00) := ord(F,0). Mas

Ay + Q12+ -+ a12" 1+ apz™

F(z)=z2""" :
(2) =z b + bp—12 4 -+ + 01271 + byz™

Portanto, co é um zero de f de ordem m —n se m > n, é um pélo de f de ordem n —m se n > m,
ou é um ponto regular onde f(c0) = ay, /by, # 0,00 se n = m. Assim, uma fungdo racional pode, e
deve!, ser pensada como uma fungao continua

f:C=>C

(a topologia da esfera de Riemann C ~ S? é induzida pela métrica euclidiana em S? C R?). Se
definimos o seu grau deg(f) := max{n, m}, entdo f possui exatamente deg(f) zeros e deg(f) pdlos
na esfera de Riemann. Resolver f(z) = w, com w € C, significa achar os zeros de f(z) —w. Mas
é evidente que deg(f — w) = deg(f). A conclusdo é que para cada w € C existem deg(f) pontos
p € C tais que f(p) = w.

e Determine uma fungao racional cujos pélos sao os pontos 1 e cujos zeros sao os pontos =+i
(todos de ordem um).
Transformagoes de Mobius. As fungao racionais de grau 1 sao chamadas transformacgoes

lineares fracciondrias, ou transformacgoes de Mébius, e tém a forma

az+b
cz+d

fz) = (2.7)
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onde os parametros a, b, ¢, d € C sio tais que ad — be # 0 (caso contrério a fragdo nao é reduzida,

e f(z) é constante, logo de grau 0). Sendo deg(f) = 1, cada w € C tem uma e uma tnica imagem
inversa,

_dw—b

a — cw

2= f"(w)

Uma transformaciao de Mobius define portanto uma bijecio f : C — C da esfera de Riemann,
tendo definido f(o0) := a/c e f(—d/c) := o0 se ¢ # 0, ou f(c0) = 0o se ¢ = 0. Observe que as
transformacoes de Mobius que preservam o ponto co sdo as transformagoes afins f(z) = az + b,
com a # 0.

Casos particulares sdo as translagoes T,(z) = 2z + o com a € C, as homotetias complexas
M (z) = Az com A € C*| e a inversdo
I(z):=1/z

(ao longo da circunferéncia unitéria, pois |z| - [I(z)| = 1). De fato, uma transformagao de M&bius
genérica (2.7) é uma composicao de estas trés transformagoes elementares (quais?).

Descreva a inversao f(z) = 1/z e a transformagao g(z) = 1/Z (que nédo é holomorfa!) usando
a forma polar.

Verifique que a inverséo f(z) = 1/z transforma circunferéncias e retas de C em circunferéncias
ou retas. Ou seja, transforma circunferéncias de C em circunferéncias.

Determine as imagens e as imagens inversas dos pontos 0,1,00 € C pela transformacao de
Mbobius (2.7). Mostre que a unica transformagao de Mdbius que fixa estes trés pontos (i.e. tal que
f(0)=0, f(1) =1e f(o0) = o0) é a identidade f(z) = z.
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3 Séries de poténcias e funcoes analiticas

3.1 Séries de funcoes

Séries. Uma série é uma soma infinita formal ZZO:O Zn, onde os z, € C sao elementos de uma
sucessdao. Se a sucessdo (sp) das somas parciais, definidas por s, := ZZ:O zk, converge, € 0 seu
limite ¢ lim, o0 S, = $, entdo a série Yz, é dita convergente (ou somdvel), e a sua soma é
definida ano Zp = S.

A série ) z, é absolutamente convergente se a série ) |z,|, formada pelos valores absolutos
dos seus termos, é convergente. A convergéncia absoluta implica a convergéncia, mas existem séries
convergentes que nao sao absolutamente convergentes (chamadas condicionalmente convergentes),
e tém um comportamento que pode parecer muito singular. '

e.g. Série harménica. A série
il—l—l-l—&-l—i-l—&-l—l-
n =2 3 4 5 7

n=1

é divergente. De fato, o termo genérico 1/n é superior ao integral f:H dz/x, e portanto as somas
parciais Y, _, 1/k s@o superiores a log(n + 1).

e.g. Série geométrica. A mais importante é a série geométrica

Zz”:1+z+22+~--+z"+... (3.1)

n=0

A identidade (1 + 2z + 22 + 2% + ...+ 2")(z — 1) = 2" — 1 implica que, se z # 1, a soma dos
primeiros n + 1 termos da progressao geométrica é
Pk |
l+z+224+28+ .. +2" =
z—1
Em particular, quando |z| < 1 a série geométrica é absolutamente convergente, e a sua soma é

1
1—2z"

I+z+224+28 4+ 42"+ =
Por outro lado, se |z| > 1 entéo |1—|—z—|—22+~-~+z" — 0o quando 1 — 00.

Comparacao. Para decidir se uma série dada é absolutamente convergente, é possivel “compa-
rar” os seus termos com os termos de uma série cujo comportamento é conhecido. Se 0| < a,| < b,
para todo n > 1 (ou seja, suficientemente grande), entao a convergéncia de Y b, implica a con-
vergéncia de Y |ay|. Em particular, se |a,| < C' A™ para alguma constante C' > 0 e todo o n > 1,
entdo as somas parciais da série ) |a,| sdo limitadas por C vezes as somas parciais da série
geométrica Y A", e, em particular, se |\| < 1, entdo a série ) a, é absolutamente convergente.
Isto acontece quando

lim sup |a,|'/™ < 1 (teste da raiz)
n— oo
ou quando
lim sup |ap41/an] <1 (teste da razdo)
n—oo

Dé um exemplo de uma série convergente que nao seja absolutamente convergente.

1De acordo com Abel (1828), “divergent series are the invention of the devil, and it is shameful to base on them
any demonstration whatsoever.”



3 SERIES DE POTENCIAS E FUNCOES ANALITICAS 21

Sucessoes e séries de fungoes. Seja (f,) uma sucessdo de fungoes f,, : D — C, definidas numa
regiao D C C. Uma funcao f : D — C é o limite pontual das f,’s, ou f, — f pontualmente, se
fn(2) = f(2) para todo o z € D. Isto significa que para cada z € D e cada £ > 0 existe um tempo
7 (que depende de € e do ponto z) tal que |f,(2) — f(2)| < € se n > 7.

Acontece que o limite pontual ndo herda necessariamente as boas propriedades das f,’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessao de fungoes continuas pode nao ser uma fungéo continua
(qual o limite pontual da sucessao f,(z) = 2™ definida em [0,1] ?).

A norma uniforme no espago das funcées limitadas definidas em D € || f||s = sup,cp |f(2)]-
Induzes a distancia uniforme distoo (f, 9) = ||f — 9lloo, que também pode fazer sentido (i.e. pode
ser finita) quando f e g ndo sao limitadas. A sucesséo (f,) converge uniformemente para f em D,
ou f, — f uniformemente, se ||fn — flloo = 0 quando n — oco. Isto significa que para cada € > 0
existe um tempo 7 (que depende de € mas é independente do ponto z, ou seja, “uniforme”) tal que
|fn(2) = f(2)| < € para todo 0 z € D se n > 7.

Teorema 3.1. O limite uniforme de uma sucessao de fungoes continuas € uma funcdo continua.

Demonstrag¢io. Seja e > 0. Se n é suficientemente grande, entéo |f,(z) — f(z)| < € para todo o
z € D. Pela continuidade de f,, existe § > 0 tal que |f,(2) — fn(2')] < € se |z — 2’| < §. Entao,
pela desigualdade do triangulo,

1f(2) = FE < 1f(2) = fa(@)] + [fa(2) = fu()] + [ fn(2) = £(2)]

<et+e+e
se |z — 2| < §. O

O andlogo do teste de Cauchy 1.2 para a convergéncia uniforme é o seguinte: a sucessao de
fungoes (f,) converge uniformemente em D sse para todo o € > 0 existe um tempo 7 tal que
|fn(2) = fm(2)] < € para todo o z € D (ou seja, || fn — fmlleo < €) quando n,m > 7.

Uma série de fungoes >, fn(z) converge uniformemente para uma fungao F(z) num dominio
D se a sucessao das somas parciais s,(z) = fi1(z) + fa(z) + -+ + fn(z) converge uniformemente
para F'. Pelo critério de Cauchy, isto acontece quando, para todo o € > 0, existe um tempo 7 tal
que

|$n4+m(2) = 80 (2)] = |fat1(2) + -+ + foym(2)| < e
para todo o z € D e todos os n > 7 e m > 1. Se os termos da série sao limitados pelos termos de
uma série numérica ) ap, ou seja, |fn(2)| < an, entdo

|[fn41(2) + 4 frrm(2)] < lant1 + -+ anml
Em particular,

Teorema 3.2 (Weierstrass). Se > a, € uma série (numérica) convergente e || fnllco < an para

todo o n suficientemente grande, entdo a série de funcoes Y, fn(2z) € uniformemente convergente.
e.g. Série geométrica. A série geométrica
oo
l+z+22 4284+ .= E 2"
n=0

converge no disco unitario D para a fungao

1
1—2"

Converge uniformemente em cada disco D,(0) de raio 0 < p < 1 (pois, se |z| < p, os termos da
série s@o limitados por |2"| < p™). E claro que diverge quando z = 1 € 9D, e quando z € C\D
(embora a fungéo 1/(1 — z) esteja definida em todo o plano exceto o ponto z = 1).
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3.2 Séries de poténcias e fungoes analiticas

Séries de poténcias. As séries de funcoes mais elementares sao as séries de poténcias
> ",
n>0

com coeficientes ¢, € C, cujas somas parciais sao polinémios s,, = ¢g + c12 + - -+ + ¢, 2". Usando
translagoes na varidvel independente, podemos ainda construir séries de poténcias

ch(z—p)":co—l—cl(z—p)—l—cz(z—p)Q—l—... (3.2)
n>0

em torno de um ponto arbitrario p € C.
O “raio de convergéncia” R da série de poténcias (3.2) é dado pela formula de Hadamard

1/R = limsup |c,|/" (3.3)
n— o0

O “disco de convergéncia” é D := Dg(p) (se o “limsup” é oo, entdo R =0e D = ); se o “limsup”

é 0, entdao R = 00, e D = C). Ou seja, como é facil ver usando o teste da raiz, a série de poténcias
(3.2) converge absolutamente para cada z € D, e converge uniformemente (e portanto define uma
fungdo continua) em cada subconjunto compacto K C D (por exemplo, em cada disco fechado
D,(p) com r < R).

Funcoes analiticas. Uma funcao f : 2 — C, definida numa regiao  C C, é analitica, ou
representdvel por séries de poténcias, em ) se & volta de cada p € Q existe um disco D,.(p) e uma
série de poténcias (3.2) que converge para f(z) para todos os z € D,.(p).

Teorema 3.3 (Abel). Se f € analitica em Q2 entdo € também holomorfa em D, i.e. f € O(Q), e
a sua deriwada f' também € analitica em Q. Em particular, se

oo

f(2) = calz—p)"

n=0

num disco D.(p) C Q, entdo neste mesmo disco a derivada f' é a soma da série de poténcias
obtida derivando termo a termo a série de poténcias de f, ou seja,

f(z) = Z nen (z—p)" L.

Demonstragao. [Ah78, Ru87]. O

Por inducao, se f é analitica em §2, entao todas as suas derivadas sao analiticas, e portanto
holomorfas, em Q). As séries de poténcias das derivadas, num disco D,.(p) onde f é dada por (3.2),
sao obtidas derivando termo a termo a séries de f, ou seja,

oo

F9) = 3 ey e e =)

n==k

Isto implica que os coeficientes ¢, de uma série de poténcia (3.2) que representa uma fungao
analitica f numa vizinhaca de um ponto p sdo unicos, pois

A
Kl

Ck
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Derive a série geométrica para obter as séries de poténcias de
1 1
(1-2)? (1—2)3
em torno de 0.

Determine o disco de convergéncia das seguintes séries de poténcias, e, se possivel, uma
expressao compacta para as fungdes que definem.

Z(—l)"z” an" Znnz” T4z4+22 4240 +28+ ...

n>0 n>0 n>0

Z 9n ,n Z (_2]7'1)7122n Z(_l)n(z o 1)71

n>0 n>0 n>0

Mostre que, se [¢| = p e |z| < p,

L1 1+Z+<Z>2+(z)3+ -y =
oo\ttt e) te) ) T e

3.3 Exponencial e fungoes trigonométricas

Exponencial. A fun¢do exponencial exp(z), ou e*, é a (linica) solucdo da equagao diferencial
=1 (3.4)

com condigao inicial f(0) = 1. A conjetura f(z) = Y .- a,z" é solugao formal de ' = f se
na, = ap—1. O valor inicial f(0) = 1 determina ag = 1 e de consequéncia todos os coeficientes,
que sdo a, = 1/n!. Portanto, a solu¢do formal é definida pela série de poténcias

2 3 4

zZ" z z Z
z._ 21 T T 3.5
e ;n! trt STt (3.5)

E imediato verificar que limy,_oc [n!|*/™ = oo (exercicio). Portanto, pela férmula de Hadamard
(3.3), o raio de convergéncia da série (3.5) é R = 0o, e pelo teorema de Abel 3.3, o exponencial é
uma funcao inteira.

Um célculo mostra que a derivada da fungdo inteira h(z) = e*t%¢~% é b/ = 0. Portanto h é
constante e o seu valor é h(z) = h(0) = e®. Isto implica a “férmula de adigdo”

Em particular, e*e™% = 1, e portanto e* # 0 para todo o z € C. A fungao exponencial define um

homomorfismo exp : C — C* do grupo aditivo C no grupo multiplicativo C*.

Se z € R, entdo e® é real e positivo, com derivada (e*)’ = e* > 0. De fato, exp(R) = (0,00), e
a restricdo do exponencial define uma bijegao crescente exp : R — (0, 00).

Se t € R, entdo o conjugado de €'t é eit = e, Em particular |¢’| = efe % = 1, e portanto o
exponencial envia o eixo imagindrio na circunferéncia unitaria, i.e. exp(iR) C S. Observe também
que }e‘“’“” =e*. B possivel entao definir as fungoes reais de uma variavel real “cos” e “sin” usando
a féormula de Euler

et =: cos(t) + i sin(t),

quando ¢t € R. A equacao diferencial (3.4) que define o exponencial implica que cos’ = —sin e
sin’ = cos.

A funcdo complexa de uma varidvel real ¢ — e é uma funcio periédica da reta real sobre a
circunferéncia unitdria (umas demonstragoes estdo em [Ah78, Ru87]), e o seu perfodo (positivo)
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é chamado 27. A prova consiste em procurar o primeiro zero da fungao cos(t) quando ¢t > 0, e
observar que neste ponto ¢ acontece que e’ = i e portanto e = 1. Em particular,

e =, et =-1, e e =1.

O niimero 27 é também um periodo de €*, ou seja, e*T2™" = ¢* se n € Z. Entdo o exponencial
z = w = e* envia a faixa F' = {—7 < §(z) < 7} sobre C*, as imagens das retas (z) = ¢ sendo as
circunferéncias |w| = e°, e as imagens das retas $(z) = d sendo as semiretas Arg(z) = d. A imagem
inversa de um ponto w = pe* € C* é um conjunto numerdvel de pontos do plano complexo que
diferem por multiplos inteiros de 27i, ou seja, o conjunto dos pontos z = log p + i(6 + 27n) com
n € 2.

Fungoes trigonométricas. Em geral, as funcoes trigonométricas complexas sao definidas por

eiz + e i% 22 2’4
cos(z) 1= 5 =1- 5 + 1
e
' et _emiz P -
sin(z) := T—Z*EﬁLa‘F...
As fungbes hiperbdlicas sdo definidas por
cosh(z) := % e sinh(z) := %

Assim, existe apenas uma fungao transcendente elementar, o exponencial, todas as outras sendo
obtidas ao fazer somas, produtos e quocientes de exponenciais!

Férmula de Euler. A equagdo diferencial f/ = f, que define o exponencial, pode também ser
resolvidas numericamente. Por simplicidade, consideramos o problema de aproximar o valor de
e® com z real, e positivo. A ideia de Euler (o método mais simples para resolver numericamente
equagoes diferenciais) consiste em dividir o intervalo [0, 2] em N subintervalos de igual comprimento
e = x/N, pequeno, por meio dos pontos z,, = an/N, com n = 0,1,2,...,, N. Os valores de f
nestes pontos sdo obtidos por recursdo, usando a aproximaga linear f(z,+1) =~ f(zn) + f'(zn) €,
e a equagao diferencial, que diz que f'(x,) = f(x,). A condigdo inicial f(0) = 1 entdo implica
fx1) ~ (1 —¢), flas) ~ (1 —e)2, flxs) ~ (1 —e)3, ... f(zn) ~ (1 — e)N. E natural esperar que
o verdadeiro valor de e®, ou em geral de e com z € C, seja obtido passando ao limite quando
N — oco. Esta é mais uma famosa formula de Euler

¢ = lim (1 4 i)N
- N

N —o00

Esta férmula diz que, moralmente, “o exponencial é um polinémio com uma tnica raiz de ordem
o0 no ponto co”, ou seja,
e’ = (1 + —)

o

(onde 0 0o no denominador deve ser pensado como o ponto oo € C, e 0 +00 no expoente é a
multiplicidade da raiz, ou seja, o grau, de e* em z = c0)

Mostre que lim,,_,o, Vn! = oo.
Calcule

cos(1) sin() sin(1 + 1)

Resolva
ef=2 cos(z) =2
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Use a férmula de Euler para provar as féormulas

cos(0 = ¢) = cos(8) cos(¢p) F sin(f) sin(¢)

sin(f £ ¢) = cos(0) sin(¢) + sin() cos(9) .

Deduza as férmulas de adigao para cosh(z) e sinh(z).

25
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4 Integracao complexa e teorema de Cauchy

4.1 Contornos

Caminhos e curvas. Um caminho na regiao Q2 C C do plano complexo é uma funcao continua
v : [a,b] — Q definida num intervalo compacto [a,b] C R. A imagem v([a,b]) (ou simplesmente -,
com abuso de linguagem) é uma curva, do ponto v(a) até o ponto ~(b).

Se 71 :a,b] = Qe yq:[b, ] = Q sdo dois caminhos com 71 (b) = v2(b), entdo a justaposi¢io é
o caminho 1 2 : [a, c] = Q, definido por (1 - 72)(t) =11 (t) se a <t < be por (71 -72)(t) = Y2(t)
se b <t < c. O caminho inverso de v : [a,b] — C é o caminho y~! : [-b, —a] — C, definido por
V() =y ().

E importante observar que uma curva é compacta, sendo a imagem de um compacto por uma
fungao continua. O caminho/curva v é fechado se y(a) = v(b). Os caminhos fechados sdo também
chamados lagos. Um caminho/curva é simples quando y(t) # v(s) se a < t < s < b, ou seja,
quando nao tem auto-intersegoes.

Contornos. Se y(t) = z(t) + iy(t), com z e y funcoes reais do tempo t, entdo a derivada do
caminho v no instante ¢ é o nimero complexo () := &(¢) +ig(¢t). Um caminho = : [a,b] — Q com
derivada continua (e limites laterais finitos nos extremos) e tal que ¥(t) # 0 para todos os tempos
t € [a,b] é chamado regular (em inglés smooth).

Um contorno é uma justaposicdo de (um ndmero finito de) caminhos regulares (ou seja, é
possivel dividir [a,b] em um ntimero finito de sub-intervalos [ag, b;] onde o caminho tem derivada
continua). Exemplos importantes sdo contornos poligonais (ou linhas quebradas), formados por
justaposicao de um numero finito de segmentos parametrizados com velocidade constante.

Comprimento. O comprimento do contorno -y é o integral

b
hl= [ Fitolde.

Uma defini¢ao alternativa do comprimento, valida para caminhos nao necessariamente diferencidveis,
éosupd p_olv(tkt1) — y(tx)| sobre todas as partigdes a = tg < t1 < -+ < t, = b do intervalo
[a,b] em um nimero finito de sub-intervalos.

Reparametrizagoes. Uma reparametriza¢ao do contorno v : [a,b] — C é uma fungaot : [¢,d] —
[a, b] crescente e derivdvel, com derivada dt/dT > 0, que induz o contorno 7 : [¢,d] — C, definido
por (1) := v(t(r)). A escolha t(7) = a + 7(b — a) mostra que é sempre possivel reparametrizar
um contorno (ou um caminho) de forma a ter 7 : [0,1] — C.

O comprimento de um contorno é independente da parametrizacao. De fato,

b d d
dry
[ faw -]

v(t) = a+t(f—a), comt € [0,1], descreve o segmento de y(0) = « até y(1) = 3, percorrido
com velocidade constante (t) = 8 — a.

dy

dr

d’yﬂ

Ed’r dr.

Y(t) = a + pe', com t € [0,27], descreve a circunferéncia de raio p > 0 centrada em a,
percorrida no sentido anti-horério.

Curvas de Jordan. Uma curva genérica, a imagem do intervalo [0, 1] por uma fungao continua
¢ :[0,1] — R2, pode ser um objeto complicado. Nem ¢é claro que seja uma figura “unidimensional”
(seja qual for a defini¢do de dimensdo). Por exemplo, existem fungoes continuas de [0, 1] sobre o
quadrado unitdrio [0,1] x [0,1] (hoje chamadas curvas de Peano?, ou space filling curves). Tais
curvas nao sao injetivas. Por outro lado, uma curva fechada e simples “divide o plano em duas

2@. Peano, Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane, Mathematische Annalen 36 (1890), 157-160.
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partes”. Este é o conteiido do famoso teorema da curva de Jordan®, cuja prova (elementar mas
diffcil!) pode ser encontrada, por exemplo, em [SmO03].

Teorema 4.1 (Jordan). Seja v uma curva fechada e simples. O seu complementar C\~y € a
reunido disjunta de dois subconjuntos abertos e conexos: uma regido limitada ) e uma regido
ilimitada Q, cuja fronteira comum € a curva 7.

Uma curva fechada e simples é chamada curva de Jordan. A regiao limitada € é chamada
interior da -y, e a regiao ilimitada ., é chamada exterior de v. A orientacdo positiva de um
caminho fechado simples é a orientagao tal que “ao deslocarmo-nos ao longo do caminho observamos
o interior & nossa esquerda”.

Regioes simplesmente conexas. Uma regio 2 C C é simplesmente conera quando o interior
de todo o caminho fechado simples v em ) estd contido em ). Exemplos sao as regides convezas
D c C, tais que se a,b € D entao a+t(b—a) € DVt € [0,1].

Existem outras defini¢oes equivalentes. Por exemplo, Q2 C C é simplesmente conexa sse o seu
complementar C\(2 é conexo.

A defini¢ao usual usa o conceito de “homotopia”. Os lagos g : [0,1] = Q e 1 : [0,1] — Q séo
homdtopos (em ) se existe uma fungao continua I': [0, 1] x [0, 1] — Q, dita homotopia entre vy e
~1, tal que vs = I'(+, ) é um lago para todo o s € [0,1], e T'(-,0) = 0 e I'(-,1) = 97. Ou seja, uma
homotopia é uma “deformacao continua do laco v no lago v1”. Ser hométopos é uma relagao de
equivaléncia no espago dos lagos (definidos numa regiao fixada 2), denotada por 79 ~ 71, e um
lago homdétopo a um lago constante (i.e. y(t) = p para todo o t) é dito contrativel. Uma regido
Q) C C é simplesmente conexa sse todo o lago em () é “contrativel”.

4.2 Integrais de contorno

Integrais de contorno. Sejam v : [a,b] = © C C um contorno e f : @ — C uma fungédo
continua (ndo necessariamente holomorfa!) definida numa regiao € C C contendo a curva v([a, b]).
O “integral da fungdo f (ou, melhor, da forma f(z)dz) ao longo do contorno 7” é o ndmero
complexo

b
/ f(2)dz = / FOv(®) 4(t) dt

Se v é um contorno fechado, i.e. y(a) = vy(b), entdo é usada a notagao é ﬁ/ f(z)d=.

Aproximacao e estimagao. A restrigao de f a curva vy([a, b]), que é compacta, é uniformemente
continua. Portanto, se P é uma parti¢do a = tg < t; < --- < t, = b do intervalo [a,b] em um
nimero finito de sub-intervalos de comprimento limitado por |P| := supy |tk+1 — tk|, € se os
2k := y(tr)’s sdo os correspondentes pontos de ~, entao

|P|—0

/f(z) dz = lim Zf(zk) (Zk+1 — 2k)
R k

Isto significa que é possivel aproximar fv f dz, com precisao arbitraria, pelo integral ao longo de
uma linha quebrada. Ou seja, para cada € > 0 existe uma linha quebrada ¢, com vértices em -,

tal que
/fdzf/fdz
0 14

Teorema 4.2. Se o valor absoluto da fungao f € limitado por M nos pontos de v, e |y| denota o
comprimento do contorno vy, entao
[1a
~

3C. Jordan, Cours d’Analyse de UEcole Polytechnique, Gauthier-Villars, Paris, 1887.

<e.

Em particular,

<Myl (4.1)
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Uma consequéncia importante é que “o limite uniforme comuta com o integral”, ou seja,

Teorema 4.3. Se (f,) é uma sucessao de fungdes continuas definidas no dominio Q C C que
converge uniformemente para a a funcao (continua) f, e sey € um contorno em S, entdo

lim /f”dz:/fdz.
Demonstragao. Pela desiguadade (4.1),

/andz—[{fdz

quando n — oo. O

/(fn _f)dz
:
<= Flloc ] =0

Em particular, se a série de funcoes continuas ), f,(2) converge uniformemente (numa regiao
que contém a curva 7y), entdo é possivel trocar a soma e o integral, ou seja,

L(;fn(z)> dz:;Lfn(z)dz.

Propriedades do integral. O integral de contorno é aditivo. Ou seja, se 71 : [a,b] = Q e
Y2 : [b,d] — Q sdo dois contornos com v;(b) = y2(b), entdo o integral de f : @ — C ao longo da

justaposicao vy - y2 é
/ f(z)dz = (2) dz+/ f(z)dz
Y12 71 72

O integral de contorno nao depende da parametrizagao, mas apenas da orientagao do contorno.
De fato, se t : [¢,d] — [a,b] é diferencidvel, com derivada dt/dr > 0, e se 4 : [¢,d] — § é o contorno
(1) :=~(t(7)), entao

d ~ d
/ f(z)dz = / f(i(f))j%dTZ / fﬁW)”%% ar

b
— [ ro@ima = [ 1

Por outro lado, ao mudar a orientagao do contorno, acontece que

[yl f(z)dzz—[yf(z)dz

L ¢ zero.

Em particular, o integral ao longo do contorno ~ -y~
Covariancia. A leitura correcta (mas nao utilizada!) de f7 f(2)dz é “integral da forma f(z)dz

ao longo do contorno 7", devido a seguinte “covariancia”, ou regra de transformacao. Se g € O(Y)
é uma func@o holomorfa com valores em €2 e derivada continua (esta hip6tese é desnecesséria, pois
mostraremos que as fungoes holomorfas sao infinitamente derivdveis!), que envia um contorno
n : [a,b] — & no contorno v =gon: [a,b] — Q, entdo

/Wf (2)dz = / Fl9(2) g'(2) dz.

(o que justifica a notagao).
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Calcule, se possivel,

/zdz /(ifZQ)dz /xdz /z”dz /Edz
v gl g gl gl

quando v é o segmento t + t(3 +1i), com t € [0, 1], quando y é o arco de pardbola t + t +it?, com
t € [~1,1], quando 7 é o arco de circunferéncia 6 + re?®, com 6 € [0,7] e r > 0, e quando 7 é a
espiral ¢ — e~V com ¢ € [0, 27].

Calcule (as circunferéncias sdo orientadas positivamente e parametrizada da forma natural:
a circunferéncia |z — a| = p é a imagem de y(t) = a + pe®, com t € [0, 27])

7{ 22 dz 7{ 72di 1 7{ & % ' d_z .
|z|=3 |z|=2 ? |z|]=1 % lz—i|]=1 % — 1

Primitivas. A funcdo holomorfa F' € O(f2) é dita primitiva da funcdo continua f € C(Q) se
F'(z) = f(2) (nos pontos de uma regiao € onde estao definidas). Se F' = f e v : [a,b] —  é um
contorno de y(a) = « até y(b) = 3, entao

[ #G)1d=F(®) - Pla)

.

Ou seja, f,y fdz apenas depende dos pontos inicial e final de v. Em particular, f,y fdz = 0 para
todos os contornos fechados. De fato, vale o reciproco:

Teorema 4.4. Uma fun¢ao continua f € C(Q2) admite uma primitiva F € O(Q) numa regido
Q CC sse fv f(2)dz = 0 para todos os contornos fechados v em (.

Demonstragao. De fato, basta fixar um ponto « € 2, e definir, para cada ponto p € Q, F(p) =
fv f(2)dz, onde v é um caminho arbitrario de y(a) = o até y(b) = p € Q (a hipétese diz que este
integral apenas depende de « e p). Entdo a diferenga F(p + z) — F(p), se |z| é suficientemente
pequeno, é igual ao integral de f ao longo, por exemplo, do segmento v(t) = p+tz, com ¢t € [0, 1],
ou seja,

F(p+z)—F(p):/f(z)dz=/0 flp+tz)zdt.

Pela continuidade de f, este integral é igual a f(p) z 4+ o(2), e portanto F' é derivavel em p e a sua
derivada é F'(p) = f(p). O

d
/ezdz /(23—iz2+7—i)dz /é
v ¥ v #

quando v ¢é o contorno t — sin(rwt) + ie’, com t € [0,1].

d
f 2" dz j{ e®dz ?{ i
|z|=p lz|=p |z—al=p # — @

Mostre que se v é o arco de circunferéncia (t) = a + pe'’ com t € [, 62], entdo

dz
=4(0y —6;).
Lz—a 0> )

Calcule

Calcule

Mostre que
(z—a)"dz = 0 sen# —1
l2—al=p 12m sen=—1
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A fungéo f(z) = 1/z, definida em C* = C\{0}, admite primitivas? E f(z) =2z ?

4.3 Teorema de Cauchy-Goursat

Campos conservativos e teorema de Green-Stokes. O differencial w = p(x, y)dz+q(z, y)dy
é dito ezato no dominio Q C R? se existe uma funcao U : Q — R de classe C', dita primitiva, tal
que dU = pdx + qdy, ou seja,

ou ou
_— = e _— = .
ox b dy a
Uma primitiva pode ser pensada como um potencial do campo de vetores F := —VU = —(p, q).

Se ¢ é um valor regular de U (i.e. se VU # 0 nos pontos onde U(z,y) = ¢), entdo a curva de nivel
Sei={(z,9) € QCR? t.q. U(z,y) = c},
ortogonal ao campo de vetores F, é uma solucao implicita da equacao diferencial exata

p(z,y)de +q(z,y)dy =0.
O teorema de Euler-Poincaré diz que

Teorema 4.5 (Euler-Poincaré). O diferencial w = p(x,y)dx + q(x,y)dy, definido num dominio
simplesmente conezo Q C R? (por exzemplo convero) é exato se e s6 se é “fechado”, i.e. se

(%4 _ 9 _ : 9 _ %
dw := (630 8y> de Ndy =0 ou seja, se dy " or

Neste caso, um potencial é dado pelo integral de linha
U(z,y) = —/F-dr
v

onde r : [0,1] — © C R? é um contorno entre um ponto fixado r(0) = (zo,y0) € © e o ponto
genérico r(1) = (x,y) (ou seja, U(x,y) é trabalho feito pela forga F para deslocar uma particula
do ponto (zg,yo) até ao ponto (z,y)). Por exemplo, se 2 é um retangulo, é possivel escolher um
caminho horizontal de (xo,y0) até (z,yo), e depois um caminho vertical de (x,y0) até (z,y), e
definir um potencial N .
U(z,y) =/ p(t,yo)dH/ q(w,t)dt.
o Yo
Seja 2 C R? uma regido do plano limitada por um contorno fechado simples 9. Entdo o
teorema de Green-Stokes diz que o integral faﬂ w ao longo da curva 02, orientada positivamente,
é igual ao integral fQ dw, ou seja,

Teorema 4.6 (Green-Stokes). Se 0 C é uma regidgo limitada pelo contorno fechado simples 02,
e pdx + qdy € uma forma diferencial com derivadas parcias continuas em §2, entdo

% pd:c+qdy=/<aq—ap) dz N\ dy
a0 o \0r 0Oy

Teorema de Cauchy-Goursat. Seja 2 C C uma regiao limitada, cuja fronteira é uma reuniao
disjunta 0Q) = 1 U~y U...U~,, de contornos fechados simples ;. O integral de uma fungao continua
f(2) ao longo da fronteira 92 é definido por

(2)dz = a (z)dz+j£2 f(z)dz + ... +7§ f(z)dz,

n

f
o0

onde os caminhos 7y, sdo orientados de maneira tal que o dominio fica & esquerda de cada .
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Se f é holomorfa em (), e assumimos também que f € C'(Q) (consequéncia da derivabilidade
complexa, mas um fato que ainda nao sabemos provar!l), entdo as equagoes de Cauchy-Riemann
(2.4) implicam o seguinte milagre:

d(fdz) = d((u+ iv)(dx + idy))
=d ((u+iv)dz + (iu — v)dy)

Ou Ov Ou . Ov
(de_dx—dy—zdy>dx/\dy0.

Pelo teorema de Green-Stokes 4.6 o integral de fdz ao longo de 0f) é zero. Este é o contetido do
seguinte resultado, que é a chave da teoria da integragao no plano complexo.

Teorema 4.7 (Cauchy-Goursat). Se f € holomorfa numa vizinhanga de €2, entdo

f(z)dz=0 (4.2)

o0

Demonstragdo. A demonstragdo de Goursat usa apenas a diferenciabilidade de f, ou seja, a
aproximagao linear f(a+z) ~ a+ Az, vilida para z pequenos, e o integral elementar ﬁ/ (a+Az)dz =
0. O primeiro passo é observar que é possivel aproximar 2 com uma reunido de tridngulos (ou
retangulos), a sua fronteira com uma reuniao de linhas quebradas fechadas e simples, e que portanto
é suficiente provar o teorema em cada tridngulo (pois os integrais de f nos lados dos tridngulos que
nao fazem parte da fronteira anulam-se dois a dois (fazer um desenho!)). Seja T' uma tridngulo,
f uma funcao holomorfa numa vizinhanga de T', e | faT f(z) dz| = 7. Os pontos médios dos lados
dividem o triangulo T em 4 sub-tridngulos similares, e a soma dos integrais de f ao longo destes
4 sub-triangulos é igual a §8T f dz. Portanto, existe um destes sub-triangulos, que chamamos 717,
tal que

(z)dz| >n/4

o1y
Podemos iterar o processo, e construir a familia decrescente de triangulos --- C T,, C T,—1 C ...
tais que

(2)dz
Ty

> /4"

Se ¢ é o comprimento do maior dos lados de T, entdo o didmetro dos T}, é £/2", que — 0 quando
n — 00. Seja p € T a intersecao dos T,,’s. Como f é holomorfa, dado € > 0 existe § > 0 tal que
’f(z)—oz_A’<€ logo If(z) —a— Xz —Dp)| <elz —p|
Z—=p

se 0 < |z—p| < d,onde a= f(p) e A= f'(p). Se n é suficientemente grande, o tridngulo T, estd
contido no disco de raio ¢ & volta de p. Como §,,. (o + A(z — p)) dz = 0 (porque as fungdes afins

tém primitivas),
[IECLE
Ty

7( (F(2) — o — A(z — p)) d
oTy,

%Mn(zp)dz

Neste dltimo integral, |z — p| é limitado pelo didmetro de T,,, que é £/2", e o comprimento de 9T,
é limitado por 3¢/2™. Logo, pela desigualdade (4.1),

<e¢

0<n/4" < (2) dz| < el?/4"

or,
A arbitrariedade de £ > 0 implica que n = 0. O

Em particular,
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Teorema 4.8 (Cauchy). Se f € holomorfa na regiao Q simplesmente conexa, por exemplo, conveza
(como um retingulo ou um disco), entdo

?gf(z)dZZO

para todos os contornos fechados v C 2.

Se f =u+ v, com u e v reais, entao
fdz=(udr —vdy) +i(vde +udy)

Verifique que as equagoes de Cauchy-Riemann sdo equivalentes a d(f dz) = 0.

]{ 23 d ]{ 22 d j{ dz
z - dz -
2]=2 2 — 3 2]=1 Z — 20 lz|=1 22 +22+2

j{ e? d % dz
4 e
2j=1 22 +4 |z42|=1

Integrais gaussianos. Uma gaussiana é uma funcdo do género g(x) = ce
dois parametros reais positivos. O calculo

%) 2 00 00
</ e~ /2 da:> = (/ e~ /2 da:) (/ ev’/2 dy>
— // e~ (@ +y?)/2 dz dy
RQ
27 e} N
:/ / e "2 rdrdf = 21
0 0

/ e~ 2y = v/ 27, ou seja, / e dr = 1.

— 00

Calcule

2 ~
—2*" onde ¢ e \ sdo

mostra que

A fungdo f(z) = e~™’ & inteira. Portanto, o seu integral 3517 e~ dz ao longo do retangulo v de
vértices +R e £R + ¢ (com & real) é nulo.

Mas este integral é igual a soma

R 9 £ o R N2 3 . N2
/ e ™" dx—|—i/ e~ m(Ftiy) dy—/ e~ m(@+ig) dx—i/ e~ (= Rtiy) dy
-R 0 -R 0
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No limite quando R — o0, o dois integrais que foera2m a parte imaginaria tendem para 0, pois o
valor absoluto do integrando é limitado por e=™""=¢") O resultado é que

> 2 . 2
/ e~ 6727rz§m dr = e*ﬂ"f

— 00

. . — 2 7’ .
(ou seja, “a gaussiana g(x) = e~ ™ é um ponto fixo da transformada de Fourier”).

Calcule o integral gaussiano genérico

o0 2
/ ce M dg .
— 00

oo
2 . 2
[ e e g o

— 00

Deduza que

e.g. Integrais de Fresnel. Os integrais de Fresnel sdo as fungbes transcendentais

z [ee] 4n+1
x) = cos(t? = R
Cla) = [ coste®)ar 2V Gy
- [e%) w4n+3
S(@) == / i dt =)V @

(as séries de poténcias s@o obtidas integrando as séries de ponténcias das partes real e imagindria
.2 -
de e*"). A fungao
.2 . .
e = cos(2?) + isin(z?)
s . . . 2
é inteira. Portanto, o seu integral f,y €' dz ao longo do setor angular v formado pelos segmento

de 0 até R > 0, pelo arco de circunferéncia Re' com t € [0,7/4] e pelo segmento de Re'™/* até 0,
é nulo. Mas este integral é igual a soma

R .2 Tr/4 2 P . R 2
/ ezt dt + ’L/ ezR (cos(2t)+1i sm(2t))Rdt _ 617/4/ e—t dt
0 0 0

No limite quando R — o0, o segundo integral teznde para 0. De fato, o valor absoluto da fungao
integranda é limitado por Re™ " sn(2) < Re=(4F"/mMt (pois sin(f) > (2/7)0 se 0 < 0 < 7/2), logo
o valor absoluto do segundo integral ¢ limitado por ([Sm03])

/4 2 1-— 6_R2 ™
R _(4R/ﬂ)tdt:R7<7.
/0 N AR?/7r 4R
O terceiro integral é proporcional ao integral gaussiano fooc e~ dr = V/7/2, e é dado por

ei/4\ /7 /4. O resultado é que os limites dos integrais de Fresnel C(z) e S(x) quando 2 — 0o sdo

/000 cos(z?) dx = /000 sin(z?) dz = \/7/8.

e.g. Integrais tipo Fresnel. Uma generalizacao soa integrais do género

o .
/ ez)\x dr
0
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comn = 0,1,2,3,.... A funcdo e**" ¢ inteira. Se v denota o contorno que limita um setor

angular de amplitude 7/2n e raio R, entdo

0= j{ e dz
Y
R T/2n R
:/ ei)\r"dr _|_/ eiAR(cos(n0)+i sin(nb)) Z-Reiﬁ do — ei‘n’/Qn/ 67)\7“” dr
0 0 0

O limite quando R — oo do primeiro integral é o que queremos calcular. Quando R — o0, o
segundo integral tende para zero, porque na regido de integragao sin(nf) é positivo. O limite do
terceiro integral quando R — oo pode ser calculado usando a substituicao t = Ar™,

R —1/n 0o —1/n

n A A

/ e dr = / e tn Tl dt = L(1/n) = A"Y"T(1+1/n)
0 n 0 n

A concluséo é que
/ e dp = e /2n \T1/m I(1+1/n)
0

Em particular, os integrais de Fresnel sao
0 . 2 .
/ eFAdr = /X eFT/A (4.3)
—00

4.4 Logaritmos

Logaritmos. Um logaritmo do niimero complexo z # 0 é um nimero complexo w tal que e = z.
Sew=r+10 #0, com r,§ € R, entdo e¥ = z sse

e" =|z| e e = —

e portanto sse r = log |z| > 0 é o logaritmo real do nimero positivo |z|, e  é um argumento de
z, ou seja, um angulo tal que cos(f) + isin(f) = z/|z|, definido a menos de miltiplos inteiros de
27. Ou seja, o logaritmo complexo pode ser definido como sendo a “fungdo multivalorada” (em
inglés, “multivalued function”) que envia um nimero complexo z = pe?®, com p > 0, no conjunto
enumeravel de pontos

log(pe'?) = log(|z|) + i arg(z) = log(p) + (0 + 27Z) .

Poténcias. E natural entdo definir poténcias (nao inteira) z%, com z € C* e o € C, por meio
da férmula

2% := exp (alog(z))
Quando o argumento é um numero real z = x > 0, esta é uma funcao bem definida se log é o

logaritmo natural de uma varidvel real positiva. Em geral, se z = pe € C*, entdao z* é a funcao
multivalorada que assume o conjunto de valores

2% — ea(log p+i(0+2nZ))

Por exemplo, i* = e'@™/2¢i@2m™ com n € Z. Se o é real e irracional, um teorema famoso de
Kronecker® ([HW59] XXIII, Theorems 438, 439 and 440) diz que os pontos €'*?™ com n € Z,
formam um conjunto denso na circunferéncia unitéria!

4L. Kronecker, Die Periodensysteme von Funktionen Reeller Variablen, Berliner Sitzungsberichte (1884), 1071-
1080.
L. Kronecker, Ndherungsweise ganzzahlige Auflosung linearer Gleichungen, Monatsber. Koniglich. Preuss. Akad.
Wiss. Berlin (1884), 1179-1193, 1271-1299.
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Ramos do logaritmo. Para definir um logaritmo continuo (e de consequéncia holomorfo), uma
possibilidade é cortar o plano ao longo de uma semi-reta da origem /, e restringir a funcao a uma
regido simplesmente conexa C*\¢ (uma alternativa é extender o dominio da fungdo a uma “su-
perficie de Riemann” ...). Por exemplo, é possivel definir um logaritmo principal, Log : C*\R_ —
C, escolhendo o argumento principal Arg(z) € (—m, 7).

Em geral, se Q C C* é uma regido simplesmente conexa que nao contém a origem, entao pelo
teorema de Cauchy fv dz/z = 0 para todos os contornos fechados v C . Portanto, fixado um
ponto p = e® € Q, podemos definir uma primitiva de 1/z como o integral

*d
L(z):=a+ i
b 2

ao longo de um contorno arbitrrio de p até z € Q. Entdo L'(z) = 1/z e L(p) = a. A fungéo
e(?) /2 tem derivada nula, logo é constante e igual a e%(*) /z = () /p = 1. Portanto

e é natural chamar L um ramo do logaritmo.

Um exemplo natural é escolher @ = C*\R_ (i.e. retirar do plano a semi-reta dos reais nao
positivos) e o ponto p = 1 = €°. Entdo L é o logaritmo principal, pois, se z = pe® com p > 0 e
0 € (—m,m), entdo L(z) = log(p) + 6.

Calcule _ _ _
log () Log(—1) PARN i’ (—1)%

Resolva as equacoes

sin(z) = 2 log(z+1) =1 e =2 e =i cosh(z) =1

Se w = sin(z), entdo Z := e'* satisfaz Z2 — 2iwZ — 1 = 0. Resolva para Z e deduza
arcsin(w) = ilog (iw £ V1 —w) .

Determine uma férmula andloga para arccos(w).
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5 Foérmula integral de Cauchy e séries de Taylor

5.1 Foérmula de Cauchy

Indice. Todasa poténcias z™, com n # —1, admitem uma primitiva. Portanto, o “nico” integral
que é preciso calcular em andlise complexa é o integral de 1/z, que é holomorfa em C\{0}. Se a
circunferéncia |z| = p é parametrizada por v(t) = pe't, com t € [0,27], entdao dz/z = idt (ou seja,
dz/z é i vezes o diferencial do argumento de z), e portanto

d 27
f{ —Z:/ idt = 2mi.
lz2|=p # 0

Em geral, sejam v : [0,1] — C um contorno fechado (ndo necessariamente simples) e p € C
um ponto situado fora da curva ([0,1]). O déndice de p relativamente a v, ou o nimero de
rotagdes/voltas (em inglés, “winding number”) de v em torno de p, é o inteiro
1 dz

2 J,z—p

Ind(v,p) := (5.1)

Informalmente, é “o niimero de voltas”, positivo se no sentido anti-horério e negativo se no sentido
horério, que o vetor entre y(t) e p d4 quando o tempo ¢ percorre o intervalo [0, 1].

Teorema 5.1. Para cada p ¢ v([0,1]), o indice é um nimero inteiro, i.e. Ind(vy,p) € Z. Em
quanto fungao de p, Ind(vy,p) € constante em cada componente conexa de C\ v([0,1]). Se p estd na
componente conexa ilimitada de C\y([0,1]) (i.e. se |p| € suficientemente grande), entdo Ind(vy,p) =
0.

Demonstragao. Para t € [0,1], seja ¢(t) := fot(’y(T)/(’y(T) —p))dr, assim que ¢(1) = 2mi Ind(v, p).
Um célculo mostra que a derivada de ®(t) = e®®) /(y(t) — p) é igual a zero nos pontos de continui-
dade de 4. Portanto, ®(1) = ®(0), e, sendo (1) = v(0) e e?(®) = 1, isto implica que 1) =1, e
portanto que ¢(1) € 27i Z.
Fixado v, a funcao p — Ind(y,p) é continua em C\7([0,1]). Sendo uma fungdo com valores
inteiros, é localmente constante, ou seja, constante em cada componente conexa de C\y([0, 1]).
Seja R = maxyco,1) |7(f)[- Se |p| > R, podemos estimar

el

1
— <1
27 [p| - R

[Ind(v,p)| <

se |p| é suficientemente grande. Sendo um inteiro néo negativo, |[Ind(y, p)| deve ser igual a zero. O

Foérmula integral de Cauchy. Seja f é uma fungao holomorfa definida numa regiao 2 C
C, 7.[0,1] = © um contorno fechado simples, e p um ponto no interior de 7. Entdo a funcao
9(z) = f(2)/(z — p) é holomorfa em Q\{p}. Pelo teorema de Cauchy, §7 g(z) dz é igual ao integral

f\z—p\=p g(z) dz se p > 0 é suficientemente pequeno (i.e. < dist(p,v)). Pela continuidade de f,

lim S dz = 2mif(p).

P20 Jizpl=p 2 — P

A conclusao é o seguinte féormula integral, que é o resultado central da teoria das fungoes holo-
morfas.

Teorema 5.2 (férmula de Cauchy). Se f € holomorfa numa regido 2 C C, entdo o seu valor em
cada ponto p € Q) € dado pelo integral

271 z—0p

f0) = 5 § 2 a (5.2)

onde v C ) € um contorno fechado simples que contém p no seu interior.
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Ou seja, o valor de f num ponto p no interior de um contorno fechado simples v é dado pela
média dos valores f(z) da fungéo na curva 7 pesados pelo nicleo 1/(z — p) (i.e. a convolucao de f
com 1/z). Em particular, ao escolher uma circunferéncia ~, fronteira de um disco D,(p) C €2, com
p > 0 suficientemente pequeno, podemos representar f(p) como um integral

f(p)ZLf RO

210 Jizpl=p 2 =P

Mas 1/(z—p) é uma fungao infinitamente diferencidvel de p, desde que p # z. Derivando a férmula
de Cauchy (5.2) é portanto possivel obter férmulas integrais para as derivadas de f,

/ _ 1 f(Z) 7 o 2 f(Z)
f(p)_Qm‘ji(zp)?dZ ) f(p)—%ij{wdz ,

Teorema 5.3. Uma funcao holomorfa f numa regidgo € infinitamente diferencidvel, e todas
as suas deriwvadas sao funcoes holomorfas. Em particular, as derivadas de f em p admitem a
representacao integral

f(n)(p) _ L‘ f (f(z) dz (5.3)

2mi z—p)ntl

onde v C Q € um contorno fechado simples que contém p no seu interior.

2 z d
sl=2 2~ 1 lsl=1 2 sl=3 2" +1

j{ ze* o j{ dz
z|=2r (2 — )2 12]=1 2%(2% — 4)

eZ
]{ —dz com n €7
||

=1 Ak

Calcule

Calcule

Mostre que, se a € R,

e deduza que
s
/ €% cos(asin) df = .
0

Teorema de Morera. O teorema de Cauchy admite um reciproco parcial. °

Teorema 5.4 (Morera). Seja f uma fungdo continua na regigo Q@ C C. Se ﬁ/ f(z)dz = 0 para

todos os contornos fechados v C 2, entao f € uma fun¢do holomorfa.

Demonstragao. De acordo com o teorema 4.4, a hipotese é equivalente a existéncia de uma primitiva
F. Mas, pelo teorema 5.3, se F' é holomorfa, entao também a sua derivada F’ = f é holomorfa. [

Uma consequéncia importante é que limites uniformes de sucessoes de fungdes holomorfas sao
holomorfos.

Teorema 5.5. Seja (f,) € uma sucessio de fungées holomorfas definidas numa regigo 2 C C,
que converge uniformemente para uma funcdo f em cada compacto K C €. Entao o limite f €
holomorfa em €.

5G. Morera, Un teorema fondamentale nella teorica delle funzioni di una variabile complessa, Rendiconti del
Reale Instituto Lombardo di Scienze e Lettere 19 (1886), 304-307.
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Demonstra¢do. Todo o ponto p € 2 é centro de um disco D = D,(p) com aderéncia D C Q. Os
integrais das f, ao longo de cada contorno v C D sao nulos, i.e. ffy fndz = 0, pelo teorema de

Cauchy-Goursat. Pela continuidade uniforme, também sao nulos os integrais de f, pois fv fndz —
f,y fdz. O teorema de Moreira entao diz que f é holomorfa em D. O

O teorema 5.5 é um instrumento para “produzir” fungdes holomorfas. Por exemplo, somas
o0
F(z) =) fal(2)
n=0

de séries de fungoes holomorfas f,,(z) que convergem uniformemente em certos dominios.

Férmula do valor médio e principio do méximo mdédulo. Seja f(z) uma fungdo holomorfa
na regiao Q C C, e seja p € . Se p > 0 é suficientemente pequeno, entdao D,(p) C §2. Na fronteira
S,(20), parametrizada por v(t) = p + pe' com ¢ € [0, 27|, temos que dz/(z — p) = idt. Portanto a
férmula de Cauchy (5.2) tem como caso particular a seguinte representagao.

Teorema 5.6 (férmula do valor médio). O walor de uma fun¢ao holomorfa f em um ponto p do
seu dominio € igual a média dos valores de f em uma circunferéncia de raio p > 0 suficientemente
pequeno a volta de p, i.e.

1

27
fp) = %/0 f(p+pe) do (5.4)

Uma consequéncia é o

Teorema 5.7 (principio do méximo médulo). O wvalor absoluto de uma fungdo holomorfa e nao
constante ndo pode atingir o seu mdximo numa regiao (aberta) Q@ C C. Em particular, se f é
holomorfa na regido limitada Q, entdo supgq | f| = supyq | f]-

Demonstragio. Se |f (p+ pe') | < |f(p)| para todos os 6, entao (5.4) implica que f é constante
e igual a f(p) na circunferéncia |z — p| = p. Mas uma fungao holomorfa constante num arco é
necessariamente constante. O

5.2 Teoremas de Liuouville e Gauss

Desigualdades de Cauchy. A férmula de Cauchy (5.3) permite estimar as derivadas de f num
ponto p € Q em fungdo do méximo de f em 0N e da distancia dist(p,dQ?). Em particular, se f é
holomorfa no disco Dg(p), e se M = sup,cop,, () |f(2)], entdo obtemos a desigualdade de Cauchy

n! M

T (5.5)

‘f(”)(p)) <

para o valor absoluto da n-ésima derivada de f em p.

Teoremas de Liouville e Gauss. Uma consequéncia é o importante

Teorema 5.8 (Liouville). Uma fungdo inteira e limitada é constante.

Demonstragao. Se f é inteira e |f(z)| < M, entdo (5.5) implica que |f'(p)| < M/R para todos os
pontos p € C e todos os raios os R > 0. Portanto f’ = 0, e, de consequéncia, f é constante. O

Teorema 5.9 (Gauss). Todo o polindmio f(z) = apz™ + -+ a1z +ag de graun > 1 (i.e. nao
constante) com coeficientes complexos possui uma raiz em C.
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Demonstracio. Se f(z) # 0 para todos os z € C, entdo g(z) = 1/f(%) é uma funcao inteira e
limitada (pois |f(z)| — oo quando |z| — o0), logo constante pelo teorema de Liouville 5.8. O

E portanto,

Teorema 5.10 (teorema fundamental da algebra). Um polindmio f(z) = anz™ + -+ + a1z + ag
de grau n > 1 fatoriza no produto

f(2) = an(z =p1)(z = p2) ... (2 = pn),

onde p1,p2, ..., Pn SG0 as n Taizes (ndo necessariamente distintas).

Demonstragdo. Se f é um polinémio de grau n > 1, entdao f(z) = (z — p)g(z) + r, onde g é um
polinémio de grau n — 1 e r é uma constante (o resto da divisdo euclidiana de f por z — p). Se
p é uma raiz de f, entdo r = f(p) = 0, e portanto f(z) = (z — p)g(z). O teorema segue por
inducao. O

Se p1,p2, ..., pn sd0 n pontos distintos de C, entao

f(z)=(—p1)(z=p2)...(2 = pn)
=z2"—(pr4pat-+pa)"  + o+ (1) (p1p2. .. pn)

é um polinémio de grau n que se anula nos py’s, e

fr(2) = f(2)/(z = pr)

comk =1,...,n,sao polinémios de grau n—1 que se anulam nos p; com j # k e tais que fi(px) # 0.
Se wi,ws,...,w, sdo n nimeros complexos arbitrarios (ndo necessariamente distintos), entao
Ji(2)
g(z) == > wy
g fi(pr)
é um polinémio de grau < n —1 tal que g(z;) = wy para todo k = 1,2, ..., n (chamado polindmio

interpolador de Lagrange). Mostre que este é o inico polinémio de grau < n — 1 cujo grafico passa
pelos pontos (zx, wy) € C x C.

5.3 Séries de Taylor

Séries de Taylor. Seja f uma funcao holomorfa numa regiao 2 C C que contém o ponto p. A
série de Taylor © de f (ou também série de Maclaurin quando p = 0, em alguns manuais) é a série

de poténcias
o0

Z cn (2 —p)" (5.6)

n=0

com coeficientes (chamados coeficientes de Taylor de f no ponto p)

) e,

n! B % |z—p|=R (Z _p)n+1

Cn -

Esta série de poténcia define uma func¢ao holomorfa numa vizinhanga de p. De fato, seja Dg(p)
um disco cuja aderéncia estd contida em 2, e seja M = sup,cgp,(p) |f(2)]- Pelas desigualdades de
Cauchy (5.5) os coeficientes sao limitados por

Sendo lim sup,, . |cn|1/" < 1/R, o raio de convergéncia da série é > R, e portanto, pelo teorema
3.3, a série define uma func¢ao holomorfa, no disco Dg(p).

6B. Taylor, Methodus incrementorum, Londini, 1715.
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Teorema 5.11 (Taylor). Se f € holomorfa numa regido que contém a aderéncia do disco Dr(p),
entdo f € igual a sua série de Taylor, i.e.

nos pontos z € Dr(p).

Demonstra¢do. A menos de translagdes e homotetias, podemos assumir que p = 0e R =1, ou
seja, que f e holomorfa numa regiao que contém a aderéncia do disco unitario D. Pela férmula de

Cauchy
1 (w)

Z) = — dw 5.7
/) 27 Jop w — 2 (5.7)
sez€D. Se|w|=1e|z]| <1, o0 “nicleo” de este integral é dado pela série
1 1 _1%(2)"_50: 2"
w—z_wl—(z/w)_wnzo w _n:Ow”+1

que converge uniformemente em w para cada z € D fixado. Ao substituir esta expressao na (5.7),
e usando o teorema 4.3, podemos reconhecer os valores das derivadas de f em 0 dados pela (5.3),
e portanto

(2 (w) n_ N\~ S0,
f(Z)’r;)(m oD w7l+1 dw> < 77;0 n! z

O

Portanto, uma fungao holomorfa admite uma expansao em série de Taylor em torno de cada
ponto do seu dominio, ou seja, é uma funcao analitica. Em particular, “holomorfa” e “analitica”
podem ser considerados sinénimos.

O teorema de Liouville 5.8 admite a seguinte generalizacao, consequéncia das desigualdade de
Cauchy (5.5) e da unicidade dos coeficientes da série de Taylor.

Teorema 5.12. Uma fungao inteira f tal que

sup |f(z)| = O(R")
|z|=R

€ um polindmio de grau < n.

Determine as séries de Taylor em torno de p = 0, e os respetivos raios de convergéncia, das
seguintes funcoes:

1 1 z 2
142 1+ 22 444

ze”? (14 2)e? 22e* e *?

Determine as séries de Taylor em torno dos pontos p = 1 e p = ¢, e os respetivos raios de
convergéncia, das seguintes funcgoes:

1/z 1/2* e*

Série de Mercator. Integre a série geométrica

1
=142+ 22 +5 4.
1—-=2
e deduza que a série de Taylor do logaritmo principal log(1l — z) em torno de p = 0 é dada pela
série de Mercator 1 1 )
522_523_124—...
em |z| < 1. Calcule também a série de Taylor de log(1 + z) em torno de p = 0.

log(l—2)=—z—
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Determine os primeiros termos da expansao em série de Taylor em torno de p = 0 das

seguintes funcoes:

z

e sin(z)

e®sin(z) cos(z) sin(z)

cos(z) z
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Algumas séries de Taylor

42

)
flz) =30 gen 2™ where ¢, = L nl(O)

2| < R = (limsup |c, /™)1

(l—z2) =32 "=14z+22+2%+...
ef=Yr Lt =1+24+322+ 55+

n=0 n!

cosh(z) = 307 o gy 27" = 14+ 522 + 912 + ..

- _ e 1 2n4l _ 1.3, 1 .5
sinh(z) =3~ G 2 =2t g

cos(z) =Y 0 7((_23)7 Zr=1-1224+ L+ .

i —yoee (D" ond1 _ 1.3 1.5
sin(z) = >, Gt 2 =2— 52 + 20+ ...

log(1+2) =5 "2 on LA TAR TRk S

n=1 n

(I+2)=14+>0 (92" =14az+ “((XQ_l)zQ + “(a_lg(a_Q)z?’ +...

- o S (2n)! 2n41
arcsin(z) = Y " 7oz on D) 2 Gt ) 2

|z| <1
|z| < o0
|z] < o0
|z| < o0
|2] < o0
|z] < o0
2| <1
2| <1

|z| <1
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6 Séries de Laurent e calculo dos residuos

6.1 Séries de Laurent

2

Séries de poténcias em torno de co. Uma fungio f(z) é “analitica em z = 00” se a fungao

g(w) = f(1/w) é analitica em w = 0, ou seja, se admite a expansao

flz) = Z Ccpz "

n>0

num disco Dg(oc) := {|z| > R} C C centrado em co (que corresponde a um disco |w| < 1/R na
coordenada w = 1/z da esfera de Riemann). Os coeficientes sdo dados por

1
Cp = — g(ci)l dw
270 Jjwl=1/p @™
1 1
= — n- d
il f(z)z z

onde p > R.

Determine, se existir, a expansao em série de poténcias em torno de co de
1

3 z 1/22
1/z e o et/

Séries de Laurent. Se fy(z) =Y, cn(z —p)" é uma fungio analitica no disco |z —p| < R e
f-(z) =307 con(z —p)~™ é uma funcao analitica no disco |z — p| > r, e se 7 < R, entdo a soma
f(2) := f+(2) + f-(2) é uma funcdo analitica no anel A, r(p) := {r < |z — p| < R}, representada
pela série de poténcias (positivas e negativas)

oo

[ =Y eulz— )",

— 00

chamada série de Laurent. A série que representa f,(z) é chamada parte regular da série de
Laurent, e a série que representa f_(z), que contém apenas expoentes negativos, é chamada parte
principal.

Vice-versa,

Teorema 6.1 (Laurent). Uma fungdo f(z) holomorfa no anel A, r(p) admite uma expansio em

série de Laurent
oo

f)= Y clz=n)" (6.1)

n=—oo
em torno de p. Os coeficientes c,, com n € Z, sdo dados pelos integrais
1 f(2)

Cn = —— AR (6.2)
t2mi fiapy (2= p)

onder < p < R.

Demonstracdo. Para simplificar as férmulas, podemos assumir, modulo uma translacao, que p = 0.
Se z € A, g(0) e € > 0 é suficientemente pequeno, pela férmula de Cauchy 5.2 e pelo teorema de
Cauchy 4.7

1 f(w)
= — d
/() 270 Jjp—z|=e W — 2 v
1 1
= — f(w) dw — — f(w) dw
270 Jj)=rr W — 2 270 )= W — 2
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onde os raios r < 7 < R’ < R sdo tais que D.(z) C A, r/(0) (fazer um desenho). O primeiro
integral, sendo |z/w| < 1, é igual a

1 fw) 1 1 fw)

— dw = — dw
270 Jp|=rr W — 2 210 Jjp)=rr w 1 —

o (A2 o

(1 f(w) n
- ngo (2“ j{wuw wn dw) ’

O segundo integral, sendo |w/z| < 1, é igual a

E2
w

NE

1 1 1
L M e
270 )= W — 2 270 Jjp)=pr 2 L= %
1 1o fw\™
=5 - — d
271 |w|=r" (Z 7;) (Z) ) f(LU) v
— (1
= *Z - G dw | 27"
210 =g W
n=1
(a troca entre integrais e somas é justificada pelo teorema 4.3). O

Por exemplo, a funcdo f(z) = 1/(1 — z), holomorfa em C\{1}, é representada pela série de
Taylor

1
— =14+

1-2
no disco unitario I, e pela série de Laurent
1 1 711+1+1+1+
l—2z  z1-1/z =z z 22 2T

no anel |z| > 1 (o disco unitdrio na varidvel/coordenada w = 1/z da esfera de Riemann).

Desigualdades de Cauchy. Também os coeficientes da série de Laurent (6.1) podem ser esti-
mados pelas desigualdades de Cauchy: se sup.cqop, () [f(2)] < M, entao

M
len| < = (6.3)
p’ﬂ

Determine séries de Laurent das seguintes fungoes em aneis oportunos

z

1/ o e

¢ (z=1)(z—-2) 22

Determine as possiveis expansoes em série de Laurent centradas em 0 das seguintes fungoes

1 n 1 1 z—1
1—-2 2-2z z2(z—1) z+1

zsin(1/z)
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6.2 Singularidades isoladas

Singularidades isoladas. Um ponto p € C é uma singularidade isolada de f(z) se f(z) é uma
func@o holomorfa num disco perfurado Ag ,(p) = D,(p)\{p} com p > 0. Pelo teorema de Laurent
6.1, f(z) admite a representacio

oo

f)= Y eulz—p)" (6.4)

n=—oo

no anel 0 < |z — p| < p, sendo os coeficientes ¢,,’s dados pela (6.2).
A ordem de f na singularidade isolada p é

ord(f,p) :=inf{k t.q ¢ # 0},

ou seja, o nimero n € Z U { & 0o} tal que ¢, # 0 (se n # £00) e ¢ = 0 para todos os k < n.

Singularidades essenciais. A singularidade isolada é essencial quando ord(f,p) = —oo, ou
seja, quando ¢, # 0 para infinitos n negativos.
Por exemplo,

1 1
el/Z:-~-+6z_3+§z_2+z_l+l

tem uma singularidade essencial na origem.

Pélos e fungoes meromorfas. A singularidade isolada é um pdlo de multiplicidade m > 1
quando —oo < ord(f,p) = —m < 0, ou seja, quando f é representada por uma série de Laurent
“finita” (contendo um ntmero finito de poténcias negativas)

_ C_m C_1 > _ n
f(z)—i(z_p)m%- +Z_p+7;cn(z D)

com ¢(z) holomorfa e ndo nula numa vizinhanga de p.

Por exemplo,

fz)=1/2"

com k > 1 tem um pélo de multiplicidade k na origem (chamado “pdlo simples” se k = 1, “pélo
duplo” se k=2, ...).

Uma func¢do que é holomorfa numa regiao Q exceto num certo nimero de pdlos (necessaria-
mente isolados) é dita meromorfa. Exemplos sao as fungoes racionais, que tém pélos nos zeros do
denominador.

Singularidades removiveis e zeros. A singularidade isolada é removivel se ord(f,p) =n > 0.
Neste caso f admite uma extensao holomorfa em todo o disco D,(p), definida por f(p) = c¢p. Em
particular, se 0 < n < 0o, entao f tem um zero de ordem n em p, logo é da forma

f(2)=cnlz =p)" + copr(z —p)" ...

— (= p)"g(2) (6:6)

com ¢(z) holomorfa e ndo nula numa vizinhanga de p. O caso ord(f,p) = co é o caso trivial da
funcéo constante e igual a zero.

Por exemplo, z* tem um zero de ordem k > 1 na origem (chamado
“zero duplo” se k=2, ...).

Em particular,

¢

‘zero simples” se k = 1,

Teorema 6.2. As funcdes holomorfas e nao constantes tém zeros isolados.
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Em particular, uma func¢ao holomorfa sé pode ter um nimero finito de zeros em um compacto.
Corolario é que uma fungao holomorfa igual a zero numa sucessao convergente de pontos do dominio
(por exemplo, numa curva) é necessariamente constante e igual a zero. De consequéncia, se duas
fungoes holomorfas coincidem numa sucessao convergente de pontos, entao sao iguais.

Teorema 6.3 (Riemann). Uma singularidade isolada p de uma fungao holomorfa f(z) € removivel
sse f(z) € limitada numa vizinhanga de p.

Demonstragdo. Se |f(z)| < M numa vizinhanga perfurada D,(p)\{p} de p, ent@o todos os coefi-
cientes negativos da série de Laurent de f em torno de p sdo nulos, pois, pelas desigualdades de
Cauchy (6.3)

1
enl =g § o)) A < e
2m8 J |z —pl=<
sen=1,2,..., e e >0 pode ser arbtrariamente pequeno. A série de Laurent » - c,(z — p)™ é
portanto uma extensao holomorfa de f numa vizinhanca de p. A outra implicacao é trivial. O

Um corolario surprendente é o seguinte.

Teorema 6.4 (Casorati-Weierstrass). Se p é uma singularidad essencial de f(z), entdo a imagem
f(D,(p)\{p}) € densa no plano complexo C:

Demonstragdo. Caso contrario, existem um ponto o € C e um raio € > 0 tais que a imagem
f(Dy(p)\{r}) € C\D.(c). Isto implica que a fungao g(z) := 1/(f(z)—«), holomorfa em D,(p)\{p},
é limitada por 1/e, e portanto, pelo teorema 6.3, que ord(g,p) > 0. De consequéncia, a fungao
f(z) = a+1/g(z) tem, no méximo, um pélo de ordem finito em p, contrariamente & hipétese. [

Determine as singularidades isoladas e a natureza de
z 3z
e 1 1 1/z e

z (z—1)(z2-2) 22 =e 22 —22-3

Mostre que €*, sin(z) ou cos(z) tém singularidades essenciais em co.

Mostre que uma fungao inteira com uma singularidade nao essencial em oo é um polinémio.

6.3 Teorema e calculo dos residuos

Residuos. O residuo da fungao holomorfa f(z) na singularidade isolada p € C é o coeficiente

’Res(f,p) =c_1 ‘

na série de Laurent (6.4). Pela férmula de Cauchy 5.2, o residuo é também igual ao integral

Rmﬂm—]'f_f@Mz

T 2mi

se p é suficientemente pequeno. (melhor seria dizer que o residuo é um invariante da forma f(z) dz,
e nao da funcao f(z) !).
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Célculo dos residuos. O calculo dos residuos pode ser simplificado se a singularidade nao é
essencial. Por exemplo, se p é um pdlo simples de f, i.e. ord(f,p) = —1, e portanto

c_
f(z):z lp‘1'00"i-Cl(Z—p)-&-62(2—]))2—&—...7

entao

Res(f,p) = ;ILI%)(Z -p)f(2)

Neste caso, é também util observar que, se g é uma fungao holomorfa em p, entao

]ReS(fg,p) = g(p) Res(f,p) \

Se p é um pdlo duplo, i.e. ord(f,p) = —2, entdo

Res(f,p) = lim - ((z - )/ (2)) -

z2—p dz
Em geral, se p é um pdlo de multiplicidade m > 0, i.e. ord(f,p) = —m, e portanto f(z) é da forma
(6.5) numa vizinhaca de p, entao
R B 1 I dm—l m

Outra observagao util é a seguinte. Se f(z) tem um zero simples em p, i.e. é da forma
fz)=ci(z=p)+ealz—p)° + ...

com ¢; = f'(p) # 0, entdo h(z) = 1/f(z) tem um pélo simples em p. Pela regra de L'Hopital,

e ) = 1, 75 = 7

De consequéncia,

[Res(1/f,p) =1/f'(p) |

Teorema dos residuos. Seja Q C C uma regido limitada cuja fronteira 92 é uma reuniao
de contornos fechados simples. Seja f uma funcao holomorfa numa vizinhanga de 2 exceto num
numero finito de singularidade isoladas py,po,--- € 2. Entao o teorema de Cauchy 4.7, aplicado
ao dominio obtido ao retirar de 2 uns discos suficientemente pequenos D,(px) centrados nos py’s,
implica o seguinte

Teorema 6.5 (teorema dos residuos). Se f é holomorfa em Q C C excepto num nidmero finito
de singularidades isoladas p1,ps,- -+ € 1, entdo

f(z)dz =2mi - Z Res(f, pr) (6.7)
k

o0

Ou seja, o calculo dos residuos nas singularidades isoladas permite calcular o integral de con-
torno. A férmula integral de Cauchy (5.2) é um caso particular de (6.7).

Calcule os residuos das seguintes funcoes nos pontos singulares

e 1 1 Lol e
z (z—=1)(z-2) 22 22 —2z-3

e

~—

Tz cos(z) z sin(z

z—1i 22 sin(z) 23
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Calcule os integrais

z 1 z
lz|=1 2 lo|=2 2° +1 2j=2 (2 = 1)

1722 7{ z—3 d 7{ e* d
i{z|_Re : lzj=2 2(2 — 1) : |z]=5 22 — 22— 3 :

Residuo no infinito. Se f(z) é analitica em |z| > R e tem uma sigularidade isolada em z = oo,
entao o seu residuo no infinito é definido por

Res(f,00) = —% H f(z)dz
z[=p

onde p > R (ou seja, é igual ao integral de f(z)/2mi ao longo de uma circunferéncia suficiente-
mente grande orientada negativamente). Portanto, se f(z) = Y>> ¢,2" é a série de Laurent que
representa f(z) no anel |z| > R, entdo Res(f,00) = —c_;. Por exemplo, o residuo no infinito da
funcao f(z) = e'/# é igual a —1.

O teorema dos residuos 6.5, aplicado a um disco suficientemente grande, entao implica o seguinte

Teorema 6.6. Se f(z) é uma fungdo holomorfa em todo o plano complexo exceto num nimero
finito de singularidades isoladas p1,pa,--- € C, entdo

> Res(f,px) + Res(f,00) =0
k

Calcule os integrais

7{ dz 7{ 6z d
—_— ——dz
zj=10 1+ 21 zj=7 1+ 21

Principio do argumento. Um corolario interessante do teorema dos residuos é a possibilidade
de contar zeros e pdlos de uma fungao f integrando a sua derivada logaritmica f'/f. Se v é um
contorno fechado simples, e I' = f oy é sua imagem pela fungao f, entao o integral da derivada

logaritmica de f é
1 ! 1
ff () g L L o).
5

omi f, f(z2) 2w Jpr w

Informalmente, “o nimero de voltas que o argumento de f(z) dd em torno da origem quando z
percorre a curva ~”.

Teorema 6.7 (principio do argumento). Seja Q o interior do contorno fechado simples vy, e seja
f(z) uma fung¢ao homolorfa numa vizinhaga de Q exceto num nimero finito de pdlos p1,pa,. ...

Se f(z) ndo tem zeros nem polos na curva vy, e se 21, za,... $Go0 0s seus zeros em €}, entdo
1 [ f(2)
dz:g ord( f, +E ord .

Demonstragido. A derivada logarftmica f’/f é holomorfa em todos os pontos exceto nos zeros e
nos polos de f.

Se p é um zero de f de ordem k > 1, entdo f(z) = (2 — p)*g(2) com g holomorfa e ndo nula
numa vizinhanga de p. De consequéncia, a derivada logaritmica

fE_ k)
)
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tem um pélo simples em p com residuo k.
Se p é um pélo de f de ordem k > 1, entdo f(z) = (2 — p) ¥g(z) com g holomorfa e nio nula
numa vizinhanga de p. De consequéncia, a derivada logaritmica

1e)_ kL g

fz) — z-p o g()

tem um pdlo simples em p com residuo —k.
O teorema segue aplicando o teorema dos residuos 6.5. O

Uma consequéncia é o

Teorema 6.8 (Rouché). Seja Q o interior do contorno fechado simples vy, e sejam f(z) e g(z)
duas fungoes homolorfas numa vizinhaca de ) tais que

() > 1f(2) — 9(2)]

nos pontos da curva v. Entdo f e g tém o mesmo numero de zeros em €.

Demonstragio. E claro que nem f nem g podem ter zeros em 5. Seja h(z) := g(2)/f(z), cuja
derivada logaritmica é h'/h = ¢'/g — f'/f. A hipbtese também implica que

lh(z) —1] <1
nos pontos de 7, e portanto que a curva I' = h oy estd contida no disco D;(1). Mas
/ / !/
PR EC PR C PR FLCVY
rz Jyh(z) 5 9(2) 5 f(2)

e o primeiro integral é zero porque a curva I' ndo contém a origem no seu interior. O teorema é
portanto consequéncia do 6.7. O

Seja g(z) = anz™ + -+ + a1z + ap um polinémio de grau n, e seja f(z) = a,z™ o seu termo
de grau méximo. E claro que o médulo da diferénca f(z) — g(z) ¢ limitado pelo médulo de f(z) se
|z| é suficientemente grande. O tnico zero de f(z) é a origem, e tem multiplicidade n. Deduza o
teorema fundamental da algebra.

6.4 Calculo de integrais

Integrais de fungoes racionais de cos e sin.  Se f(cos(6),sin(f)) é uma fungao racional de cos
e sin, entdo a substituicio z = € transforma o integral de f(cos(f),sin(f)) entre 0 e 27 no integral

de contorno

2w dz

; (cos(0),sin(0)) do = szl_l F(z) =

onde F' é a funcao racional

24271 -1
F(z)=f< +2 Y >a

pois cos(0) = (z 4+ 1/2)/2, sin(0) = (z — 1/z)/2i e dz/iz = df. O segundo integral pode entao ser
calculado somando 27 vezes os residuos da fungao integranda g(z) = F'(z)/iz nos pontos singulares
no disco unitario D (se f nao tem polos na circunferéncia unitaria oD).

Mostre que, se a > b > 0,

/2” o 2n
o a-+bcos(d)  \aZ—p2
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Calcule
/27r de /7r cos(26)
o 2+ cos(f) o 3 —cos(f)
2 d9
_— b
/0 o T bsim(0) coma>b>0

O nacleo de Poisson no disco unitdrio D é

1+ ret? _ 1—1r2
1—re® ) 1 —2rcos(h)+r2

Po(0) == 9%(

com 0 < r < 1. Mostre que B
€ P.(0)dd =1
2 J_,
Integrais impréprios de funcgoes racionais. Se f(z) = g(z)/h(z) é uma funcdo racional
(quociente entre os polindémios g e h) e se o seu integral impréprio na reta real é absolutamente
convergente, ou seja, ffooo |f(z)|dz < 0o (o que acontece se deg(h) > deg(g) + 1, ou seja, se 0o
é um zero de ordem ord(f,o0) > 1 de f, e portanto f(z) = O(]x|~2) quando |z| — o0) entdo
o integral improéprio de f pode ser calculado somando 27i vezes os residuos de f no semi-plano
superior H, i.e.

/jo f(x)de = 2mi ZRes(f,p)

peH

De fato, o segundo membro é igual ao integral de f(z) ao longo do contorno formado pelo segmento
[-R, R] C R e pela semi-circunferéncia Sg = {Re' : t € [0,7]}, mas o integral fSR f(z)dz — 0
quando R — oo (pois o integrando ¢ limitado por |f(z)] < C R™2 e o comprimento de Sk é igual
a TR).

A mesma técnica pode ser utilizada para calcular integrais impréprios do género
o0 o0
/ f(x) cos(azx) dx e / f(z) sin(azx) dx (6.8)
— 0 —oo

parte real e parte imagindria de [~ f(z)e’® dz, pois |f(2)e'®*| < |f(2)| se S(z) > 0 e a > 0.
Menos 6bvio é que estes integrais podem ser calculados também quando co é um zero simples
de f, i.e. quando ord(f,o0) = 1, e portanto |f(z)] < C/|z| numa vizinhanca de z = oo. Uma
possibilidade ¢ integrar a fungao meromorfa F(2) := f(z) €*“* ao longo de um retangulo de vértices
-X_, X, Xy +iY, - X_ +iY.
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Se X_,X,,Y > 1, entdo o interior do retdngulo contém todos os pdlos de F(z) no semi-plano
superior (estamos a assumir que nao ha pélos no eixo real!). Por outro lado, os valores absolutos
dos integrais ao longo dos lados verticais e do lado superior do retangulo sao limitados por

c (Y o C emoY X+ e~ Y
— oY iy < — dx < X X_
ol IR I TEE e S

respetivamente. Passando ao limite quando Y — oo e depois X4+ — oo, o resultado é que

/OO f(z) e dox = 2mi Z Res(F, p)

p€EH

(se @ > 0, caso contrério é necessdrio escolher o retangulo oposto, i.e. com Y < 0, e portanto
somar os residuos nos pélos contidos no semi-plano inferior). As partes real e imagindria deste
integral sdo os integrais (6.8).

A mesma conclusao pode ser obtida usando a seguinte observagao:

Teorema 6.9 (lema de Jordan). Se M(R) :=sup|,|—g |f(2)| = 0 quando R — oo, entdo o integral
de f(2)e’*, com a > 0, ao longo da semi-circunferéncia Sp = {Re® : t € [0,7]} tende para zero
quando R — oo (se a < 0, o teorema se aplica a semi-circunferéncia Sy = {Re" : t € [—m,0]}
no semi-plano inferior).

Demonstragao. Usando a desigualdade elementar %t <sin(t) < 1 para valores de t € [0,7/2],

(2) e dz

T ) /2 )
< M(R)R / e ofsn® gt — 2 M(R) R / e~ oRsin() gt
Sr 0

0

/2
< M(R) R/ e~ (2aR/mt gt < M(R)Ql(l — e o)
0 «

Portanto, se M(R) — 0 quando R — oo e o > 0, este integral tende para 0. O

/°° dx
— =
o 2241

O nacleo de Poisson no semi-plano superior H é

Mostre que

Y
P e

l/m Py(x)de = 1.

™

com y > 0. Deduza que



6 SERIES DE LAURENT E CALCULO DOS RESIDUOS 52

Calcule
*© dx < 2% -1 * 2241 < dx
——————dx dx —
R | oo Tt D22 44 oo Tt 1 oo (24 1)3
> cos(ax) > cos(ax)
d d
/0 21 /,mx2+52x
i cos(x) > sin(x)
———d ———d
e |, s

Mostre que, se a > 0,

o0 . —a o0 -
/ c2os(x)2 do = 75— e / oy ;m(xQ) de =me ®.
o T2t a a oo TTta

Integre a funcao f(z) = ¢**/(1 + e*) ao longo do retangulo de vértices +R e +R + 27i, e

mostre que, se 0 < a < 1,
0 ea T
/ dx = —
oo Lt e€7 sin(am)

Integre a funcdo f(z) = e~27%*/ cosh(nz) ao longo do retangulo de vértices +R e =R + 2i,
e mostre que, se £ € R,

o5} e—27rz'§ac 1
dr =
/_oo cosh(mz) cosh(m¢)
Valor principal de Cauchy. Se a fungdo racional f(x) tem pdlos simples na reta real que
coincidem com os zeros de cos(z) ou sin(z), os integrais (6.8) podem também ser calculados.
Quando os pdlos simples de f(z) na reta real ndo sdo anulados pelos zeros de sin ou cos, e portanto
o integral de

/Z f(z) e da

nao existe, ainda é possivel (e 1til, por exemplo na teoria da transformada de Hilbert) definir
e calcular os integrais “no sentido do valor principal”. Por exemplo, se 0 € R é o tnico pdlo de
F(2) = f(2) €!®* na reta real, e é um pélo simples, entdao o valor principal (de Cauchy) do integral
Jg F(z) dz é definido por

p.v./ F(z)dx:= lim lim F(z)dx

— 00 R—o0 €—0 s<|z\<R

Seja v o contorno obtido unendo os segmentos ¢ < |z| < R da reta real com as semi-circunferéncias
Sp={Re" : t€[0,7]} e S ={ee : t €[0,7]}.

N

Se R é suficientemente grande e £ > 0 é suficientemente pequeno, o teorema dos residuos diz

que
2mi Z Res(F,p) = /

peH SR

F(z) dz+/ F(x)d;z:—/s F(2)dz

e<|z|<R B
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O primeiro integral tende para 0 quando R — oo se F(2) = f(z)e'™* satisfaz as hipéteses do lema
de Jordan 6.9. O limite do dltimo integral quando ¢ — 0 pode ser calculado explicitamente: se
F(z) = ¢/z+ Fy(z), com Fy holomorfa numa vizinhanca da origem, entao

lim/ f(z)dz =mic,
Se

e—0

pois o integral da parte holomorfa é limitado por Mme — 0, se M = max|.|<. |fo(z)|. E evidente
como generalizar esta féormula ao caso de mais polos simples na reta real: cada pdlo na reta real
conta “metade”, ou seja, mi vezes o residuo. O resultado é que

p.v. /700 F(z)dx = 2mi Z Res(F,p) + i Z Res(F,p)

peH peER

Calcule

. / cos(az) o . / sin(ax)

r—a r—a

Integral da funcgao sinus cardinalis. A func¢do de Shannon (ou sinus cardinalis)

. sin(z) 15 1
sinc(zx) := . =1 e +120,z

joga um papel importante em andlise de Fourier (é a transformada de Fourier de uma fungao
carateristica), em particular nas aplicagbes & teoria da informagao e ao processamento de sinais
digitais. A origem é uma singularidade removivel, e sinc é uma funcao inteira se o seu valor na
origem for definido sinc(0) := 1. Os seus zeros sao os multiplos nao triviais de m, e Euler provou

que sinc é um produto infinito
sin(rz) 1 22
= 1+ — 6.9
Tz H < * n2) (6.9)

n=1

O seu integral impréprio
o0
I.= / sinc(z) dx
0

nao converge absolutamente (pois a primitiva de [sinc(z)| = 1/z é logz, que diverge em 0 e em
00). Por outro lado, o residuo da funcao f(z) = e**/z em p =0 é Res(f,0) = 1. Entao

1 ' 1/5611 1 oo iz T
I—Zglg(l) j ?dx—zp.v./ —dx—i

— 00
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Residuos e séries: alguns valores da funcao zeta de Riemann. A funcdo f(z) = 7 cot(nz)
tem polos simples nos inteiros n € Z, com residuos Res(f,n) = 1, e é uniformemente limitada nos
lados do quadrado Qg C C de vértices =R+ iR e =R F iR, com R € N+ 1/2. Pelo teorema dos
residuos 6.5, se k =1,2,3,...,

; f(z) 2k o~ 1
O:Rh_rgo 8QRZWdz:Res(f/z ,0)—1—2;@,

e portanto os valores da fungao zeta de Riemann ((s) := Y. -, 1/n* (holomorfa no semi-plano
R(s) > 1) quando s = 2k = 2,4,6,... sdo

oo

C(2k) = g = 5 Res(7/2%%,0)

n=1

Para calcular o residuo de f(2)/22* em 0 é necessério calcular a série de Laurent da cotangente
num disco perfurado a volta da origem:

cos(z)  1—2%/2+z%/24— ...

sin(z)  z(1—22/6+24/120 —...)

=21 =222+ 2424 — ) (1 +22/6 - 72*/360 +...)
=2t —2/3—23/45— ...

cot(z) :=

Por exemplo, Res(f/2%,0) = —72/3, e portanto

o0
1 1 1 1 1 2
2) = — =1 — — J— _ e = — 6.10
<@ nz::lnz +4+9+16+25+ 6 ( )

(a solugao do problema de Basel).

Compare o coeficiente de 22 na série de Laurent de sin(7z) /72 e o coeficiente de 22 no produto
infinito em (6.9), e deduza a prova (original de Euler) da férmula (6.10).
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7 Separacao de variaveis, harmoénicas e modos

7.1 Corda vibrante

Corda vibrante e harménicas. As pequenas vibragoes transversais de uma corda de compri-
mento ¢, tensao k e densidade linear p sao modeladas pela equagao de onda

Uy — gy =0, (7.1)
com condigoes de fronteira (condi¢des de Dirichlet)
u(0,t) = u(l,t) =0 Vi,

onde u(x,t) denota o deslocamento transversal da corda na posicdo = € [0,/] e no tempo ¢, e
¢ = +/k/p. Para ter férmulas simples, consideramos ¢ = 7 (que corresponde a uma mudanga de
varidvel x — 2’ = wa/{)

O produto u(x,t) = X (x) T(t) é uma solucao “separdvel” da equagdo de onda (7.1) se X T" =
2 X" T, e portanto se existe uma constante A € R tal que

X" =)\X e " = \?T .

As tnicas solugbes nao triviais do problema X” = AX no intervalo [0, 7] com condicées de fronteira

nulas X (0) = X(m) = 0 sao proporcionais a X,,(z) = sin(nz) e tém valores préprios \, = —n?
,comn = 1,23, .... Para cada um destes valores de \,,, T}, é solucao da equacao do oscilador
harménico T/ = —n?c?T,, de frequéncia ne. As solugoes separdveis do problema da corda vibrante

sao portanto as ondas estaciondrias
Up (z,t) = (an cos (nct) + by, sin (nct)) sin (nx)
= A, sin (nct + 7,) sin (nx)

comn =1,2,3,..., onde os coeficientes a,, e by, ou a amplitude A, = \/a2 + b2, e a fase 7, =

arctan(a, /by,), sdo constantes arbitrarias (que dependem das condigdes iniciais). A linearidade da
equacao de ondas implica o principio de sobreposi¢do: toda sobreposicao de solugoes ainda é uma
solugao. Em particular, se as condigoes iniciais sao sobreposicoes finitas de harménicas

u(z,0) = Z ap sin (nx) e ut(x,0) = Z by, sin (nx) |
n n
entdo a solugdo é (a unicidade vem do teorema de unicidade ?7)

u(x,t) = Z(an cos (nct) + % sin (nct)) sin 2wz /Ly,) .

7~ 04

0

N

Primeiras 5 harmoénicas de uma corda vibrante.
No caso geral em que o comprimento é ¢, as ondas estacionarias sao
un(x,t) = Ay sin vt + 7,) sin 27z /4y,) comn=1,2,3,...
onde as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

2/
Vn::ni (S En::77
n

20
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com n = 1,2,3,..., respetivamente. A primeira frequéncia, v; = c¢/{1, é dita som (ou tom,
ou modo) fundamental, e as outras, v, = nv; = ¢/l,, com n = 2,3,4,..., sdo ditas n-ésimas
harmdnicas (ou overtones) da corda.

Por exemplo, se a fundamental é o Ay de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
entdo a segunda harmoénica é o Ay de 880 Hz, a terceira estd préoxima do Eg de 1318.5 Hz, a quarta
é 0 Ag de 1760 Hz, a quinta estd préxima do Cfy de 2217.5 Hz, a sexta estd proxima do E; de 2637
Hz, a sétima estd préxima do G7 de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras harménicas contém
a “fundamental” A, a “quinta justa” E e a “terca maior” Cf, as trés notas (“triade maior”) do
“acorde maior”! *

NH o
}
[

L=

1 2 3 4 5 & 7 8§ 9 10 11 12

Primeiras 12 harmoénicas de uma corda cuja fundamental é C.

Mostre que a energia

¢
E:ZE/ (puf—l—kui)dw
2 Jo

é uma constante do movimento, ou seja, que %E = 0 (calcule a derivada e integre por partes).

Mostre que a energia de uma onda estaciondria
Un(x,t) = Ay sin 2rvpt + 7,) sin 27z /4y,)

é dada por
E, = n?MA?1?

n-n?

onde M = pl é a massa da corda.

Determine as vibragoes de uma corda de comprimento ¢ = w dadas as condigoes iniciais
u(z,0) = sin(3x) e ug(x,0) = 2sin(4x),

u(xz,0) = 3sin(z) — sin(2z) e ut(x,0) = sin(3x) .

A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada com
uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz, 1980 Hz, ...
Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um violinista para obter o La5
de 880 Hz com esta corda?

[St08] 4.1.

7.2 Equagao de calor

Condugao de calor com temperatura constante na fronteira. A condugao de calor num
fio condutor de comprimento 7 (para ter férmulas simples; se o comprimento for ¢, basta fazer a
mudanga de varidvel  — 2’ = wx/f) e difusividade térmica 8 > 0 é modelada pela equagao de
calor

Up — Pz =0 (7.2)

"To learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/


http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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onde u(z,t) é a temperatura na posigdo x e no instante ¢t. Colocamos o problema de resolver o
problema com condigdes de fronteira constantes, u(0,t) = a e u(w,t) = b para todos os tempos
t > 0. A funcao
b—a

x

™

w(z,t) :=a+

é uma solugao estaciondria, i.e. independente do tempo (o limite esperado do perfil de temperatura
quando t — c0). Entao a solucao da equagao de calor (7.2) com condigdes de fronteira constantes
u(0,t) = a e u(m,t) = b é igual a

u(z,t) = w(z, t) +v(z,t),
onde v(z, t) é a solugao da equagéo de calor (7.2) com condigdes de fronteira nulas (i.e. de Dirichlet)
v(0,t) = v(m,t) = 0.

Um célculo anédlogo ao da corda vibrante mostra que as solugoes separaveis da equacao de calor
(7.2) com condigbes de fronteira nulas sdo (proporcionais a)os modos

vn(z,t) = e Pt sin (%m)

comn =1,23,.... Pelo principio de sobreposi¢do, uma sobreposicao finita de modos
v(x,t) = Z bpe?""tsin (nx)
n>1

é uma solugao da equagdo com condigbes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e v(¢,t) = 0 e condigao

inicial
v(x,0) = Z by, sin (nx)
n>1

E importante observar que o limite de v(x,t) quando ¢t — oo é a funcdo identicamente nula, e
portanto o limite de u(z,t) é a solugdo estaciondria w(z,t), como esperado.

Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm? /s é posto em contacto
térmico, nos dois extremos, com dois reservatdérios mantidos a temperatura constante de 0°C.
Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (&x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha temperatura superior
a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?

E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e 100°C,
respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo grande?

Determine as solucoes da equagao de calor num condutor de comprimento m com condi¢oes
de fronteira nulas, ©(0,t) = 0 e u(m,t) = 0, e condi¢ao inicial
u(z,0) = sin(x) + 3sin(2z) ,
ou

u(x,0) = wsin(7z) — sin(5z).

Condugao de calor num condutor isolado. A condugao de calor num fio condutor termi-
camente isolado de comprimento 7 e difusividade térmica 8 > 0 é modelada pela equagao de
calor

utfﬂumx:()a

em 0 < z <, com condigdes de fronteira (condi¢des de Neumann)

Uug(0,8) = ug(m,t) =0 V>0
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(o fluxo é proporcional ao gradiente de temperatura). As solugbes separdveis s@o os modos
un(x,t) = e Pt cos (nx)
comn =0,1,2,3,... Pelo principio de sobreposi¢ao, uma sobreposi¢ao finita de modos

u(z,t) = ag + Z ane """ cos (nx)
n>1

é uma solucao com condigao inicial

u(z,0) = ag + Z ayp, cos (nx) .

n>1

O limite de u(z,t) quando t — oo é o coeficiente ag, que é a média dos valores inicias

™

1 T
ap = f/ u(zx,0) dx
0
(pois os cos(nz), com n > 1, tém média nula em [0, 7]).

Mostre que o “calor”
¢
Q(t) == C’/ u(z,t)dx,
0
onde C' = mc é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor especifico ¢)

é constante, ou seja, que %Q(t) =0.

Determine as solugoes da equagao de calor num condutor isolado de comprimento m com
condigao inicial
u(z,0) = cos(x) + 3 cos(2z),

ou
u(z,0) = 3 — cos(bx).

[St08] 4.2.

Condugao de calor num condutor circular. Também podemos considerar um condutor
isolado circular, por exemplo uma circunferéncia de comprimento 27 (a circunferéncia unitdria
S = {e®, x € R/2rnZ} C C). Neste caso, nao ha fronteira, e de consequéncia nao ha condigdes de
fronteira, mas condigoes de periodicidade: u(0,t) = u(2m,t) para todos os tempos ¢ > 0. Entao as
solucoes separdveis da equagao de calor (7.2) sao

up(z,t) = e=An’t (an, cos (nx) + by, sin (nx))
comn =0,1,2,3,.... Pelo principio de sobreposicao, uma sobreposicao finita de modos

u(z,t) = ap + Z et (an, cos (nx) 4 by, sin (nx))
n>1

é uma solucao com condigao inicial

u(z,0) =agp + Z (an cos (nz) + by, sin (nx)) .

n>1

Calor com dispersao. Considere a equacao de calor com dispersao
Uy — 51‘%1 =—-u

no intervalo 0 < z < £ com condigoes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0 para todos os ¢ > 0.
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Verifique que a substituigao v(z,t) := e u(z,t) transforma a equagio acima na equagao
v — Bug, = 0.

Determine as solugoes separaveis do problema.

7.3 Separacgao de variaveis

Problema de Sturm-Liouville. O problema de Sturm-Liouville consiste em determinar cons-
tantes A € R e correspondentes fungoes u(x), definidas num intervalo = € [a,b], que resolvam a
equagao

Cdx dx

com condigoes de fronteira u(a) ou v'(a) = A e u(b) ou v'(b) = B, dadas umas fungoes p(z) e w(x).
Se definimos o operador L como

L (0§ ) + atohu = Nt

Lu= (—;i (p(ar);lz) + q(r)U) = %(—(W')’ + qu)

entdo o problema de Sturm-Liouville consiste em resolver
Lu = \u

ou seja, determinar os valores prdprios X\ e as correspondentes funcdes proprias u de L.

Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
u’ = —du

no intervalo x € [0, 7] com condigbes de fronteira u(0) = u(7) = 0.

Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
u' = -u

no intervalo z € [0, 7] com condigdes de fronteira u'(0) = v'(7) = 0.

Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
v = -\u
no intervalo x € [0, 7] com condigbes de fronteira u(0) — v’ (0) = u(m) — v/ (7)) = 0.
Mostre que as fungoes préprias u(r), com 0 < r < oo, de
2,11 2

r*u” +ru’ = nu

quando n € Z, sdo ux(r) = rt" se n # 0, e ug(r) = 1 ou uo(r) = logr se n = 0.

Separacao de variaveis. O método de separa¢do de varidveis para determinar solugoes de uma
EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas varidveis x e ¢, consiste em substituir a conjetura

u(z,t) = X(2) T(1) |

na equacao, e deduzir (A, X)T = (B:T)X, onde A, e B; sao operadores diferenciais lineares nas
varidveis x e t, respetivamente. A igualdade entdo implica que existe uma constante A tal que X
e T satisfazem as equacoes de Sturm-Liouville

A X =X e BT = \T.
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As condigoes de fronteira determinam certos valores préprios A e as correspondentes funcoes
préprias admissiveis X () e Th(t), e portanto as solugdes separdveis X (z) T (t). Pelo principio
de sobreposi¢ao sdo também solugdes combinagoes lineares (finitas)

u(z,t) = Z ex X (z) Ta(t),
A
com cy € R.

Determine, se possivel, solucoes separaveis das seguintes EDPs.

Uy + Uy =0 tuge +ur =0 Up = 2Uy
Ugy + Ugy + Uyy =0 Ugg + Ugy + Uy =0 Uty = Uy
Ugy + Uy +u,, =0 YUgy + LUy + zYu,, = 0 Ugy = 0

Vibracoes amortecidas. Considere a equacao da corda vibrante “amortecida”
Upp — 02um + 2au; = 0.
em 0 < z <7, onde a > 0 é um coeficiente de atrito, com condi¢oes de fronteira nulas u(0,t) =
u(m,t) = 0.
Mostre que a conjectura u,(x,t) = g (¢) sin (nz) implica que ¢, (t) satisfaz a EDO
Gn + widn + 20, =0,

com frequéncia w? = (cn)?.

Deduza as solugoes separdveis do problema com atrito pequeno (i.e. a? < w?).

Ondas e calor no intervalo infinito. Determine solugoes separaveis e limitadas das equacoes
de onda e de calor
Upp — gy = 0 e Up — PUgy =0

com z € R.

Equacao de Schrodinger livre. A “funcdo de onda” v(x,t) de uma particula livre nao-
relativistica satisfaz a equag¢do de Schrodinger

h2
iy = —— A,
2m

onde m é a massa da particula e i é a constante de Planck reduzida.

Determine solugoes separdveis no intervalo € [0,¢] C R, com condigbes de fronteira nulas,

1/’(07t) = 1/1(57 t) =0.
Mostre que as solucoes separaveis e limitadas na reta real sao proporcionais a
wE(‘Tvt) — e—z’Et/ﬁeipx/ﬁ7

onde £ >0ep=+v2mFE.

Verifique que as ondas planas
Y(x,t) = Aet(&:x)—wt)

sdo solucdes separaveis da equacdo de Schrodinger em R? se a frequéncia w e o ntimero de onda
. ~ . ~ 2
& = (&1,&2,&3) satisfazem a relagdo de dispersao fiw = 2%”5”2



7 SEPARACAO DE VARIAVEIS, HARMONICAS E MODOS 61

Equacao de Klein-Gordon. A “funcao de onda” 1(x,t), com x € R3 e t € R, de uma particula
livre relativistica de massa prépria m satisfaz a equagao de Dirac, e portanto a equacao de Klein-
Gordon (em unidades de Planck®)

— e + AY = mPip.

As ondas planas .
Y, 1) = AeEx—0)

sdo solucdes separaveis da equacao de Klein-Gordon em R? se a frequéncia w e o ntimero de onda

&€ = (&, &, &) satisfazem a relacdo de dispersdao w? — ||€]|2 = m2.

Ondas no plano e equacao de Bessel. A equagdo das ondas em dimensdao dois pode ser
escrita, em coordenadas polares (z,y) ~ re?,
Pu <82u 10u 1 82u>
=c

e “\artrer TR e

O produto u(r, 8,t) = R(r) ©(0) T(t) é uma solu¢io separavel se
1 T// R// R/ (_)//
2T R vk 20

e portanto se cada um dos membros é igual a uma constante —\%. & sua vez, o segundo membro
é igual a —)\? se

RI/ R/ 6//
2 2,2
Tt — A+ AT = ——
R R )
Cada membro desta igualdade deve ser constante. As tinicas solugoes nao-triviais de ©” = u© que
sdo periédica de perfodo 27 sdo cos(nz) e sin(nx), com p = —n? e n=0,1,2,.... Entdo as funcdes

R(r) devem ser solugoes de
R +rR +(\r? —n*)R=0

A mudanca de varidvel independente x = Ar transforma esta equagao diferencial na equacao de
Bessel de ordem n

x2f"—|-xf'+(x2—n2)f=0

para a fungo f(x) := R(x/A), com n =0,1,2,3,... (mas é 1til considerar também o caso em que
o parametro N nao é inteiro).

O problema de Fourier. Moral: sabemos resolver o problema da corda vibrante ou os pro-
blemas da condugao de calor quando as condigbes iniciais sdo sobreposigdes (finitas) de ondas
estaciondrias ou modos. Isto levanta o problema de decidir quais fungoes periddicas f(z) podem
ser representadas, ou pelo menos aproximadas com precisao arbitfaria, por meio de combinagoes
lineares de senos e/ou cosenos. Em termos mais concretos, o problema é decidir quando e em que
sentido uma fungao f(x), periodica de periodo 27, pode ser representada como uma série

E cne™ .

nez
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8 Séries de Fourier

8.1 Funcgoes periddicas e polinémios trigonométricos

Polinémios trigonométricos com suficientes frequéncias podem aproximar muito bem funcoes
periédicas bem comportadas, no sentido dos “minimos quadrados”. Isto conduz ao estudo da
geometria euclidiana do espago das fungoes de quadrado integravel.

O problema de Fourier. Sabemos resolver o problema da corda vibrante ou os problemas da
condugao de calor quando as condigdes iniciais sdo sobreposigoes (finitas) de ondas estaciondrias ou
modos. Isto levanta o problema de decidir quais fungoes periddicas f(x) podem ser representadas,
ou pelo menos aproximadas com precisao arbitfaria, por meio de combinacoes lineares de senos
e/ou cosenos. Em termos mais concretos, o problema é decidir quando e em que sentido uma
funcao f(x), perfodica de periodo 2w, pode ser representada como uma série

§ :Cneznw )

neZ

Num certo sentido, estamos a querer dizer que os vetores e,(x) = €"* formam uma base do
espaco das funcoes periddicas. Estes vetores sao os vetores que diagonalizam o operador Laplaciano
A = D?, pois Ae,, = —nZe,.

Epiciclos e deferentes. A ideia de Aristételes e Platao, de que “todos os movimentos sdo com-
binagoes de movimentos circulares uniformes” estd na base dos calendarios calculados por Iparco
e Ptolomeu, e transmitidos pelos drabes no Almagesto. Nestas cosmologias, cada corpo celeste,
estrelas fixas ou errantes, descreve uma circunferéncia, dita epiciclo, & volta de uma circunferéncia,
que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de uma circunferéncia, ..., que por sua vez
descreve uma circunferéncia a volta de uma circunferéncia inicial, dita deferente, centrada na Terra.
Até o sistema de Copérnico funciona assim: a tUnica novidade, que também nao é uma novidade
porque os préprios gregos consideraram esta possibilidade, é que o centro do deferente é colocado
no Sol, ideia que pareceu simplificar muito o modelo.

Aproximagao de fungoes periédicas por polinémios trigonométricos. A intuicao subja-
cente é que todo movimento periédico planar pode ser aproximado com precisao arbitraria por uma
sobreposicao finita de movimentos circulares uniformes.” Este é o contetido da Anélise de Fourier.

9G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, Series 9, Band 12, No. 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
See also Mark Eichenlaub’s answer in Fourier transform for dummies and this video.


http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004
http://math.stackexchange.com/questions/1002/fourier-transform-for-dummies
http://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
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Un polinémio trigonométrico (complexo) de grau < N definido na circunferéncia T := R/27Z (ou
seja, periddico de periodo 27) é uma sobreposigao finita

N
p(t) = Z Ccpe™
n=—N

de (ondas planas) harménicas e, (t) := €™, com coeficientes ¢, € C. Se ¢, = ¢_,, para todos
0s n, entao o polinémio é real, e pode ser representado como combinagao linear real de senos e
cosenos. O problema é o de determinar, fixado um grau N, o polinémio trigonométrico p(t) que
melhor aproxima uma fungao periédica f(t) (de periodo 27). A ideia de Bessel (1828) é escolher
os coeficientes ¢i’s usando o principio dos minimos quadrados, ou seja, procurando minimizar a
“soma dos quadrados das distancias” entre f(t) e a sobreposic¢ao p(t), o integral

/ " - b0 dt.

—T

Geometria do espago das funcoes de quadrado integravel. O problema de minimizacao
de Bessel admite uma interpretacao geométrica. Seja R(T) o espago vetorial complexo das fungoes
Riemann-integraveis f : R/27Z — C definidas na circunferéncia T = R/2xZ (ou, equivalentemente,
definidas na reta real e periédicas de periodo 27, e portanto determinadas pelos seus valores
no intervalo (—m, 7], ou em qualquer outro intervalo de comprimento 27), munido do produto
escalar/interno e da norma L?, definidos por

T

Foa)=— [ fWa®d e f]l =D

~ o o

respetivamente. Quando necesséario, ou seja, quando nas féormulas aparecem produtos internos de
espacos diferentes, o produto interno e a norma L? poderdo também ser denotados com (-, ->2 ou
<'v '>L2(’]I‘)'

E claro que este produto interno € linear na primeira variavel e anti-linear na segunda variavel
(em alguns livros é o contrario!), e que é Hermitico, ou seja, (f,g) = (g, f). A norma é positivamente
homogénea, ou seja, [|[Af|| = |A|||f]l, e e a norma de todo vetor é ndo negativa, ou seja, ||f|| > 0.
Apesar do nome, esta norma nao é estritamente positiva, pois pode acontecer que ||f|| = 0 para
fungodes f que néo sao identicamente nulas (por exemplo, fungoes diferentes de zero num conjunto
finito de pontos). Os matemdticos dizem que R(T), munido do produto interno L2, é um espaco
pré-Hilbertiano.

O produto interno permite definir a ortogonalidade, e portanto enunciar o teorema de Pitdgoras.
Dois vetores f e g sao ditos ortogonais quando (f,g) = 0. O teorema de Pitdgoras diz que se f e
g sao ortogonais entao

1F +gll* = I£11* + llgl* -

Se g é um vetor de norma diferente de zero, entao cada vetor f pode ser decomposto numa soma

f=MAg+h, com X\ € C, de um vetor Ag proporcional a g (chamado projegao de f sobre g) e um
vetor h ortogonal a g. Um célculo (a condi¢do (h,g) = (f — Ag,g) = 0) mostra que o coeficiente
deve ser escolhido igual A = (f,g)/|lgl|*>. A desigualdade ||h|| > 0 entdo implica que produto
interno e a norma L? satisfazem a desigualdade de Cauchy-Schwarz

[ I < £ gl (8.1)

A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que a norma satisfaz a desigualdade do triangulo
Ilf + gl < IIfll +llgll. Entao o quociente R = R(T)/ ~ pela relagdo de equivaléncia f ~ g se
Ilf — g]l = 0 é um espaco euclidiano complexo.

As harmonicas, ou ondas planas (ou cardcteres, na linguagem dos matemaéticos),

en(t) == e™

com n € Z, formam um sistema ortonormado (portanto independente). De fato,

1 [T e —ima 1 s =
(en,em) = 7/ eMreTime d:c:{ 0 sen=m

27 J_, sen #m

Em particular, o espago R(T) ndo tem dimensao finita.
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Coeficientes de Fourier e desigualdade de Bessel. Fixado um numero natural N, seja
En ~ C*VF1 o subsespago de dimensdo finita de R(T) gerado pelas harménicas e,,’s com |n| < N.
Os vetores/pontos de Ey sdo chamados polindmios trigonométricos de grau N, e sdo somas finitas

N
p(t) = Z cne™
n=—N

com coeficientes ¢, € C. Usando a identidade de Euler ¢’ = cos(f) 4 isin(f), é também possivel
representar os pontos de £y como combinagoes lineares de cos(nt) e sin(nt), com 0 <n < N.

Dada uma funcéo f € R(T), colocamos o problema de minimizar a sua distancia ||f — p|| com
os pontos p do subespago Ey. A intuicdo geométrica (nos espagos de dimensao finita) sugere que o
minimo seja atingido quando p é igual a projegao ortogonal de f sobre £x. A projecao ortogonal
é o polinémio trigonométrico

Snf= Z Cn €n s

In|<N

onde os coeficientes ¢, sdo os produtos escalares (i.e. as componentes)

1 " —in
= fren) = o= [ e,

Os ¢,’s sao chamados coeficientes de Fourier de f relativamente ao sistema ortonormado dos e, ’s.
De fato, um cdlculo elementar mostra que a diferénga f — Sy f é ortogonal a Ex (sendo ortogonal
a todas as harménicas e, € Ey), e portanto, se p € Ex é qualquer outro ponto, pelo teorema de
Pitagoras
If =pl? = I(f = Sxf) + (Sxf—p)?

=f = SnfI*+ISnf—=pl* > |If = Sn /I

Mais um célculo elementar mostra que o quadrado da distancia entre f e Sy f é
2
0<|If=SnfIP=1F17 = > leal® (8.2)
[n|<N

Em particular, a série de termos nao-negativos |c,|? é limitada, logo convergente. No limite
quando N — oo obtemos a

Teorema 8.1 (desigualdade de Bessel). Se f € R(T) e ¢, = (f,en) sao os seus coeficientes de

Fourier, entao
D lenl® < IIFIP
neEZ

Considere o espaco Ex ~ C?N*! dos polinémios trigonométricos de grau < N, munido do
produto interno (-,-). Mostre que a o operador Laplaciano A : Ey — En, definido por Af = f”,
é auto-adjunto, e que é diagonal na base formada pelos e,’s. Calcule a sua matriz nesta base
(ou seja, os seus valores préprios). Mostre que o operador derivagdo D : Ey — En, deifnido por
Df = f’, é anti-auto-adjunto. Determine os seus valores préprios.

Geometria do espago (?(Z). Os coeficientes de Fourier de uma funcgdo integravel sio sucessoes
(cn)nez tais que > |cn|? < 0o. O espago de todas estas sucessoes é chamado ¢%(Z), e pode ser
munido de um produto interno

(e,d) := chdn

nez
que induz a norma

1/2
lell == v/{e, e) = (Z Icnl2>

ne”Z
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaco ¢%(Z) é

1/2 1/2
< (z |cn|2) <z W)
nez nez

Portanto a “transformada de Fourier”, o operador F : f — (c,), que associa a cada funcao
integravel na circunferéncia a sucessao dos seus coeficientes de Fourier, envia R(T) em ¢2(Z). A
desigualdade de Bessel diz que este operador nao dilata as normas.

Z Cndin

nez

8.2 Séries de Fourier

A série de Fourier é o “polinémios trigonomérico de grau infinito” que moralmente melhor
aproxima a fungdo. A esperanga é que as harménicas e,’s se comportem como uma “base” do
espaco de dimensdo infinita das funcdes integraveis munido da norma L2.

Séries de Fourier. Seja f(z) é uma funcdo integravel em T = R/27Z, ou seja, uma fungao
f : R — C periddica de perfodo 27, e portanto determinada pelos seus valores no intervalo (—, 7].
A série de Fourier (complexa) de f(x) é a série formal

i cn €™ (8.3)

n=—oo

“ b

(o simbolo “~” é apenas uma notagao para dizer que a série a direita, que pode nao ser conver-
gente!, é a série de Fourier da funcéo a esquerdal), onde os coeficientes de Fourier (complexzos) de
f s@0 os nimeros complexos

en = f(n) = % /j flx)e ™ da (8.4)

Em particular, o coeficiente ¢y é a média de f no intervalo [—m, 7] (ou em qualquer outro intervalo
de comprimento 2).
As “somas parciais da série de Fourier” sao os polinémios trigonométricos

Snflx) = Z cp €T

n=—N

as projegoes ortogonais de f sobre os subespagos Ey C R(T).
Usando a férmula de Euler e? = cos@ + isinf, a série de Fourier (8.3) pode ser representada
como uma série de senos e cosenos

~

O oo
> Z ap, cos (nx) + by, sin (na)) (8.5)

onde ag/2 =c¢g, € an =Cp +C_p € by =i (cy, — c—yp) S€ N > 1, OU sE€ja,

an = — f( ) cos (nx) dx e b, = — f( )sin (nx) dx .

L — ™) -7

E evidente que se f tem valores reais entao também os seus coeficientes a,, e b, sao reais.
Se f(zx) é par, entdo ¢, = c_y, logo b, = 0, para todos os n > 1, e a série de Fourier de f é
uma série de cosenos ag/2 + ), a, cos(nz) com coeficientes

_ i/(: () cos (nz) da.
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Se f(x) é {mpar, entdo ¢, = —c_,, logo a, = 0, para todos os n > 0, e a série de Fouier de f é
uma série de senos ), a, sin(nz) com coeficientes

2 s
b, = — in .
- /0 f(z)sin (nz) dz

Determine as séries de Fourier das seguintes funcoes periddicas de periodo 27 definidas, no
intervalo [—m, 7] por (as solugbes estdo no formulério!)

f0)=0, fO)=1lol,  f(O) =06,

1 se0<f<m _ 1 se0<b<m
@(0)'_{0 se —m<6<0 ’ 29(0)_1_{—1 se —m<6<0
T—x seg<z<m
Z(z) = x se — 5 <r<73

—T—z se —T<r<—%

Mostre que a série de Fourier complexa da fungao sawtooth (dente de serra) S(f), periddica
de periodo 27 e definida por

S(g)::{ﬂ'—H se0<bO<m

—m—0 se —w<60<0
no intervalo —w < 6 <, é

1 ein@ 1
SO)~=>" =2y —sin(nf)
n>1

2 n

Mostre que a série de Fourier complexa da fungao square wave @Q(0), periédica de periodo
27 e definida por
+1  sel|x| <m/2
T

-1 sewm/2<z<m

no intervalo —7 < 6 <, é

Q(z) ~ % Z sin(nr/2) e~ — % (cos(x) 1 cos(3x) + ;005(533)—) :

oy n 3
[St08] 5.1, 5.2.
Férmulas para séries de Fourier num intervalo genérico. Seja f(x) é uma fungédo integravel

em R/2(Z, ou seja, uma funcao f : R — C periddica de periodo 2¢, e portanto determinada pelos
seus valores no intervalo [—¢,¢]. A série de Fourier (real) de f(x) é

f(z) ~ %J + g (an cos (LZQC) + by, sin (%x))

onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos pelos integrais

ap, = E/i f(zx) cos (%x) dz e by, == 2/2 f(x)sin (%x) dz .
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Séries de Fourier de senos ou de cosenos. Também é 1til, na resolucao de problemas como
a corda vibrante ou a popagagio de calor, desenvolver fungdes, definidas num intervalo [0, 7], em
séries de apenas senos ou apenas cosenos.

A série de Fourier de senos da fungéo f(x), definida no intervalo 0 < z < ¢, é a série de Fourier
da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

flx) ~ i by, sin (%x) onde by, = E/E f(x)sin (7r7nm) dx .
n=1 0

A série de Fourier de cosenos da funcéo f(x), definida no intervalo 0 < x < ¢, é a série de Fourier
da extensao par 2¢-periédica de f, ou seja,

flz) ~ % + gan cos (%x) , onde Gy, = j/oe f(x)cos (%x) dzx .

Observe que uma mesma fungio f(z), definida por exemplo no intervalo [0, 7], pode ser de-
senvolvida em série de senos ou em série de cosenos de nx, e ambas estas séries, como veremos
em breve, convergem em algum sentido para f(z) se a fungao for suficientemente regular. Num
certo sentido, se senos e cosenos formam uma “base” do espago das funcoes definidas em [—m, 7],
qualquer uma das duas “metades” delas, senos ou cosenos, sao suficientes para descrever as fungoes
definidas no subintervalo [0, 7]. O aparente paradoxo (tipico dos infinitos) é explicado se observa-
mos que o que estamos a fazer na realidade é desenvolver as extensoes fmpar ou par de f(x), que
sao duas fungoes diferentes, definidas no intervalo [—, 7], que coincidem no intervalo (0, ).

Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, da extensdo {mpar e 2m-periddica) das
seguintes fungoes definidas no intervalo 0 < 6 < 7 (algumas solugodes estao no formulario!):

0 se0 <0< 7/2
1 1 — cos(260) f(9)={ T—0 se 7r/_2<9</7r

Determine as séries de Fourier de cosenos (ou seja, da extensbao par e 2m-periddica) das
seguintes fungoes definidas no intervalo 0 < § < 7 (algumas solugdes estao no formulario!):

1 sin(26) T —0

8.3 Derivadas e decaimento dos coeficientes de Fourier

A velocidade do decaimento dos coeficientes de Fourier é determinado pela regularidade da funcao.

Lema de Riemann-Lebesgue. Se a funcao f é limitada entéo os coeficientes de Fourier também
sao limitados. De fato, se |f(x)| < M entéo

gi Mdx < M.
2

—T

1 " .
— f(z)e™ da

Fl = |52

—T

~

Se f é continua, a intuigdo sugere que os coeficientes f(n) com |n| grande sejam pequenos. A
ideia é que as harménica e"* = cos(nx)+isin(nx) com |n| > 1 oscilam rapidamente em intervalos
pequenos, onde f nao varia muito por ser continua, e portanto acontecem cancelagoes entre termos
positivos e termos negativos.

Teorema 8.2 (lema de Riemann-Lebesgue). Se f : R/27Z — C € integrdvel (por exemplo, secci-
onalmente continua) entao f(n) — 0 quando n — +oo.

Demonstragao. A desigualdade de Bessel 8.1 diz que se f é uma fungio integravel entdo a série
>, len|? é convergente. Mas os termos de uma série convergentes decrescem para 0 quando n —
+o0. O
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Derivadas e coeficientes de Fourier. As harménicas e,(t) = e sdo fungdes préprias do
operador derivagdo Df := f’, definido, por exemplo, no subespago C>°(T) C R(T) das fungoes
infinitamente derivdaveis na circunferéncia. Isto implica a seguinte relacao entre coeficientes de
Fourier e derivadas.

Teorema 8.3. Se a k-ésima derivada de f existe e € integrdvel, por exemplo se f ¢ de classe C*,
entao os coeficientes de Fourier da k-ésima derivada de f sao

—

f®(n) = (in)* f(n)

Demonstragdo. Se f’ é integrdvel, entao os seus coeficientes de Fourier sao

N 1 (7 .
f'(n) = o » fl(x)e """ dx
-1 [f(z) e_“””]Tr L f(z) (—in)e™ ™" dx
2m - 2m .
1 (7 . ~
=in — / f(x)e "™ dx =in f(n)
2 J_,
O teorema segue por indugao. O

Esta relacao simples entre coeficientes de Fourier e derivadas é a razao principal da utilidade
das séries de Fourier na andlise das equagoes diferenciais. Diz é que a “transformada de Fourier”,
o operador F : f — f, que envia uma fungdo f(z) na sucessdo (c,)nez dos seus coeficientes de
Fourier, transforma derivadas f ~ f’ em produtos ¢, — inc,. De consequéncia, no espago dos
coeficientes de Fourier, uma equagao diferencial é uma equagéo algébrical

O lema de Riemann-Lebesgue 8.2 aplicado & k-ésima derivada entao implica que

Teorema 8.4. Os coeficientes de Fourier de uma fungdo de classe C* decaem mais rdpido que
In|=*, ou seja,

fn) = o|n|™*)

quando n — +o0.

De consequéncia, os coeficientes de Fourier de uma fungao de classe C*° decrescem mais rapido
que o inverso de qualquer poténcia |n|*.

Determine a série de Fourier de uma funcao periédica de periodo 2w que resolva a equacao
!
f=0

ou a equagao de Laplace

fHZO.

8.4 Aplicacoes das séries de Fourier as EDPs

Conducao de calor com temperatura constante na fronteira. A solugao formal do pro-
blema da conducgao de calor

ou_

ot Ox?

no intervalo [0, 7] com condicoes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0 para todo ¢ > 0, e com
condicao inicial

u(z,0) ~ Z by, sin (nx)
n=1

é dada pela série

o0
u(z, t) ~ Z bpe #""tsin (nz) .
n=1
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Determine a solucao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condicao inicial

— 1
u(xz,0) ~ Z — sin(nz) .
n=1

n

Determine a solugao formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condigao inicial

u(z,0) =1 se0<z<m.

Determine a solugao formal do problema com condi¢bes de fronteira nulas e condicao inicial

u(z,0) =z se0<x<m.

Determine a solugéo formal do problema com condigoes de fronteira u(0,t) = 0 e u(m,t) =
200, e condigao inicial
u(z,0) = 100 se0<z<m.

Determine a solugao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condigao inicial
concentrada num ponto a € (0,7), ou seja,

w(z,0) ~p-0(x—a).

Determine a solugao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condigao inicial
concentrada numa vizinhanga dum ponto a € (0, ), ou seja,

A selx—al<e
“(x’o)_{o selr—al>e ’

com ¢ > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando £ — 0 mantendo constante o produto
2e\ = u, e compare com o exercicio anterior.

Conducgao de calor num condutor isolado. A solugéo formal do problema da conducao de
calor

ou 0%
a*ﬂﬁfoy r € 0,7,

no intervalo [0, 7] com fluxo nulo na fronteira (i.e. condutor isolado) 9%(0,t) = 4 (,t) = 0 para
todo t > 0, e com condigao inicial

u(z,0) ~ % + Z ap, cos (nx)

n=1

é dada pela série

o0
u(xz,t) ~ % + Z ane Pt cos (nx)
n=1

Determine a solucao formal do problema com condigao inicial
u(z,0) = 22,
Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial
u(zx,0) = sin(x) .

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

_J 10 se0<z<m/2
u(a:,O)—{ 20 sewm/2<z<mT
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Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

1 selz—pl<e
“(9”’0)—{0 selr—p]>e

onde 0 < 8 < 7 e e > 0 é suficientemente pequeno.

Corda vibrante. A solucao formal do problema da corda vibrante

Pu 0%

o2 oa?

de comprimento m, i.e. u(0,t) = u(m, t) = 0 para todo ¢ > 0, com condigdes iniciais (desloca-
mento/perfil e velocidade)

u(z,0) ~ Z ap sin (nx) e %(% 0) ~ Z by, sin (nx)
n=1 n=1

é dada pela série

u(z, t) ~ i (an cos (ent) + Ic)—; sin (cnt)) sin (nz)

Determinar a solucéao formal do problema com condigoes iniciais

u(z,0) = sin(x) + %sin(Qm) + %sin(3x) e %(m, 0) = sin(4x) — sin(5x) .

Determinar a solugbao formal do problema com condigoes iniciais (deslocamento inicial “tri-
angular”)

—(2,0) =0.

(@, 0) = x se0<xz<m/2 o ou
VT r—x sem/2<z<T ot

Determinar a solugoao formal do problema com condigoes iniciais

u(z,0) =0 e %(m,O)zl.

Determinar a solugbao formal do problema com condigoes iniciais (impulso inicial concentrado
no ponto médio)

Ou
u(z,0) =0 e E(m,O)Né(xfw/Q).

Timbres: caviquinho e piano. Considere uma corda de um instrumento musical, de compri-
mento £ = 7, densidade linear p e afinada com tensdo k. As pequenas vibragdes sdo modeladas
pela equacao da corda vibrante

Pu 0%
— —c=—= =0 z € (0,7, u(0,t) = u(mw,t) =0 Vt,
e 0.7, ul0,6) = ulm 1)
onde ¢ = +/k/p .

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

T sel0<zr<a
T—1z) sea<z<T

u(z,0) ~ {
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o

onde 0 < a < 7 é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é 0 maximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximacao,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite a corda apenas
um impulso instantaneo p = 2e¢pv localizado num intervalo de comprimento pequeno 2¢ < 7 a
volta de um ponto 0 < # < m da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

ou Jv selr—p|<e
&f(x’o)_{ 0 selr—pl>¢

Mostre que as amplitudes das harménicas da corda do cavaquinho sao

2h  sin(na)
alr—a) n?2

A, =

Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do piano sao

20 sin(ne) sin(np)

An = c n2
P sin(np)
ST

no limite quando ¢ — 0 mantendo constante o impulso transferido p = 2epv (o que faz sentido
desde que ne < 1, ou seja, para as primeiras harmonicas).

De consequéncia, as energias E,, ~ A212 das (primeiras) harménicas decaem como E,, ~ 1/n?
no caso do cavaquinho e como FE,, ~ 1 no caso do piano. Explique porque o som do piano é mais
“cheio” do que o som do cavaquinho.
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Séries de Fourier em [—, 7]

complexa f(x) ~ Ziooo Cnemx Cp = 5= fjﬂ efimcf(x) dx
real f(x) ~ % +37° | (ay cos (nx) + by sin (nx)) an =1 [T f(z)cos (nz)dw
bp =2 ["_ f(z)sin (nz) dx

Algumas séries de Fourier em [—7, 7]

20(z) —1:

—

se0<zr<m

0 se —7<z<0

™=
- —X

se0<z<m
se —m<x<0

seg§x<7r

s T
se —5 <G
se —m<zT<—%

se0<zr<m
se — 1t <x<0

x ~ 2 (sin(z) — §sin(2z) + £ sin(3z) — § sin(4z) +...)

~ %2 — 4 (cos(z) — § cos(2z) + § cos(3x) — 15 cos(4x) + ... )

— 4 (cos(x) + § cos(3z) + 5= cos(5x) + 75 cos(Tx) +...)

9

~ 14 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + 1 sin(5z) + £ sin(7z) +...)
~ 2 (sin(z) + § sin(3z) + £ sin(5z) + % sin(7z) +...)

e 3

~ 2 (sin(z) — §sin(3z) + % sin(5z) — 2 sin(7z) +...)

~ 2 (sin(z) + § sin(2z) + § sin(3z) + § sin(4a) +...)
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9 Convergéncia das séries de Fourier

9.1 Convergéncia uniforme

Sucessoes e séries de fungoes. Seja (f,,) uma sucessao de fungoes f,, : X — C (ou R), definidas
numa regido X C R? fixada (por exemplo, um intervalo [a, b] da reta real).

Uma fungéo f: X — C é o limite pontual das f,’s, ou f,, — f pontualmente (ou seja, “as f,’s
convergem pontualmente para f”), se f,(xz) — f(z) para todo o € X. Isto significa que para
cada z e cada £ > 0 existe um tempo 7 (que depende de € e do ponto ) tal que |f,(z) — f(z)]| < e
sen > n.

Acontece que o limite pontual ndo herda necessariamente as boas propriedades das f,’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessao de fungoes continuas pode nao ser uma fungao continua
(qual o limite pontual da sucessao f,(z) = 2™ definida em [0, 1] ?).

A norma uniforme no espago linear Cp,(X) das fungoes limitadas definidas em X é

[[flloc == sup [f(2)].
zeX

Induzes a distincia uniforme distoo(f, g) := ||f — 9loo-

Uma funcado f : X — C é o limite uniforme das f,’s, ou f, — f uniformemente (ou seja, as
fn’s convergem uniformemente para f), se ||fn — fllco — 0 quando n — oco. Isto significa que
para cada £ > 0 existe um tempo 7 (que depende de £ mas é independente do ponto z, ou seja,
“uniforme em z”) tal que |f,(x) — f(z)| < € para todoo z € X se n > 7.

O teste de Cauchy para a convergéncia uniforme é o seguinte: f, — f uniformemente sse para
todo o £ > 0 existe um tempo 7 tal que ||fn, — fim|lco < € quando n,m > 7.

Teorema 9.1. O limite uniforme de uma sucessao de fungoes continuas é uma funcao continua.

Demonstrag¢io. Seja e > 0. Se n é suficientemente grande, entdo |f,(x) — f(x)| < e para todo o
z € X. Pela continuidade de f,, existe § > 0 tal que |f,(z) — fu(z')] < € se |z — 2’| < 4. Entao,
pela desigualdade do triangulo,

[f (@) = @) < [f(@) = @) + [ fulz) = fula)] + [ fula’) = £(2)]

<et+e+e
se |z — 2| < 4. O

Uma série de funcoes ), fn(x) converge uniformemente para uma funcao F'(z) num dominio
X C R?se a sucessio das somas parciais Sy, (z) := fi(z)+ fo(z)+- - -+ f,(z) converge uniformemente
para F', ou seja se ||S, — Fl|lcoc — 0 quando n — co.

O critério de Cauchy para a convergéncia uniforme de uma série é o seguinte: > f,,(x) converge
uniformemente para F'(x) se para todo o € > 0, existe um tempo 7 tal que

[Sntm (€) = Sn(@)] = [fat1(2) + fara(2) + - + fapm(@)| <€

para todoox € D etodososn >mnem > 1.
Se os termos f,(x) da série sdo limitados uniformemente pelos termos de uma série numérica
>0 My, ou seja, se |fn(z)| < M, para todo o z € X, entao

|frt1(z) + frt2(@) + -+ frogm(@)] < [Mpg1 + Moy + -+ My
Em particular,

Teorema 9.2 (Teste M de Weierstrass). Se Y, M, € uma série (numérica) convergente e || fp|loo <
M, para todo o n, entdo a série de fungoes ), fn(x) € uniformemente convergente.

Se as f,’s sao continuas, entao também as somas parciais .5,, s2o continuas, e de consequéncia,
pelo teorema 9.1, o limite uniforme da série ) f, () é também uma funcao continua.

A convergéncia uniforme da série ) f,(z) de fungdes continuas f,,’s num intervalo limitado
[a,b] garante que o integral da soma é a soma dos integrais, i.e.

/ab <zn: fn(x)> dzx = zn:/ab fn(z)dx.
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A convergéncia uniforme da série ) f,(z) (mas é suficiente a convergéncia apenas num ponto!)
e da série das derivadas 3, f/(z) de fungdes f,,’s de classe C' num intervalo [a,b] garantem que
a soma ». fn(z) é uma funcao derivivel, e que a sua derivada pode ser calculada somando as

derivadas das f,’s, i.e. /
(Z fn(x)> AR

Determine o limite pontual da sucessao f,(x) = 2™, definida no intervalo [0, 1].
A sucessao f,(z) = sin(nz), definida em [—m, 7], converge pontualmente?

Use o teste M de Weierstrass, o teorema 9.2, para mostrar que a série

fulr) =Y % cos(nz)

n>1

é uniformemente convergente.

Conditional convergence and rearrangements. A series which is convergent but not ab-
solutely convergent is called conditionally convergent. The standard example is the alternating

harmonic series
1 1 4 1 1 .
2 3 4 7

which converges to log2. It was noted by Dirichelet, while working on the convergence of Fourier
series (which are oscilating series!), that rearranging such a series and pretending to use ordinary
algebra produces apparent paradoxes. The problem is that our elementary algebraic rules do not
hold (and indeed we never checked them!) with infinite sums. Indeed, according to Riemann
rearrangement theorem!'’, the terms of such a series can be rearranged in such a way to converge
to any given number!

Teorema 9.3 (Riemann rearrangement theorem). Let > x, be a conditionally convergent series.
Given any real number S, there exists a permutation o : N — N of the naturals such that

Z xg(n) = S

The idea is simple, although writing the details may be messy. It is clear that a conditionally
convergent series must have infinite positive and infinite negative terms, and that both such series
are divergent, for otherwise the series would be absolutely convergent. Fixed any real number S,
for example positive, one may start summing the first positive terms until their sum is above S,
then add the first negative terms until the sum is below .S, then add enough positive terms until
the sum is above S, ...and so on. The partial sums of such rearrangement oscillate around S with
an error which is not greater than the absolute value of the last z,, we added. But z,, — 0 because
the series is convergent.

Modify the above argument and show that a conditionally convergent series may also be
rearranged in order to its sum be +oo.

10B. Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe, Gesammelte Mathe-
matische Werke (Leipzig 1876), 213-253.
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Séries de Fourier e séries de Laurent. Seja ¢g(z) é uma funcdo holomorfa numa regido Q C C
que contém (um anel que contém) a circunferéncia unitdria S := {z € C s.t. 2] = 1}. A sua
expansao em série de Laurent centrada em p = 0,

g9(z) = Z cn 2"

pode ser escrita, nos pontos z = € € S (i.e. com 0 € R/27Z), como

oo
g(ew): Z Cneme

onde ) () _
g\z i0\ —inb
n=— dz = — i do.
2mi Jiyoy 2T 2n o) e

Os “coeficientes” ¢, da série de Laurent de g(z) sdo portanto os coeficientes de Fourier da funcao
f(0) := g (), periédica de perfodo 2. Neste caso, a série de Fourier de f(f) ¢ convergente,
uniformemente na circunferéncia R/27Z, e converge para a prépria funcao.

Convergéncia uniforme das séries de Fourier. A série de Fourier de uma fungao f(z) de
classe C? converge uniformemente (para uma fungao continua), pois, pelo teorema 8.3 e pelo lema
de Riemann-Lebsesgue 8.2, os seus coeficientes de Fourier sao limitados por

M
n?

|f(n)| <
(se n #0), e de consequéncia a série de Fourier ), f(n)e'* é uniformemente convergente.
De fato, pela convergéncia uniforme da série de Fourier é suficiente uma regularidade menor.
Uma fungao f é seccionalmente regular se é continua e se a sua derivada f’ é seccionalmente
continua.

inx

Teorema 9.4. A série de Fourier de uma funcdo seccionalmente regular, por exemplo de classe
C!, é uniformemente absolutamente convergente.

Demonstracao. Pelo teorema 10.7, a desigualdade de Cauchy-Schwarz 8.1, e depois pela desigual-
dade de Bessel 8.1, a série dos médulos é limitada por

> 1) = el + 3

nez n#0
<leol+ D 1/Inf> D 1P ()2
n#0 n#0
< leol + Cllfll2
onde C%? =2%">  1/n? < cc. O

~

Se a série de Fourier de f converge uniformemente, a sua soma »__ f(n)e™® é uma fungao
continua. Esta soma tem grandes probabilidades de ser a propria f. De fato, é possivel provar o
seguinte resultado de unicidade.

Teorema 9.5. Se f(z) é uma fun¢do continua na circunferéncia R/2n7Z e os seus coeficientes de

~

Fourier sao nulos, i.e. f(n) =0 para todo n € Z, entao f(x)=0.

Demonstragdo. A ideia é a seguinte (os detalhes da demonstragio estao em [SS03I|, Theorem 2.1
e Corollary 2.2.). Queremos provar que se x é um ponto de continuidade de f, que a menos de

o~

translacoes podemos assumir ser x = 0, e se f(0) > 0, entdo os coeficientes de Fourier f(n) nao
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~

podem ser todos nulos. Assumimos que todos os f(n) sejam nulos. A ideia é considerar uma
pequena translacdo p(x) = cos(z) + ¢ do coseno de maneira tal que |p(z)] < e < 1 fora duma
vizinhanga |z| < 0 da origem onde |f(x)| > f(0)/2, que p(z) > 0 se |z| < J, e que |p(z)| > A > 1
se |x| < 0" < §. Entao é claro que as poténcias

~ . , . . ’ . . ™ s
sdo polinémios trigonométricos, e o integral ffﬂ f(@) pr(z)dx — oo quando k — oo. Isto é um
absurdo, pois (f,pr) é uma combinacao linear de coeficentes de Fourier de f, que sdo nulos. O

Um coroldrio é que duas fungoes continuas que tém os mesmos coeficientes de Fourier sao
necessariamente iguais. Por outro lado, ¢ facil ver que se a série de Fourier de f converge uni-
formemente, entdo os coeficientes de Fourier da soma > f(n)e!™® sao os préprios f(n) (trocando
somas e integral). De consequéncia, se a série de Fourier de uma fungéo continua f(x) converge
uniformemente, entdo converge uniformemente para a prépria f(x). Isto acontece, por exemplo,

para uma funcio de classe C'.

Teorema 9.6. A série de Fourier de uma fungdo f(x) seccionalmente reqular, por exemplo de
classe C', converge absolutamente e uniformemente para f(x).

9.2 Produto de convolugao e convergéncia pontual

Muitas funcoes interessantes e uteis nao sao continuas. As séries de Fourier destas fungoes nao
podem ser uniformemente convergentes.

Produto de convolugdo. O produto de convolugdo entre as fungoes integraveis f,g € R(T),
pensadas como fungoes periddicas de periodo 27 na reta, é a fungao

Fra)@) == [ 1w)ate—y)dy.

Com ),
também periddica de periodo 27. Um interpretacao é que o valor de f * g num ponto z é uma
“média” pesada dos valores f(y), os pesos sendo os valores g(z — y) da fungéo g.

O produto de convolugdo é simétrico, i.e. f x g = g * f, e linear nas duas varidveis, ou seja,
f*(Ag) = A(f * g) para todos os A € R, e f*(g+h) = f*g+ f+h. Etambém associativo, ou
seja, (fxg)*h = f«*(g+h). As demonstragoes sdo elementares.

Outro fenémeno importante é que o produto de convolugao de duas fungoes integraveis é uma
fungdo continua! A convolugao melhora a regularidade das funges (mas a prova néo é elementar).

A importancia do produto de convolugao na teoria das série de Fourier e nas suas aplicacoes as
equagoes diferenciais depende do seguinte resultado.

Teorema 9.7. Os coeficientes de Fourier de um produto de convolucdo sao iguais aos produtos
dos coeficientes de Fourier dos fatores, i.e.

Demonstracdo. Se f e g sao continuas

— 1

n (1 ' f)g(z—y) dy> —ine g

2 L \27 J_,

%/_ fly)e i (;ﬂ/_ glz —y)e M@=y d:r) dy
L 6’“’( ! / g(x) ei”‘”d:v> dy

2 J_, 2 -

~

= [(n)g(n)
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O caso geral usa o seguinte teorema de aproximagao: se f é uma fungdo integravel e limitada
por M, existe uma sucessao (fx) de fungées continuas limitadas por M e tais que os integrais das
diferencas |f — fx| tendem para 0 quando k — oo. Os detalhes estao em [SS03I]. O

Convergéncia pontual das séries de Fourier. Seja f : R/27Z — C uma fungao integravel e ¢,,
os seus coeficientes de Fourier. As somas parciais da série de Fourier de f podem ser representadas
como o produto de convolucao

N ™
Sw (@ ch =Z(217r i f(y)e—i"ydy)e

—-N

in(z—y 9.1
o (Ze( )> e

1
2T

f( ) D (x —y) dy
da propria funcao com o nicleo de Dirichlet, definido por

N
— 2 einz
n=—N

sin (N +1/2)z)
sin(x/2)

(9.2)

Teorema 9.8. Se f(x) é uma funcao seccionalmente regular, entdo as somas parciais Sy f(x) da
sua série de Fourier convergem em cada ponto = para o valor médio dos limites laterais f(z*), ou

seja,
Sy s 1ED 1)

quando N — oo. Em particular, convergem para f(x) nos pontos onde [ é continua.

Demonstracdo. O nucleo de Dirichlet pode ser representado como

N
Dn(z)=1+2 Z cos(nx)
n=1
¢ portanto
Ly / D _1 9.3)
o ~( ~( .

Usando (9.1) e as (9.3), e depois (9.2), podemos representar a dlferenga entre as somas parciais
Sy f(z) e o valor médio (f(z™) + f(x7))/2 como um integral

Snf(x) - %(f(x*) + f(z7))

0 s
= 2177 | (f@+y) = f@7)) Dnly )dy+% (f(x+y) — f(=)) Dn(y) dy
UL g (e g

—T

onde F' é a fungao definida por

fety=fe) s _r<y<0
F(@.9) =\ jeip-tat)
T ew—1 se 0 < y<m
Se f é seccionalmente regular, entdo F(x,y) admite limites laterais quando y — 0%, pela regra
de I’'Hopital, e portanto é seccionalemente continua. Entdo os integrais de F(z,y) vezes e'NV
convergem para zero quando N — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue 8.2. O
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Em particular, pelo teorema 9.4, a série de Fourier de uma fungao f(z) continua e seccional-
mente regular converge para f(x) na norma uniforme, ou seja, ||f — Sy f]lcc = 0 quando N — co.

A hipétese no teorema 9.8 nao é a melhor possivel. Para a convergéncia no ponto x é suficiente
que a funcdo F(z,y), definida na demonstracao, seja integrdvel, em quanto fun¢io de y, numa
vizinhanca de y = 0. Esta é chamada “condig¢ao de Dini”.

Também é possivel ler a regularidade de uma funcéo no decaimento dos seus coeficientes de
Fourier.

Teorema 9.9. Se os coeficientes de Fourier ¢, de uma fun¢ao f decaem como
len| < Cln|~ ")
com o > 1, uma constante C > 0 e um natural k, entio a funcio f é de classe C*.

~ . . . / 7 7’
Demonstracao. Para cada 0 < k' < k, a série de Fourier zn(m)k cpe™® é absolutamente e
uniformemente convergentes, pois

Sl jen] < 37 n 7 < o0
n n

se > 1. A sua soma é uma funcao continua, igual a k’-ésima derivada de f(z) =5, c,e™®. O

Verifique a férmula (9.2) para o nticleo de Dirichlet (use as somas parciais da série geométrica).

Verifique que
1 s
— Dy(z)dx =1
2w

—T

Calcule a série de Fourier de f(z) = |z| em x = 0 e deduza a identidade

TR T TS IS
9 25 49 81 T8

2

Calcule a série de Fourier de f(x) = 2° em z = 0 e deduza a identidade

1_1+1_i+i_i+ —ﬂj
49 16 25 36 127

ou em r = 7 e deduza a identidade

1+1+1+i+i+i+ ™
49 16 25 36 6

Fenémeno de Gibbs. Uma série de Fourier cne™® ndo pode ser convergente nos pontos de
descontinuidade de f(z). Se f tem um salto de amplitude § := |f(2*) — f(z~)| no ponto z, entao
os graficos das somas parciais da série de Fourier convergem para um segmento vertical que excede
o salto de aproximadamente

-
—é/ sin(@) o0 9285 0005
T Jx x T

em cada lado.
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Soma parcial de grau 17 (verde) da série de Fourier da funcao 20(x) — 1 (vermelho),
numa vizinhanga da origem.

9.3 Identidades aproximadas e teorema de Fejer

Delta de Dirac. A “funcao” delta de Dirac em R/277Z é definida pela identidade formal

" Fw) st —y)dy = f(@),

—T

se f(x) é uma funcdo continua e periddica de perfodo 27. De facto, § ndo é uma fungao, mas uma
“medida”, um funcional linear definido no espago C°(T) das funcdes continuas na circunferéncia,
que associa a fungao f(z) o valor (4, f) := f(0) . Pode ser definida/pensada como sendo um limite
(no sentido das distribuigées) de uma familia de fungdes satisfazendo as propriedades codificadas
na defini¢ao de “identidade aproximada’.

Identidades aproximadas. Uma identidade aprozimada (ou good kernels) na circunferéncia
R/277Z é uma sucessao (K, )nez de fungdes integraveis K, (z) de massa total unitaria, i.e.
1 ™

o) Ky(z)dx =1, (9.4)

uniformemente integraveis, i.e. tais que existe M > 0 tal que

/ K (2)] dz < M (9.5)
para todos os n € N (esta condigdo é uma consequéncia de (9.4) se K,,(z) > 0), e tais que, para
cada § > 0, os integrais

1,(6) := / y K (2)| dz — 0 (9.6)

quando n — oo (ou seja, assimptoticamente concentradas na origem).
A expressao “identidade aproximada” é justificada pelo seguinte

Teorema 9.10. Se f é uma funcdo continua e (K, )nen € uma identidade aprozimada, entdo

1

(FE@) =5 [ f =) Kal)dy = f2)

uniformemente quando n — oo.

Demonstragao. Seja € > 0. Pela continuidade uniforme de f (continua e periddica), existe 6 > 0
tal que |f(z) — f(y)| < e/M se |z —y| < 4. Seja m = sup, | f(x)|. Usando (9.4),

™

(f * Ko () — fx) = / (& — ) — F(@)) Kuly) dy

—T

= / |<6(f($ —y)— f(z)) K, (y)dy + / (flz—y) — f(x) Kn(y) dy

|| =6
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O médulo do primeiro integral é limitado por e, pela (9.5). O mddulo do segundo integral é
limitado por 2mI,(d), definido na (9.6). Como I,(6) — 0, existe 7 tal que I,(6) < &/2m se
n > m. De consequéncia, se n > 7, a distancia entre f(z) e (f * K,)(x) é limitada por 2e,
independentemente de x. 0

A delta de Dirac pode entéao ser interpretada/definida como o limite § = lim,,_,, K,,, ou seja,
pela seguinte identidade formal: f ¢ := lim,_, o f * K.

Verifique que a familia de fungoes definidas por K, (z) = n/2 se |z| < 1/n e K,(z) = 0 se
|z| > 1/n, forma uma identidade aproximada.

Somas de Cesaro. Seja . a, uma série (formal, ou seja, convergente ou nao), e sejam Sy =
N . \ L. - ‘1 o
> n_1 Gn as suas somas parciais. As somas de Cesaro da série ) a, sdo as médias aritméticas

_Sl+52+...SN

CN: N

das primeiras N somas parciais. E evidente que se a série é convergente, ou seja, se Sy — S, entao
também Cy — S quando N — oco. A sucessao das C'y pode ser convergente também quando a
série > a,, (ou seja, a sucessdo das somas parciais Sy ) é divergente.
ya oo n __ , . . o .
Por exemplo, a série > " ((=1)" =1—-14+1—1+... é divergente (pois as somas parciais
assumem valores alternados 1 e 0), mas as suas somas de Cesdro convergem (para que valor?).

Somas de Fejer e teorema de aproximacao de Weierstrass. As somas de Cesédro da série
de Fourier de uma funcao integravel f sao chamadas somas de Fejer. Um cédlculo mostra que sao
dadas pela convolucao

Fif(@) == (S0 (2) + S17(@) + S2f(2) + .- Sy 1 7))

1 (" 1=
o) W N;}Dw(ﬂs—y) dy (9.7)

L7 ) (e — )y

2 J_,

da propria fungao com o nicleo de Fejer, definido por

N-1

oy L S e

2 ) = N TR ) (58)

E. evidente que as Fiy f(z) sdo, assim como as Sy f(z), polinémios trigonométricos de grau N.
Acontece que

Teorema 9.11. Os nicleos de Fejer formam uma identidade aprorimada.

Demonstra¢ao. A massa total de cada Fv (que é uma fungdo nao negativa) é igual a um, pois
0 mesmo acontece para os D,, dos quais Fy é a média aritmética. Se 0 < 0 < |z| < 7 entdo

sin?(2/2) > ¢ > 0, e de consequéncia
1

Isto implica que
/ Py (2)] dz — 0
o<|z|<n
quando N — oo. O

Portanto, pela férmula (9.7) e pelo teorema 9.10,
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Teorema 9.12 (Fejer). Se f(x) é uma fung¢ao continua na circunferéncia R/2wZ, entdo as somas
de Fejer (9.7) convergem uniformemente para a prépria f(z) quando N — oco.

As somas de Fejer Fiy(x) sdo polinémios trigonométricos. Portanto, o teorema de Fejer d4 uma
prova construtiva do teorema de aproximacgao de Weierstrass.

Teorema 9.13 (de aproximacao de Weierstrass). Os polindmios trigonométricos sao densos no
espaco C°(R/27Z) das funcées continuas f : R/27Z — C munido da norma do sup.

Ou seja, para toda fungio continua f(x) na circunferéncia, e para toda precisao € > 0, existe
um polinémio trigonométrico p(z) tal que

If = plloo := sup|f(z) — p(x)| <e.
€T

Verifique a expressdo (9.8): calcule N Fy(x) usando a identidade (9.2)

N—-1 .
NFy(z) = Z M

sin(x/2)
Z ez(n+1/2)x
sin x/2

. e‘Nx -1
S| = ,
sin(z/2) eir/2 — eiz/2

9.4 Convergéncia em média quadratica

Convergéncia em média quadratica. Uma fungao integravel f : R/27Z — C pode ser apro-
ximada com precisdo arbitrdria na norma do sup por fungdes continuas (ou até C*). Pelo teo-
rema de Weierstrass 9.13, as funcées continuas podem ser aproximadas com precisdo arbitraria na
norma do sup por polindmios trigonométricos. Portanto, existe uma familia (7},) de polinémios
trigonométricos tais que ||f — T |lcc = 0. A convergéncia na norma do sup implica, sendo o com-
primento da circunferéncia finito, a convergéncia na norma L?. Pela (prova da) desigualdade de
Bessel 8.1, ||f — Snfll2 < ||f — Thll2 se N é superior ou igual ao grau de T,,. Portanto,

Teorema 9.14 (convergéncia em média quadrética). A série de Fourier de uma fun¢do integrdvel
f:R/27x7Z — C converge para a prdpria funcio em média quadrdtica, ou seja,

If = Snflla—=0

quando N — oo.

A férmula (8.2) entao implica que a desigualdade de Bessel é, na verdade, uma igualdade.

Teorema 9.15 (identidade de Parseval). Se f: R/27Z — C € uma fungao integrdvel entdo

Yo =513

nez

Sendo os produtos internos determinados pelas normas, usando as identidades de polarizagao

(f:9)2 = i (If +all* = 1f = gl* +all f +igll® = illf —igl®)

a identidade de Parseval 9.15 implica e é equivalente ao seguinte resultado.
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Teorema 9.16 (teorema de Parseval). Se f e g sdo fungdes integrdveis na circunferéncia R/2nZ,
entao

nez

A identidade de Parseval é uma versao do teorema de Pitagoras em dimensao infinita. Do ponto
de vista fisico, é um teorema de conservacdo, chamado teorema da energia de Rayleigh (Rayleigh
energy theorem). O teorema de Parseval diz que a “transformada de Fourier”, o operador F : f — f
que envia uma funcao integravel na sucessao dos seus coeficientes de Fourier, é um operador unitdrio
de L*(R/27Z) em (*(Z).

Mostre que as séries de Fourier de f(z) = z, definida no intervalo [—m, 7], é
Z i (_1)n einw )
n#0 n
Calcule ||f]|3 e use a identidade de Parseval para deduzir

1 1 1 1 1 2
Nimld o — f — b — o= —
<@ Jr4+9+16+25+36Jr 6

[St08] 5.4, 5.5.
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10 Transformada de Fourier

10.1 Transformada de Fourier

Heuristic. Fourier series allow us to represent sufficiently regular functions f(x) on the unit cir-
cle T = R/27Z as finite or countable superpositions f(z) ~ > ¢,e™* of harmonics e, (x) = e™*.
Harmonics are eigenfunctions of (the derivative operator D, and of) the Laplacian —A = (iD)?,
which is a self-adjoint non-negative operator if we equip the space of twice differentiable functions
on the circle with the L? inner product (f, g) f f(z) g(z) dx. The coefficients of the Fourier
series are the projections (f,e,). What we are domg is ertlng vectors f in a orthonormal basis
which diagonalizes the Laplacian. This is useful mainly because most interesting differential equa-
tions have the Laplacian somewhere (Laplace equation, wave equation, heat equation, Schrodinger
equation, ...).

When we consider functions on the real line (i..e when we consider circles R/27w R Z with incre-
asing radius R — o0), the possible harmonics are no longer countable, but are parametrized by a
continuous of allowed angular frequencies (since %Z — Ras R — 00). Each harmonic e¢(z) = ™7,
with w € R, is an eigenvector of the derivative operator D with eigenvalue iw, an therefore of the
Laplacian —A = (iD)?, with eigenvalue w?. Thus, we expect to be able to represent sufficiently
regular functions as superpositions f(z) ~ [ c(w) W, which this time are integrals. The na-
tural inner product also become an integral (f, g) f f(z) g(x) dx. We still expect the right
coefficients ¢(w) to be the projections like c¢(w) = (f, e,). e happens that this is the case, but we
are faced with the apparent paradox that the harmonics e, doesn’t have finite norm. Thus, we
are trying to compute projectios onto lines which are outside the euclidean space we are working
with!

Transformada de Fourier de fungoes integraveis. Seja f : R — C funcao absolutamente
integrével (por exemplo, uma fungdo seccionalmente continua que decai como |f(z)| < C/(1 +
|z|*T) com & > 0). A transformada de Fourier de f é a fungao Ff : R* — C definida pelo integral
impréprio

= /OC f(z)e 2™ qg (10.1)

O espago onde vive a “varidvel conjugada” £ é R* ~ R (o dual de Pontryagin do corpo dos reais,
isomorfo ao préprio R). Uma notagao tradicional é Ff = f Se a varidvel independente da funcao
f(t) é um “tempo” ¢, entdao a varidvel conjugada £ representa uma “frequéncia”’ (pois o produto
deve ser adimensional). Uma defini¢ao alternativa usa a “frequéncia angular” w = 27§, e é

w) = /jo ft)e “tat (10.2)

na notacdo dos engenheiros. Se a varidvel independente da fungdo f(x) é uma “posicao” =z,

entdo a varidvel conjugada & representa um “momento” p sobre uma “acdo” (como, por exemplo,
a constante de Planck h ~ 6.63 x 1073* J - s no contexto da mecanica quantica, assim que
e2misr — eivz/h onde h = h/2m).

Propriedades elementares. . A transformada e Fourier é linear, ou seja,
F(f+9)=Ff+Fg and FAf) =A(F))

se A € C.
A transformada de Fourier de uma translac¢ao (T, f)(t) := f(t — a) no espaco dos tempos é uma
modulagao

T )(€) = e f(g) (10.3)

no espago das frequéncias. Vice-versa, a transformada de Fourier de uma modulacgao (M, f)(t) :=
e2mibt f (t) no espago dos tempos é uma translagao

— ~

(Mpf)(§) = F(€—-b) (10.4)
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no espago das frequéncias. Portanto, a transformada de Fourier “entrelaga” translagoes com mo-

dulagoes:
Fol,=M_,0F e FoMy=T,0F.

A transformada de Fourier de uma homotetia (Hj f)(t) := f(At) no espago dos tempos, com
A>0,¢

(HAS)(E) = AT f(E/N), (10.5)

ou seja, Fo Hy = AV Hy-1 o F. A transformada de Fourier da funcio complexa conjugada

f(t):=f(t) é

76 = 7(-¢) (10.6)

Mostre que se f : R — C é uma fungao continua tal que |f(z)| < C/(1 + |x|*T¢), com & > 0,
entao

o= [ e

—-N

é uma sucessao de Cauchy, e de consequéncia existe o integral impréprio

/_Z f(@)dz = lim /jv F@)da.

N—oc0

Verifique as propriedades (10.3), (10.4), (10.5) e (10.6).

Use as propriedades (10.3) (10.4) e a férmula de Euler para mostrar que a transformada de
Fourier de f(x) cos(ax) é

5 (Fo—0) + Fla + )

e que a transformada de Fourier de f(z)sin(ax) é

~ o~

o (F =) = fla+ o)

Calcule a transformada de Fourier da fungao caracteristica do intervalo [—£, £].

Calcule a transformada de Fourier de

1

— o—2mb|z]
o f(z)=e x

f(z) =
com b > 0.

Pulso e sinc. O pulso, ou fungdo retangular, é a funcgao carateristica do intervalo de comprimento
um & volta da origem, ou seja,

1 selt|<1/2
rect(t) := { 0 caso contrdrio

A transformada de Fourier do pulso é a funcao sinc (“sinus cardinalis”) normalizada

— 1/2 ,
rect(§) = //627”£$d$
—1/2
sin(7§)

= - =: sinc(§)
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NAVERVA

Transformada de Fourier no espago de Schwartz. O espaco das fungbes absolutamente
integraveis é muito grande, e nao é facil compreender as propriedades das transformadas de Fourier
dos seus elementos. Mais facil é restringir a transformada a um espago muito menor, feito de fungoes
muito regulares.

O espago de Schwartz (da reta real) é o espaco S(R) das fungdes infinitamente diferencidveis
na reta real que decrescem, com todas as suas derivadas, mais rapido que o inverso de qualquer
polinémio. Ou seja, o espago das fungbes f : R — C de classe C* tais que || f]|n,m < oo para todos
os n,m € N, onde as semi-normas || - || sao definidas por

/]

o = sup |z f(™) (m)’
z€R

Se f € S(R), entdo pertencem ao espaco de Schwartz, e em particular sdo absolutamente in-
tegraveis, também todas as derivadas f*)(z) e os produtos p(z)f*)(x), onde p € C[t] é um
polinémio arbitrdrio. O operador derivagdo é definido por (Df)(x) := f'(z), e o operador mul-
tiplicagao é definido por (X f)(x) := x f(z). Entdo D e X sao operadores lineares do espago de
Schwartz no proprio espaco de Schwartz.

A transformada de Fourier entrelaca derivadas com multiplicactes, e esta é a causa da im-
portancia da transformada no estudo das equagoes diferenciais.

Teorema 10.1. Se f € S(R), entdo a transformada de Fourier da derivada [’ e a derivada da
transformada de Fourier de f sao

~ ~ ~ —

f(&) = 2mig f(E) e f'(§)=(=2mizf)(E), (10.7)
respetivamente, ou seja, F oD =2mi X oF e —2niFoX = Do F.

o~

Por inducio, a transformada de Fourier da k-ésima derivada de f é igual a (2mi&)¥f(€), e a
k-ésima derivada da transformada de Fourier de f é a transformada de Fourier de (—2miz)* f(x).
Em particular, a transformada de Fourier envia o expago de Schwartz en si préprio, ou seja pode
ser pensado como um operador linear F : S(R) — S(R*).

Mostre que uma fungio de Schwartz é uniformemente continua (é arbitrariamente pequena
numa vizinhanca de +00 e uniformemente continua na regiao compacta complementar).

~

Mostre que uma fungao de Schwartz f(x) com valores reais é par sse f(£) é real, e é {mpar

~

sse f(&) é imagindrio puro.

Produto de convolugao. . O produto de convolu¢do das fungoes de Schwartz f e g é a funcao
f * g definida por

(Feoa) = [ T @) gle -y dy

Se f,g,€ S(R), entdo também f x g € S(R). O produto de convolugao é simétrico e associativo.
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Teorema 10.2. A transformada de Fourier de um produto de convolugao € o produto pontual das
transformadas de Fourier dos fatores, ou seja,

| F(f+9) = (Ff) (F9)| (10.8)

Mostre que o produto de convolugao (rect * rect)(t) é a funcdo triangular
tri(t) := max{1 — |¢[,0},

e calcule a transformada de Fourier de tri(z).

10.2 Identidades aproximadas e féormula de inversao

Delta de Dirac. A fungoa salto unitdrio ©(z) é a funcao que vale 1 se x é positivo e 0 se x é
negativo. A integracdo por partes mostra que o produto de convolucao da derivada da funcao salto
unitério (que naturalmente ndo existe em quanto fungao!) reproduz uma funcao de Schwartz, ou
seja,

/_Oo O'(y—x) f(y)dy = Oy — ) f(y)| = —/_Oo Oy —x) f'(y)dy = f(x).

A derivada ©'(z) é chamada delta de Dirac, e denotada por 6(x). E definida pela identidade
formal

/maw—wf@My:fu»

Identidades aproximadas. Uma identidade aprorimada na reta real é uma familia de fungoes
integraveis (K,) nao-negativas, ou uniformemente absolutamente integrdveis, i.e. tais que

/ K, (z)| dz < M,

— 00

de massa total unitaria, i.e. tais que

/ Ky(z)dx =1,

e “assimptoticamente concentradas na origem”, i.e. tais que para todo 6 > 0

I,(9) := | ‘>6Kn(33)dx—>0

quando n — co. A mesma prova do teoema 9.10, mutatis mutandis, mostra que

Teorema 10.3. Se f(x) € integrdvel e uniformemente continua, por exemplo é uma fungdo de
Schwartz, e (K,) é uma identidade aprozimada na reta real, entdo

(f + Kn)(z) = f(z)

uniformemente quando n — 0.

Mostre que a famfia das K, (x) := n - rect(nz) é uma identidade aproximada.
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. ’ 3 ~ ~ - 2
Gaussianas e nucleo do calor. As gaussianas sao as fungdes de Schwartz Ce™"* | onde C e
~v > 0 sao parametros reais. O céalculo

o0 2
(/ e_xz/zdx) :// e—(w2+y2)/2d$dy
o R2
27 e} 2
:/ / e /2 pdr d = 27
0 0

/ e~ 2 dp = / 2w, ou seja, / e ™ dr = 1.

mostra que

— o0
Teorema 10.4. A gaussiana g(x) := e~ ¢ “auto-dual”; ou seja € igual a sua transformada de
Fourier:
9(&) = g(&)
Demonstragdo. A funcio f(z) = e ™ 6 inteira (holomorfa em C). Portanto, o seu integral

397 e~ dz ao longo do retangulo v de vértices =R e =R + i£ (com & real) é nulo. Este integral é

R 2 é SN2 R 2o\ 2 5 SN2
/ e ™ dx—i—i/ e~ (it dy—/ e (@ +iE) dx—i/ e (=R gy
-R 0 -R 0

No limite quando R — oo, os dois integrais que fogm%m a parte imagindaria tendem para 0, pois o
valor absoluto do integrando é limitado por e~ ™" =¢7) O resultado é que

o 2 . 2
/ P 6—271'15I dr = e—ﬂ'{

— o0

A familia de gaussianas
Gr(z) = ——e ™ /7 (10.9)

parametrizadas por 7 > 0, é chamada nicleo do calor.

Gaussianas G, com 7 =1, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, 0.001.
Um célculo (usando o teorema 10.4 e a propriedade (10.5)) mostra que
G =

Acontece que a familia das G;’s forma uma “identidade aproximada” quando 7 — 0 (ou seja,
por exemplo, com 7 = 1/n e n — 00). Sendo fungdes positivas com integral impréprio unitério,
falta apenas verificar a tltima propriedade. Mas a mudanga de varidvel z//7 = y mostra que

1
/ e T g — / eV’ dy — 0
|x|>6 \/F ly|>6/v/T
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quando t — 0, porque o integral impréprio da gaussiana é convergente. De consequéncia, pelo
teorema, 10.3,

Teorema 10.5. Se f € S(R) entdo

(r+G@ = [ Y e —y) Goy) dy — £()

uniformemente em x quando T — 0.

2
—TT

Mostre que a Gaussiana g(z) = e é solugao da equagao diferencial

g+ (2mx)g=0.
Observe que a sua transformada de Fourier g(&) := (Fg)(§) também satisfaz a equagio diferencial
g + (28 g=0.

Deduza que a gaussiana g(z) é um ponto fixo da transformada de Fourier.

. . - 2 _a)?
Calcule a transformada de Fourier da gaussiana genérica Ce=7* e de Ce¥(*—4) (use a trans-

—‘ITJL’Z

formada da gaussiana g(z) = e e as propriedades elementares da transformada de Fourier).

Verifique que G, * G = Grq,r.

Teorema de inversao. O teorema de Fubini (ou seja, a mudanga da ordem de integragoa, que
é sempre possivel para integrais de fung oes de Schwartz) implica a “férmula de multiplicacao”
seguinte.

Teorema 10.6 (férmula de multiplicacao). Se f,g € S(R) entdo
| t@iwdr= [ Fwewa (10.10)

Uma consequéncia é a férmula de inversdo de Fourier.

Teorema 10.7 (férmula de inversdo). Se f € S(R) e f: Ff € a sua transformada de Fourier,
entao

f(x) = /_ T e @i ae (10.11)

Demonstrag¢io. O niicleo do calor G.(x), definido em (10.9), é a transformada de Fourier da
gaussiana e~™¢" . Pela férmula de multiplicacao 10.10,

/_ O; (@) Gr () dz = /_ O; Fley e de

Quando 7 — 0, o primeiro integral tende para f(0) pelo teorema 10.5, e o segundo integral tende
para fR f(&) dg. Isto prova a férmula (10.11) no ponto & = 0. Para provar a férmula de inversao
para z arbitrdrio, basta considerar a fungao g(y) = f(x + y) e observar que

f@) =90 = [ (@) de = / " fle) e ae

— 00

pelas (10.3). O
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Portanto, a transformada de Fourier é uma bije¢do linear F : S(R) — S(R*) do espago de
Schwartz, cuja inversa é a transformada de Fourier inversa F~! : S(R*) — S(R), definida pelo
integral impréprio

F )@ = gle) = [ " g(e) 2 de

— 00

Na notagao (10.2), e férmula de inversao é escrita

0= [ e

o 27

Teorema de Plancherel. O produto interno e a norma L? no espaco de Schwartz S(R) sdo
definidos por

= [ I@i@ e =i
respetivamente.

Teorema 10.8 (Plancherel). Se f € S(R), entdo ||f|l2 = ||]?||2, ou seja,

[ MEGIR:

Demonstragdo. Se g(x) := f(—x), entdo g = ?, pela (10.6). Seja h = f * g. Entao h(0) = || |3, e,
pela (10.8), h(€) = |f(€)|. Entdo, pelo teorema de inversao 10.11,

1£12 = h(0) / he) de = / (©)2de = | I

. 2
Calcule a norma L? da gaussiana e~* /2,

[1005] 5.5

Principio de indeterminacgao de Heisenberg. Acontece que uma funcéo e a sua transformada
de Fourier nao podem ser, contemporaneamente, muito concentradas.

Se fixamos a energia [[¢||3 = [, [¥(2)]*dz = 1, e portanto também [, 1h(€)[2de = 1 pelo
teorema de Plancherel, podemos interpretar |1h(z)[? e [¢(£)[?> como sendo umas densidades de
probabilidades. Este é o caso da fungao de onda |¢)) = 1(z) de uma particula quintica na repre-
sentagdo de Schrédinger, onde f; |t)(x)|? dx é a probabilidade de observar a posigao da particula
no intervalo [a, b]. O espaco dos estados é o espaco L?(R), munido do produto Hermitiano

)= [ @) ds

Os observaveis “posi¢ao” e “momento linear” sao representados pelos operadores formalmente
auto-adjuntos X e P = —iD, respetivamente (em unidades de Planck). O principio de inde-
terminacao é uma consequéncia do fato que X e P nao comutam, e portanto nao podem ser
“diagonalizados” (para usar uma linguagem que apenas faz sentido em dimenséo finita, ou seja,
para matrizes) na mesma base. De fato, [P, D] = I.

Uma medida natural da “concentragao” é a “variancia’

Var(z) := /Oo (x —7)2 [¢(z)|? dz

— 00
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onde o “valor médio” é definido por

7= /OO 2 [h() 2 da.

—0o0

(em mecénica quantica, o valor médio do observével posicdo, ou seja, (1)|X[¢)). Analogamente
definimos a varidncia Var(§) da transformada de Fourier e o valor médio £ da varidvel conjugada
¢ (em mecénica quantica, o valor médio do observdvel momento linear, ou seja, (| P|v)).

Teorema 10.9 (principio de indeterminagio de Heisenberg). Se i € S(R) tem norma |||z = 1,
e (&) € a sua transformada de Fourier, entdo

(/_O:o(x — )2 Iw(x)l2d:c) (/_2(6 —¢)? I$(€)2d§> >1/4 (10.12)

Demonstracao. Para \ € R, consideramos os operadores de destruigao e criacao deformados Z) :=
AX + D e Zy* = AX — D, respetivamente. Fixado 1) € S(R), o polinémio quadrético

Q) = (23" 2, ) = N (X9, X¥) = A (), 9) + (D, DY)
é nao-negativo, pois ¢ igual a (Zy 1, Z ) = || Zx||3 > 0. Se 9| = 1, isto implica que

O primeiro fator é [ 2?[¢(x)|? dz. Pelas (10.7) e pelo teorema de Plancherel, o segundo fator é

Jz [V (z)]? dx = I £2 |1Z)\(£)|2 d¢. Portanto,

</Z x2|1/)(x)|2dx> </O:O ¢ J(&)Izdf) >1/4.

A desigualdade (10.12) é obtida substituindo 1 (z) por e~ 27€)(z — T). O

10.3 Aplicagoes da transformada de Fourier as EDPs

Difusao na reta e niicleo do calor. Consideramos o problema de Dirichlet que consiste em
resolver a equacao de calor

ou  9%*u 0

ot 0x2
na reta real (ou seja, com z € R e ¢t > 0) com condicdo inicial u(z,0)
suficientemente regular, a sua transformada de Fourier (apenas na varidvel

(10.13)
= f(x). Se u(z,t) é
x)
(e ) = / u(z, 1) e=27E g

satisfaz a equacao diferencial

ou ~

5 (60 = —4n*E (e 1)
com condigao inicial

6.0 = [ utw0)e e s = fig)
A solucao é
uE,t) =e T f()
—4an?¢%t 4

A fungao e ¢ a transformada de Fourier do nicleo do calor (heat kernel)

1
Hi(z) = 76_$2/4t,

VAt
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o~

definido por ¢t > 0, e portanto u(z,t) = f{\t(f) (€). De consequéncia, um candidato para a solugao
é o produto de convolucao

u(z,t) (He * f)(x)

1 [
= th/ e” TV £ (y) dy

da condigao inicial com o ntcleo do calor.

Teorema 10.10. Se f € S(R), entao u(x,t) = (Hy* f)(x) € uma solugao de classe C* da equagao
de calor (10.13) na regidgo x € R e t > 0, que converge uniformemente e na norma L? para f(z),
i.e.

U(-,t) Hf e Hu('vt)fJCHQ —0,
quando t \, 0.

Demonstrag¢ao. A fungdo u(x,t) estd no espago de Schwartz para todo tempo ¢ > 0, pois é um
produto de convolugao de duas fungoes do espaco de Schwartz, e resolve a equagao de calor se
t > 0, porque o préprio Hy(x) é uma solugdo da equagio de calor.

O nicleo do calor H¢(z) é uma identidade aproximada para ¢ — 0, logo, pelo teorema 10.5,
(Hy * f)(x) — f(z) uniformemente em x quando ¢ N\ 0.

Pela férmula de Plancherel 10.8, o quadrado da norma L? da diferenca entre u(x,t) e f(z) é

/ " (e t) - f(@) de = / e ) - FloR de

= [ IFope e 1P a.
Este dltimo integral tende para 0 quando t N\, 0. De facto, seja ¢ > 0. Sendo |e*4"252t — 12
limitado e f € S(R), é possivel arranjar R > 0 tal que

/5>R FO) et € 12 dg <e.

Por outro lado, sendo | f(¢)|? limitado e sabendo que |e =47 €**—1| — 0 quando ¢ \, 0 uniformemente

para —R < £ < R, é possivel arranjar um tempo 7 tempos suficientemente pequeno tal que

~

|F(O))? |e=4™"€t — 1|2 < £/2R se t < T, assim que também o integral
[ IOl 1P as <
[§I<R
Isto prova a convergéncia na norma L? O

Calcule a solucao u(z,t) = (Hy * f)(x) quando a condigdo inicial é a fungéo pulso rect(z) ou
a gaussiana Hi(z).

Mostre que se u(z,t) é uma solugdo da equagao de calor (10.13) que estd no espago de
Schwartz para todos os tempos ¢ > 0, entdao a “energia”

oo

E(t) = lu(-1)2 = / fu, B2 di

— 00

é ndo-crescente, i.e. satisfaz d€/dt < 0.

Use a transformada de Fourier para determinar a solugao formal das equagoes de calor com
conveccao ou com dissipagao

ou  0*u
(dependendo do sinal do segundo membro) com condigdo inicial u(z,0) = f(z) no espago de

Schwartz.
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Equagao de ondas na reta e féormula de D’Alembert. A transformada de Fourier também
pode ser utilizada para determinar a solugao formal da equagao de onda

u 0%

na reta real com condigoes iniciais

u(z,0) = p(x) e %(I,O) = (x) (10.15)

por exemplo no espaco de Schwartz. Se u(zx,t) é suficientemente regular, a sua transformada de
Fourier (apenas na variavel z)

u(g,t) = / u(z,t) e 2™ dg

satisfaz a equacao diferencial do oscilador harménico invertido

0*u

S (6:0) = (2r€0* (€, 1),

A solucdo é uma combinacéao linear

ﬂ({, t) = J/c\(g) 627T§Ct + @\(6) €72ﬂECt

~

onde f(£) e g(&) sao constantes arbitrarias, parametrizadas pelo vetor de onda £. Se estas fungoes

estdo no espago de Schwarz, entdo sdo transformadas de Fourier de certas fungoes f(z) e g(z),
também no espaco de Schwartz. Mas a transformada de Fourier inversa de uma modulagao é uma
translagao. O resultado é que a solucao é uma sobreposigao

’u(:c,t) =flx+ect)+g(x— ct)‘

de duas ondas viajantes, com velocidades +c. A posteriori é possivel observar que esta forma da
solugdo, chamada “solugdo de D’Alembert”, resolve a equagao de ondas (10.14) desde que f e g
sejam fungdes duas vezes diferencidveis. As condigoes iniciais (10.15) determinam os perfis das
ondas viajantes como solugoes do sistema

{ f(@)+g(z)  =o¢()
cf'(x) —cg'(x) =9(x).

Integrando a segunda equagao e resolvendo o sistema linear, o resultado é a formula de D’Alembert

x+ct
o) = (Pl —et) +ola+a) +3 [ vy

2c

que representa a solucdo u(z, t) como soma da média aritmética do deslocamento inicial nos pontos
x £ ¢t e do integral da velocidade inicial no intervalo [z — ct, x + ct].

Use a transformada de Fourier para determinar a solugao formal da equacdo do telégrafo

0%u

0
+(a+ﬁ)a—?+aﬁu—czw20

2u
ot?

onde ¢ =1/LC, a =G/C e 3= R/L.



10 TRANSFORMADA DE FOURIER 93

Férmula integral de Poisson no semi-plano. Consideramos o problema de determinar uma
extensdo harmdnica e limitada u(z,y) no semi-plano superior H = {x + iy € C : y > 0} de uma
funcao f(x) definida na fronteira OH ~ R. Se u(x,y) é suficientemente regular, a sua transformada
de Fourier (apenas na varidvel x),

(e, y) = / ule,y) e da

satisfaz a equacao diferencial
—4m2E2 U+ Uy =0

(consequéncia de Au = 0) com condigéo inicial

_ 1 [~ e
u(E,O)—m/mf(x)e & dr = ().

A solugao limitada em y > 0 é

U, y) = e 2 f(g).

A funcao e 27l & a transformada de Fourier do nicleo de Poisson em H, defiinido por

1y

P,(z) = R

Entao u(€,y) = 1/3;(5) f(f) Portanto, um candidato para a extensao harmdénica e limitada de f(x)
no semi-plano superior H é o produto de convolucao

u(z,y) = (Pyx f)(z)
1 o
o7 /_oo (- 2352 R

de f com o nucleo de Poisson. O nicleo de Poisson nao estd no espago de Schwartz, mas de-
cresce (apenas) como < C/(1 + |z|?) quando |z| — oo. E possivel mostrar que é uma identidade
aproximada quando y — 0.

Teorema 10.11. Se f € S(R), entdo u(x,y) = (Py * f)(z) € uma fungdo harmdnica e limitada
no semi-plano superior H, que converge uniformemente e na norma L? para f(z), i.e.

uty) = f e ulhy) = fll2 =0,

quando y \, 0.

Verifique que o nticleo de Poisson P,(z) em H é uma identidade aproximada quando y “\, 0.
Prove o teorema 10.11.

Verifique que u(z,y) =y e v(x,y) = 0 sdo fungdes harmdnicas em H que assume os mesmos
valores (triviais) na fronteira OH ~ R. Isto mostra que o problema de Dirichlet na regido ilimitada
H, sem mais condicoes, nao admite solugoes tinicas.

[1005] 5.5
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Oscilador harménico quantico e fungoes de Hermite. A equacao de Schriédinger para a
fungao de onda 1 (z,t) de uma particula de massa m = 1 num potencial V(x) = 22/2 (oscilador
harménico), em unidades tais que a constante de Planck reduzida é h =1, é

0P 1 0%y

o = ram

As solugdes separaveis sdo ¢, (r,t) = e"Frt f, (x), onde as f,(z) sdo funcdes préprias do operador
de Hermite H : S(R) — S(R), definido por
2H .= -D? - X?,

com valores préprios E,, (umas energias), i.e. Hf, = E, f,. Os operadores de destrui¢cdo (annihi-
lation) e de criagao (creation) sao os operadores

Z:=X+D e Z*:=X-0D,
respetivamente, definidos, por exemplo, no espaco de Schwartz S(R). E imediato verificar que

[D, X] =1 (o operador identidade), e que 2H = Z*Z 4+ I. O operador de criagao é o “adjunto” do
operador de destruigdo, no sentido em que se f,g € S(R) entao

(Zf,9)s = [, 279),

Isto implica que (Z*Zf, f), = HZfH2 > 0 para todo f € S(R), ou seja, que 2H > I. O produto
N := Z*Z é chamado operador nimero, e satisfaz a relagdo de comutagdo [N, Z*] = 2Z*. Se f é
um vetor préprio de N com valor proprio A, entao Z* f é um vetor préprio de N com valor proprio
A+ 2. De fato, se Nf = Af,
N(Z*f)=(Z*N+ [N, Z*))f =(Z*N+ Z")f =Z*(N+2])f = (A +2)Z"f

A gaussiana g(z) = e~"/2 est4 no nicleo do operador de destruicao, ou seja, satisfaz a equacao
diferencial Zg = 0, e portanto ¢g := g/|g||2 € um vetor préprio unitério do operador N com valor
préprio N¢g = 0. Entao as funcoes de Hermite, definidas por

1
Pn 1= e (Z7) "o
" Z) ol
sen =0,1,2,3,..., formam uma familia ortonormada de vetores préprios do operador ntimero
N com valores préprios 2n (os ¢, com n’s diferentes sdo ortogonais porque N* = N), e de

consequéncia do operador de Hermite H com valores préprios E,, = (n+1/2), i.e

Hu=(n+1/2) 6.

Mostre que valor médio minimiza o desvio quadrético a — [, (z — a)? [¢(2)|? dx.
Verifique que o minimo em (10.12) é atingido quando 4 (z) é uma gaussiana.

Funcgao carateristica e teorema limite central. A fun¢do carateristica de uma varidvel
aleatéria real X, com lei P, é a média/esperanca da varidvel e’*X | com ¢ € R, ou seja,

ox (&) =EeN = /eiExP(dx).

Em particular, se X é absolutamente continua com lei P(X € A) f 4 p(z)dx, entdo a fungao
carateristica ¢ x (£) é a transformada de Fourier da densidade de X pois

ox©) = | " e p(a)de = v/ar - ).

— 00

O teorema de Lévy afirma que uma sequéncia de varidveis aleatérias (X,,) converge “em lei” !

para a varidvel X quando n — oo, i.e. X,, =% X, sse ¢x, (£) — ¢x(€) para cada £ € R.

I Convergéncia em lei: X, —* X se, para cada funcio f(x) continua e limitada, Ef(X,) — Ef(X), ou seja, se
lim P(X, <z)=P(X <x).
n—oo

para cada ponto de continuidade = da fungao de reparticdo de X.
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Verifique que as derivadas da fungéo caracteristica na origem sao
¢x(0) =1  ¢(0) =iEX %(0) = ~EX?
(desde que os momentos da varidvel X sejam finitos).

Mostre que, se a varidvel aleatéria X tem média EX = m e variancia VX = E(X —m)? = o2,
ese Y = =™ entao

Br(6) =1 36 +ole)

numa vizinhanca da origem.

Sejam X7, X5, X3, ... varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
média m e varidncia o2, seja S, = X1 + Xo + ... + X,,, e seja

N Sn—nm_ 1 = X,—m
Sn = o\v/n _\/ﬁ; o

Verifique que

s (€) = (ov(€/vn))"

onde Y = X;m, e portanto

Psx (&) — e=¢/2 quando n — 0o

Deduza o teorema limite central, que afirma que a sequéncia de varidveis (S)) converge em
lei para uma varidvel normal N(0,1), ou seja,

x
P(S; <x)— / e 2qy quando n — co.
—o0

1
V2T
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Transformadas de Fourier

96

(espaco do tempo t)

f(t) = [2 e Fw) 52

(espago da frequéncia angular w = 2w§)

F(w) = ffooo e whF(t) dt

(linearidade (\, u € C)) Af(t) + pg(t)

AF(w) + pG(w)

(conjugagao) Ft) F(—w)

(homotetia (A # 0)) Ft/N) AF(Aw)
(translagao/modulacao) flt—a) e~ F(w)
(modulagao/translacao) eVt f(t) F(w—-10)
(derivagao/multiplicagao) (@) iw F(w)
(multiplicacdo/derivagao) —it f(t) F'(w)

(convolugao/produto) (f*g)t)= [ f(t—T)g(r)dr F(w) G(w)

(produto/convolugio) £(t) 9(t) L(F#G)(w) = [, Flw—1)Glr) &

(energia) = I£1? = JZ 1 £(0) dt E=|F|?/2m = [ |Fw)] g2
(pulso/sinc) Xa(t) := { (1) :g Ii} ; Z sir;(/a;)
(sinc/pulso) % Xo(w) :== { (1) zi IZI ; llj
(gaussiana) e—at’/2 V2 jae /2
(exponencial em t, a > 0) e~altl T
(exponencial em w, b > 0) % e~ bl

Mais transfomadas em http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
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11 Funcoes harmonicas

11.1 Fungoes harmonicas

Equacoes de Poisson e Laplace. A equagdo de Poisson para o campo escalar u(z1,Za, ..., Tn),
definido num dominio 2 C R™ do espago euclidiano, é

Au=p, (11.1)

onde p é uma funcdo dada e o Laplaciano é o operador diferencial

02 0? 02
A=V - V=—+—-—5+ -+ —.
0z? * x3 o ox2
Uma fungdo u € C?(f2), real ou complexa, é dita harmdnica se satisfaz a equacdo de Laplace (a

equagcdo de Poisson homogénea)
Au=20 (11.2)

nos pontos de ). Uma fungao harmédnica real v define um campo vetorial v = Vu, e portanto gera
um fluxo, solugdo da EDO auténoma i = v. Este fluxo preserva os volumes, pois divv = V-Vu = 0,
e tem rotacional nulo, pois curlv =V x Vu = 0.

O problema de Dirichlet consiste em determinar uma solugao u € C2(2) N C%(Q) de (11.1) ou
(11.2) em € com condigao de fronteira u|y, = f.

Na reta real, as solugoes da equagiao de Laplace v” = 0 sao os polindmio de primeiro grau
u(z) = o + Bx. Em particular, satisfazem o “férmula do valor médio”: para todo x e todo r > 0
suficientemente pequeno (i.e. tal que os pontos z + 7 estejam no dominio de u)

1
u(z) = §(u(:1:—r)+u(x—|—r)) (11.3)
Mostre que uma funcao continua f : [a,b] — R que satisfaz a férmula do valor médio (11.3) é uma
funcao harménica (e, de consequéncia, uma fungao C*).

Verifique que u(r) = log ||r|| é uma funcdo harménica em R?\{0}.
Verifique que u(r) = 1/||r|| ¢ uma fungdo harménica em R3\{0}.

Funcgoes harménicas no plano. Uma fungao u(zx,y), real ou complexa, definida num dominio
Q C R? do plano euclidiano, é dita harmdnica se é de classe C? e satisfaz a equacdo de Laplace

%u  0%u

Au=0 ou seja, @—ka—yQ:

0,

nos pontos de €2, onde o Laplaciano é o operador diferencial A :=V -V = 86722 + %.

Na identificacdo R? ~ C definida por (x,y) ~ x + iy, o Laplaciano A é o operador 4 90.
Portanto, pelas condigbes de Cauchy-Riemann (2.3) se f(x +iy) = u(z,y) + iv(z,y) é uma funcdo
holomorfa num domfnio @ € C ~ R2, entdo u e v sdo funcdes harmdnicas reais, ditas funcdes
“harmonicas conjugadas”. As curvas de nivel de u e v formam duas familias de curvas ortogonais,
pois as condigoes de Cauchy-Riemann (2.3) implicam que Vu - Vo = 0 (se u = ¢ sdo as curvas
“equipotenciais”, entdo v = ¢ sdo as “linhas de forga”).

Vice-versa, seja u(z,y) uma fungdo harménica real num dominio 2 € R%. Um calculo mostra
que

ou Ou
9(z) = 5~ a9
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é uma funcdo holomorfa (se u é a parte real de f = u + ‘v, que ainda ndo sabemos existir!, entao
g=f"). A forma diferencial g(z) dz = g(z) (dz + idy) pode entao ser representada como soma

ou ou . ou ou
g9(z)dz = <8xd$+8ydy> +1 <—8ydx+axdy>

=du+1i*du,

do diferencial du e ¢ vezes a forma *du, onde o operador “estrela” de Hodge é definido por *dz = dy
e *dy = —dxz. A forma *du = —(9u/0y)dx + (Ou/0zx)dy é fechada. Se u é definida numa regido
) C R? ~ C simplesmente conexa (por exemplo, um disco), entdo

%*duzO
.

para todo contorno v C €, sendo igual ao integral de g(z)dz, com g homolomorfa, menos o integral
do diferencial exato du. Fisicamente, este integral é o integral § Vu-n da derivada normal Vu-n
de u, onde o vetor normal a curva y(t) = (x(¢),y(t)) é n = (y, —2). Entéo é possivel definir uma
fungao harménica v, conjugada de u e definida a menos de uma constante aditiva, por meio do
integral de linha

ou ou
——dx+ —d

y or Y
onde v é um contorno arbitrario entre um ponto fixado p € Q e o ponto varidvel z = =z + iy. A
funcao f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) é holomorfa em €, e a sua derivada é f/ = g.

U(I’,y) =

Teorema 11.1. Uma fun¢do harmdnica u € localmente (em cada regido simplesmente conexa)
a parte real de uma funcdo holomorfa f = wu + iv, definida a menos de uma constante aditiva
mmagindria ic.

Uma primeira consequéncia surpreendente é que uma fungao harménica é infinitamente dife-
rencidvel (e isto acontece também em dimensao superior). Outra consequéncia 1til é que

Teorema 11.2. Se u: Q — R € uma fungdo harmdnica e g : Q' — Q é uma funcdo holomorfa,
entdo a composi¢do uo g: Q' — R € uma funcao harmdnica.

Demonstra¢do. u é localmente a parte real de uma fungao holomorfa f = u + 4. A composicio
u o g é localmente a parte real de f o g, que é uma funcao holomorfa. O
Verifique que A =400 = 400.
Verifique que, se f = u + iv é holomorfa, entdo Vu e Vv sdo ortogonais.
Verifique que 2™ e z" sdo fungdes harmonicas (complexas).

Esboce as curvas de nivel das func¢oes harmoénicas conjugadas definidas pelas partes real e
imagindaria das seguintes funcoes holomorfas

fy=2"  fle)=2" [f)=1/z [f(z)=z+1/z
Determine, em dominios apropriados, umas fun¢ées harmoénicas conjugadas de

y
u(z,y) =2*—y>  u(z,y) =z—uxy u(w,y)=m u(z,y) = log /a2 +y?
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11.2 Principio do valor médio

Principio do valor médio. O valor de uma funcao harménica num ponto do seu dominio é
igual & média aritmética dos seus valores numa circunferéncia suficientemente pequena a volta
deste ponto.

Teorema 11.3 (principio do valor médio). Se u é harmdnica numa regiao Q C C que contém o
disco fechado D,.(p), entdo

2m

u(p) = — u(p+re) do. (11.4)

2T

Demonstracdo. Pelo teorema 11.1, u é a parte real de uma fungao holomorfa f = u+ v num disco
D,(p) com r < p. Entao pela féormula de Cauchy

2m
f(p)l_y{ _ EAC) flp+re®)do.

27 = Z2— P 2 Jy

A parte real é a férmula (11.4). O

Em dimensao arbitraria, a férmula do valor médio é consequéncia do teorema da divergéncia.

Teorema 11.4. Se u é harmdnica numa regidgo Q C R™ que contém o disco fechado B,(x), entdo

1 1
u(x) = udS = 7/ udx
10B,(2)] Jop, () |Br(2)| /B, (2)
Demonstra¢ao. Pelo teorema da divergéncia
ou ou
Audxz/ —dS=r / x+ry)dS
/Br(ac) 8B (z) OV 8B (0) 57”( )d5()

”_lﬁ u(x +r
= 5 (/631(0) (z+ y)dS(y)>

o ) 1
=" 0B1(0)] 5 <|8B( ; OB()udS>

Ao dividir pelo volume da bola B,.(z) (se este volume é v,,r", entao a “superficie” da esfera 9B, (x)
¢ a derivada ny,r" 1) temos portanto

1 n 0 1
Audx = — — udS
B @) S0 rar<|aB< 0 Jos. o )

Se u é harmdnica o valor médio de u nas esferas B,.(x) é portanto independente do raio r. Por
continidade, este valor médio é o préprio u(x). A segunda igualdade é equivalente & primeira. [

Uma consequéncia é o

Teorema 11.5 (principio do méximo). Se u € C%(Q) N C(Q) é harmdnica numa regido limitada
Q C R™, entdo
maxu = maxu
Q o0
Demonstracdo. Se maxqu > maxgo U, entdo existe um ponto z € Q onde u(m) = maxqu e tal
que u nao é constante numa vizinhanga de u. Isto contradiz o principio do valor médio. O

Outra consequéncia é que as tnicas fungdes harménicas e limitadas no plano complexo sao as
constantes (versdo do teorema de Liouville para fungdes harmoénicas).



11 FUNCOES HARMONICAS 100

Unicidade da solucao do problema de Dirichlet. Uma consequéncia do principio do maximo
é que uma fungao harménica num dominio fechado e limitado ) é determinada apenas pelos seus
valores na fronteira 0{2. De fato, a diferenca u = u; — us entre duas fungoes harménicas, u; e us,
que coincidem em 0f) é uma fungdo harménica igual a zero em 0f2, logo identicamente nula pelo
principio do méximo.

Teorema 11.6 (unicidade). O problema de Dirichlet numa regido limitada tem, no mdximo, uma
solucgao.

Uma fungéo f(t) de uma varidvel real ¢ é harmdnica, ou seja, é solugdo de f/ = 0, sse é afim,
ou seja, é da forma f(t) = a + bt. Enuncie e prove o principio do valor médio neste contexto.

Look at Nelson’s wonderful proof '? of Liouville theorem.
[St08] 6.1.

Dirichlet principle. The Dirichlet energy of a differentiable real valued function u :  — R
defined in a domain  C C (which we may assume connected) is

1
£lu] :=§/QHVU||2dmdy

You may think that the graph of u describes a surface in R? ~ C x R. The energy is zero iff u is
constant, hence if the surface is flat. More interesting is trying to minimize the Dirichlet energy
for fixed “boundary value” u|,, = g, given some well behaved function g : 92 — R. Consider a
one-parameter perturbation of w of the form u + t¢ with ¢ € R and ¢|y, = 0. If v minimizes the
Dirichlet energy, then the function of a real variable t — E[u + t¢] must have a minimum at ¢ = 0.
The derivative of the Dirichlet energy w.r.t. ¢ is

d
& Elu+ t9] :/ (Vu- Vo + t|Ve|?) dedy
Q
and therefore its value at t = 0 is

d

= / (Vu - Vo) dxdy
t=0 Q

= f/Q(Au)qbd:vdy

where the last line follows integrating by parts and using the vanishing of ¢ on the boundary 9.
Thus, the derivative is zero for all variations ¢ iff Au = 0, i.e. the function u is harmonic on €.

What is not obvious, and indeed not true (as Weierstrass discovered) for a generic region {2, is
that such a minimum of the Dirichlet energy exists.

11.3 Fo6rmula de Poisson

Laplaciano em coordenadas polares. A equacdo de Laplace em coordenadas polares (p,6),
definidas por pe?? = x + iy, é
0 Ju 0%u
— — — =0 11.5
P ap (pap)+392 (11.5)

Em particular, as fungoes harmonicas que apenas dependem de p sao

alog(p) + b

12E, Nelson, A proof of Liouville’s theorem, Proceedings of the AMS 12 (1961), 995.
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Por exemplo, em unidades convenientes, o potencial elétrico gerado por uma carga unitaria colocada
na origem do plano é a funcao V(z) = —log |z|, harménica no plano perfurado C* = C\{0}.

Em uma regiao simplesmente conexa {2 que nao contém a origem é possivel definir um logaritmo
log(z) = log p + 6, e em particular um argumento 6(z). Entao

ab(z)+b

é uma funcdo harménica em €2, que nao depende de |z| (ou seja, constante nas semi-retas que
saem da origem). Por exemplo, o argumento principal 6(z) é uma fungao harménica no semi-plano
superior H, com limites 6(x +i0") =0sexz > 0e O(z +i0") =7 se x < 0.

Verifique a expressao (11.5) para o Laplaciano em coordenadas polares.

Verifique que p/™ei™ com n € Z, é uma funcéo harménica no disco unitario I.
Determine uma fungao harménica u(z) no semi-plano superior H tal que u(x + iy) — 1
quando y — 0 e > 0 e tal que que u(x + iy) - —1 quando y = 0 e z < 0.

Funcgoes harmodnicas separaveis no disco unitario. Colocamos o problema de determinar
uma fun¢do harmdénica no disco unitdrio . Solugbes separaveis u(p, ) = R(p) O(6) da equacdo
de Laplace (11.5) sdo produtos de duas fungdes que resolvem as equagoes diferenciais

0" = -)\O e p’R" + pR = \R
com A € R. As solugdes nao trivias de ©” = \O, que devem ser fung¢oes periédicas de perfodo 2,
sao0 . ‘
o(0) = cne™ e

se A = n?. Em correspondéncia de cada A = n?2, as solucdes de
p’R"+rR =n’R

sdao R(p) =1oulogpsen =0, e R(p) = p™ se n # 0. As solugdes logp e p~", com n > 1, sdo
ilimitadas numa vizinhanga da origem. Portanto, as solugoes separdveis e limitadas da (11.5) no
disco unitario sao

un(p,0) = pl"le™?

com n € 7Z. Pelo principio de sobreposigao, a série

w(p,8) = 3 caplem®

nez

se convergente uniformemente com as suas duas primeiras derivadas, define uma fung¢ao harménica
no disco unitdrio. Se a convergéncia ¢ uniforme também na fronteira do disco, entao u(r, #) resolve
o problema de Dirichlet com condigao de fronteira

in6
ulyp = g Cné

ne”Z

Férmula integral de Poisson no disco unitario. Seja f(e'?) uma funcdo continua u definida
na circunferéncia unitdria S = 0D ~ R/27Z, e seja f(e?) ~ 3" ¢,e™? a sua série de Fourier. Uma
extensio harménica de €™ no disco unitério é p/"le’™”. Portanto, um candidato para a extensio
harménica de f no interior do disco unitario, i.e. nos pontos pe’® com 0 < p < 1, é a série

(Pf) (peia) = Z Cn p\n\eine )

n=—oo
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se convergente. Usando a defini¢do (8.4) dos coeficientes de Fourier,

(Pf) (pew) _ Z (217T _7f f(em)e—md) dqb) p\n|ema
= %/ﬂr f(ew) ( ; pn|6m(9¢)) dé

é possivel representar Pu como um produto de convolucao (férmula integral de Poisson)

1) = o= [ 56 R0 - 0) a0 (11.6)

dos valores de u na circunferéncia unitaria com o nicleo de Poisson no disco unitario, definido por

P,(0) := Z plMlein?

n=-—oo

O nicleo de Poisson admite as seguintes expressoes,

Pf) = 14+) 2"+» 7"
n=1 n=1
z z
=1
+1—z+1—2
_ 1P
S
onde z = peia, e portanto
1—p?

P,(0) = .
o(0) 14 p? —2pcos(f)

A série de Fourier da fungao continua f(e?®) pode nio ser convergente na circunferéncia unitéria,
mas a série chp‘”|ei"‘9 é absolutamente convergente se p < 1. A convergéncia é uniforme em
cada disco D,.(0) com r < 1, e portanto a (11.6) define uma fungao harmdénica no disco unitdrio.
Acontece que

Teorema 11.7. A familia dos nicleos de Poisson (Pp)p<1 € uma identidade aprorimada quando
p— 1.

Demonstracio. E imediato ver que P,(6) > 0 e que o seu integral é ffﬂ P,(0)df = 2m. Seja
0 < § < 7. O denominador do nicleo de Poisson é

1 —2pcos(f) + p? = (1 — p)* 4+ 2p(1 — cos())
Sel/2 < p<led < |0 < entdo existe uma constante ¢ = ¢(d) tal que
(1= p)% 4+ 2p(1 — cos(8)) > c.

De consequéncia, existe uma constante C' = C(J) tal que
[ mew<ca-p
6<|0|<m
e portanto este integral — 0 quando p — 1. O

De consequéncia, pelo teorema 9.10,

Teorema 11.8. Se f(e'?) ¢ uma funcdo continua em 0D, entdou = Pf é uma evtensdo harmonica
de f no disco unitario D, continua em D.

Esta extensao é uinica pelo principio do maximo, e resolve portanto o problema de Dirichlet
Ay =0 em D com condi¢ao de fronteira |y, = f.
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Verifique que
1 0
Po0) = R ( + re )

1 —re?

[St08] 6.3.

Considere o problema de Dirichlet que consiste em determinar uma fungdo harménica u na
regidgo Q ={x+iye C: 0<z <m,y >0} CC com condigdes de fronteira

u(O,y) =0, u(ﬂ—?y) =0, u(:c,O) :f(z)v

onde f(x) é uma funcdo continua que se anula nos pontos 0 e 7, e cuja série de Fouirier é
f(@) ~ > cpsin(nz). Determine as solugbes separdveis u(z,y) = Y (y)sin(nz) da equagao de
Laplace Au = 0 na regidao € tais que u(0,y) = u(m,y) = 0, e deduza uma férmula andloga a
férmula de Poisson.

11.4 Potenciais complexos

Campos planares e potenciais complexos. ([LC72], Chapitre 111, §2, e [Sm03]) Seja V(z,y)
um campo vetorial estaciondrio (i.e. independente do tempo) definido numa regiao do plano. Sejam
A e B as suas coordenadas, assim que V = (4, B), ou, na identificacio R? ~ C, V = A +iB.
Exemplos tipicos sao: o campo de velocidades de um fluido estacionario, um campo de forgas,
como um campo elétrico ou um campo magnético, um campo térmico, ...

A circulacdo do campo V ao longo do contorno simples =y é o integral C := f,y V.ds. Seyéa
fronteira da regiao €, entao o teorema de Green diz que

C = fAdHde = // (6 - y) dx dy (11.7)

ou seja, a circulagio é o integral do rotacional V x V := dB/dx — JA/y na regiao Q. O campo é
irrotacional, ou potencial, se V X V = 0. Entao a forma Adz + Bdy é localmente o diferencial de
uma fungao u(x,u), i.e.

du = Adx + Bdy .

A funcdo u é chamada potencial do campo, pois V = Vu, e as suas curvas de nivel curvas
equipotenciais.

O fluzo de V através da curva v é o integral F := [ 'V -n, onde n é o vetor unitdrio normal &

curva. Se v é um contorno simples, fronteira da regiao &, entao o teorema da divergéncia de Gauss

diz que
A B
F= % de—i—Ady—// (8 6 )da:dy (11.8)

ou seja, o fluxo é o integral da divergéncia V -V := 0A/0x + 0B/dy na regiao Q. O campo é
dito solenoidal (ou incompressivel, se representa o campo de velocidade de um fluido) se V-V = 0.
Entao a forma —Bdzx + Ady é localmente o diferencial de uma fungao v(z,w), i.e.

dv = —Bdzx + Ady.

A funcao v é chamada func¢do de corrente, e as suas curvas de nivel sao chamadas linhas de corrente
(streamlines).

Se o campo vetorial V é irrotacional e solenoidal (como, por exemplo o campo de velocidades
de um “fluido ideal”), entdo u e v satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann, como é possivel
ver comparando as expressoes dos diferenciais du e dv. Portanto,

Teorema 11.9. Num campo planar irrotacional e solenoidal, o potencial u(z,y) e a funcdo
corrente v(x,y) sao fungées harmdnicas conjugadas.



11 FUNCOES HARMONICAS 104

Entao um campo irrotacional e solenoidal pode ser descrito, localmente (ou seja, numa regiao
simplesmente conexa), por meio de uma fungao holomorfa

f(z +iy) == u(z,y) +iv(z,y)

chamada potencial complero. Em particular, as linhas de corrente v = ¢ e as linhas equipotenciais
u = ¢ sao ortogonais. A derivada do potencial complexo é f' = A —iB. De consequéncia, o campo
é
V=(AB)~A+iB=f.
Em geral, uma funcio holomorfa f : Q — C define um campo irrotacional e solenoidal V = f/
na regiao ) C C. O fluxo F e a circulagao C, através e ao longo de um contorno =, sao parte real
e parte imaginaria de um tinico integral de contorno:

F+iC=7{f’(z)dz.
v

Estes nimeros nao sao nulos se a regiao 2 onde estd definido o campo nao for simplesmente
conexa, por exemplo se o potencial complexo tiver pélos no interior da curva ~.

Para cada potencial complexo f(z), definido em um dominio conveniente, calcule o campo
V, e esboce algumas linhas de corrente v(z,y) = ¢ e alguma curvas equipotenciais u(z,y) = c.

JR)=z [ =0+ [&)=2  f)=z+1/z

Repita o exercicio anterior (pode ser 1til usar coordenadas polares, ou usar uma calcuadora
gréfica), e calcule também a circulac@o e o fluxo ao longo de contornos & volta das singularidades
do campo, com os seguintes potenciais complexos.

)

f(z) =log(z)  f(z) =ilog(z)  f(z)=(a+ib)log(z)  f(z) =log(z+1)£log(z —1)
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12 Transformacoes conformes

12.1 Transformagoes conformes

Comportamento local das fungoes holomorfas. Os pontos criticos de uma funcao holomorfa
f s@o os pontos ¢ onde f'(¢) = 0. Os outros pontos do dominio, onde f’(p) # 0, sdo chamados
requlares. Numa vizinhanca de um ponto regular, uma func¢ao holomorfa é bem aproximada pela
sua parte linear

f(z)=c+A(z=p)
com ¢ = f(p) e A # 0, que é um automorfismo afim do plano R? ~ C. Em geral, uma fungao
holomorfa e ndo constante admite a representagao local (6.6)

fz) = c+ (2 =p)g(2)

com g(z) holomorfa e diferente de zero numa vizinhanca de p, onde k > 1 é a ordem da fungéo
f(z) —cem p.

Teorema 12.1 (teorema da aplicacdo aberta). Uma fun¢do holomorfa e ndo constante numa
regiago 2 C C € aberta (ou seja, envia abertos em abertos).

Demonstragao. Podemos assumir, a menos de translagdes no dominio e no contradominio, que o
ponto regular é 0 € Q, e que f(0) = 0. Entdo f(z) = 2¥ g(2), com g(z) holomorfa e # 0 numa
vizinhanga de 0. Portanto, os valores de f(z) sdo diferentes de 0 para todo ponto z nao nulo
mas suficientemente préximo de 0. Em particular, existem um disco D = D,(0) de raio p > 0
suficientemente pequeno e um ¢ > 0 tais que |f(2)| > 0 se z € D\{0} e |f(z)| > € se z € OD. Se
lw| < g, a fungdo g(z) = f(z) — w satisfaz

f(2) > e > fw| =[f(2) — g(2)]

nos pontos da circunferéncia 0D. Pelo teorema de Rouché 6.8, a funcdo g(z) tem, no disco D, o
mesmo numro de zeros da fungéo f(z). Isto quer dizer que para todo w suficientemente pequeno
existem k pontos z € D tais que f(z) = w. Em particular, a imagem f(D) contem o disco
D.(0). O

Teorema 12.2 (principio do méximo). Se o mddulo |f| de uma fun¢do holomorfa f : Q@ — C
atinge um mdzximo num ponto p de uma regiago aberta S, entdo f € constante.

Demonstragao. Seja p € , e f nao é constante, pelo teorema da aplicacdo aberta 12.1 existem
e > 0eumdisco D = D,(p) tais que D.(c) C f(D), onde ¢ = f(p). Em particular, existem pontos
z € D onde |f(2)] = |c| + /2 > |c|, logo p ndo pode ser um méximo de f. O

Em particular, o maximo médulo de uma fungao holomorfa definida numa regiao limitada 2 é
atingido na fronteira 0f).

Uma consequéncia imediata da prova do teorema da aplicagio aberta 12.1 (no caso em que
k=1)é

Teorema 12.3 (teorema da fungao inversa). Uma fungdo holomorfa € localmente invertivel numa
vizinhanc¢a de um ponto regular.

Ou seja, se p é um ponto regular da fungdo holomorfa f, entdo existe uma vizinhanca aberta
(um disco suficientemente pequeno) D = D,(p) de p tal que f|, : D — f(D) é uma fungao
holomorfa e injetiva. A fungdo inversa g : f(D) — D é também holomorfa, sendo representada
pelo integral de contorno

1 2 f'(z
g(w) = — A dz
27 J)opi=p f(2) —w
se p > 0 é suficientemente pequeno. De fato, a funcdo h(z) = zf'(2)/(f(z) — w) tem um tnico
pdlo simples z = g(w) no disco D, e o seu residuo é

= lim (z—g(w z:imz_—g(w)z’z:w
Res (hog(u) = Tim. (= o)) = tim 5= H 1) = g
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Este é um resultado local. Uma func@o holomorfas pode néo ser (globalmente) invertivel numa
regido sem pontos criticos. Por exemplo, f(z) = 22 nao é invertivel no plano perfurado C*, mas é
invertivel no semi-plano superior H.

Por outro lado, uma funcao holomorfa f(z) ndo pode ser injetiva numa vizinhanga de um ponto
critico. A menos de translagoes (no dominio e no contradominio), podemos assumir que o ponto
critico é ¢ = 0, e que é um zero de ordem ord(f,0) = k > 2 da fungdo f. Entdo

f(2) =apz®(1+ b1z +bp2% +...)
com ag # 0 numa vizinhaga da origem, e portanto (usando a férmula do binémio)
f(z) = (bz(1 + 1z + c22® +...))F

com b* = ay, e, em particular, b # 0. Pelo teorema da funcéo inversa, existe uma funcao holomorfa
w = g(z), invertivel numa vizinhanca da origem, tal que f(z) = w*. De consequéncia, a equacao
f(2) = € admite k solugdes distintas se € # 0 é suficientemente pequeno.

Dé um exemplo de uma fungdo holomorfa numa regiao ilimitada 2 C C que nao atinge o
méximo na fronteira 0f.

Equivaléncias conformes. Uma fungio holomorfa é também conforme (i.e. preserva os angulos)
fora dos pontos criticos. Uma funcao holomorfa e bijetiva f : Q — ', cuja inversa é necessari-
amente holomorfa pelo teorema da fungao inversa 12.3, é chamada equivaléncia conforme (ou
isomorfismo analitico) entre a regiao Q) e a regiao f(Q) = Q.

Um exemplo trivial é a funcdo identidade f : Q — Q, definida por f(z) = z.

Uma equivaléncia conforme pode ser pensada com uma mudanga de varidvel conforme, da
varidvel z € Q a varidvel w = f(z) € . Duas regides equivalentes tém as mesmas fungoes
holomorfas, e portanto as mesmas fun¢ées harmonicas, a menos de uma mudanca de coordenadas.

Regites importantes ou interessantes, por razdes dbvias, sad o préprio plano complexo C, o
disco unitario D, o semi-plano superior H, a esfera de Riemann C.

e.g. Poténcias. Por exemplo, f(z) = 2% define uma equivaléncia conforme do primeiro qua-
drante @1 := {z € C : R(z) > 0 e I(z) > 0} sobre o semi-plano superior H. As poténcias
f(z) = 2", con n inteiro positivo, definem equivaléncias conformes dos angulos A/, = {z € C :

1/n - definidas usando o ramo

0 < arg(z) < m/n} sobre H, cujas inversas sdo as raizes g(z) = z
principal do logaritmo.

Em geral, as poténcias fracciondrias f(z) = 21/®, com 0 < a < 2 (definidas usando o ramo
apropriado do logaritmo), definem equivaléncias conformes de A, = {z € C : 0 < arg(z) < an}

sobre H.

e.g. Exponencial. A funcio exponencial f(z) = e* envia o plano complexo C no plano perfurado
C*, a imagem inversa de cada ponto sendo formada por infinitos pontos que diferem por multiplos
inteiros de 2mi. Em particular, define uma equivaléncia conforme da regidgo B = {z € C : 0 <
$(z) < 7} sobre o semi-plano superior H, e da regido B_ = {z € C : 0 < ¥(z) <7 e R(z) < 0}
sobre o semi-disco superior D NH. Vice-versa, o ramo principal do logaritmo, g(z) = log(z), envia
H sobre B e DN H sobre B_.

Determine regides simples (ou seja, discos, semi-discos, semi-planos, quadrantes, angulos, .. .)
onde as seguintes expressoes definem funcoes injetivas, logo equivaléncias conformes, e determine
as respetivas imagens:

iz z e log(z) sin(z) e’ 1/z

Esboce as imagens das familias de retas ortogonais x = ¢ e y = ¢ pela transformacoes

f(z)=2%e f(z) =1/
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Determine uma equivaléncia conforme entre o primeiro quadrante @, := {z € C : R(z) >
0 e §(z) > 0} e o semi-plano inferior —H := {z € C :,¥(z) < 0},

Determine uma equivaléncia conforme entre o segundo quadrante Q2 := {z € C : R(z) <
0 e S(z) > 0} e o semi-plano superior H.

Determine a imagem de By = {z € C : 0 < ¥(2) < m e R(2) > 0} pela transformacao
conforme f(z) = e*.

Deduza do teorema de Liouville 5.8 que nao existe uma equivaléncia conforme f : C — D.

12.2 Grupo de Mobius

Automorfismos. A composicao de duas equivaléncias conformes f : Q — Q' eg: Q' — Q" ¢
uma equivaléncia conforme go f : Q@ — Q”. Em particular, fixada uma regiao 2, a familia das
transformacgoes conformes invertiveis f :  — Q forma um grupo (o produto sendo a composigao
e o elemento neutro sendo a transformag ao identidade), chamado grupo dos automorfismos (con-
formes) da regido €2, e denotado por Aut(9Q).

Importante é compreender os automorfismos do préprio plano complexo C, do disco unitario D
e do semi-plano superior H, da a esfera de Riemann C.

Automorfismos do plano complexo: grupo afim. A regiao mais simples é o préprio plano
complexo C.

Teorema 12.4. O grupo Aut(C) dos automorfismos do plano complexo é o grupo Aff(C) das
transformacades afins, as transformagoes

f(z)=az+b

comac C* ebeCC.

Demonstragdo. Um automorfismo do plano complexo é uma funcao inteira f : C — C. O ponto
w = 0 néo pode ser uma singularidade essencial de g(w) := f(1/w). De fato, pelo teorema de
Casorati-Weierstrass 6.4, f(C\D) seria um subconjunto denso em C, mas também fechado porque
f é um homeomorfismo, e portanto necessaramente igual ao préprio C, o que é impossivel se f é
invertivel. Entdo existe um inteiro k > 0 tal que g(w)/w* tem uma singularidade removivel em
w = 0, e portanto f(z)z* é limitada numa vizinhanca de z = co. A desigualdade de Cauchy (5.5)
entdo implica que f(z) é um polinémio (de grau < k). Mas os tnicos polinémios invertiveis sao os
polinémios de grau um, ou seja f(z) = az + b, com derivada f’(z) = a diferente de zero. O

Automorfismos da esfera de Riemann: grupo de Mobius. O grupo de Mdbius é o grupo
das transformagoes f : C — C do género

az+b
cz+d

f(z) = (12.1)
com a,b,c,d € C tais que ad — bc # 0. Cada matriz M = (‘é 2) € GL(2,C) define uma trans-
formacdo linear invertivel de C2?, que envia (29,21) em (z{,2;) = (azo + bz1,czo + dz1). Em
particular, envia retas que passam pela origem em retas que passam pela origem: as imagems
das retas zp/z1 = z, parametrizadas por z € C, sdo as retas z{/z] = f(z), e a imagem da reta
21 = 0, que corresponde a z = 00, é a reta z(/z = a/c. O espago PLC das retas que passam pela
origem de C? ¢ isomorfo & esfera de Riemann C. Duas matrizes invertiveis proporcionais, M e
AM com A € C*, induzem a mesma transformacido de P!C ~ C, e portanto o grupo de Mé&bius
¢ isomorfo ao quociente GL(2,C)/C*, ou também ao quociente PSL(2,C) := SL(2,C)/ £ I. Em
particular, a inversa da transformagao de Mdbius (12.1) é a transformagao induzida por qualquer
matriz proporcional a M ~1, por exemplo ( 4 —b ), e a composicao f og de duas transformagoes de

—C a
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Mobius, induzidas pelas matrizes invertiveis M e N, respetivamente, é a transformacgao induzida
pelo produto M N.

Toda transformagao de Mobius é uma composicao de transformacoes afins e uma inversao
I(z) = 1/z. De fato, a transformacao (12.1) pode ser obtida como

a bec—ad 1
= -+

—> d
i 2t cz+d c c cz+d

Teorema 12.5. O grupo Aut(C) dos automorfismos da esfera de Riemann é o grupo de Mébius
Mob =~ PSL(2,C).

Demonstragao. Seja f um automorfismo da esfera de Riemann, tal que f(co) = d. Entéo a
composicdo h = go f de f com a transformacdo de Mobius g(z) = 1/(z — d) é um automorfismo

do plano complexo, pois fixa o ponto co € C. Pelo teorema 12.4, h é uma transformacao afim
h(Z) = az+ b, e portanto f = g_l o h € Mob. 0

Uma “circunferéncia da esfera de Riemann” é una circunferéncia ou uma reta euclidiana.

Teorema 12.6. Uma transformacgdao de Mobius envia circunferéncia em circunferéncias (da esfera
de Riemann,).

Demonstracdo. A propriedade é ébvia para transformacoes afins, portanto é suficiente provar o
teorema para a inversdo I(z) = 1/z. Mas a equagao de uma circunferéncia da esfera de Riemann ¢é

alz? +bz+bZ+c=0
com ¢ # 0seb=0,oub#0sea=0. Navaridvel w = 1/z esta equagao é transformada em
a+bw+bw+clw?=0,

que é também a equacao de uma circunferéncia da esfera de Riemann. O

Razao cruzada e circunferéncias. Dados trés pontos distintos a,b,c € C, existe uma tnica
transformacao de Mobius f € Mob que envia a,b,c em 1,0, 00, nesta ordem (ou seja, f(a) = 1,
f(b)=0e f(c) = ). Esta transformagéo é

(z—b

(z—c¢

~
—~
~

a—cC

(a—1b

f(z) =

~
~

(é dnica porque a unica transformacao de Mdbius que fixa 1,0 e oo é identidade). Em particular,
o grupo de Mobius age “triplamente transitivamente” na esfera de Riemann: para cada a,b,c € C
distintos e a’, V', ¢’ € C distintos, existe uma tinica f € Mob tal que f(a) = a’, f(b) =" e f(c) = .

A razao cruzada (cross-ratio) dos quatro pontos distintos z1, 22, 23,24 € C é a imagem de z;
pela tnica f € Mob que envia 29, 23, 24 em 1,0, 00, e é denotada por

21 — 23 %29 — 24
(21322,23724) = f(Zl) = ¥ 27

1 T 24 Z2 — 23

Em particular, (z,1,0,00) = z. A razao cruzada é invariante pelas transformagoes de Mobius. Ou
seja,

Teorema 12.7. Se g € Mob, e 21, 22, 23, 24 € C sdo quatro pontos distintos, entao

(9(21),9(22),9(23),9(24)) = (21, 22, 23, 24)



12 TRANSFORMACOES CONFORMES 109

Demonstrag¢do. Se f € Mob envia zg,23,24 em 1,0,00, entdo fg~! envia g(z2),9(23),9(24) em

1,0,00. Entao (g(z1),9(22),9(23),9(24)) = fg7 (9(21)) = f(z1) = (21, 22, 23, 24). O

Os trés pontos 1,0, co determinam uma unica reta, a reta real, que deve ser pensada como uma
circunferéncia de C. Um ponto z € C pertence a esta circunferéncia sse z = (z,1,0,00) € R.

A imagem da reta real por uma transformacdo de Mdbius arbitraria f € Mob é uma circun-
feréncia (uma reta ou uma circunferéncia euclidiana em C ~ R?), e todas as circunferéncias sao
assim obtidas. Pela invariancia da razao cruzada podemos concluir que

Teorema 12.8. Quatro pontos distintos z1, 2o, 23, 24 € C estdo numa circunferéncia sse a razao
cruzada (z1, 22, 23, 24) € real.

De consequéncia, a (nica) circunferéncia que passa pelos pontos (distintos) a, b e ¢ de C pode
ser definida pela equagao cartesiana 3((z,a, b, c)) = 0.

Determine uma equagao cartesiana da circunferéncia que passa pelos pontos 1, —1 e 1.

Schwarz lemma. The key to understand conformal isomorphisms of the unit disk is the following
application of tha maximum modulus principle.

Teorema 12.9 (Schwarz lemma). Let f : D — D be a holomorphic function of the unit disk into
itself fixing the origin, i.e. such that f(0) = 0. Then

If ()] <

for all z € D, and |f'(0)| < 1. If, moreover, there exists a pont p € D were |f(p)| = |p|, then the
function is a rotation , i.e.

f(z) =Xz

for some constant A\ = €* of absolute value 1.

Demonstracdo. The Taylor series of f, which converges in D, is f(z) = a1z + a2 + ..., and
therefore g(z) := f(2)/z = a1 + agz + ... is holomorphic too, if we define g(0) = f’(0). Since
|f(2)] <1, we have |g(z)| < 1/r if |z] = r < 1. By the maximum modulus principle 12.2, the same
holds for all |z| < r, and therefore, letting » — 1, we conclude that [g(z)] < 1. If |g(p)| = 1 for
some p € D, again by the maximum modulus principle the function g(z) must be a constant with
absolute value 1. O

Automorfismos do disco unitario e do semi-plano superior. Se a € D, entao a trans-

formacao de Mobius
a—z

fa(z) =

Cl-az

define uma transformacao invertivel f, : D — D, que envia o ponto « na origem, i.e. f,(a) = 0.
A inversa de f, é a propria f,, i.e. f, o fo é a transformagao identidade. Um automorfismo do
disco D que fixa a origem é, pelo lema de Schwarz, uma rotacio g(z) = €*’z. De consequéncia,

Teorema 12.10. O grupo Aut(D) dos automorfismos conformes do disco unitdrio é o grupo das

transformacgaoes
o0 a—z

zre — (12.2)
1-az
coma €D efdeR/2nZ.
A transformagdo de Cayley '
z—1
= h(z) = 12.3
w=h(s) = (12,3

define uma equivaléncia conforme i : H — D do semi-plano superior sobre o disco unitério, cuja
inversa é a transformacao h~! : D — H, definida por
cw+1

z=h"Yw) = i (12.4)
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Observe que a restricio de h™! & circunferéncia unitéria é h=1(e?) = tan(6/2).
O grupo Aut(H) dos auromorfismos do semi-plano superior é portanto o grupo h='oAut(D)oh ~
PSL(2,R), grupo das transformagoes de Mébius

az+b
cz+d

(12.5)
com coeficientes reais, i.e. a,b,c,d € R (e determinante ad — bc # 0).

Verifique que, se a € D e |z| = 1 entao |fo(2)| = 1.

Verifique que (f, o fo)(2) = 2.

Verifique que uma transformagdo de Mdbius (12.5) com coeficientes reais fixa a reta real
$(z) =0 e envia H em H.

Determine um automorfismo do semi-plano superior H que envia o ponto ¢ no ponto a € H.
Determine uma equivaléncia conforme do primeiro quadrante (1 no disco unitario D.

Verifique que
1+z2
zZ) =
1) =
define uma equivaléncia conforme do semi-disco superior D N H sobre o primeiro quadrante Q1 =
HN{z e C : R(z) > 0}, e calcule a transformagao inversa.

12.3 Equivaléncias conformes

Riemann mapping theorem and Dirichlet problem. Any simply connected region 2 C C
different from C itself is conformally equivalent to the unit disk. The existence of such a conformal
equivalence f : 0 — D is the content of the famous Riemann mapping theorem, conjectured by
Riemann in 1851 and proved by Carathéodory and Koebe sixty years later.

Teorema 12.11 (Riemann mapping theorem). Let Q C C be a simply connected region whose
boundary contains at least two points. Then there exists a conformal isomorphism R : D — €.
The Riemann map R is unique once we fix the image of 0 and the argument of R'(0).

Uniqueness follows from Schwarz’s lemma. The hard point is existence, and you may find
proofs in [Ah78, La03, Ru87, SSO3II]. Here is Riemann’s idea of the proof when the boundary of
Q) is a regular curve, based on his Dirichlet principle. We are looking for a holomorphic function
f:Q — C (the inverse of R in the theorem) which is continuous on Q, sending f(p) = 0 and taking
value f(z) =1 if z € 09. By the maximum principle, such a map, if it exists, sends €2 inside D. A
natural guess, if we want an injective map, is

1) = (z=p) e

for some holomorphic function g(z). If we write g(z + iy) = u(x,y) + iv(z,y) with v and v real
valued, then the boundary condition reads

log|z —pl+u(z) =0

for z € 99Q. Thus, the real part of g(z) must be a harmonic function u(x,y) with prescribed value
log |z — p| on the boundary of the domain. The harmonic function

G(p7 Z) = IOg |Z 7p| + U(Z) ’

with a logarithmic singularity at p and vanishing at the boundary, is called “Green function”
of the region 2 at the point p. If we believe, with Riemann, that such Dirichlet problem has a
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solution, we may then find a conjugated harmonic function v (since €2 is simply connected) and
hence the required g(z).

On the other side, the Riemann mapping theorem may be used to solve the Dirichlet problem
in a generic simply connected region: find a hamonic extension h : Q@ — R of a continuous function
ho : 992 — R. If we assume that the Riemann map extends to a continuous bijection R : 9D — 91,
we may use Poisson formula to extend Hy = hg o R to a harmonic function H : D — R inside the
unit disk. The solution of the Dirichlet problem is then h = H o R™1.

Luas. Uma lua, ou bigngulo, é uma intersecao L = DN D5 entre dois discos da esfera de Riemann
(cada circunferéncia da esfera de Riemann divide a esfera em dois discos, cujas fronteira comum
é a circunferéncia), ou seja, uma regido L C C limitada entre dois arcos de circunferéncia que
formam dois angulos iguais, de uma certa amplitude 0 < ¢ < 7, nos vértices a e b. Usando uma
transformac@o de Mobius (a transformagao z — (z —a)/(z — b)), podemos assumir que os vértices
s@0 os pontos 0 e 0o, e portanto, depois de uma rotagéo, que L é um angulo L = {0 < arg(z) < ¢}.
Entao a transformagao conforme f(z) = 2, com « = 7/, envia L sobre H.

Um caso particular é a lua A = H\D, limitada pelas circunferéncias S(z) = 0 e |z| = 1, que é
enviada conformemente no semi-plano superior H pela aplicacao de Levi-Civita J(z) := z + 1/z.

Um caso limite é quando o dngulo entre as duas circunferéncia é nulo, ou seja, as circunferéncias
sao tangentes. Uma transformagdo de Md&bius envia o ponto de tangéncia em oo, e portanto
podemos considerar, depois de uma transformacao afim, que B={z € C :,0 < &(z) < 7}. Entéo
a transformacao conforme f(z) = e* envia B sobre H.
Transformacao de Levi-Civita/Jukovski. A transformacdo de Levi-Civita*® 4
kovski, é a funcao racional de grau 2 definida por

, ou de Ju-

1
:J :: —_ .
w (2) z+Z

A imagem da circunferéncia unitéria é o segmento [—2,2]. Cada ponto w fora do segmento [—2, 2]
admite duas pre-imagens, que por simetria estdo uma dentro e a outra fora do disco unitario. Ou
seja, J é injetiva em D e em C\D, e envia cada uma destas regides em C\[—2,2]. As circunferéncias
|z| = p, com p # 1, sdo enviadas nas “elipses de Jukovski”

R(w)? S(w)?
p+p p—0p

centradas em 0 com focos £2 e semi-eixos p£p~1. Os raios Arg(z) = 6 sdo enviados nas hipérbolas

R(w)*  S(w)* _
4cos?f  4sin?f

com focos +2.

Em particular, J(z) define uma equivaléncia conforme de H\D sobre H, e de consequéncia as
curvas de nivel 3(z+1/z) = ¢ slo as linhas de corrente de um fluido ideal que corre horizontalmente
no semi-plano superior quando encontra um obstaculo descrito pela metade superior do disco
unitério.

Verifique que —J(z) = —(z + 1/z) define uma equivaléncia conforme do semi-disco superior
D4 = D N H sobre o semi-plano superior H.
Observe que sin(z) é a composigao
2 €% e’ s —J(ie%) /2

Deduza que sin(z) define uma equivaléncia conforme de By = {z € C : —7/2 < R(2) <
m/2 e ¥(z) > 0} sobre H.

13V 1. Arnold, Huyghens & Barrow, Newton & Hooke, Birkhiuser, 1990.
T, Levi-Civita, Sur la régularisation du probléeme des trois corps, Acta Math. 42 (1920), 99-144.
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13 Avaliacao assimptotica de integrais

[CH53, Er56, vRB12]

Avaliagao assimptética de integrais A resolucdo de muitos problmas de fisica-matemética
(solugoes de equagoes diferenciais, transformadas de Fourier e Laplace, ...) conduz a necessidade

de estimar integrais do género
/ g(z) e ME dz
¥

onde 7 é um caminho no plano complexo (por exemplo, um intervalo da reta real) e f e g sao
funcoes dadas, reais ou complexas. Tipicamente estamos interessados em grandes valores de A, ou
melhor na assimptética da func¢ao L(A) := f,y g(2) e~ ) dz quando A — oo.

Funcoes de partigao. O parametro real A pode ser uma “temperatura inversa” 8 = 1/kT, como
no caso da funcgao de particao

Z(B) = ZefBE" ~ /efﬁE(I) dx
n
em mecanica estatistica. Entao o limite § — oo corresponde a temperaturas proximas do zero.

Path integrals. Em mecéanica quantica ou em teoria dos campos, o parametro A é o inverso da
“constante de Planck” A, como no caso dos integrais de Feynman

/ eiS[path]/h d path
paths

O limite A — 0 corresponde ao limite semi-classico.

13.1 Método de Laplace

Integrais tipo Laplace. Quando o argumento do exponencial é uma funcao real o integral

b
/ g(x)e M@ dg
a

é dito “integral de Laplace”. E claro que quando A é grande o integral tende a selecionar os
valores menores de f(z). Se f(x) assume um minimo global no ponto ¢ € (a,b), onde f(c) = m
e a curvatura § := f”(c) > 0, entdo podemos considerar a aproximagao f(z) ~m + $6(z —c)?, e
estimar

b cte 1 5
/ g(x) e M) gy ~ g(c) e_mA/ e 2 M@= go
a c—¢€
o0 1
~ g(c)e ™ / e~ 3ME=* gy
2

=g(c)e ™
=g(c) T

onde, no ultimo passo, calculamos o integral gaussiano completo. Este argumento pode ser feito
riguroso, ou seja, os erros cometidos podem ser estimados pequenos comparados com o termo
principal. O resultado é o seguinte teorema de Laplace °

Teorema 13.1 (Laplace). Se f(z) assume um minimo absoluto em um nico ponto ¢ € (a,b),
onde f'(c) =0 e f"(c) >0, entao

b
/ g(x) e M@ dy ~ € e \71/2 (13.1)

15P.S. Laplace, Essai philosophique sur les probabilités , Oeuvres complétes 7, Gauthier-Villars, 1886.
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quando A — oo, onde a constante C é

C = \/ﬂﬂ
f"(c)

Steepest descent method. Em geral, se f(z) e g(z) sdo fungdes holomorfas, a ideia de Ri-
emann'® e de Debye!” é usar o teorema de Cauchy para deformar o contorno de integracio até
poder aplicar o teorema de Laplace (ou seja, encontrar um contorno onde a parte imaginaria de
f(2) seja constante e onde a parte real assuma um minimo absoluto).

e.g. Aproximacao de Stirling. A fun¢do Gama é definida pelo integral impréprio
I'(2) ::/ et hdt (13.2)
0

no semi-plano direito R(z) > 0 do plano complexo. Uma integracao por partes mostra que a fungao
Gama satisfaz a equagao funcional
INz+1) =2 -T(2)

com condigdo inicial T'(1) = 1. Isto significa que T" extende o factorial, ou seja, que
I'(n+1) =n!

sen =0,1,2,3,.... A mudanca de varidvel t = nx no integral que calcula n! mostra que
o0
n! = nn+1/ efn(zflogx) dr .
0

O minimo da funcdo f(x) = z — log z no intervalo (0,00) é o ponto z = 1, onde f(1) = (1) = 1.
A férmula de Laplace (13.1) implica a aprozimagdo/formula de Stirling

’n! ~V2rtnn"e " ‘

quando n — co. Ou seja, n! cresce como exp((n +1/2)Inn —n).

Mostre (por exemplo, usando a substituicio u = v/t no integral (13.2)), que
[(1/2) =+r
e calcule I'(3/2).

Estime o valor do integral

/2
/ e/\costdt
—7/2

13.2 Integrais oscilatérios e método da fase estacionaria

quando A — oo.

Integrais oscilatérios. Quando o argumento do exponencial é imaginario puro, podemos pensar
que é da forma iAp(z) com (x) real, uma “fase”, e o integral correspondente (dito de tipo Fourier)

b
/ a(z) €@ dg (13.3)

é “oscilatério”. A fungdo a(x), que representa uma “amplitude”, é uma funcao teste, por exemplo
uma funcao de Schwartz ou uma fungdo com suporte compacto (e neste caso podemos assumir que
os limites de integracao sao +00).

16B. Riemann, Sullo svolgimento del quoziente di due serie ipergeometriche in frazione continua infinita. Unpu-
plished note, 1863.

17P. Debye, Niherungsformeln fiir die Zylinderfunktionen fiir grofie Werte des Arguments und unbeschrinkt
verdnderliche Werte des Index, Mathematische Annalen 67 (1909), 535-558.
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Cancelagoes. Um caso trivial é uma fase constante, por exemplo ¢(z) = 1. Entéo o integral é
simplesmente e™* vezes o integral [a(z)dz da amplitude a(z) (que assumimos integravel!). Em
particular, o seu médulo é imitado pela norma ||a||;. Se a fase é linear, por exemplo ¢(x) = x,
entao o integral é a transformada de Fourier

o0
/ a(z) € dz = (Fa)(\)
— 00
da amplitude a(z). Pelo lema de Riemann-Lebesgue 8.2, (Fa)(A) — 0 quando A — oo. De fato,
se a amplitude é uma funcao teste a € C°(R), entdo a sua transformada de Fourier decai mais
rapido de qualquer poténcia, ou seja, é (Fa)(A\) = O(A™™) para todo n > 0 quando A\ — oo (isto
significa que para todo n > 0 o seu médulo é limitado por |(Fa)(A)| < CA™", onde a constante
C = C,,, depende das primeiras n derivadas de a(z)). Mas uma fungdo é praticamente linear
numa vizinhanca de um ponto que néo é critico. Uma integragdo por partes mostra que se ¢’ é
diferente de zero no suporte (compacto) de a(zx), entao

[e%S) . [e%S)

/ a(z)e??®) dy = %/ (a(z) /¢ (x)) €@ dg:
— 00

— 00
Iterando, temos o

Teorema 13.2 (principio da fase ndo-estaciondria). Sejam ¢ € C*°(R) e a € C°(R). Se p(z) nao
tem pontos criticos no suporte de a(x), entdo para todo n >0

/ a(z) e dg = O(A")

— 00

quando A — 00.

Principio da fase estacionaria. De acordo com o principio da fase nao-estaciondria 13.2,
esperamos que os os contributos principais ao integral oscilatério (13.3) sejam devidos aos pontos

7

criticos de o(x), os pontos onde a fase é “estaciondria”. Numa vizinhanca de um ponto critico ¢,
onde a fase é p(z) =~ ¢(c) £ 16(z — )% com § = |¢”(c)|, podemos estimar

cte . . cte ) )
/ a(m)e”\“’(w) dx ~ a(c) e (c) / TN (2—0)*/2 g,

e c—¢g

g
~ a(c) e \/2/5 etAT gy

—&
O dltimo integral é essencialmente um integral de Fresnel (calculado em (4.3))
/6 eFire® go /oo etire®/h g /T//\ eim/4
—€ —0o0

E possivel provar que os erros introduzidos por estas aproximacoes sao pequenos comparados com
a ordem de grandeza assimptética calculada ~ A~1/2. O resultado é o

Teorema 13.3 (principio da fase estaciondria). Se a amplitude a(z) tem suporte compacto e se a
fase p(x) admite um dnico ponto critico nao degenerado ¢ no suporte de a(x), entdo

/OO a(m) ei)\cp(m) do ~ Cei)up(c) )\71/2

quando A — 00, onde a constante C' ¢ dada por

C= \/ﬂﬁ eEim/4
¢ ()]

e + denota o sinal de ¢"(c).
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e.g. Assimptética das fungoes de Bessel. Uma aplicagoa tipica é a assimptética quando
x — oo da funcao de Bessel Jy(z), que resolve a equagao diferencial

Y +y+ay=0

E possivel mostrar (por exemplo, usando a técnica da transformada de Laplace) que Jy(x) é dada

pelo integral oscilatério
1 /2
Jo(z) = — / cos(x cos §) d

™ J—x/2

O principio da fase estacionaria 13.3 implica que

2 cos(z — /4)

JO(x) ~ \/ﬁ

quando x — oo.
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