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CONTEUDO 3

Notacoes

Nimeros. N := {1,2,3,...} denota o conjunto dos niimeros naturais, Ny := {0,1,2,3,...}
denota o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos. Z := {0,+1,+2,+3,...} denota o anel dos
nimeros inteiros. Q := {p/q com p,q,€ Z, q # 0} denota o corpo dos nimeros racionais. R e C
sao os corpos dos numeors reais e complexos, respetivamente.

Notacao de Landau. Se f(t) e g(t) sao duas fungdes definidas numa vizinhanga do ponto
a € RU{+£ oo}, entdo

o f(t) = O(g(t)) (“f is big-O of g”) quando ¢ — a quer dizer que existe uma constante C' > 0
tal que f(t) < C - g(t) para todos os ¢ numa vizinhanca de a,

o f(t) = o(g(t)) (“f is small-o of ¢”) quando ¢t — a quer dizer que o quociente f(t)/g(t) — 0
quando t — a.

o f(t) < g(t) (“f and g are within a bounded ratio”) quando ¢ — a quer dizer que f(t) =
O(g(t)) e g(t) = O(f(t)), ou seja, que existe uma constante C' > 0 tal que & - g(t) < f(t) <
C - g(t) para todos os t numa vizinhanga de a,

o f(x) ~ g(x) t — a (“f and g are asymptotically equal”) quando t — a quer dizer que
limgq f(2)/g(x) =1

Espago euclidiano. R"™ denota o espago Euclidiano de dimensao n. Fixada a base candnica

e; = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...), ..., €, =(0,...,0,1), os pontos de R™ sdo os vetores
x = (z1,Ta,...,Ty) =161 + To€2 + - + Tp€y
de coordenadas z; € R, com i = 1,2,...,n. Os pontos e as relativas coordenadas no plano

Fuclidiano ou no espago Euclidiano 3-dimensional sao também denotados, conforme a tradigao,
porr = (z,y) € R? our = (x,9,2) € R
O produto interno Euclidiano (-,-) : R™ x R™ — R é definido por

Xy ' =21Y1 +X2Y2 + -+ Tnln -

O produto interno realiza um isomorfismo entre o espago dual (algébrico) (R™)* := Homg(R",R)
e o préprio R™: o valor da forma linear £ € (R™)* ~ R"™ no vetor x € R" é ({,x) =€ - x.

A norma Euclidiana do vetor x € R™ é ||x|| := v/x - x. A distancia Euclidiana entre os pontos
x,y € R" é definida pelo teorema de Pitagoras

d(xy) = x =yl = V(@1 —9)? + -+ (20— ya)?.

A bola aberta de centro a € R™ e raio r > 0 é o conjunto B,(a) := {x € R"s.t. |[x —al| <r}. Um
subconjunto A C R™ ¢é aberto em R"™ se cada seu ponto a € A é o centro de uma bola B.(a) C A,
com ¢ > (0 suficientemente pequeno.

Caminhos. Se ¢t — x(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) € R™ é uma funcao diferencidvel do “tempo”
t € I C R, ou seja, um caminho diferencidvel definido num intervalo de tempos I C R com valores
no espaco Euclidiano R™, entao as suas derivadas sao denotadas por

. dx .. d?x d3x
X = — X = — X = —

dt’ de2”’ des”’

4

Em particular, a primeira derivada v(¢) := x(t) é dita “velocidade”, a sua norma v(t) := ||v(¢)|| é
dita “velocidade escalar”, e a segunda derivada a(t) := %(t) é dita “aceleragao”.
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Campos. Um campo escalar é uma fungao real v : X C R™ — R definida num dominio X C R™.
Um campo vetorial é uma fungdo F : X C R" — RF, F(x) = (F1(x), F2(x), ..., Fi(x)), cujas
coordenadas F;(x) sdo k campos escalares.
A derivada do campo diferencidvel F : X ¢ R® — R* no ponto x € X é a aplicacdo linear
dF(x) : R® — R tal que
F(x+v) = F(z) + dF(x) - v+ o(|v])

para todos os vetores v € R™ de norma ||v|| suficientemente pequena, definida em coordenadas
pela matriz Jacobiana JacF(x) := (0F;/0x;(x)) € Matyx,(R). Em particular, o diferencial do
campo escalar u : X C R” — R no ponto x € X ¢é a forma linear du(x) : R" — R,

ou ou ou
du(x) := a—xl(x) dzy + aTcz(x) dzg +--- + T%(x) dz,
(onde dxy, o diferencial da fungéo coordenada x +— xy, é a forma linear que envia o vector v =
(v1,v2,...,0,) € R" em day - v := v). A derivada do campo escalar diferencidvel u: X C R® - R
na diregao do vetor v € R" (aplicado) no ponto x € X C R", é igual, pela regra da cadeia, a

(£yu)(x) := %u(x +tv) . = du(x) - v.

O gradiente do campo escalar diferencidvel u : X C R™ — é o campo vetorial Vu : X C R” — R"
tal que
du(x) - v = (Vu(x),v)

para todo os vetores (tangentes) v € R™ (aplicados no ponto x € X).
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1 Algebra e geometria dos niimeros complexos

1. (very short history) Complex numbers were invented/discovered in the XVI century as a
“sophistic” device/trick to solve cubic equations like 2% + pz + ¢ = 0. Today, they enter
in our formulation of most fundamental laws of Nature, as for example in the Schrédinger

equation
o h?

h— = ——A v

ot 2m vy
or in Feynman path integrals of quantum field theory

/ S/ Dy
paths
2. O corpo dos niimeros complexos é C := R(i), onde i? = —1.

C:
Ou seja, é o conjunto C ~ R? dos ntimeros/pontos z = x +iy ~ (z,y), com z,y € R, munido
das operacoes bindrias “soma’”, definida por

(x1 4+ iy1) + (22 + ty2) = (1 + 22) + i (y1 + y2)

(que corresponde & soma dos vetores z; &~ (x1,y1) € 2o &~ (x2,y2) do plano R?), e “multi-
plicacao”, definida por

(X1 +iy1) - (X2 +iy2) := (2122 — y1y2) + i (T1Yy2 + Tay1) -

Em particular, se i := 0+4-1 € C, entdo i -i = —1, ou seja, =i sdo (as Unicas) “raizes
quadradas de —1”. De fato (e esta é a origem das férmulas acima), somas e multiplicagoes
de nimeros complexos podem ser manipuladas como as correspondentes operagoes entre
nimeros reais (ou seja, usando as propriedades associativas, comutativas e distributivas), e
depois substituindo i - i por —1. Todo z = x + iy # 0 + 0 admite um inverso multiplicativo,
dado por 1/z = z /(22 + y?) — iy/(z? + y?), como é ficil verificar.

O conjunto C, munido da operagao +, é um grupo aditivo, cujo elemento neutro é 0 := 0+10.

Somar um nimero complexo z, i.e. fazer w — w + z, corresponde a uma translacao no plano
complexo C ~ R2.

O conjunto C* := C\{0}, munido da operagao -, é o grupo multiplicativo dos ntimeros com-
plexos invertiveis, cujo elemento neutro é 1 := 1440 (o significado geométrico da multiplicagao
deve esperar mais um pouco).

+1 n

=z Z
n

As poténcias inteiras de um nimero complexo sao definidas por recorréncia: z™
sen > 1, sendo 20 := 1. Se z € C*, entdo as poténcias negativas sio definidas por z~
(1/2)".

O conjugado de z = x + iy é Z := x — iy, ou seja, a imagem do ponto = + iy ~ (z,y)
pela reflexao na reta y = 0 do plano R? ~ C. A conjugacdo respeita soma e produtos, ou

)
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seja, verifica z1 + 29 = 21 + 22 € 21 - 22 = 21 * 23. Observe também que a conjugacao é uma
involugao, ou seja, z = z. Os nimeros reais
Z+z z2—Z

r=RN(z):= 5 e y=S(z):= %

sao ditos parte real e parte imagindria do nimero complexo z = x + 1y, respetivamente.
Observe que z = Z sse z é real, i.e. sse §(z) = 0.

A conjugacido permite definir N(z) := 2z = 22 + y2, que é um nimero real nio-negativo (o
“mddulo” de z no sentido da teoria de nimeros), e portanto o mddulo, ou valor absoluto, de

z=x+ 1y,
|z| := V2Z = Va2 + y?

que é a norma euclidiana do vetor (z,y) € R?. Em particular, |z| = 0 sse z = 0. O valor
absoluto é multiplicativo, ou seja, |zw| = |z| |w], e |z/w| = |z|/|w| se w # 0. O inverso
multiplicativo de um niimero complexo z # 0 é entao

1/2=7%/|z*.

Represente na forma x + iy os seguintes nimeros complexos
2—1 1—4 4
1414 1447 2414

1/i (1—143)? it? (2414)3

Verifique que, na identificacio C ~ R? definida por z + iy ~ (v,y), o produto (a +

ib)(z + iy) é dado por
a —b\ [z
b a Y

Deduza que a multiplicagao por a + ib # 0 é invertivel, e determine uma férmula para
a sua inversa.

Interprete, e prove, a seguinte identidade entre niimeros reais:

(a® + %) (c? + d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)? .

Resolva as seguintes equagoes
22-2:42=0 22+2+1=0

3. A representagdo polar do niimero complexo z = x + iy ~ (z,y) € R? é

onde p = |z| = /22 +y? > 0 é o mbdulo de z, 0 = arg(z) € R/27Z é um argumento de z,
ou seja, um angulo tal que = = pcos(d) e y = psin(f) (logo definido a menos de multiplos
inteiros de 27), e o niimero complexo e € S := {|z| = 1} é (provisoriamente) definido pela
formula de FEuler

e’ .= cos(f) +isin(6). (1.1)

Pode ser 1til escolher um valor do argumento, e chamar argumento principal de um ntimero
z 0 Unico argumento que satisfaz Arg(z) € (—x, 7).

Se z1 = p1e'% e 2y = pae'??, entdo as férmulas de adicio para seno e coseno mostram que

2129 = plpgei(91+92) e L &ei(el_%) (se p2 #0).
22 P2
Estas férmulas revelam o significado geométrico da multiplicacao entre nimeros complexos.
Uma primeira consequéncia é que o inverso do niimero complexo z = pe, com p > 0, é
271 = p~te=. OQutra é que a multiplicacao por z = pe?? # 0, no plano C ~ R?, ou seja, a
transformacdo w — zw, corresponde a uma homotetia w — pw de razao |z| = p > 0 (uma
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dilataco ou contracdo se p # 1) e uma rotacdo w +— e’’w de um angulo §. Em particular, a
multiplicacdo por i = €™/2 é uma “raiz quadrada’ da rotacio z — €'z = —z de um angulo
7, i.e. uma rotacao de um angulo /2.

Sen = 1,2,3,..., entdo cada numero complexo w # 0 possui n raizes n-ésimas, i.e. n
nimeros complexos z que resolvem z" = w. De fato, as raizes n-ésimas de w = pe'’, com
p#£ 0,880 2z = (b/ﬁelw“”k’)/", com k =0,1,2,...,n — 1. Os pontos z; formam os vértices

de um poligono regular de n lados, inscrito na circunferéncia de raio {/p e centro 0. Em
particular, os nimeros complexos ¢, = e2™%/" com k = 0,1,2,...,n — 1, que resolvem
(Cx)™ = 1 e portanto pertencem a circunferéncia unitdria, sdo chamados raizes n-ésimas da
unidade. Observe que ¢, = ((1)*, onde ¢; = ¢27/™ é uma raiz “primitiva”.

e Represente na forma polar os seguintes niimeros complexos:

—1 i—1
e Use a representacao polar e a férmula de Euler (1.1) para provar a fdrmula de de Moivre
(cos(0) +isin(F))" = cos(nd) + isin(nf) .
Deduza as férmulas
cos(nf) = ... e sin(nf) = ...

e Verifique que o conjugado de z = pe?? é Z = pe=*.

e Calcule . 4
el e—zTr/Q \/Z /_,L' /1 T %

e Resolva as equacoes 2% =1, 25 =1 e 23 = 81.
o Verifique que (1 +z+ 22+ ---+2")(1 —2) =1 — 2"*L e portanto, se z # 1,
1— ZnJrl

1-=2
com 0 # 277 e real, calcule a parte real e deduza

1 si +1/2)6

1+ cos(f) + cos(20) + - - - 4 cos(nh) = 3 + W

Mostre que se w é uma raiz n-ésima nao trivial da unidade (ou seja, w™ =1 e w # 1)

I4z422 4 42" =

Considere z = ™

entao
l+w+w?+uwd+ .+ =0.
4. E evidente que a parte real e a parte imagindria de um
ntimero complexo sao limitadas pelo médulo, i.e.

— e <RE) <[] e — |2l < 3(2) <[] (1.2)

Por outro lado, um célculo direto mostra que |z + w|? = |2|? + |w|? £ 2R(2w). Usando as
(1.2), deduzimos a desigualdade do triangulo

(12 + wl < |2l + Juw] (1.3)

A desigualdade do tridngulo diz que |z| é uma norma, e portanto d(z,w) := |z — w| é uma
métrica no plano complexo. Ou seja, é positiva quando z # w, nula sse z = w, e satisfaz a
desigualdade do triangulo

dist(z, w) < dist(z, p) + dist(p, w) .
De fato, como jé observado, ¢ a métrica euclidiana de C ~ R2, definida pelo produto escalar
euclidiano (z,y) - (2/,y') = za’ + yy’ = R(z2').
O disco (ou bola) aberto de raio r > 0 e centro p € C é

D,(p):={2€C t.q. |z—p|<r}.

Particularmente importante é o disco unitdrio D := D(0), formado pelos niimeros complexos
de médulo |z| < 1.
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Diga quando valem as igualdades nas (1.2) e (1.3).

Mostre que
2+ wl* + |2 —w|* = 2 (]2 + Jw|?)

Prove a desigualdade
|z —w| > [[2] = |w]|

Esboce os lugares do plano definidos pelas seguintes equagoes ou desigualdades:

|z —i| =2 0<R(z) <1 $(z) >0 4/2=7Z

|z — i > |z +1 |z —1|+|z+1] =3 [z4+1—|z—1|=1
e Mostre que se z € D,.(p), entdo D, (z) C D,(p) se v’ < r — dist(z,p).

5. (retas e circunferéncias) A circunferéncia (ou circulo) C,(a) de centro a € C e raio p > 0é o
lugar dos pontos que satisfazem |z —a| = p. Ao calcular os quadrados, temos (z —a)(zZ —a) =
p?, ou seja,

2Zz—az—az+b=0. (1.4)

onde b := |a|? — p? € R. Por exemplo, a circunferéncia unitéria S := C;(0) é definida pela
equacao cartesiana |z|? = 1.

A equagdo paramétrica de uma reta passando pelo ponto p € C com velocidade v € C* é
2(t) = p+vt, com t € R. Ao resolver para t, a condi¢ao “t real” traduz-se S((z —p)/v) = 0.
Portanto, uma reta no pano complexo C = R? pode ser definida por uma equacao cartesiana
da forma S(az + 8) =0, onde a = 1/v € C* e B = —p/v € C sdo parametros complexos.
Uma equacgao cartesiana da reta é portanto

az+az+b=0, (1.5)

onde a = —a/i = iv/[v]> € C* e b =2J(B) € R. Por exemplo, umas equagdes cartesianas
do eixo real R e do eixo imaginério ¢R sao z —z = 0 e 2z + Z = 0, respetivamente.

e Determine uma equacao cartesiana da reta que passa por zg = 1 4 ¢ com velocidade
v=2—1.

e Determine uma equacao cartesiana da circunferéncia de centro 1 44 e raio 3.

e Mostre que a equagdo R ((z —a)/(z — b)) = 0 define uma circunferéncia cujo didmetro
é o segmento entre a e b.

6. (sucessoes) Uma sucessdo/sequéncia (com valores complexos) é uma funcdo z : N — C, ou
seja, uma colegdo (2, )nen de nimeros complexos z, € C, indexados (portanto ordenados)
por um inteiro positivo n € N. Podemos pensar que o indice n é um “tempo”, e portanto o
n-ésimo termo z, é o valor de um “observavel” z no instante n.

A sucess@o (z,) converge para o limite a € C, notacdo lim, o 7, = a ou simplesmente
zn — a (subentendido, quando n — ©0), se para cada “precisdo” € > 0 existe um tempo 7
tal que

|zn, —a|] <€

para todos os tempos n > 7. Isto significa que os valores z, estao numa vizinhanca arbi-

trariamente pequena de a desde que o tempo n seja suficientemente grande. E claro que a
sucessao (zy,), com z, = &, + iy,, converge para a + ib sse as duas sucessoes reais (z,) e (yn)
convergem para a e b, respetivamente.

A sucessao (zp,) é limitada se existe M < oo tal que |z,| < M para todos os n. Também é
util dizer que z, — oo quando, para cada K > 0, existe um tempo 7 tal que |z,| > K se
n>n.

Uma subsucessio de (zp)nez é uma sucessao (zn,)iez obtida selecionando apenas os valores
Zn;, sendo i — n; uma funcdo crescente N — N. A propriedade importante de C (ou dos
espagos euclidianos R™) é o seguinte
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Teorema 1.1 (Bolzano-Weierstrass). Toda a sucessdo limitada admite uma subsucess@o
convergente.

Uma sucessao (z,) é dita fundamental, ou sucessao de Cauchy, se para cada precisdo € > 0
existe um tempo 7 tal que
|20 — 2m| < €

para todos os tempos n,m > 7. E evidente que uma sucessao convergente é fundamental (um
argumento triangular, pois z, e z,, estdo e-préximos do limite se n e m sdo suficientemente
grandes). Um argumento triangular também mostra que uma sucessio fundamental que ad-
mite uma subsucessdo convergente é convergente. As sucessoes fundamentais sdo claramente
limitadas, portanto, pelo teorema de Bolzano-Weiestrass 1.1,

Teorema 1.2 (teste de Cauchy). Toda a sucessdo fundamental em C (ou em R™) é con-
vergente.

Isto quer dizer que pode ser possivel decidir se uma sucessao é convergente sem conhecer o
seu limite! Em geral, a convergéncia das sucessoes fundamentais é usada como defini¢cao da
completude (sequencial) de um espago métrico.

A sucessado mais importante é a progressio geometrica, definida pela lei recursiva
Zn41 = Azn

e uma condigao inicial zyp = a. Os seus termos sao proporcionais aos termos da série com
condicao inicial @ = 1, que sao

zg=1 z1=A 29 = A2 Zn = A"
O pardmetro A é chamado razdo, sendo o quociente z,11/z, entre dois termos sucessivos. A
progressao geométrica (A™) converge para zero quando |A| < 1. E constante, logo trivialmente
convergente, quando A = 1, e oscila entre +1 quando A = —1. E 1til também observar que
|A"] = oo quando |A| > 1. O comportamento de z, = A" para outros valores de A € S é mais
delicado, e depende da racionalidade do argumento de A = 27 _ .

e Mostre que a progressio aritmética z, = a + bn nao é limitada, e portanto nao é
convergente, quando b # 0.

e A sucessio z, = €*™" com « racional (ou seja, @ = p/q com p € Z e q € N), é
convergente?

e Mostre que, se z = z + 1y, entao

lim (1 + E) — e%e
n

n—o0

(calcule os limites do valor absoluto e do argumento separadamente)

7. Acontece que é util acrescentar um ponto chamado oo ao plano complexo,
e definir a esfera de Riemann como sendo a reunido C := CU{oo}. A ideia/motivacio é fazer
com que uma sequéncia de pontos z,, € C com valores absolutos |z,| crescentes e ilimitados
seja convergente com lim,, ,, 2, = co. Para fazer isto, podemos “colar” ao plano complexo
usual Uy = C, com coordenada z, um outro plano complexo U, =~ C, com coordenada w,
declarando que w = 1/zse z # 0 e w # 0. O ponto z = co da esfera de Riemann corresponde
portanto ao ponto w = 0 da segunda “carta” Uy.

Um modelo mais concreto da esfera de Riemann ¢é a esfera unitdaria
S% = {(x1, 72, 73) € R? t.q. 27 + 23+ 22 =1}

no espaco euclidiano R3. A correspondéncia S? ~ C ¢ definida da maneira seguinte. O
“péSlo norte” N = (0,0, 1) representa o ponto co. Cada outro ponto (x1,z2,73) € S2\{N}
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¢ identificado a um ponto z = x + iy do plano complexo C ~ {(z,y,0)} C R? por meio da
“projecio estereografica” m : S2\{N} — C: o ponto z = 7(x1,x2,73) é a intersecio da reta
passando por N e (z1,Z2,23) com o plano {z3 = 0}. O resultado é que

1+ iy
a 1—1‘3
e, de consequéncia,
2x 2y |22 — 1
r = —— To = I3 = .
B E N T L F L

Uma circunferéncia C na esfera de Riemann C ~ S? é uma itersegao da esfera {z? + 22 +22 =
1} com um plano {a121 + a2z + azzs = ¢} (se ¢ = 0 é uma circunferéncia maxima, e se
as = ¢ passa pelo pélo norte). A sua imagem 7(C') C C pela projegao estereografica é uma
circunferéncia do plano (caso genérico) ou uma reta (se ag = ¢). Assim, é natural chamar
genericamente “circunferéncias” as circunferéncias e as retas de C.

e Verifique as férmulas da projecao estereogréfica.

e Verifique que a projecio estereogréfica envia circunferéncias de S? em circunferéncias
ou retas de C.

8. (projective line) A more abstract model for the Riemann sphere is the projective (complex)
line, which is the space of complex lines in the complex vector space C2, namely the quotient
space

P! = (C*\{0}) /C*~

of non-zero points (zg,21) € C?\{0} modulo the equivalence relation (29, 21) ~ (A2q, A21) if
A € C*. The class of (2, z1), i.e. the complex line through (0,0) and (zo, 21), is traditionally
denoted by [z0,21], and zp and z; are then said “homogeneous coordinates” of the point
[20,21] € PL. One recovers the usual coordinates on C ~ C U {oo} setting z := z/z; in
the open set Uy ~ C C C where z; # 0, and w := 2,/29 = 1/z in the open set U; ~
(C* U {oo}) C C where zy # 0. Clearly, both Uy ~ C and U; ~ C, and their intersection is
UonNU; = @\{0, OO}

e Observe that the zero locus of |2|? — |21]? projects to the unit circle in C C C. Show
that circles in the Riemann spheres are zero loci of hermitian forms on C? with signature

(1,1).
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2

Funcoes holomorfas

O objetivo é compreender certas classes de
funcoes f : Q — C, definidas em dominios Q C C ou C. Estas funcdes podem ser consideradas
“campos” f(z + ty) = u(z,y) + iv(z,y), com duas componentes reais, u(z,y) e v(z,y), que
dependem de duas variaveis reais, x e y. Também podem ser consideradas “transformacoes”
w = f(z), que enviam regides do plano onde vive z em regides do plano onde vive w. A nogao
de continuidade é equivalente ao caso do plano euclidiano R2. Por outro lado, a nocdo crucial
de “derivada complexa”, apesar da sua simplicidade, é a origem de uma série de milagres.

. (abertos e fechados) Um subconjunto A C C (ou, em geral, de um espago métrico, como por

exemplo R”, ou C ~ S?) é aberto se é vazio ou se cada seu ponto p é centro de um disco D,.(p)
(em geral, bola) contido em A. A familia A dos abertos é chamada “topologia” (induzida pela
métrica), e verifica as seguintes propriedades: o conjunto vazio () e o préprio C sao abertos;
uma reunido (arbitréria) de abertos é um aberto; a intersecao de dois (ou de um nimero
finito de) abertos é um aberto. Estas propriedades podem ser usadas como “definicao” de
topologia, sem passar por uma métrica. Em geral, os abertos de um subconjunto arbitréario
D C C sao as intersegdbes AN D de D com os abertos A C C.

Um subconjunto F' C C é fechado se o seu complementar C\F' é aberto. Assim, a familia F
dos fechados satisfaz as propriedades duais: o conjunto vazio () e o préprio C sao fechados;
uma intersecdo de fechados é um fechado; a reunido de dois (ou de um ndmero finito de)
fechados é um fechado.

Um subconjunto arbitrario S C C divide o plano em trés subconjuntos disjuntos (alguns dos
quais podem ser vazios): o interior int(S), que é o maior aberto contido em S (ou seja,
p € int(9) se existe € > 0 tal que D.(p) C S), o exterior ext(S) := int(C\S), e a fronteira
05 = C\(int(S) Uext(S)). Em particular, p € 9S se todo o disco D,(p) contém pontos de
S e do seu complementar C\S. A reunido S := int(S) U dS, que é um conjunto fechado, é

chamada aderéncia, ou fecho, se S. Um ponto p € S se todo o disco D,(p) contém pontos
de S.

Uma wizinhaga do ponto p € C é um conjunto U que contém um disco D, (p) suficientemente
pequeno centrado em p (por exemplo, um aberto que contém p).

. (limites e continuidade) Seja f : D — C uma fungao definida numa regiao D C C. Se p € D,

entdo lim,_,, f(z) = a (“o limite de f quando z tende para p existe e é igual a &) quer dizer
que para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que se 0 < |z — p| < § entdo |f(z) — a| < e. A funcdo
f ¢é continua em p se lim,_,, f(z) = f(p), ou seja, se para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal
que f(Ds(p)) C D(f(p)). A funcdo f é continua se é continua em todos os pontos do seu
dominio. A nocao de continuidade é independente da métrica particular usada para definir
os abertos. De fato, é imediato verificar que uma funcao F' : D — C é continua sse a imagem
inversa f~1(A) de cada aberto A C C é um aberto em D.

. (conexos e regices) Um aberto A C C é conezo se ndo é uma reuniao disjunta de dois abertos

ndo-vazios. Equivalentemente, se cada dois pontos «, 8 € A, pode ser unidos por uma curva
contida em A, uma fungdo continua ~ : [0,1] — A tal que v(0) = a e v(1) = B (de fato, v
pode ser escolhida diferencidvel). Por exemplo, um aberto convexo, i.e. tal que se a, 8 € A
entdo z(t) = (1 —t)a+t8 € A para todo o t € [0,1], é conexo. Um aberto arbitrdrio D é
uma reunido disjunta D = U;D; de abertos conexos D;, chamados componentes conexas. A
componente conexa de um ponto p € D sendo o conjunto dos pontos p’ € D que podem ser
unidos a p por uma curva contida em D.

Uma regidgo é um subconjunto nao-vazio, aberto e conexo 2 C C. As regides do plano C, ou
da esfera de Riemann C, sao os dominios naturais das fungoes que queremos compreender.

. (compactos) Um subconjunto K C C (ou de um espago métrico) é compacto se toda a

cobertura aberta K C U,A, (i.e. formada por abertos A,’s) admite uma subcobertura
finita K C U?_, A, (i.e. formada por um ntmero finito dos A,’s). E evidente que a imagem
f(K) de um compacto K C D por uma fungao continua f : D — C é um compacto. Acontece
que os compactos de C (ou de R™) sao os subconjuntos fechado e limitados (i.e. contidos
num disco Dr(0) suficientemente grande). Em particular,
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Teorema 2.1 (Weierstrass). Uma fun¢do continua f : K — R definida num compacto K é
limitada, e atinge o seu mdxrimo e o seu minimo.

Uma fungao f: D — C é uniformemente continua se para todo o € > 0 existe um 6 > 0 tal
que |f(z) = f(Z)] <ese|z— 2| <é.

Teorema 2.2 (Cantor). Uma func¢do continua f : K — C definida num compacto K €
uniformemente continua.

6. (fungoes afins) As fungdes complexes mais simples correspondem as operagoes de corpo. Sao
as translagoes f(z) = z + « e as homotetias (complexas) f(z) = A\z. Podem ser combinadas
para dar origem as funcdes/transformagoes afins

fz)=Xz+a, (2.1)

com pardmetros &, A € C. Se A € C* (i.e. se f nao é constante!), a transformagao w = Az+«
é uma bijecao do plano complexo, cuja inversa é a transformagio afim z = (w — a)/A. Se
definimos f(00) := oo, entdo é também uma bijecio da esfera de Riemann, que fixa o “polo
norte” co. E claro que a composicao de duas transformacoes afins é ainda uma transformacao
afim. O conjunto Aff(C) das transformagcoes afins invertiveis, munido da lei “composicao”,
forma portanto um grupo, chamado grupo afim complexo.

e Sejam f(z) = Az + a e g(z) = pz + B duas transformacoes afins invertivies. Calcule as
composigoes fog e go f. Descreva a lei de composicao do grupo Aff(C), parametrizado
por A € C* e @ € C como em (2.1) (0s matemdticos dizem que Aff(C) é o produto
“semi-direto” do grupo multiplicativo C* que age sobre o grupo aditivo C, denotado
por C* x C).

e Determine os pontos fixos de f(z) = Az + «, ou seja, os pontos p € C tais que f(p) = p.

e Esboce a sequéncia das imagens de um ponto z # 0 (ou outra figura no plano complexo)
pelas iteradas da homotetia f(z) = Az, ou seja, as transformagdes fo fo---o f ou
flof to...of71 quando |A| # 1 ou quando |\ = 1.

7. Uma funcao f : U C C — C, definida numa vizinhanca U de p € C, é
derivdvel em p se existe o limite

f(p) :i= lim ——————~ (2.2)

ou seja, se existe um nimero complexo A = f/(p), dito derivada de f em p, tal que numa
vizinhanga de p podemos aproximar a fungdo com uma fungao afim

flp+2)=a+ Az,

com o = f(p), a menos de um “erro” e(z) := f(p + z) — a — Az que é “infinitésimo”, i.e.
satisfaz lim,_,g e(z)/z = 0. Em particular, uma funcdo derivavel é continua.

Uma funcao f : Q — C, definida numa regiao 2 C C do plano complexo, é dita holomorfa se
admite a derivada em todos os pontos p € €. E dita inteira quando o dominio é Q = C. E
também 1til dizer que f é holomorfa num dominio D C C, ndo necessariamente aberto, se é
holomorfa numa vizinhanga aberta de D.

Os pontos onde f/(p) =0, i.e. onde f(p+ z) = a + o(z), sdo chamados pontos criticos de f.

A definigao de derivada complexa é formalmente igual a definicdo de derivada real, logo todas
as regras de derivagao usuais continuam vélidas. Em particular, combinagoes lineares af (z)+
Bg(z) de fungoes holomorfas sao holomorfas, e tém derivadas af’(z) + B8g’(z). Portanto, o
espago O(2) das fungoes holomorfas definidas numa regidao 2 é um espago linear complexo.
Também produtos (pontuais) f(z)g(z) de fungdes holomorfas sdo holomorfos, a derivada
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sendo dada pela regra de Leibniz f/(2)g(z) + f(2)g'(z), e portanto O(f2) é um anel. Se
f € 0O(R), entdo g(z) = 1/f(z) é holomorfa em § exceto nos pontos p onde f(p) = 0,
chamados zeros da fungao f, e a sua derivada é ¢'(z) = —f'(2)/f(2)?. Composicdes f(g(z))
de fungoes holomorfas sao também holomorfas, e a derivada é dada pela regra da cadeia

f'(g(2)g'(2).

Teorema 2.3. Uma fungao f € O(D) com derivada nula f'(p) = 0 em todos os pontos de
uma regiago D C C é constante.

Demonstracao. Cada dois pontos «, 8 € D podem ser unidos por um caminho diferencidvel
~v:10,1] = D. A derivada da composigao f o~y é f'(v(t))4(t) = 0 para todos os tempos t, e
portanto f(a) = f(7(0)) = f(v(1)) = f(B). .

8. O limite em (2.2) deve ser independente da diregao escolhida
para fazer z — 0. Em particular, podemos escolher z = € ou z = ie, com € — 0 e real. Entao
uma fungéo holomorfa f(z), pensada como uma funcao f(x +iy) = f(z,y) de duas varidveis
reais, x e y, verifica as condi¢oes de Cauchy-Riemann

of . of

Se f(x +1iy) = u(z,y) +iv(z,y), com u e v fungdes reais, entdo a equagao (2.3) é equivalente
as duas equagoes diferenciais

ou Ov ou ov
S A 2.4
or Oy dy Ox (24)

Sejam O e @ os operadores diferenciais definidos por

5 170 .0 3 1/0 n 0
=== —i e = = +iz
2\ 0z Oy 2 \ Oz dy
Formalmente, pensando em z e Z como coordenadas do plano z-y, definidas pelas mudangas
de coordenadas x = (2+%)/2 e y = (2—%)/2i, o operador d pode ser interpretado como sendo

o operador §/0z = (0z/92) 8/0x+(dy/0z) d/dy , e o operador d pode ser interpretado como
sendo o operador 9/0%Z = (0x/0%) 0/0x + (0y/0%z) 0/0y. As condi¢oes de Cauchy-Riemann

(2.3) podem ser escritas

Moralmente, uma fungao holomorfa é uma funcao que apenas depende de z e nao de Z.

Teorema 2.4. Se u(z,y) e v(x,y) sdo funcoes reais de classe C* numa regido 2 C R? ~ C
que satisfazem as condigées de Cauchy-Riemann (2.3) ou (2.4), entao f(x+iy) := u(x,y) +
tv(x,y) € uma funcao holomorfa em €.

e Verifique se as seguintes funcoes sao holomorfas, determine possiveis dominios, e calcule

as derivadas f'(2), f"(2), ...

fey=2  fle)=%z fl)=2" [f(z)=

f(z)=1/z flz+iy) = 2® — 3zy® +i(32%y — y°) f(2) = R(2)
e Verifique que a funcdo “exponencial”, definida por
e* 1= ¢” (cos(y) +isin(y))

¢é inteira.
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9.

10.

e Mostre que f(z) é holomorfa sse f(Z) é holomorfa.

e Mostre que se uma funcao holomorfa tem valores reais (i.e. 3(f(z)) = 0), ou imaginarios
puros (i.e. R(f(z)) =0), ou tem mddulo constante (i.e. |f(z)| = ¢), entdo tem derivada
f' =0, e portanto é localmente constante

A matriz Jacobiana J = (Jacf)(p) de uma funcao diferencidvel
f:Q cR? = R? num ponto p € Q é uma matriz real 2 x 2, com 4 entradas independentes,
que representa a parte linear de f(p +v) — f(p), i.e.

flo+v)=Fp)+J-v+o(|vl).

As condigoes de Cauchy-Riemann (2.3) dizem que a matriz Jacobiana de uma func¢éo ho-
lomorfa depende apenas de 2 nuimeros reais, pois representa a multiplicagao pelo ntimero
complexo f’(p) = pe'’, logo ¢ da forma J = (¢ 7?), onde a = du/dx(p) e b = Ov/dx(p). Se
p ndo é um ponto critico de f, entdao p? = a? + b* = det(.J) > 0, e portanto a parte linear de

fé
J=p <cos€ —sin9> — Ry,

sinf  cos@

uma rotagdo Ry € SO(2,R) seguida por uma homotetia nao trivial z — pz. Em particular, f
envia pequenos circulos & volta de p em pequenos circulos & volta de f(p) (e ndo elipses como
uma transformagdo linear genérical), e preserva os angulos entre as curvas diferencidveis
que passam por p. De fato, sejam ~(¢) e u(t) duas curvas que passam pelo ponto p =
~v(0) = w(0) com velocidades nao nulas v = 4(0) e w = [1(0), respetivamente. Entdo as
curvas f(y(t)) e f(u(t)) passam pelo ponto f(p) com velocidades J v e Jw, respetivamente,
e (Ju- Jw) ||v] |lw] = (v-w) ||Jv|| ||Jw]||, o que significa que o dngulo entre v e w é igual ao
angulo entre Jv e Jw.

Uma transformacdo que preserva os angulos e também preserva a orientacdo do plano (i.e.
det(Jacf) > 0) é chamada conforme. Portanto, uma fun¢ao holomorfa define uma trans-
formagao conforme f : @ — C de uma regiao 2 C C que nao contém pontos criticos de f
(i.e. uma regiao onde f’ # 0).

e Uma fungao tal que f(p + z) = f(p) + A - Z + o(z) nos pontos de uma regiago D C C é
dita anti-holomorfa. Uma transformagao anti-holomorfa preserva os angulos mas nao
a orientagao, pois det(Jacf) < 0 fora dos pontos criticos. Mostre que f = u + v é
anti-holomorfa sse Of = 0, e portanto sse f = u — v é holomorfa.

(poténcias e raizes) Sen =0,1,2,..., a poténcia

flz) =2"

¢ uma funcao intera, i.e. é holomorfa em C. A sua derivada é f'(z) = n2""!, que também
é inteira. O tnico ponto onde f(p) = 0 é a origem p = 0, que é também o Unico ponto
critico (i.e. onde f’(p) = 0) se n > 1. Em particular, f(z) = 2™ define uma transformagao
conforme f : C* — C*. A imagem do ponto z = pe*?, com p > 0, é o ponto w = p"e™.
Em particular, um setor angular A = {a < arg(z) < a + 27/n} de “comprimento” 2w /n é
enviado bijetivamente sobre C\{ arg(z) = a}. A imagem inversa de w = re’® # 0 é composta
pelos n vértices z; = {V?ei(d’*z“’c)/”, com k=0,1,...,n—1, de um poligono regular inscrito
na circunferéncia de raio ¥/r.

As poténcias negativas f(z) = 27" = 1/z", com n = 1,2,3,..., sdo holomorfa no plano
perfurado C* := C\{0}, e as suas derivadas sio f'(z) = —nz~(+1),

Observe que todas as poténcias sdo derivadas de outras poténcias, com a tnica exce¢ao de

f(z) = 1/z, a derivada de um hipotético logaritmo log z, e este fato que vai ser crucial na
teoria da integracao.

e Seja f =u+iv: H — C a funcdo holomorfa f(z) = 22, definida no semi-plano superior
H := {z € C t.q. (z) > 0}. Descreva as curvas de nivel das fungoes reais u e v.
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11.

Usando repetidamente somas e multiplicagoes, é possivel construir os

polindmios
f(2) =anz" +an_ 12" - Farz+ag (2.5)

com coeficientes a € C. O grau do polinémio (2.5) é deg(f) = n se a, # 0. Somas e
produtos finitos de polinémios sdo polinémios. Portanto, o espago Pol(C) dos polinémios
forma um anel comutativo, cuja identidade é o polinémio constante f(z) = 1. Observe
também que deg(fg) = deg(f) + deg(g), desde que f e g sejam diferentes do polinémio nulo
h(z) = 0 (que portanto ndo convém chamar “polinémio”!).
Os polinémios sdo fungodes inteiras, infinitamente derivaveis (e com k-ésima derivada nula se
k > deg(f)). Os coeficientes de um polindémio sdo determinados pelos valores de f e das suas
derivadas na origem, pois ag = f(0), a1 = f'(0), az = f”(0)/2, ...

F(0)
!

ar =

Os zeros, ou raizes, do polinémio f sdo os pontos p onde f(p) = 0, que formam o conjunto
Z(f) ={2€C t.q. f(p)=0}. Sepéuma raiz de f, entdo f(z) = (2 —p) g(z) onde g é um
polinémio de grau deg(g) = deg(f) — 1 (exercicio). Acontece, e é um fato central chamado
“teorema fundamenta da dlgebra” (Gauss, 1799) (o teorema 5.9), que todo o polindmio de
grau n > 1 admite (pelo menos) uma raiz. De consequéncia (exercicio), um polinémio de
grau deg(f) =n > 1 factoriza no produto

fE)=an(z=p1)(z—p2)...(2 — pn)

onde p1,p2,...,p, SA0 as suas n raizes, ndo necessariamente distintas. A fatorizacao é
Unica, a menos de permutagoes dos fatores. Se uma raiz p é repetida k vezes, ou seja, se
f(2) = (z—p)*g(2) com g(p) # 0, entdo o inteiro k € N é chamado multiplicidade/ordem da
raiz p, ou também “ordem de f no ponto p”, e denotado por ord(f,p) = k. E natural chamar
os pontos p onde f(p) # 0 pontos de ordem ord(f,p) = 0. A maneira correcta de “contar” o
nimero de zeros de um polinémio é

Z = Zord(f,p)

peC

(observe que apenas um nimero finito de pontos tém ordem # 0), e o teorema fundamental
da &lgebra diz que esta soma é igual a deg(f).

Se p é uma raiz do polindémio (2.5), entdo P é uma raiz do polinémio G,z" + - - - + @z + ag.
Em particular, as raizes ndo reais de um polinémio com coeficientes reais (i.e. com aj = ay)
ocorrem em pares de nimeros conjugados, p e P.

e Se p uma raiz do polinémio (2.5) de grau n > 1, entdo
f(z2) =f(2) = f(p) = an(z" =p") + -+ ar(z —p).
Use a identidade
k= (2= p) (Zk—l I ETRIp _|_pk—1)

e deduza que f(z) = (z — p) g(2) onde g é um polinémio de grau n — 1.
e Seja f(2) = anz™ + -+ + a1z + ap um polindmio de grau n > 1 que possui as n raizes
P1,P2, - --,Pn. Mostre que

n

el (-2)

e calcule a constante ¢. Deduza que a “derivada logaritmica” f’(z)/f(z) (que é moral-
mente a derivada de log f(z), fora dos zeros do polinémio) é dada por

:iz

k=1

Pk
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12.

13.

e Determine um polinémio cujas raizes sejam as raizes n-ésimas da unidade, quando
n=2,3,4... ouno caso geral.

Uma fungao racional é o quociente

g9(z) 2"+ Gp12" Y+ a1z +ag
= = 2.
N = ) = boem T b T+ bzt by (26)

entre dois polinémios g, h € Pol(C). Podemos assumir que g e h ndo tém fatores (e portanto
zeros) comuns, e que a, # 0 e b, # 0, ou seja, que n = deg(g) e m = deg(h). E evidente que
f é uma funcao holomorfa, de fato infinitamente derivavel, fora dos zeros do denominador
h(z). Somas, produtos e quocientes de fungdes racionais sao fungoes racionais. Em particular,
o espago Rat(C) das fungoes racionais forma um corpo.

E conveniente definir f(p) = oo se p é uma raiz do denominador h(z) (e ndo do numerador!),
e chamar este ponto p um pdlo de ordem ord(h,p) =: —ord(f,p). Para definir também um
valor de f em oo, uma possibilidade é definir a fungdo F(z) := f(1/z), e depois definir
f(o0) := F(0) e ord(f, o0) := ord(F,0). Mas

Ay + Q12+ -+ a1z 1+ apz™
b + bm—12 + -+ b12m= 4 hozm

F(z)=z2"""

Portanto, co é um zero de f de ordem m — n se m > n, é um polo de f de ordem n — m se
n > m, ou é um ponto regular onde f(c0) = a, /b, # 0,00 se n = m. Assim, uma fungao
racional pode, e deve!, ser pensada como uma fungdo continua

f:C—=C

(a topologia da esfera de Riemann C ~ S? ¢ induzida pela métrica euclidiana em S? C R?).
Se definimos o seu grau deg(f) := max{n,m}, entdo f possui exatamente deg(f) zeros e
deg(f) pdlos na esfera de Riemann. Resolver f(z) = w, com w € C, significa achar os zeros
de f(z) —w. Mas é evidente que deg(f — w) = deg(f). A conclusdo é que para cada w € C
existem deg(f) pontos p € C tais que f(p) = w.

e Determine uma fungao racional cujos poélos sao os pontos 1 e cujos zeros sao os pontos
+i (todos de ordem um).

As fungdo racionais de grau 1 sdo chamadas transformagoes
lineares fracciondrias, ou transformacgoes de Mdbius, e tém a forma

az+b
cz+d

f(z) = (2.7)
onde os parametros a,b,c,d € C s@o tais que ad — be # 0 (caso contrdrio a fragdo nao ¢
reduzida, e f(z) é constante, logo de grau 0). Sendo deg(f) =1, cada w € C tem uma e uma
tnica imagem inversa,
dw—b
-1
z= w) = ——

o) =—
Uma transformacio de Mébius define portanto uma bijecio f : C — C da esfera de Riemann,
tendo definido f(o0) :=a/ce f(—d/c) := o0, ou f(o0) = 00 se ¢ = 0.
Casos particulares sdo as translagoes T, (z) = z + o com « € C, as homotetias complexas
My (z) = Az com A € C*, e a inversdo

I(z):=1/z

(ao longo da circunferéncia unitdria, pois |z| - |I(z)| = 1). De fato, uma transformagao de
Mobius genérica (2.7) é uma composigao de estas trés transformagoes elementares (quais?).

e Descreva a inversao f(z) = 1/z e a transformacdo g(z) = 1/Z (que néo é holomorfal)
usando a forma polar.
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e Verifique que a inversdo f(z) = 1/z transforma circunferéncias e retas de C em circun-
feréncias ou retas. Ou seja, transforma circunferéncias de C em circunferéncias.

e Determine as imagens e as imagens inversas dos pontos 0,1, 00 € C pela transformacaio
de Mobius (2.7). Mostre que a unica transformagao de Mdbius que fixa estes trés pontos
(i.e. tal que f(0) =0, f(1) =1 e f(oco) = o0) é a identidade f(z) = z.
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3

Séries de poténcias, funcoes analiticas, exponencial

. (séries) Uma série ¢ uma soma infinita formal > °  z,, onde os z, € C sao elementos de

~ - —n . n
uma sucessao. Se a sucessao (s,) das somas parciais, definidas por s,, ==Y, _, zx, converge,
. . s . ~ ya oo ’ . ’

e o seu limite é lim,,_, s, = s, entdo a série Y~ z, ¢é dita convergente (ou somdvel), e a

sua soma é definida °, - 2, 1= s.

A série ), 2z, é absolutamente convergente se a série ) |z,|, formada pelos valores absolutos
dos seus termos, é convergente. A convergéncia absoluta implica a convergéncia, mas existem
séries convergentes que ndo sdo absolutamente convergentes (chamadas condicionalmente
convergentes, e tém um comportamento que pode parecer muito singular ... ).

o A série harmdnica
oo

Zl—1+1+1+1+1+
n 2 3 4 5 7
n=1
é divergente. De fato, o termo genérico 1/n é superior ao integral f:ﬁ1 dz/x, e portanto
as somas parciais »_,_, 1/k sdo superiores a log(n).

e A mais importante é a série geométrica

Zz":1+z+22+-~-+z"+... (3.1)

n=0

A identidade (1+2z+ 2% +22+...+2")(2 — 1) = 2" — 1 implica que, se z # 1, a soma
dos primeiros n + 1 termos da progressao geométrica é

Z71+1 _ 1
T4+z4+224+28+. 42" =
z—1
Em particular, quando |z| < 1 a série geométrica é absolutamente convergente, e a sua
soma é
2 3 n 1
l4+z+2"4+224+ ..+ 2"+ ... = T

Por outro lado, se |z| > 1 entdo |1+ z + 22 + -+ + 2"| = oo quando n — oo.

Se 0 < a,, < b, para todo o n > 1 (ou seja, suficientemente grande), entdo a convergéncia de
> by, implica a convergéncia de ) a,. Em particular, se |z,| < C' A™ para alguma constante
C > 0 e todo o n>> 1, entdo as somas parciais da série ), |z,| sdo limitadas por C' vezes as
somas parciais da série geométrica ) A", e, em particular, se || < 1, entdo a série ) z,
é absolutamente convergente. Isto acontece quando

limsup |z, |"/™ < 1 (teste da raiz)
n—oo
ou quando
lim sup |zn41/2n| < 1 (teste da razdo)
n—roo

e Dé um exemplo de uma série convergente que nao seja absolutamente convergente.

. (sucessoes e séries de fungoes) Seja (fy,) uma sucessao de fungoes f,, : D — C, definidas numa

regiao D C C. Uma funcao f : D — C é o limite pontual das f,’s, ou f, — f pontualmente,
se fn(z) = f(2) para todo o z € D. Isto significa que para cada z € D e cada € > 0 existe
um tempo 7 (que depende de € e do ponto z) tal que |fn(2) — f(2)| <esen >mn.

Acontece que o limite pontual ndo herda necessariamente as boas propriedades das f,,’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessao de fungoes continuas pode nao ser uma funcao
continua (qual o limite pontual da sucessao f,(z) = z™ definida em [0, 1] ?).

A norma uniforme no espaco das fungoes limitadas definidas em D é || f|o := sup.ep |f(2)]-
Induzes a distancia uniforme distoo(f,9) = ||f — 9llco, que também pode fazer sentido (i.e.
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pode ser finita) quando f e g ndo s@o limitadas. A sucessdo (f,) converge uniformemente
para f em D, ou f, — [ uniformemente, se ||fn — fllcc = 0 quando n — oo. Isto significa
que para cada ¢ > 0 existe um tempo 7 (que depende de € mas é independente do ponto z,
ou seja, “uniforme”) tal que |f,(z) — f(z)| < € para todo o z € D se n > 7.

z

Teorema 3.1. O limite uniforme de uma sucessdo de fungdes continuas € uma func¢do
continua.

Demonstrag¢io. Seja € > 0. Se n é suficientemente grande, entdo |f,(z) — f(z)| < & para
todo 0 z € D. Pela continuidade de f,,, existe 6 > 0 tal que | f,(2) — fn(2')| < e se |z—2'| < 4.
Entao, pela desigualdade do triangulo,

1f(2) = FEO < [f(2) = fa(2)] + [ fn(2) = ful2)] + [ fu(2) = F(2)]

<ete+e
se |z — 2| < §. O

O analogo do teste de Cauchy 1.2 para a convergéncia uniforme é o seguinte: a sucessao de
fungoes (f,) converge uniformemente em D sse para todo o € > 0 existe um tempo 7 tal que
|fn(2) — fm(2)] < € para todo o z € D (ou seja, ||frn — fimlloo < €) quando n,m > 7.

Uma série de funcoes ), fn(z) converge uniformemente para uma fungéo F'(z) num dominio
D se a sucessdo das somas parciais s, (z) = f1(z)+ f2(2)+- - -+ fn(2) converge uniformemente
para F'. Pelo critério de Cauchy, isto acontece quando, para todo o € > 0, existe um tempo
7 tal que

‘Sn—l-m.(z) - Sn(2)| = ‘fn—i—l(z) + e+ fn+m(2)| <e

para todo o z € D e todos os n > e m > 1. Se os termos da série sao limitados pelos
termos de uma série numérica y an, ou seja, | f,(2)| < a,, entdo

|frn41(2) + - 4 frpm(2)] < lant1 + -+ ansml|
Em particular,

Teorema 3.2 (Weierstrass). Se ), a, € uma série (numérica) convergente e ||fn|oo < an
para todo o n suficientemente grande, entao a série de funcoes >, fn(z) € uniformemente
convergente.

3. (série geométrica) A série geométrica
l4z4+22+25 4 =) 2"

converge no disco unitario D para a fungao

1
1—2°

Converge uniformemente em cada disco D,(0) de raio 0 < p < 1 (pois, se |z| < p, 0s termos
da série sao limitados por |z"] < p™). E claro que diverge quando z = 1 € JD, e quando
z € C\D (embora a funcdo 1/(1 — z) esteja definida em todo o plano exceto o ponto z = 1).

4. As séries de fungoes mais elementares sao as séries de poténcias
E cn2™
n>0

com coeficientes ¢, € C, cujas somas parciais sdo polinémios s, = c¢g + c1z + -+ + ¢, 2™.
Usando translagoes na variavel independente, podemos ainda construir séries de poténcias

ch(z—p)":co+cl(z—p)+02(z—p)2+... (3.2)
n>0
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em torno de um ponto arbitrario p € C.

O “raio de convergéncia” R da série de poténcias (3.2) é dado pela férmula de Hadamard

1/R := limsup |c,|*/" (3.3)
n— oo

O “disco de convergéncia” é D := Dgr(p) (se o “limsup” é oo, entdio R =0e¢ D = ; se o
“limsup” é 0, entdo R = oo, e D = C). Ou seja, como é ficil ver usando o teste da raiz, a série
de poténcias (3.2) converge absolutamente para cada z € D, e converge uniformemente (e
portanto define uma fungio continua) em cada subconjunto compacto K C D (por exemplo,
em cada disco fechado D, (p) com r < R).

Uma fungao f : 2 — C, definida numa regiao 2 C C, é analitica, ou representdvel por séries
de poténcias, em 2 se & volta de cada p € § existe um disco D, (p) e uma série de poténcias
(3.2) que converge para f(z) para todos os z € D,.(p).

Teorema 3.3 (Abel). Se f € analitica em Q entdo é também holomorfa em D, i.e. f €
0(Q), e a sua derivada f' também € analitica em Q). Em particular, se

f(z) = Z Cn(z - p)n
n=0

num disco D, (p) C Q, entdo neste mesmo disco a derivada f' é a soma da série de poténcias
obtida derivando termo a termo a série de poténcias de f, ou seja,

Fz) =S nen(z—pt.

Demonstragao. [Ah78, Ru87]. O

Por indugao, se f é analitica em (), entao todas as suas derivadas sao analiticas, e portanto
holomorfas, em 2. As séries de poténcias das derivadas, num disco D,.(p) onde f é dada por
(3.2), sao obtidas derivando termo a termo a séries de f, ou seja,

oo

f(k)(z) = Z n'k)' e (z—p)"F

n=k (n B

Isto implica que os coeficientes ¢ de uma série de poténcia (3.2) que representa uma fungao
analitica f numa vizinhaca de um ponto p sao unicos, pois

_ M)
Kl

Ck

e Derive a série geométrica para obter as séries de poténcias de
1 1
(1—2)? (1—2)3
em torno de 0.

e Determine o disco de convergéncia das seguintes séries de poténcias, e, se possivel, uma
expressao compacta para as fungoes que definem.

Z(—l)”z" an” Zn"z" T+z+224+20 428+,

n>0 n>0 n>0

Z on ,n Z (;}L)n 22n Z(_l)n(z _ 1)n

n>0 n>0 n>0
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e Mostre que, se [(| =pe |z| < p,
1 1 z 2\ 2 (z)3 Z"
=—(1+2+(2) +(2) +... ] =) —
(i () () ) S

5. A fungdo exponencial exp(z), ou e*, é a (lnica)
solugao da equagao diferencial

=1 (3-4)

com condigao inicial f(0) = 1. A conjetura f(z) = > .2 a,2z™ é solucdo formal de f' = f
S€ apt1 = an/(n+ 1), e o seu valor inicial é f(0) = 1 se ap = 1. Portanto, a solugao formal
é definida pela série de poténcias

n 2 223 24

z z
ezzzzﬁzl—kz—i—?-&-g-ﬁ-ﬁﬁ-.-- (3.5)
n>0

E imediato verificar que lim,_ [n!|}/™ = oo (exercicio). Portanto, pela férmula de Hada-
mard (3.3), o raio de convergéncia da série (3.5) é R = oo, e pelo teorema de Abel 3.3, o
exponencial é uma funcao inteira.

Um célculo mostra que a derivada da fungdo inteira h(z) = e**% =% é h’ = 0. Portanto h é
constante e o seu valor é h(z) = h(0) = e®. Isto implica a “férmula de adi¢ao”

Em particular, e*e™% = 1, e portanto e* # 0 para todo o z € C. A fungao exponencial define

um homomorfismo exp : C — C* do grupo aditivo C no grupo multiplicativo C*.

Se z € R, entdo e é real e positivo, com derivada (e*)’ = e* > 0. De fato, exp(R) = (0, c0),
e a restrigdo do exponencial define uma bijegao crescente exp : R — (0, c0).

Se t € R, entao o conjugado de e® é et = ¢~. Em particular || = e'’e~" = 1, e portanto
o exponencial envia o eixo imagindrio na circunferéncia unitdria, i.e. exp(iR) C S. Observe
também que |e”‘”y‘ = e”. E possivel entao definir as fungoes reais de uma variavel real “cos”

e “sin” usando a férmula de Euler
et =: cos(t) + i sin(t),

quando ¢ € R. A equagao diferencial (3.4) que define o exponencial implica que cos’ = — sin
s
e sin’ = cos.

A fungio complexa de uma varidvel real e é periédica (umas demonstragoes estao em [Ah78,
Ru87]), e o seu perfodo (positivo) é chamado 27. De fato, a prova consiste em procurar o
primeiro zero da fungdo cos(t) quando t > 0, e observar que neste ponto ¢ acontece que
e’ = { e portanto e*¢ = 1. Em particular,

67”/2 ., e — 1 e e?frz -1.

) 7

O ntmero 27 é também um periodo de e?, ou seja, e*T2™" = ¢% se n € Z. Em particular,
o exponencial z — w = €* envia a faixa F = {—7 < (2) < 7} sobre C*, as imagens das
retas R(z) = ¢ sendo as circunferéncias |w| = e°, e as imagens das retas $(z) = d sendo as
semiretas Arg(z) = d.

Em geral, as funcoes trigonométricas complexas sao definidas por

eiz_|_e—iz 2’2 24
= =1——=+4+—— ...
cos(z) 5 5 + i
e
eiz_efzz 23 25
sin(z) i = ———=z2z— —+ —+...
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As funcoes hiperbdlicas sao definidas por

cosh(z) := % e sinh(z) := %

Assim, existe apenas uma fungdo trascendente elementar, o exponencial, todas as outras
sendo obtidas ao fazer somas, produtos e quocientes de exponenciais!

A equacao diferencial f’ = f, que define o exponencial, pode também ser resolvidas numeri-
camente. Por simplicidade, consideramos o problema de aproximar o valor de e” com x real, e
positivo. A ideia de Euler (o método mais simples para resolver numericamente equagoes di-
ferenciais) consiste em dividir o intervalo [0, z] em N subintervalos de igual comprimento ¢ =
2 /N, pequeno, por meio dos pontos x,, = an/N, comn = 0,1,2,...,, N. Os valores de f nes-
tes pontos sdo obtidos por recursdo, usando a aproximaga linear f(zn41) =~ f(x,)+ f/'(zn) €,
e a equagao diferencial, que diz que f'(z,) = f(x,). A condigao inicial f(0) = 1 entao
implica f(z1) ~ (1 —¢), f(zs) ~ (1 —¢)2, f(z3) ~ (1—¢)3, ... f(zn) ~ (1 —e)". E natural
esperar que o verdadeiro valor de e®, ou em geral de e* com z € C, seja obtido passando ao
limite quando N — oo. Esta é mais uma famosa formula de Fuler

s gim (14 2)"

Esta férmula diz que, moralmente, “o exponencial é um polinémio com uma Unica raiz de
ordem oo no ponto co”; ou seja,
z Z +Oo

e.¢]

(onde 0 o0 no denominador deve ser pensado como o ponto oo € C, e 0 +00 no expoente é
a multiplicidade da raiz, ou seja, o grau, de e* em z = c0)

e Mostre que lim, o, V1! = occ.

e Calcule
cos(7) sin(7) sin(1 + )

e Use a férmula de Euler para provar as férmulas

cos(f £ ¢) = cos(0) cos(¢) F sin(P) sin(¢)

sin(f + ¢) = cos(0) sin(¢) + sin() cos(¢) .

e Deduza as férmulas de adi¢ao para cosh(z) e sinh(z).
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4

Integracao complexa e teorema de Cauchy

Um caminho na regiao 2 C C do plano complexo é uma
fungdo continua « : [a,b] — Q definida num intervalo compacto [a,b] C R. A imagem
v([a,b]) (ou simplesmente 7, com abuso de linguagem) é uma curva, do ponto y(a) até o
ponto y(b).

Se vy : [a,b] = Q e v2: [b,¢] = Q s@o dois caminhos com 71 (b) = y2(b), entédo a justaposicao
é o caminho 71 - 2 : [a,¢] — §, definido por (y1 - ¥2)(t) = 71(t) se a < t < b e por
(71 - 72)(t) = 72(t) se b < t < ¢. O caminho inverso de v : [a,b] - C é o caminho
y~1: [=b,—a] = C, definido por v~ 1(t) := y(—1).

E importante observar que uma curva é compacta, sendo a imagem de um compacto por uma
fungdo continua. O caminho/curva v é fechado se v(a) = v(b). Os caminhos fechados sao
também chamados lagos. Um caminho/curva é simples quando (t) # v(s) sea <t < s < b,
ou seja, quando nao tem auto-intersecoes.

Se y(t) = x(t) +iy(t), com x e y fungdes reais do tempo ¢, entdo a derivada do caminho v no
instante ¢ é o nimero complexo ¥(t) := &(t) +4iy(t). Um caminho v : [a,b] — © com derivada
continua (e limites laterais finitos nos extremos) e tal que §(t) # 0 para todos os tempos
t € [a,b] é chamado regular (em inglés smooth). Um contorno é uma justaposicdo de (um
ntmero finito de) caminhos regulares (ou seja, é possivel dividir [a,b] em um nimero finito
de sub-intervalos [ag, b;] onde o caminho tem derivada continua). Exemplos importantes séo
contornos poligonais (ou linhas quebradas), formados por justaposi¢do de um nimero finito
de segmentos parametrizados com velocidade constante.

O comprimento do contorno vy é o integral

b
) == / 5(0)] d

Uma definigao alternativa do comprimento, valida para caminhos niao necessariamente dife-
rencidveis, ¢ o sup Y _ [v(te41) — 7(tk)| sobre todas as parti¢oes a =tg <t1 <--- <t, =b
do intervalo [a, b] em um ndmero finito de sub-intervalos (mas este nimero pode ser 0o).

Uma reparametriza¢io do contorno 7 : [a,b] — C é uma fungado ¢ : [¢,d] — [a, ] crescente
e derivavel, com derivada dt/dr > 0, que induz o contorno ¥ : [¢,d] — C, definido por
(1) := v(t(7)). A escolha t(7) = a + 7(b — a) mostra que é sempre possivel reparametrizar
um contorno (ou um caminho) de forma a ter 7 : [0,1] — C. O comprimento de um contorno
é independente da parametrizacao.

e y(t) = a+t(8 — a), com t € [0,1], descreve o segmento de v(0) = « até (1) = 3,
percorrido com velocidade constante ¥(t) = 5 — a.

e Y(t) = a+ pe', com t € [0,27], descreve a circunferéncia de raio p > 0 centrada em a,
percorrida no sentido anti-horario.

. (curvas de Jordan e regioes simplesmente conexas) Uma curva genérica, a imagem do intervalo

[0,1] por uma fungao continua ¢ : [0,1] — R?, pode ser um objeto complicado. Nem é claro
que seja uma figura “unidimensional” (seja qual for a definicao de dimenséao). Por exemplo,
existem fungdes continuas de [0, 1] sobre o quadrado unitdrio [0,1] x [0,1] (hoje chamadas
curvas de Peano, ou space filling curves). Tais curvas ndo sao injetivas. Por outro lado,
uma curva fechada e simples “divide o plano em duas partes”. Este é o conteiiddo do famoso
teorema da curva de Jordan, cuja prova (elementar mas dificil!) pode ser encontrada, por
exemplo, em [Sm03].

Teorema 4.1 (teorema da curva de Jordan). Seja v uma curva fechada e simples. O seu
complementar C\ v € a reunido disjunta de dois subconjuntos abertos e conexos: uma regido
limitada Q e uma regido ilimitada Qo, cuja fronteira comum € a curva 7.

Uma curva fechada e simples é chamada curva de Jordan. A regiao limitada Q2 é chamada
interior da 7y, e a regiao ilimitada Q. é chamada exterior de v. A orientagdo positiva de
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um caminho fechado simples é a orientagao tal que “ao deslocarmo-nos ao longo do caminho
observamos o interior a nossa esquerda”.

Uma regéo ) C C é simplesmente conexra quando o interior de todo o caminho fechado
simples v em € estd contido em ). Exemplos sdo as regioes convexas D C C, tais que se
a,b € D entdo a + t(b—a) € D Vt € [0,1]. Existem outras defini¢des equivalentes. Por
exemplo, 2 C C é simplesmente conexa sse o seu complementar C\(2 é conexo. A defini¢io
usual usa o conceito de “homotopia”. Os lagos vo : [0,1] = Qe 1 : [0,1] — Q s@o homdtopos
(em Q) se existe uma fungao continua I": [0, 1] x [0, 1] — Q, dita homotopia entre vy e 1, tal
que vs = I'(+, s) é um laco para todo o s € [0,1], e I'(-,0) = v e I'(+,1) = 71. Ou seja, uma
homotopia é uma “deformagao continua do lago vy no lago v1”. Ser hométopos é uma relacao
de equivaléncia no espaco dos lagos (definidos numa regido fixada ), denotada por vy ~ 1,
e um lago hométopo a um lago constante (i.e. v(t) = p para todo o t) é dito contrativel. Uma
regiao () C C é simplesmente conexa sse todo o lago em (2 é “contrativel”.

3. (campos conservativos e teorema de Green-Stokes) O differencial w = p(x, y)dx + q(z,y)dy é
dito ezato no dominio  C R? se existe uma funcio U : Q — R de classe C!, dita primitiva,
tal que dU = pdx + qdy, ou seja,

oU ou
_— = e —_—_ = .
Or P dy ¢
Uma primitiva pode ser pensada como um potencial do campo de vetores F := —VU =

—(p,q). Se ¢ é um valor reqular de U (i.e. se VU # 0 nos pontos onde U(z,y) = ¢), entéo a
curva de nivel

S = {(z,y) € QA CR? tuq. U(z,y) = c},

ortogonal ao campo de vetores F, é uma solugao implicita da equacdo diferencial exata

p(z,y)dx +q(z,y)dy = 0.

O teorema de Euler-Poincaré diz que o diferencial w = p(x,y)dx + q(x,y)dy, definido num
dominio simplesmente conexo 2 C R?, por exemplo convexo, é exato se e s6 se é “fechado”,
i.e. se

dw := @—@ dx Ndy =10 ou seja, se
dr Oy

Neste caso, um potencial é dado pelo integral de linha

o _ 9%
oy Oz

U(x,y):—LF~dr

onde r : [0,1] — © C R? é um contorno entre um ponto fixado r(0) = (zo,y0) € Q e o
ponto genérico r(1) = (x,y) (ou seja, U(x,y) é trabalho feito pela forga F para deslocar
uma particula do ponto (zg, o) até ao ponto (z,y)). Por exemplo, se {2 é um retédngulo, é
possivel escolher um caminho horizontal de (zg,yo) até (x,yo), e depois um caminho vertical
de (z,y0) até (z,y), e definir um potencial

Uz,y) = /ip(t,yo)dtjt/yq(x,t)dt.

0 Yo

Seja Q C R? uma regido do plano limitada por um contorno fechado simples 9. Entao o teo-
rema de Green-Stokes diz que o integral faﬂ w ao longo da curva 912, orientada positivamente,
é igual ao integral fQ dw, ou seja,

Teorema 4.2 (Green-Stokes). Se Q C € uma regido limitada pelo contorno fechado simples
09, e pdx + qdy € uma forma diferencial com derivadas parcias continuas em ), entao

% pdm—kqdy:/(a(]—%) dx N dy
o9 o\dz Oy
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4. Sejam v : [a,b] — Q C C um contorno e f : © — C uma fungao
continua definida numa regido 2 C C contendo a curva y([a,b]). O “integral da fungéo f
(ou, melhor, da forma fdz) ao longo do contorno 4”7 é o nimero complexo

L feydz = [ a0 d

Se v é um contorno fechado, i.e. y(a) = y(b), entao é usada a notagao é fv f(z)dz.

A restrigdo de f & curva y([a,b]), que é compacta, é uniformemente continua. Portanto, se
P é uma particdo a = tg < t1 < -+ < t, = b do intervalo [a,b] em um ndmero finito de
sub-intervalos de comprimento limitado por |P| := supy, [tk+1 — tk|, € se os zx 1= Y(t)’s sdo
os correspondentes pontos de 7y, entao

z)dz = lim z) (2 -z
[RCLER I SECSIEREEN
Isto significa que é possivel aproximar fv f dz, com precisao arbiraria, pelo integral ao longo
de uma linha quebrada. Ou seja, para cada € > 0 existe uma linha quebrada ¢, com vértices
em +, tal que |f,yfdz—fefdz| <.

O integral de contorno é aditivo. Ou seja, se 1 : [a,b] — D e 7y, : [b,d] sdo dois contornos
com 71 (b) = v2(b), entdo o integral de f : D — C ao longo da justaposi¢cdo -1 -2 é

/ f(z)dz = (2)dz+ | f(2)dz

Y172 71 72

O integral de contorno nao depende da parametrizagao, mas apenas da orientagao do con-
torno. De fato, se t : [c,d] — [a, b] é diferencidvel, com derivada dt/dr > 0, e se 7 : [¢,d] = C
é o contorno ¥(7) := v(t(7)), entdo

d ~ d
[ 1= [ s6enLar= [ e G

:/abf(fy(t))f'y(t)dt=[yf(z)dz

Por outro lado, ao mudar a orientacao do contorno, acontece que

/yl f(z)dz=—[yf(z)dz

1

Em particular, o integral ao longo do contorno ~y - y~* é zero.

4

O nome correcto (mas nao utilizado!) para f7 f dz seria “integral da forma fdz ao longo do
contorno «”, devido & seguinte “covariancia”, ou regra de transformagéo. Se g € O(Q') é
uma fungao holomorfa com valores em (2 e derivada continua (esta hipétese é desnecessaria,
pois mostraremos que as fungdes holomorfas sdo infinitamente derivaveis!), que envia um

contorno 7 : [a,b] — Q' no contorno v = gon: [a,b] — Q, entdo
[ #era:= [ 1o g @,
gl "

(o que justifica a notagao).

Também importante é saber estimar valores de integrais de contorno. Se o valor absoluto
da funcgao f é limitado por M nos pontos de ~, i.e. sup,|f(y(t))] < M, e |y| denota o
comprimento do contorno 7, entao
/ f(z)dz
~

Uma consequéncia importante é que “o limite uniforme comuta com o integral”, ou seja,

< Myl (4.1)
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Teorema 4.3. Se (f,) € uma sucessao de fungées continuas definidas no dominio D C C
que converge uniformemente para a a fungdo (continua) f, e se v é um contorno em D,
entao

lim fndzf/fdz.
¥

n—oo

Demonstracao. Pela desiguadade (4.1),
[ pte= [ raz|=| [ (- e
<|fn=fllo vl =0

quando n — oo. O

e Calcule, se possivel,

/zdz /(i—z2)dz /:cdz /z"dz /Edz
8! 8! 8! 2! 8!

quando 7y é o segmento ¢ — t(3 4+ i), com t € [0,1], quando v é o arco de pardbola
t +> t+it?, com t € [~1,1], quando 7 é o arco de circunferéncia 6 + re’?, com 6 € [0, 7]
er >0, equando v é a espiral ¢t — e~V com t € [0, 27].

e Calcule (as circunferéncias sao orientadas positivamente e parametrizada da forma na-
tural: a circunferéncia |z — a] = p é a imagem de y(t) = a + pe'’, com t € [0, 27])

dz dz dz
2
f ° dz % 22 -1 % z 7{ .
|z|=3 |z|=2 |z|=1 |z—i]=1

5. A fungao holomorfa F' € O() é dita primitive da funcdo continua f € C(£2) se
F'(z) = f(2) (nos pontos de uma regido 2 onde estdo definidas). Se F' = f e v : [a,b] = Q
é um contorno de y(a) = a até y(b) = 5, entao

/ f(2)dz = F(8) - F(a)

Ou seja, f,y fdz apenas depende dos pontos inicial e final de 7y, e portanto f,y fdz = 0 para
todos os contornos fechados. De fato, vale o reciproco:

Teorema 4.4. Uma fungdo continua f € C(Q2) admite uma primitiva F € O(Q) numa
regiao 2 C C sse fv f(2)dz = 0 para todos os contornos fechados v em €.

Demonstracdo. De fato, basta fixar um ponto a € Q, e definir, para cada ponto p €

p) = f,y f(2)dz, onde v é um caminho arbitrério de y(a) = « até y(b) = p € Q (a hipdtese
diz que este integral apenas depende de « e p). Entao a diferenga F(p + z) — F(p), se |z|
é suficientemente pequeno, é igual ao integral de f ao longo, por exemplo, do segmento
~(t) = p+tz, com ¢t € [0,1], ou seja,

1
F(erz)fF(p):/f(z)dz:/O flp+tz)zdt.

Pela continuidade de f, este integral é igual a f(p) z + o(z), e portanto F' é derivdvel em p e
a sua derivada é F'(p) = f(p). O

. d
/ezdz /(zdfiZQJr?fi)dz /—;
8! v v ?

quando v ¢é o contorno ¢ — sin(rt) + iet, com t € [0, 1].

e Calcule
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j{ 2" dz 7{ e’ dz % dz
z|=p z|=p |z—al=p # — @

Mostre que se v é o arco de circunferéncia y(t) = a + pe'’ com t € [0, 02], entdo

&=
/Zfazz(ez—el).
Y

(z—a)" dz = 0 sen# —1
l2—al=p 12T sen=—1

A funcado f(z) = 1/z, definida em C* = C\{0}, admite primitivas? E f(z) =z ?

Calcule

Mostre que

6. Seja 2 C C uma regiao limitada, cuja fronteira é uma reuniao
disjunta 9Q = v, Uy U ... U7y, de contornos fechados simples 7. O integral de uma funcao
continua f(z) ao longo da fronteira 92 é definido por

- f(z)dz = ]{1 f(z)dz + (z)dz + ... —1—7{ f(z)dz,

Y2 n

onde os caminhos 7, sao orientados de maneira tal que o dominio fica a esquerda de cada .

Se f ¢ holomorfa em €, e assumimos também que f € C1(£2) (consequéncia da derivabilidade
complexa, mas um fato que ainda ndo sabemos provar!), entdo as equagoes de Cauchy-
Riemann implicam o seguinte milagre:

d(fdz) = d((u+ i) (dx + idy))
=d ((u+iv)dz + (iu — v)dy)
(_8u v Ou . Ov

Pelo teorema de Green-Stokes 4.2 o integral de fdz ao longo de 92 é zero. Este é o contetido
do seguinte resultado, que é a chave da teoria da integragao no plano complexo.

Teorema 4.5 (Cauchy-Goursat). Se f € holomorfa numa vizinhanga de ), entdao

f(z)dz=0 (4.2)
ly)

Demonstracdo. A demonstracao de Goursat usa apenas a diferenciabilidade de f, ou seja,
a aproximacao linear f(a + z) =~ « + Az, vdlida para z pequenos, e o integral elementar
ﬁr (a4 Az)dz = 0. O primeiro passo é observar que é possivel aproximar {2 com uma reuniao
de triangulos (ou retangulos), a sua fronteira com uma reunido de linhas quebradas fechadas
e simples, e que portanto é suficiente provar o teorema em cada tridngulo (pois os integrais
de f nos lados dos tridngulos que néo fazem parte da fronteira anulam-se dois a dois (fazer
um desenho!)). Seja T uma tridngulo, f uma fungao holomorfa numa vizinhanga de T, e
| $or f(2) dz| = 7. Os pontos médios dos lados dividem o tridngulo 7" em 4 sub-tridngulos
similares, e a soma dos integrais de f ao longo destes 4 sub-tridngulos ¢é igual a %T fdz.
Portanto, existe um destes sub-triangulos, que chamamos 77, tal que

(2)dz
ot

>n/4

Podemos iterar o processo, e construir a familia decrescente de triangulos --- C T, C T}, C
... tais que

(2) dz| > n/a»

0Ty



4 INTEGRACAO COMPLEXA E TEOREMA DE CAUCHY 28

Se ¢ é o comprimento do maior dos lados de T', entao o didmetro dos T,, é ¢/2™, que — 0
quando n — oo. Seja p € T a intersecao dos T,’s. Como f é holomorfa, dado € > 0 existe
6 > 0 tal que

‘f(zz)_—pa_/\’<5 logo |f(2) —a— Az —p)| <elz—p|
se 0 < |z—p| <d,onde a = f(p) e A= f'(p). Se n é suficientemente grande, o tridngulo

T, esté contido no disco de raio § & volta de p. Como ¢, (e + A(z —p)) dz = 0 (porque as
fungoes afins tém primitivas),

f(z)dz

0Ty

;{ (f(2) — & — Az — p)) d
oT,

ngn (z—p)dz

Neste tltimo integral, |z — p| é limitado pelo didmetro de T;,, que é £/2", e o comprimento
de 9T, é limitado por 3¢/2™. Logo, pela desigualdade (4.1),

<eg

0<n/4" < ’]{ f(2)dz| < ef?/4"
8T‘n,

A arbitrariedade de € > 0 implica que n = 0. O

Em particular,

Teorema 4.6 (Cauchy). Se f é holomorfa na regido Q2 simplesmente coneza, por exemplo,
convexa (como um retdngulo ou um disco), entao

j{f(z) dz =0

para todos os contornos fechados v C .
e Se f =wu-+iv, com u e v reais, entao
fdz=(udx —vdy) +i(vde +udy)

Verifique que as equagoes de Cauchy-Riemann séo equivalentes a d(f dz) = 0.

23 22 dz
d d S
fla_g 3% 7{4—1 -2 fi_l 212212

7{ e? d 7{ dz
Y 4@ az
l2)=1 2% +4 |z42|=1 Z

7. (integrais gaussianos) Uma gaussiana é uma funcao do género g(z) = ce™
dois parametros positivos. O célculo

s 2
(/ e /2 dm) = // e~ (@ +y?)/2 dz dy
— 00 R2
27 o) R
:/ / e "2 rdrd = 21
0 0

e Calcule

2 ~
A" onde ¢ e A sdo

mostra que

/ e 2 dy = v 2w, ou seja, / e dy = 1.
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A funcado f(z) = e~ ¢ inteira. Portanto, o seu integral ﬁ{ e~ dz ao longo do retangulo
v de vértices £R e =R + i€ (com & real) é nulo. Mas este integral é igual & soma

R 2 § SN2 R N2 3 . \2
/ e ™ dl’+i/ e~ T(Fti) dyf/ e~ m(@+iE) dxfi/ e (=R gy
-R 0 -R 0

No limite quando R — oo, o dois integrais que formam a pzarte imaginaria tendem para 0,
pois o valor absoluto do integrando é limitado por e~ ™% =¢7) O resultado é que

oo
_ 2 - _ 2
/ 7T e TIMET Jp — 78

— 00

2
T

(ou seja, “a gaussiana g(x) = e~ ™ é um ponto fixo da transformada de Fourier”).

e Calcule o integral gaussiano genérico
o0 2
/ ce N dr .
— 00

0o
2 . 2
/ e~ /)\67271'151 do = 6771')\5

— 00

e Deduza que

8. (integrais de Fresnel) Os integrais de Fresnel sdo as fungoes transcendentais

z oo x4n+1
C(x) = /0 COS(tQ) dt = Z{)(—l)nm

00
J:477,-‘,-3

$@) = [ sin)de =3 (-1 (dn+3)2n + 1)1

0 n=0

(as séries de poténcias sdo obtidas integrando as séries de ponténcias das partes real e
. o 2 ~
imaginaria de €""). A fungao

e = cos(2?) + isin(z?)

é inteira. Portanto, o seu integral 35;/ ¢ dz ao longo do setor angular v formado pelos

segmento de 0 até R > 0, pelo arco de circunferéncia Re' com t € [0,7/4] e pelo segmento
de Re'™/* até 0, é nulo. Mas este integral ¢ igual & soma

R .2 77/4 L 52 - . R 2
/ et dt + Z/ ezR (cos(2t)+1 sm(2t))Rdt o 6271'/4/ et dt
0 0 0

No limite quando R — oo, o segundo ingegral tende paraQO. De fato, o valor absoluto
da fungdo integranda é limitado por Re™ % sin(2) < Re~(RY/mMt (pois sin(f) > (2/7)0 se
0 <6 < m/2), logo o valor absoluto do segundo integral é limitado por ([Sm03])

/4 2 1—e P s
R TARYmt g — R < —
/0 ¢ AR?/n — 4R
O terceiro integral é proporcional ao integral gaussiano fooo e~ dr = V/7/2, e é dado por
e~ /4, /7 /4. O resultado é que os limites dos integrais de Fresnel C(z) e S(x) quando 2 — oo

sio /Ooo cos(s?) do = /0°° sin(2?) dz = \/7/8.



4 INTEGRACAO COMPLEXA E TEOREMA DE CAUCHY 30

9. Um logaritmo do nimero complexo z # 0 é um nimero
complexo w tal que e =z. Se w =7r+10 # 0, com r,0 € R, entao e¥ = z sse

e" =|z| e e = —

e portanto sse r = log |z| > 0 é o logaritmo real do niimero positivo |z|, e § é um argumento de
z, ou seja, um angulo tal que cos(f) +isin(f) = z/|z|, definido a menos de multiplos inteiros
de 27. Ou seja, o logaritmo complexo pode ser definido como sendo a “fun¢ao multivalorada”
(em inglés, “multivalued function”) que envia um nimero complexo z = pe'?, com p > 0, no
conjunto enumeravel de pontos

log(pe'®) = log(|z|) + i arg(z) = log(p) + (6 + 27Z) .

E natural entdo definir poténcias (ndo inteira) z*, com z € C* e a € C, por meio da férmula

(0%

2% := exp (alog(z))

Quando o argumento é um nimero real z > 0, esta é uma fungao bem definida se log é o
logaritmo natural de uma varidvel real positiva. Em geral, se z = pe’? € C*, entdao 2* é a
funcao multivalorada que assume o conjunto de valores

20— eoe(log p+i(0+27Z))

Para definir um logaritmo continuo (e de consequéncia holomorfo), uma possibilidade é cortar
o plano ao longo de uma semi-reta da origem ¢, e restringir a fungao a uma regiao simples-
mente conexa C*\¢ (uma alternativa é extender o dominio da fungdo a uma “superficie de
Riemann” ...). Por exemplo, é possivel definir um logaritmo principal, Log : C*\R_ — C,
escolhendo o argumento principal Arg(z) € (—m, 7).

Em geral, se Q) C C* é uma regiao simplesmente conexa que nao contém a origem, entdo pelo
teorema de Cauchy f,y dz/z = 0 para todos os contornos fechados v C Q. Portanto, fixado

um ponto p = e* € Q, podemos definir uma primitiva de 1/z como o integral

L(z) ::a+/ &
p 2

ao longo de um contorno arbitrério de p até z € Q. Entao L'(z) = 1/z e L(p) = a.. A fungéo
eL(®) /2 tem derivada nula, logo é constante e igual a e%(*) /z = ¢2() /p = 1. Portanto

ek =

e é natural chamar L um ramo do logaritmo.

Um exemplo natural é escolher 2 = C*\R_ (i.e. retirar do plano a semi-reta dos reais no
positivos) e o pontop =1 = e®. Entao L é o logaritmo principal, pois, se z = pe’e com p >0
e f e (—m, ), entdo L(z) = log(p) + 6.

e Calcule ' ' .
log(%) Log(—1) o1+ i (—1)%

e Resolva as equagoes
sin(z) = 2 log(z+1) =1 e’ =2 ef =1 cosh(z) =1
e Se w = sin(z), entdo Z := e'* satisfaz Z2 — 2iwZ — 1 = 0. Resolva para Z e deduza
arcsin(w) = ilog (iw £ V1 —w) .

Determine uma férmula andloga para arccos(w).



5 FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY E CONSEQUENCIAS 31

5

Férmula integral de Cauchy e consequéncias

Todas a poténcias 2™, com n # —1, admitem uma primitiva. Portanto, o “inico”
integral que é preciso calcular em anélise complexa é o integral de 1/z, que é holomorfa em
C\{0}. Se a circunferéncia |z| = p é parametrizada por y(t) = pe'’, com t € [0,27], entdo
dz/z =i dt (ou seja, dz/z é i vezes o diferencial do argumento de z), e portanto

d 27
j'{ —z:/ idt = 2mi.
lz|=p # 0

Em geral, sejam v : [0,1] — C um contorno fechado (nao necessariamente simples) e p € C
um ponto situado fora da curva v([0,1]). O indice de p relativamente a 7, ou o ndmero de
rotagoes/voltas (em inglés, “winding number”) de v em torno de p, é o inteiro

1 dz

Ind(y,p) == omi |2 —p
.

(5.1)

Informalmente, é “o nimero de voltas”, positivo se no sentido anti-horario e negativo se no
sentido hordrio, que o vetor entre () e p dd4 quando o tempo ¢ percorre o intervalo [0, 1].

Teorema 5.1. Para cada p ¢ ¥([0,1]), o indice € um nidmero inteiro, i.e. Ind(v,p) € Z.
Em quanto fun¢ao de p, Ind(~, p) € constante em cada componente conexa de C\ v([0,1]). Se
p estd na componente coneza ilimitada de C\y([0,1]) (i.e. se |p| € suficientemente grande),
entdo Ind(vy,p) = 0.

Demonstragio. Para t € [0,1], seja ¢(t) := fg("}/(T)/(’}/(T) — p))dr, assim que ¢(1) =
2i Ind(y,p). Um célculo mostra que a derivada de ®(t) = e?®) /(y(t) — p) é igual a zero nos
pontos de continuidade de 4. Portanto, ®(1) = ®(0), e, sendo v(1) = v(0) e e?(® = 1, isto
implica que e?(M) = 1, e portanto que ¢(1) € 27i Z.

Fixado 7, a fungdo p — Ind(v,p) é continua em C\~v([0,1]). Sendo uma func¢do com va-
lores inteiros, é localmente constante, ou seja, constante em cada componente conexa de

C\([0,1]).
Seja R = maxycjo,1) [7(t)[- Se |p| > R, podemos estimar

el

1
— 1
2r - R

[Ind(v,p)| <

se |p| é suficientemente grande. Sendo um inteiro ndo negativo, |Ind(v, p)| deve ser igual a
Z€ro. 0

Seja f é uma fungao holomorfa definida numa regiao Q2 C C,
~.[0,1] — £ um contorno fechado simples, e p um ponto no interior de . Entao a fungédo
g(z) = f(2)/(z — p) é holomorfa em Q\{p}. Pelo teorema de Cauchy, fvg(z) dz é igual

g(z)dz se p > 0 é suficientemente pequeno (i.e. < dist(p,v)). Pela

z
lim 1)

P20 Jlz—pl=p # P
A conclusao é o seguinte formula integral, que é o resultado central da teoria das fungoes
holomorfas.

ao integral ﬁzfplzp
continuidade de f,

dz =27if(p).

Teorema 5.2 (férmula de Cauchy). Se f é holomorfa numa regiago Q@ C C, entdo o seu
valor em cada ponto p € € dado pelo integral

1) = 5 § 2 (5.2)

S omi ), z—p

onde vy C Q € um contorno fechado simples que contém p no seu interior.
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Ou seja, o valor de f num ponto p no interior de um contorno fechado simples v é dado
pela média dos valores f(z) da fungdo na curva « pesados pelo niicleo 1/(z — p) (ie. a
convolugdo de f com 1/z). Em particular, ao escolher uma circunferéncia -, fronteira de um
disco D,(p) C Q, com p > 0 suficientemente pequeno, podemos representar f(p) como um

integral
1 z
fp) = o— fe) ..
|z==pl=p # — P

21

Mas 1/(z — p) é uma fungao infinitamente diferencidvel de p, desde que p # z. Derivando a
férmula de Cauchy (5.2) é portanto possivel obter férmulas integrais para as derivadas de f,

P0 = om f Lot - D

2w J, (2 —p)? ~2mi ), (z—p)?

Teorema 5.3. Uma func¢do holomorfa f numa regigo ) € infinitamente diferencidvel, e
todas as suas derivadas sao funcgoes holomorfas. Em particular, as derivadas de f em p
admitem a representacao integral

R e L 5:3)

- 2mi z—p)ntl

onde v C Q0 € um contorno fechado simples que contém p no seu interior.

2 z d
lo]=2 2 — 1 l2|=1 Z =3 2% +1

j{ ze” d ]{ dz
e L
2|=2r (2 — )2 2j=1 22(22 — 4)

% 6—clz com n € Z
|

n
z|=1 %

eaz )
—dz =127
lz|=1 #

/ e cos(asinf) df = .
0

e Calcule

e Calcule

e Mostre que, se a € R,

e deduza que

O teorema de Cauchy admite um reciproco parcial. '

Teorema 5.4 (Morera). Seja f uma fungdo continua na regigo Q C C. Se j{y f(z)dz=0
para todos os contornos fechados v C §2, entao f € uma fun¢ao holomorfa.

Demonstracdo. De acordo com o teorema 4.4, a hipétese é equivalente a existéncia de uma
primitiva F'. Mas, pelo teorema 5.3, se F' é holomorfa, entdo também a sua derivada F’ = f
é holomorfa. O

Uma consequéncia importante é que limites uniformes de sucessoes de fungoes holomorfas
sao holomorfos.

Teorema 5.5. Seja (fn) € uma sucessao de fungéoes holomorfas definidas numa regico
Q C C, que converge uniformemente para uma funcao f em cada compacto K C 2. Entdo o
limite f € holomorfa em Q.

1G. Morera, Un teorema fondamentale nella teorica delle funzioni di una variabile complessa, Rendiconti del
Reale Instituto Lombardo di Scienze e Lettere 19 (1886), 304-307.
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Demonstra¢do. Todo o ponto p € Q é centro de um disco D = D,(p) com aderéncia D c Q.
Os integrais das f,, ao longo de cada contorno v C D sao nulos, i.e. fv fndz = 0, pelo
teorema de Cauchy-Goursat. Pela continuidade uniforme, também sao nulos os integrais de
f, pois 3517 fndz — 35’7 fdz. O teorema de Moreira entao diz que f é holomorfa em D. O

O teorema 5.5 é um instrumento para “produzir” fungoes holomorfas. Por exemplo, somas
o0
F(z) = fal2)
n=0

de séries de fungoes holomorfas f,(z) que convergem uniformemente em certos dominios.

4. Seja f(z) uma fungao holomorfa
na regido Q C C, e seja p € 2. Se p > 0 é suficientemente pequeno, entdo D,(p) C 2. Na
fronteira S, (2¢), parametrizada por v(t) = p+pe’ com t € [0, 27], temos que dz/(z—p) = idL.
Portanto a férmula de Cauchy (5.2) tem como caso particular a seguinte representacao.

Teorema 5.6 (férmula do valor médio). O wvalor de uma fungdo holomorfa f em um ponto
p do seu dominio € igual o média dos valores de f em uma circunferéncia de raio p > 0
suficientemente pequeno a volta de p, i.e.

flp) = 7/0 wf(p+pew) 9 (5.4)

Uma consequéncia é o

Teorema 5.7 (principio do méximo mdédulo). O walor absoluto de uma fungdo holomorfa e
ndo constante ndo pode atingir o seu mdzimo numa regiao (aberta) Q C C. Em particular,
se f € holomorfa na regido limitada 2, entdo supg |f| = supgq | f]-

Demonstragao. Se |f (p + peie) | < |f(p)| para todos os 6, entdo (5.4) implica que f é cons-
tante e igual a f(p) na circunferéncia |z — p| = p. Mas uma funcdo holomorfa constante num
arco é necessariamente constante. O

5. A férmula de Cauchy (5.3) permite
estimar as derivadas de f num ponto p € Q em funcdo do maximo de f em 91 e da distancia
dist(p, 0Q?). Em particular, se f é holomorfa no disco Dg(p), e se M = sup,cop, ) |f(2)],
entdo obtemos a desigualdade de Cauchy

n! M
Rn

F o) < (5.5)

para o valor absoluto da n-ésima derivada de f em p. Uma consequéncia é o importante

Teorema 5.8 (Liouville). Uma fungdo inteira e limitada é constante.

Demonstragdo. Se f é inteira e |f(z)| < M, entdo (5.5) implica que |f'(p)] < M/R para
todos os pontos p € C e todos os raios os R > 0. Portanto f' = 0, e, de consequéncia, f é
constante. O

Teorema 5.9 (Gauss). Todo o polindmio f(z) = apz™ + -+ a1z +ag de grau n > 1 (i.e.
ndo constante) com coeficientes complexos possui uma raiz em C.
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Demonstragao. Se f(z) # 0 para todos os z € C, entdo g(z) = 1/f(z) é uma fungao inteira

e limitada (pois |f(z)] — oo quando |z2| — 0), logo constante pelo teorema de Liouville
-

5.8. O

E portanto,

Teorema 5.10 (teorema fundamental da dlgebra). Um polinomio f(z) = an2™+- - -+a12+ag
de grau n > 1 fatoriza no produto

f(z) = an(z =p1)(z = p2) ... (2 = pn),

onde p1,p2, ..., Pn SGO as n Taizes (ndo necessariamente distintas).

Demonstragio. Se f é um polinémio de grau n > 1, entdo f(z) = (z — p)g(z) + r, onde g
¢ um polinémio de grau n — 1 e r é uma constante (o resto da divisao euclidiana de f por
z —p). Se p é uma raiz de f, entdo r = f(p) =0, e portanto f(z) = (z — p)g(z). O teorema
segue por indugao. O

e Se p1,p2,...,pn s80 n pontos distintos de C, entao
f(z)=(GE=p)(z=p2)...(z—pn)
=2" = (pr+p2t A pa) 2" (D) (pip2 - pa)
é um polinémio de grau n que se anula nos p;’s, e
fi(z) = f(2)/(z = pr)

com k = 1,...,n, sdo polinémios de grau n — 1 que se anulam nos p; com j # k
e tais que fr(px) # 0. Se wi,ws,...,w, sd0 n nimeros complexos arbitrarios (ndo
necessariamente distintos), entao

L fr(2)
9(2) == zk: kfk(pk)

é um polinémio de grau < n —1 tal que g(z) = wy para todo k = 1,2,...,n (chamado
polindmio interpolador de Lagrange). Mostre que este é o dnico polinémio de grau
< n—1 cujo gréafico passa pelos pontos (zj,w;) € C x C.

6. Seja f uma funcdo holomorfa no disco Dy (p) (por exemplo, em um dominio
contendo este disco), e seja M = sup,cop,(p) |f(2)| < 0o. Outra consequéncia da desigual-
dade de Cauchy (5.5) é que a série de poténcias

Z cn (z—p)" (5.6)
n=0

com coeficientes
fMp) 1 f(2)

n! B % |z—p|=R (Z _p)nJrl

Cp = dz

define uma fungao holomorfa no disco Dg(p), pois o seu raio de convergéncia é > R. Esta
série de poténcias (5.6) é chamada série de Taylor > de f (ou também série de Maclaurin
quando p = 0, em alguns manuais).

2B. Taylor, Methodus incrementorum, Londini, 1715.
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Teorema 5.11 (Taylor). Se f é holomorfa em Dg(p), entdo € igual a sua série de Taylor,
i.e.

nos pontos z € Dr(p).

Demonstra¢ao. A menos de translagoes e homotetias, podemos assumir que p=0e¢ R =1,
ou seja, que f e holomorfa no disco unitario D. Pela férmula de Cauchy

16 = 5§ L g

= 5.7
21 Jop w — 2 (57)
sez€D. Se|w|=1e|z| <1, o0 “nicleo” de este integral é dado pela série
11 1 _1i(z)n_i Z"
w—z_wlf(z/w)_wnzo w/ wntl

n=0

que converge uniformemente em w para cada z € D fixado. Ao substituir esta expressdao na
(5.7), e usando o teorema 4.3, podemos reconhecer os valores das derivadas de f em 0 dados
pela (5.3), e portanto

(1 w — (0
f(z)=Z<2m wswr)ldw) znzzzofn!()z"

O

Portanto, uma funcao holomorfa admite uma expansao em série de Taylor em torno de
cada ponto do seu dominio, ou seja, é uma funcdo analitica. Em particular, “holomorfa” e
“analitica” podem ser considerados sinénimos.

O teorema de Liouville 5.8 admite a seguinte generalizacdo, consequéncia das desigualdade
de Cauchy (5.5) e da unicidade dos coeficientes da série de Taylor.

Teorema 5.12.  Uma funcdo inteira f tal que sup,|_g |f(2)| = O(R") é um polinomio de
grau < n.

e Determine as séries de Taylor em torno de p = 0, e os respetivos raios de convergéncia,
das seguintes fungoes:

1 1 z %%
e
1+z 1+ 22 2444

e Determine as séries de Taylor em torno dos pontos p =1 e p = i, e 0s respetivos raios
de convergéncia, das seguintes funcoes:

1/z 1/2* e®

ze ? (1+2)e® 22e? e *

e Integre a série geométrica

L 1+ 2 3
= Z+25+ 20+
1—2
e deduza que a série de Taylor do logaritmo principal log(1 — z) em torno de p = 0 é
dada pela série de Mercator
14 14 1,

log(1—2) = —z— =22 — 223 — —4 _
og(l—2) e e

em |z| < 1. Calcule também a série de Taylor de log(1 + z) em torno de p = 0.
e Determine os primeiros termos da expansao em série de Taylor em torno de p = 0 das
seguintes fungoes:

z

e sin(z)

€®sin(z) cos(z) sin(z)

cos(z) z
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Algumas séries de Taylor

36

(n) 0
where ¢,, = fT,()

fl) =0 Zgen 2"

2| < R = (limsup |c, /™)1

(l—z2) =32 "=14z+22+2%+...
ef=Yr Lt =1+24+322+ 55+

n=0 n!

cosh(z) = 307 o gy 27" = 14+ 522 + 912 + ..

- _ e 1 2n4l _ 1.3, 1 .5
sinh(z) =3~ G 2 =2t g

cos(z) =Y 0 7((_23)7 Zr=1-1224+ L+ .

i —yoee (D" ond1 _ 1.3 1.5
sin(z) = >, Gt 2 =2— 52 + 20+ ...

log(1+2) =5 "2 on LA TAR TRk S

n=1 n

(I+2)=14+>0 (92" =14az+ “((XQ_l)zQ + “(a_lg(a_Q)z?’ +...

- o S (2n)! 2n41
arcsin(z) = Y " 7oz on D) 2 Gt ) 2

|z| <1
|z| < o0
|z] < o0
|z| < o0
|2] < o0
|z] < o0
2| <1
2| <1

|z| <1
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6

Séries de Laurent e calculo dos residuos

Uma fungao f(z) é “analitica em z = c0” se a fungao
g(w) = f(1/w) é analitica em w = 0, ou seja, se admite a expansao

flz)= Z Cnz "

n>0

num disco Dg(o0) := {|z| > R} C C centrado em oo (que corresponde a um disco |w| < 1/R
na coordenada w = 1/z da esfera de Riemann). Os coeficientes sdo dados por

_ 1 9(w)
Cn = T n+1
i Jjwj=1/p @
1 1
= — n-— d
ol f(z)z z

onde p > R.

e Determine, se existir, a expansao em série de poténcias em torno de oo de

1 2
3 z 1/z
1/z e o e

Se f+(2) =307 o en(z — p)™ é uma fungao analitica no disco |z —p| < R
e f_(z) => 0" c_n(z —p)~™ é uma fungao analitica no disco |z — p| > r, e se r < R, entao

a soma f(z) := f4(2) + f—(2) é uma fungdo analitica no anel A, r(p) := {r < |z —p| < R},
representada pela série de poténcias (positivas e negativas)

f2) =Y enlz—p)"

chamada série de Laurent. A série que representa f, (z) é chamada parte regular da séie de
laurent, e a série que representa f_(z), que cont’ em apenas expoentes negativos, é chamada
parte principal.

Vice-versa,

Teorema 6.1 (Laurent). Uma fungao f(z) holomorfa no anel A, r(p) admite uma expansao

em série de Laurent
oo

f)= Y culz=n)" (6.1)

n=-—oo

em torno de p. Os coeficientes ¢y, com n € Z, sao dados pelos integrais

_ 1 f(2)
"7 o fz—p—p (z —p)*! dZ

onde r < p < R.

Demonstracdo. Para simplificar as féormulas, podemos assumir, modulo uma translagao, que
p=0. Se z € A, r(0) e € > 0 é suficientemente pequeno, pela férmula de Cauchy 5.2 e pelo
teorema de Cauchy 4.5

1 f(w)
= — d
/) 270 Jjy—z|=e W — 2 v
1 1
L W) L fw)
270 Jjp|=pr W — 2 270 )= W — 2
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onde os raios r < r’ < R’ < R sdo tais que D.(z) C A, g/(0) (fazer um desenho). O
primeiro integral, sendo |z/w| < 1, é igual a

1 fw) o1 1w

P dw = P P
20 Jp|=rr W — 2 210 Jjp=rr w 1 —

w

1
211 |w|=R’ "0

= (1
(5, 2hw)
0 T |w|=R’ w

O segundo integral, sendo |w/z| < 1, é igual a

R TIE Ty G L
270 )= W — 2 270 Jjp)=pr 2 1= %

I
]
g =
NE
/N
€|
N——
N
Kh
E
QL
€

1 1o (w)\"
=5 fr (é%(z) ) ) d
- 7; (27” ?{w—r' wont dw) i

O

Também os coeficientes da série de Laurent (6.1) podem ser estimados pelas desigualdades
de Cauchy: se sup.cop, () [f(2)| < M, entdo

M

len| < — . (6.3)

hs}

e Determine séries de Laurent das seguintes funcées em aneis oportunos

RVE o €

(z—=1)(z—2) 22
e Determine as possiveis expansoes em série de Laurent centradas em 0 das seguintes

fungoes
1 1 1 z—1
- 2 1
1—z+2—z z(z—1) z+1 zsin(1/2)

3. Um ponto p € C é uma singularidade isolada de f(z) se f(z)

¢ uma funcao holomorfa num disco perfurado Ao ,(p) = D,(p)\{p} com p > 0. Pelo teorema
de Laurent 6.1, f(z) admite a representacao

o0

flz)= Z en(z—p)" se 0<|z—p|<p. (6.4)

n=—oo

A ordem de f na singularidade isolada p é ord(f,p) := inf{k t.q cx # 0}, ou seja, o nimero
n € ZU{ £ oo} tal que ¢, # 0 (se n # £00) e ¢ = 0 para todos os k < n.

A singularidade isolada é removivel se ord(f,p) = n > 0. Neste caso f admite uma extensao
holomorfa em todo o disco D,(p), definida por f(p) = ¢o. Em particular, se 0 < n < oo,
entao f tem um zero de ordem n em p, logo é da forma

Fz) = cnlz =p)" + cna(z = p)" " + ..

(= p)"g(2) (65)
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com ¢(z) holomorfa e # 0 numa vizinhanca de p. O caso ord(f,p) = oo é o caso trivial da
funcio constante e igual a zero. Por exemplo, z* tem um zero de ordem k > 1 na origem.

A singularidade isolada é um pdlo de multiplicidade m > 1 quando —oco < ord(f,m) = —m <
0, ou seja, quando f é representada por uma série de Laurent “finita” (contendo um ntdmero
finito de poténcias negativas)

(z—p)m -

p+n§,c’” (z=p)" (6.6)

com g(z) holomorfa e # 0 numa vizinhanca de p. Por exemplo, 1/zF tem um pélo de
multiplicidade k& > 1 na origem (chamado “simples” se k = 1, “duplo” se k =2, ...).
A singularidade isolada é essencial quando ord(f,p) = —oo, ou seja, quando ¢, # 0 para
infinitos n negativos. Por exemplo, !/ = 1 4+ 271 + (1/2)272 + (1/6)273 + ... tem uma
singularidade essencial na origem.

Teorema 6.2 (Riemann). Uma singularidade isolada p de uma fungdo holomorfa f(z) €
removivel sse f(z) € limitada numa vizinhanga de p.

Demonstragdo. Se |f(z)] < M numa vizinhanga perfurada D,(p)\{p} de p, entdo todos
os coeficientes negativos da série de Laurent de f em torno de p sao nulos, pois, pelas
desigualdades de Cauchy (6.3)

1
enl =g § G ) de] < e
2M8 J |z —pl=<
sen =1,2..., e e > 0 pode ser arbtrariamente pequeno. A série de Laurent f(z) =
ZZOZO ¢n(z — p)™ é portanto uma extensao holomorfa de f numa vizinhanca de p. A outra
implicacao ¢ trivial. O

Um corolario surprendente é o seguinte.

Teorema 6.3 (Casorati-Weierstrass). Se p é uma singularidad essencial de f(z), entdo a
imagem f(D,(p)\{p}) € densa no plano complexo C:

Demonstracao. Caso contrario, existem um ponto o € C e um raio € > 0 tais que a imagem
f(Dy(p)\{r}) € C\D.(c). Isto implica que a funcao g(z) := 1/(f(2) — a), holomorfa em
D,(p)\{p}, é limitada por 1/e, e portanto, pelo teorema 6.2, que ord(g,p) > 0. De con-
sequéncia, f(z) = a+1/g(z) tem, no méximo, um pélo de ordem finito em p, contrariamente
a hipétese. O

e Determine as singularidades isoladas e a natureza de

e® 1 1 e3?
il ell?

z (z—1)(2—-2) 22 22 —22-3

e Mostre que €, sin(z) ou cos(z) tém singularidades essenciais em oco.

e Mostre que uma fungao inteira com uma singularidade nao essencial em oo é um po-
linémio.
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4. O residuo da fungao holomorfa f(z) na singularidade isolada p € C
é o coeficiente Res(f,p) := c_1 na série de Laurent (6.4). Pela férmula de Cauchy 5.2, o
residuo é também igual ao integral

Res(f.p) = — f f(2) dz

~ 2

se 7 é um contorno fechado simples (orientado positivamente) que contém no seu interior
p e nenhuma outra singularidade de f(z), por exemplo, uma circunferéncia suficientemente
pequena a volta de p. (melhor seria dizer que o residuo é um invariante da forma f(z)dz, e
nao da funcao f(2)!).
O célculo dos residuos pode ser simplificado se a singularidade néao é essencial. Por exemplo,
se p é um pdlo simples de f, i.e. ord(f,p) = —1, e portanto

c_1

f(z):Zip+00+C1(2—p)+02(z—p)2+...,

entao

Res(f,p) = lim (z — p) f(2)

=1
zZ—p

Neste caso, é também util observar que, se g é uma fungao holomorfa em p, entao

] Res(fg,p) = g(p) Res(f,p) \

Se p é um poélo duplo, i.e. ord(f,p) = —2, entdo

Res(f,p) = lim (=~ p)?f(2))

Em geral, se p é um pélo de multiplicidade m > 0, i.e. ord(f,p) = —m, e portanto f(z) é da
forma (6.6) numa vizinhaca de p, entao

m—1
Res(f,p) = ! lim d ((z =p)"f(2))

(m —1)! z2=p dzm~1

Outra observagao 1til é a seguinte. Se f(z) tem um zero simples em p, i.e. é da forma

f)=c(z=p)+c2(z—p)*+...
com ¢; = f'(p) # 0, entéo

[Res(1/f,p) =1/f'(n) |

Seja 2 C C uma regiao limitada cuja fronteira 92 é uma reuniao de contornos fechados
simples. Seja f uma fun¢ao holomorfa numa vizinhanga de €2 exceto num nimero finito de

singularidade isoladas p1,ps2,--- € . Entao o teorema de Cauchy 4.5, aplicado ao dominio
obtido ao retirar de 2 uns discos suficientemente pequenos D,(py) centrados nos py’s, implica
0 seguinte

Teorema 6.4 (teorema dos residuos). Se f € holomorfa em Q C C excepto num nimero
finito de singularidades isoladas p1,ps,- -+ € (1, entdo

(2)dz = 2mi - Z Res(f, pr) (6.7)
k

f
00

e Calcule os residuos das seguintes fungoes nos pontos singulares

z 1 1 3z
¢ I N 1 Lol e
z (z—1)(z—2) z2 22—-22-3

cos(z) 22 sin(z)

2

eTI'Z

z—1 z sin(z) 23
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e Calcule os integrais

z 1 z
lz|l=1 # lo|=2 2° +1 l2j=2 (2 = 1)

172 7{ z—3 d 7{ e* d
j{z|_Re : |zj=2 2(2 — 1) : |zj=5 22 — 22— 3 :

5. Se f(z) é analitica em |z| > R e tem uma sigularidade isolada em z = oo,
entao o seu residuo no infinito é definido por

Res(f, 00) := ! f(z)dz

20 Jyzi=p

onde p > R (ou seja, é igual ao integral de f(z)/2mi ao longo de uma circunferéncia sufi-
cientemente grande orientada negativamente). Portanto, se f(z) = Y. ¢,2" ¢ a série de
Laurent que representa f(z) no anel |z| > R, entdo Res(f,00) = —c_1. Por exemplo, o
residuo no infinito da fungao f(z) = e!/# ¢é igual a —1.

O teorema dos residuos 6.4, aplicado a um disco suficientemente grande, entao implica o
seguinte

Teorema 6.5. Se f(z) € uma funcdo holomorfa em todo o plano complexo exceto num
numero finito de singularidades isoladas p1,ps,--- € C, entdo

> Res(f,pr) + Res(f,00) = 0
k

e Calcule os integrais

j{ dz f 6z J
—_— —dz
|z|=10 1+ 211 |z|=7 1+ z11

6. _ Se f(cos(0),sin(#)) é uma funcado racional de cos
e sin, entdo a substituigio z = € transforma o integral de f(cos(#),sin(6)) entre 0 e 27 no

integral de contorno
2m

(cos(6), sin(6) d6 — 7{ Fo %

0 |z]=1 tz

onde F' é a fungao racional

z4z71 z—271
F(z) =
(2):=1 ( 2 2 ) ’
pois cos(0) = (z + 1/z)/2, sin(0) = (z — 1/2)/2i e dz/iz = df. O segundo integral pode
entdo ser calculado somando 27 vezes os residuos da fungao integranda g(z) = F(z)/iz nos

pontos singulares no disco unitdrio D (se f ndo tem pdlos na circunferéncia unitéria OD).

e Mostre que, se a > b > 0,

/2” o  2n
o a-+bcos(0) aZ_—bp2

/2”d9 coma>b>0
o @+ bsin(f)

e Calcule
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o O nicleo de Poisson no disco unitdrio D é
1 10 1— 2
P,(0) ;:m( rre > r

1—rei? ) ~1—2r cos(f) + r2
com 0 < r < 1. Mostre que

1 T
~ [ p —1
o | - (0) db
7. Se f(z) = g(z)/h(z) é uma fungdo racional (quo-

ciente entre os polinémios g e h) e se o seu integral impréprio na reta real é absolutamente
convergente, ou seja, ffooo |f(x)| dz < oo (o que acontece se deg(h) > deg(g) + 1, ou seja, se
oo é um zero de ordem ord(f,00) > 1 de f, e portanto f(z) = O(|z|~2) quando |z| — o0)
entao o integral impréprio de f pode ser calculado somando 27i vezes os residuos de f no
semi-plano superior Hi, i.e.

/_00 f(z)dx = 2mi ZRes(f,p)

peH

De fato, o segundo membro é igual ao integral de f(z) ao longo do contorno formado pelo
segmento [—R, R] C R e pela semi-circunferéncia Sg = {Re' : t € [0,7]}, mas o integral
fSR f(z)dz — 0 quando R — oo (pois o integrando é limitado por |f(z)] < CR™2 e o
comprimento de Sg é igual a TR).

A mesma técnica pode ser utilizada para calcular integrais impréprios do género
o0 o0
/ f(x) cos(azx) dx e / f(z) sin(ax) dz (6.8)
— o —o0

parte real e parte imagindria de [~ f(z)e’*® dz, pois |f(2)e™*| < |f(2)] se S(z) > 0 e
a > 0. Menos 6bvio é que estes integrais podem ser calculados também quando oo é um
zero simples de f, i.e. quando ord(f,c0) =1, e portanto |f(z)| < C/|z| numa vizinhanca de
z = co. Uma possibilidade ¢ integrar a funcido meromorfa F(z) := f(z) e’** ao longo de um
retangulo de vértices —X_, X, X +Y, - X_ +:Y.
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Se X_,X;,Y > 1, entdo o interior do retangulo contém todos os pdlos de F(z) no semi-
plano superior (estamos a assumir que néo hé pélos no eixo real!). Por outro lado, os valores
absolutos dos integrais ao longo dos lados verticais e do lado superior do retangulo sao
limitados por

c (Y C e— oY X+ e~
- —ay gy < dr< S (X, +X_
Xifoe v<y o Y/%x_ (X X0,

respetivamente. Passando ao limite quando Y — oo e depois X4+ — oo, o resultado é que

/OO f(z) e do = 2mi Z Res(F,p)

peH

se a > 0 (caso contrario é necessario escolher o retangulo oposto, i.e. com Y < 0, e portanto
somar os residuos nos pélos contidos no semi-plano inferior). As partes real e imagindria
deste integral sdo os integrais (6.8).

A mesma conclusao pode ser obtida usando a seguinte observagao:
Teorema 6.6 (lema de Jordan). Se M(R) := sup, g |f(2)| = 0 quando R — oo, entdo
o integral de f(2)e'®* ao longo da semi-circunferéncia Sg = {Re® : t € [0,7]} tende para

zero quando R — oo, desde que o > 0 (se a > 0, o teorema se aplica a semi-circunferéncia
Sz ={Re" : t € [-m, 0]} no semi-plano inferior).

Demonstragio. Usando a desigualdade elementar 2¢ < sin(t) < 1 para valores de ¢ € [0, /2],

] g ) /2 )
(2)e"*dz| < M(R)R / e R gt = 2 M(R) R / e~ fisin(t) gy
Sk 0 0
w/2 -
< M(R) R/ e~ GaR/Mt g < M(R)— (1 — e~ 1)
0 2
Portanto, se M(R) — 0 quando R — oo e a > 0, este integral tende para 0. O

e Mostre que
/ *  dx
2+1
o TEF1
O nicleo de Poisson no semi-plano superior H é

Y

com y > 0. Deduza que
1 o0
— P, dr=1.
W/—oo y(2) do

e Calcule
©  dz < 2?1 * 22 +1 © dx
————dx dx —_—
| oo T+ 522 +4 oo Tt 1 oo (24 1)3
/ COQS(O&J?) da / C(;s(ozxZ) d
0 T4+ 1 —00 T4+ B
o cos(x) % sin(z)
————d ———d
/o @+ D2 +4) " / @+ 1)

e Mostre que, se a > 0,

/OO cos(z) de = ﬂg e /OO @ sin(z) de =me .
a

2 2 -
0o T2t a
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o Integre a funcéo f(z) = e®*/(1 + €*) ao longo do retangulo de vértices £R e £R + 2mi,
e mostre que, se 0 < a < 1,

et T
dr = —
Lm 1+e” sin(a)

e Integre a funcio f(z) = e 27%#/cosh(mz) ao longo do retangulo de vértices +R e
+R + 2i, e mostre que, se £ € R,

[eS) 6—271-1'{36 1
/ dx =
_oo Cosh(mz) cosh(¢)

8. Se a fungdo racional f(z) tem pdlos simples na reta real que
coincidem com os zeros de cos(x) ou sin(z), os integrais (6.8) podem também ser calculados.
Quando os pdlos simples de f(z) na reta real ndo sdo anulados pelos zeros de sin ou cos,
e portanto o integral de F(z) = f(x)e’®® nao existe, ainda é possivel (e ttil, por exemplo
na teoria da transformada de Hilbert) definir e calcular os integrais “no sentido do valor
principal”. Por exemplo, se 0 € R é o tnico pélo de F'(z) na reta real, e é um pélo simples,
entdo o valor principal (de Cauchy) do integral [, F/(x)dx é definido por

R—o0 €—=0

p.v./ F(z)dz:= lim lim F(x)dx
— 00 e<|z|<R

Seja 7 o contorno obtido unendo os segmentos € < |z| < R da reta real com as semi-
circunferéncias Sg = {Re' : t € [0, 7]} e Sc = {ee® : t € [0,7]}.

M

Se R é suficientemente grande e € > 0 é suficientemente pequeno, o teorema dos residuos diz
que

e

27ri1§{ReS(F,p)—/SR F(z)dz+/€<|Z|<RF(:c)dx—/S F(z)dz

O primeiro integral tende para 0 quando R — oo se F(z) = f(2)e'®* satisfaz as hipSteses
do lema de Jordan 6.6. O limite do ultimo integral quando € — 0 pode ser calculado
explicitamente: se F(z) = C'/z+ Fy(z), com Fy holomorfa numa vizinhanga da origem, entao
lim,_q sz f(z)dz = 7wiC, pois o integral da parte holomorfa é limitado por Mme — 0, se

M = max|.|<. | fo(2)|. E evidente como generalizar esta férmula ao caso de mais pélos simples
na reta real: cada pdlo na reta real conta “metade”, ou seja, mi vezes o residuo. O resultado
é que

o0
p.v. / F(z)dx = 2mi Z Res(F,p) + mi Z Res(F, p)
- peH peER

e Calcule

0o 0o -
p.v./ cos(ax) de p.v./ sin(ax) iz
oo L —a o TG
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9. (integral da funcao sinc) A funcao de Shannon (ou sinus cardinalis)

sine(z) = )y 264 400
X

joga um papel importante em andglise de Fourier (é a transformada de Fourier de uma funcao
carateristica), em particular nas aplicagdes & teoria da informagdo e ao processamento de
sinais digitais. A origem é uma singularidade removivel, e sinc é uma funcao inteira se o seu
valor na origem for definido sinc(0) := 1. Os seus zeros sdo os multiplos néo triviais de 7, e
Euler provou que sinc é um produto infinito

singz) _ ﬁ (1 N %Z ) (6.9)

n=1

O seu integral improprio I := fooo sinc(x) dz (que nao converge absolutamente!) pode ser
calculado observando que o residuo da fungdo f(z) = e%*/z em p = 0 é Res(f,0) = 1. Entdo

1 1/6 i 1 oo _ix
I =— lim e—dm:—_p.v./ e—dxzﬁ
21 e—0 J, T 43 x

SN /\\//\\//
V|V

10. (residuos e séries: alguns valores da funcao zeta de Riemann) A fungao f(z) = mcot(nz) tem
pdlos simples nos inteiros n € Z, com residuos Res(f,n) = 1, e é uniformemente limitada nos
lados do quadrado Qg C C de vértices R+ iR e £RF iR, com R € N+ 1/2. Pelo teorema
dos residuos 6.4, se k =1,2,3,...,

: (2) 2k o~ 1
0:1%1_{1100 aQRZWdZ:ReS(f/Z ,0)—1—2;@,

e portanto os valores da fungao zeta de Riemann ((s) :== > > 1/n® (holomorfa no semi-
plano R(s) > 1) quando s = 2k = 2,4,6,... sdo

oo

(k)= g = 3 Res(7/2%%,0)

n=1

Para calcular o residuo de f(z)/2%* em 0 é necessdrio calcular a série de Laurent da cotan-
gente num disco perfurado a volta da origem:

H(z) = cos(z)  1—2%/2+z%/24— ...
NI T SinG) T 21— 22/6 1 24120 — ...
=2 122242424 — . ) (14 22/6 — 72 /360 +...)

=zt —2/3-2%/45 — ...
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Por exemplo, Res(f/22%,0) = —w2/3, e portanto

=1 1 1 1 1 72
<) ;rﬂ +4+9+16+25+ 6 (6.10)

(a solugao do problema de Basel).

e Compare o coeficiente de 2% na série de Laurent de sin(7z)/7z e o coeficiente de 22 no
produto infinito em (6.9), e deduza a prova (original de Euler) da férmula (6.10).
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7

Separacao de variaveis, harmoénicas e modos

. (corda vibrante e harmonicas) As pequenas vibragdes transversais de uma corda de compri-

mento ¢, tensao k e densidade linear p sao modeladas pela equacao de onda
Ut — gy =0, (7.1)
com condigdes de fronteira (condigoes de Dirichlet)
u(0,t) = u(l,t) =0 vt,

onde u(x,t) denota o deslocamento transversal da corda na posigdo x € [0, ] e no tempo t, e
¢ = +/k/p. Para ter férmulas simples, consideramos £ = 7 (que corresponde a uma mudanca
de varidvel © — 2’ = wx /)

O produto u(z,t) = X(x)T(t) é uma solugdo “separdvel” da equagdo de onda (7.1) se
XT" =c2X"T, e portanto se existe uma constante A € R tal que

X" =\X e T" = AT .

As tnicas solugdes nao triviais do problema de Sturm-Liouville X/ = AX no intervalo [0, 7]

com condigoes de fronteira nulas X (0) = X (7) = 0 sdo proporcionais a X, (x) = sin(nz) e
tém valores préprios A, = —n? , com n = 1,2,3,.... Para cada um destes valores de \,, T},
é solucdo da equagdo do oscilador harménico T/ = —n?c?T,, de frequéncia nc. As solucdes
separaveis do problema da corda vibrante sao portanto as ondas estaciondrias

Up(z,t) = (an cos (nct) + by, sin (nct)) sin (nx)
= A, sin (nct + 7,) sin (nx)

comn = 1,2,3,..., onde os coeficientes a,, e by, ou a amplitude A,, = y/a2 + b2, e a fase

T, = arctan(a,/by), sdo constantes arbitrdrias (que dependem das condiges iniciais). A
linearidade da equacao de ondas implica o principio de sobreposi¢do: toda sobreposicao de
solugoes ainda é uma solugao. Em particular, se as condicoes iniciais sao sobreposigoes finitas
de harmonicas

u(z,0) = Zan sin (nx) e ug(x,0) = an sin (nx) ,
n n
entdo a solugdo é (a unicidade vem do teorema de unicidade ?7)

u(zx,t) = Z(an cos (nct) + % sin (nct)) sin (2wz/L,,) .

Primeiras 5 harmonicas de uma corda vibrante.

No caso geral em que o comprimento é ¢, as ondas estacionarias sao
un (z,t) = Ay, sin 2wt 4+ 7,,) sin (272 /4y,) comn=1,2,3,...

onde as frequéncias proprias e os comprimentos de onda sao

2¢
Vn::ni € by = —,

20 n
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comn =1,23,..., respetivamente. A primeira frequéncia, 1 = ¢/{;, é dita som (ou tom,
ou modo) fundamental, e as outras, v, = nvy = ¢/,, com n =2,3,4,..., sdo ditas n-ésimas
harmdnicas (ou overtones) da corda.

Por exemplo, se a fundamental é o A4 de 440 Hz (é o caso da segunda corda de um violino),
entao a segunda harmonica é o A5 de 880 Hz, a terceira estd proxima do Eg de 1318.5 Hz, a
quarta é o Ag de 1760 Hz, a quinta estd proxima do Cf; de 2217.5 Hz, a sexta estd préxima
do E7 de 2637 Hz, a sétima esta préxima do G7 de 3136 Hz, ... Em particular, as primeiras
harmoénicas contém a “fundamental” A, a “quinta justa” E e a “terga maior” Cf, as trés

notas (“trfade maior”) do “acorde maior

») 3

o——
X
1 2 3 4 5 & 7 & 9 10 Il 12

Primeiras 12 harmoénicas de uma corda cuja fundamental é C.

Mostre que a energia

0
E:zl/ (puf+kui) dx
2 Jo

é uma constante do movimento, ou seja, que %E = 0 (calcule a derivada e integre por
partes).
Mostre que a energia de uma onda estacionaria

Un(x,t) = Ay sin (2wvpt + 7,) sin (27 /L,,)

é dada por
E, =mM Aiyi ,

onde M = pf é a massa da corda.

Determine as vibragoes de uma corda de comprimento £ = 7 dadas as condicoes iniciais
u(z,0) = sin(3x) e ut(x,0) = 2sin(4x),
ou
u(z,0) = 3sin(z) — sin(2z) e ut(x,0) = sin(3z) .

A primeira corda de um violino, que tem comprimento 325 mm e costuma ser afinada
com uma tensao de 70 N (ou seja, ~ 7.1 Kg), vibra com frequéncias 660 Hz, 1320 Hz,
1980 Hz, ... Determine a densidade linear e o peso da corda. O que deve fazer um
violinista para obter o L45 de 880 Hz com esta corda?

[St08] 4.1.

O problema de Sturm-Liouville consiste em determinar cons-

tantes A € R e correspondentes fungdes u(x), definidas num intervalo x € [a, b], que resolvam
a equacao

L <p<x>fi’;‘) +qeu = dw(z)u

com condigbes de fronteira u(a) ou u'(a) = A e u(b) ou «/(b) = B, dadas umas fungoes p(z)
e w(z). Se definimos o operador L como

buim i (—a (b)) +atehn) = L) +

entao o problema de Sturm-Liouville consiste em resolver

Lu=M\u

ou seja, determinar os valores prdprios A\ e as correspondentes funcoes proprias u de L.

3To learn more about music, you may want to visit http://www.phys.unsw.edu.au/music/


http://www.phys.unsw.edu.au/music/
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Determine os valores préprios e as fungoes préprias de
' = -du
no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira u(0) = u(r) = 0.
e Determine os valores proprios e as fungoes proprias de
' = -du
no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira u'(0) = u/(7) = 0.
e Determine os valores proprios e as fungoes proprias de
' = -du

no intervalo x € [0, 7] com condigdes de fronteira u(0) — v/ (0) = u(m) — u/(7w) = 0.
e Mostre que as fungdes préprias u(r), com 0 < r < 0o, de

2y +ru’ = nu

quando n € Z, sdo ux(r) = rt" se n # 0, e ug(r) = 1 ou up(r) = logr se n = 0.

3. O método de separacdo de varidveis para determinar solugoes de
uma EDPs linear homogénea Lu = 0, por exemplo nas varidveis = e t, consiste em substituir
a conjetura

(1) = X(2)T(1) |

na equacao, e deduzir (A, X)T = (B;T)X, onde A, e B; sao operadores diferenciais lineares
nas varidveis x e t, respetivamente. A igualdade entdao implica que existe uma constante A
tal que X e T satisfazem as equagdes de Sturm-Liouville

A, X=)XX e  BT=)T.

As condigoes de fronteira determinam certos valores proprios A e as correspondentes fungoes
préprias admissiveis X (x) e Th\(t), e portanto as solucoes separdveis Xy (z)Tx(t). Pelo
principio de sobreposigao sao também solugoes combinagoes lineares (finitas)

u(z,t) = exXa(a)Ta(t),
A

com cy € R.

e Determine, se possivel, solugoes separaveis das seguintes EDPs.

Uy + Uy =0 tugy +ur =0 U = 2Uy
Ugg + Ugy + Uyy = 0 Uy + Ugy + Uy =0 Uty = Uy
Ugg + Uyy + Uz, =0 Ylgy + TUyy + YUz, =0 Upy = 0

4. (vibragoes amortecidas) Considere a equagao da corda vibrante “amortecida”
2 —
Ugp — C Ugzy + 20u; = 0.

em 0 < z < 7, onde > 0 é um coeficiente de atrito, com condigoes de fronteira nulas
u(0,t) = u(m,t) = 0.

e Mostre que a conjectura u,(z,t) = g, (t) sin (nz) implica que g, (t) satisfaz a EDO
Gn + w%Qn +2ag, =0,

com frequéncia w? = (cn)?.

e Deduza as solucdes separaveis do problema com atrito pequeno (i.e. a? < w?).
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5. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira) A conducado de calor num fio
condutor de comprimento 7 (para ter férmulas simples; se o comprimento for ¢, basta fazer a
mudanca de varidvel z — o’ = wa/¢) e difusividade térmica 5 > 0 é modelada pela equagéo
de calor

Ut — PBUge =0 (7.2)

onde u(z,t) é a temperatura na posi¢do x e no instante ¢. Colocamos o problema de resolver
o problema com condigoes de fronteira constantes, u(0,t) = a e u(m,t) = b para todos os
tempos ¢t > 0. A funcao

w(z,t) :=a+ b_ax

é uma solugado estaciondria, i.e. independente do tempo (o limite esperado do perfil de
temperatura quando ¢t — c0). Entao a solugdo da equacdo de calor (7.2) com condigoes de
fronteira constantes u(0,t) = a e u(m,t) = b é igual a

u(z,t) = w(z,t) + v(z,t),

onde v(x,t) é a solu¢do da equagdo de calor (7.2) com condigdes de fronteira nulas (i.e. de
Dirichlet) v(0,t) = v(mw,t) = 0.

Um célculo andlogo ao da corda vibrante mostra que as solugoes separdveis da equacao de
calor (7.2) com condiges de fronteira nulas sdo (proporcionais a)os modos

Un(z,t) = e P gin (%x)

comn =1,2,3,.... Pelo principio de sobreposi¢ao, uma sobreposicao finita de modos
v(x,t) = Z bpe "t sin (nx)
n>1

é uma solugdo da equagao com condigdes de fronteira nulas v(0,t) = 0 e v(¢,t) = 0 e condigdo

inicial
v(z,0) = Z by, sin (nx)

n>1

E importante observar que o limite de v(z,t) quando t — oo é a funcdo identicamente nula,
e portanto o limite de u(x,t) é a solugdo estaciondria w(x,t), como esperado.

e Um fio condutor de comprimento 1m e difusividade térmica 10~2cm?/s é posto em
contacto térmico, nos dois extremos, com dois reservatérios mantidos a temperatura
constante de 0°C. Sabendo que o perfil inicial da temperatura do condutor é

u(z,0) = sin (%x) x 60°C,

quanto tempo é necessario esperar para que nenhuma parte do condutor tenha tempe-
ratura superior a 4°C? O que acontece para grandes valores do tempo?
E se os dois extremos do condutor forem mantidos a temperaturas constantes de 0°C e
100°C, respectivamente, qual o perfil de temperatura do condutor passado um tempo
grande?

e Determine as solugoes da equagao de calor num condutor de comprimento 7w com
condigoes de fronteira nulas, u(0,t) = 0 e u(m,t) = 0, e condigao inicial

u(z,0) = sin(z) + 3sin(2z),

ou
u(z,0) = 7sin(7z) — sin(bzx).
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6. (condugao de calor num condutor isolado) A condugéo de calor num fio condutor termica-
mente isolado de comprimento 7 e difusividade térmica 5 > 0 é modelada pela equagao de
calor

Ut — Pz, =0,

em 0 < 2 <, com condigbes de fronteira (condi¢ées de Neumann)
uz(0,t) = ug(m,t) =0 Vt>0
(o fluxo é proporcional ao gradiente de temperatura). As solugoes separdveis sao os modos
un(z,t) = e " cos (nx)
comn =0,1,2,3,... Pelo principio de sobreposi¢ao, uma sobreposicao finita de modos

u(z,t) = ag + Z ane " cos (nx)
n>1

é uma solucao com condigao inicial

u(x,0) = ag + Z ap, cos (nx) .

n>1

O limite de u(z,t) quando t — oo é o coeficiente ag, que é a média dos valores inicias

™

1 s
ap = f/ u(z,0) dz
0
(pois os cos(nz), com n > 1, tém média nula em [0, 7]).

e Mostre que o “calor”
¢
Q) := C'/ u(z,t) dx,
0

onde C' = mec é a capacidade térmica do conductor (o produto da massa m e o calor
especifico ¢) é constante, ou seja, que %Q(t) =0.
e Determine as solugoes da equagao de calor num condutor isolado de comprimento 7 com
condicao inicial
u(x,0) = cos(x) + 3cos(2x),
ou
u(z,0) = 3 — cos(5x).
o [St08] 4.2.

7. (condugao de calor num condutor circular) Também podemos considerar um condutor isolado
circular, por exemplo uma circunferéncia de comprimento 27 (a circunferéncia unitdria S =
{e®, 2z € R/27Z} C C). Neste caso, ndo ha fronteira, e de consequéncia nao ha condigoes
de fronteira, mas condigdes de periodicidade: u(0,t) = u(27,t) para todos os tempos ¢t > 0.
Entao as solugoes separdveis da equagao de calor (7.2) sao

Un(z,t) = e Pt (a,, cos (nz) + by sin (n))
comn =0,1,2,3,.... Pelo principio de sobreposicao, uma sobreposicao finita de modos

u(z,t) = ag + Z et (an, cos (nx) + by, sin (nx))
n>1

é uma solucao com condigao inicial

u(z,0) = ap + Z (an cos (nz) + by, sin (nx)) .

n>1
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8. (calor com dispersao) Considere a equacao de calor com dispersao
Up — Blgy = U
no intervalo 0 < x < £ com condigodes de fronteira u(0,t) = u(¢,t) = 0 para todos os ¢t > 0.
e Verifique que a substituigdo v(z, t) := e~ u(x, t) transforma a equagio acima na equagio
Vg — BUge = 0.
e Determine as solugoes separaveis do problema.

9. (ondas e calor no intervalo infinito) Determine solugoes separdveis e limitadas das equagoes
de onda e de calor
Ut — c2u:}cz =0 € Ut — ﬁuzx =0

com x € R.

10. (equagao de Schrodinger livre) A “fungdo de onda” ¥ (x,t) de uma particula livre nao-
relativistica satisfaz a equacdo de Schrédinger

52
thiyy = ——Av,
2m

onde m é a massa da particula e i é a constante de Planck reduzida.

e Determine solugdes separdveis no intervalo z € [0,¢] C R, com condigdes de fronteira

nulas, ¥(0,¢) =¥ (¢, t) = 0.
e Mostre que as solugoes separaveis e limitadas na reta real sao proporcionais a

wE(x7 t) _ efiEt/heipz/h’

onde £ >0ep=+v2mkE.

e Verifique que as ondas planas
Y(x,t) = Ael&x)—wt)
sdo solucdes separaveis da equacdo de Schrodinger em R? se a frequéncia w e o ntimero

de onda & = (&1, &2, &3) satisfazem a relacao de dispersao fuw = %HEHQ

11. (equacio de Klein-Gordon) A “funcio de onda” 1 (x,t), com x € R® et € R, de uma particula
livre relativistica de massa prépria m satisfaz a equacao de Dirac, e portanto a equacao de
Klein-Gordon (em unidades de Planck®)

Py + A =mp.
e Verifique que as ondas planas
Y(x,t) = Aetl&x)—wt)

sdo solucdes separdveis da equacio de Klein-Gordon em R? se a frequéncia w e o nimero
2

de onda & = (&1, &9, &3) satisfazem a relagao de dispersio w? — ||€]|? = m?.

12. Moral: sabemos resolver o problema da corda vibrante ou os proble-
mas da conducdo de calor quando as condigdes iniciais sdo sobreposi¢oes (finitas) de ondas
estaciondrias ou modos. Isto levanta o problema de decidir quais fungdes periédicas f(z)
podem ser representadas, ou pelo menos aproximadas com precisao arbitfaria, por meio de
combinagoes lineares de senos e/ou cosenos. Em termos mais concretos, o problema é decidir
quando e em que sentido uma fungéo f(z), periodica de periodo 2w, pode ser representada

como uma série
E Cneznx .

neZ
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8 Séries de Fourier

1. (epiciclos e deferentes) A ideia de Aristételes e Platao, de que “todos os movimentos sao
combinacoes de movimentos circulares uniformes” estd na base dos calendérios calculados por
Iparco e Ptolomeu, e transmitidos pelos drabes no Almagesto. Nestas cosmologias, cada corpo
celeste, estrelas fixas ou errantes, descreve uma circunferéncia, dita epiciclo, a volta de uma
circunferéncia, que por sua vez descreve uma circunferéncia & volta de uma circunferéncia,
..., que por sua vez descreve uma circunferéncia a volta de uma circunferéncia inicial, dita
deferente, centrada na Terra. Até o sistema de Copérnico funciona assim: a tinica novidade,
que também nao é uma novidade porque os préprios gregos consideraram esta possibilidade,
é que o centro do deferente é colocado no Sol, ideia que pareceu simplificar muito o modelo.

2. (aproximagao de fungoes peridédicas por polinémios trigonométricos) A intuigdo subjacente é
que todo movimento peridédico planar pode ser aproximado com precisao arbitraria por uma
sobreposicdo finita de movimentos circulares uniformes.” Este é o contetido da Anélise de
Fourier. Un polindmio trigonométrico (complexo) de grau < N definido na circunferéncia
T := R/27Z (ou seja, periédico de perfodo 27) é uma sobreposicao finita

N
p(t): Z Cneint
n=—N

de (ondas planas) harménicas e, (t) := e, com coeficientes ¢, € C. Se ¢, = ¢, para todos
0s n, entao o polinémio é real, e pode ser representado como combinagao linear real de senos
e cosenos. O problema é o de determinar, fixado um grau N, o polinémio trigonométrico p(t)
que melhor aproxima uma fun¢ao periédica f(t) (de perfodo 27). A ideia de Bessel (1828) é
escolher os coeficientes ci’s usando o principio dos minimos quadrados, ou seja, procurando

minimizar a “soma dos quadrados das distancias” entre f(¢) e a sobreposigao p(t), o integral

[ i@ - ar.

3. (geometria do espaco das funcoes de quadrado integravel) O problema de minimizacdo de
Bessel admite uma interpretacao geométrica. Seja R(T) o espago vetorial complexo das
fungoes Riemann-integréveis f : R/27Z — C definidas na circunferéncia R/277Z ~ (—m, 7]
(ou, equivalentemente, definidas na reta real e periddicas de periodo 27), munido do produto
interno e da norma L?, definidos por

T e AR (CTICL S Vi PV T

5G. Gallavotti, Quasi periodic motions from Hipparchus to Kolmogorov, Rendiconti Lincei - Matematica e
Applicazioni, Series 9, Band 12, No. 2 (2001), 125-152 (http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004).
See also Mark Eichenlaub’s answer in Fourier transform for dummies and this video.


http://arxiv.org/abs/chao-dyn/9907004
http://math.stackexchange.com/questions/1002/fourier-transform-for-dummies
http://www.youtube.com/watch?v=QVuU2YCwHjw
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respetivamente. Apesar do nome, esta norma néo é estritamente positiva, pois pode acontecer
que || f]|2 = 0 para fungdes f que ndo sdo identicamente nulas. Os matemdticos dizem que este
é um espago pré-Hilbertiano. O produto interno permite definir a ortogonalidade, e portanto
enunciar o teorema de Pitagoras. O produto interno e a norma L? também satisfazem a

Teorema 8.1 (desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se f,g € R(R/27Z), entao

| (fr9)a | < 17112 Mlgll2

Demonstrag¢io. Se ||f|l2 = 0 ou ||g|l2 = 0 a desigualdade é trivial. Nos outros casos, a
desigualdade elementar |2ab| < |a|? + |b|? implica que, se A > 0,

f(z) ()| < SOf(@)] + A g(@)[?),

N | =

e portanto, integrando, que

1
[{£9)21 < 5 (AIFIZ+ A7 gl3) -

A desigualdade de Cauchy-Schwarz segue ao escolher A = ||g||2/|| f||2- O

A desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que a norma satisfaz a desigualdade do tridngulo
If+gll2 < |Ifllz2+ llgll2- Entéo o quociente R(R/277Z)/ ~ pela relagdo de equivaléncia f ~ g
se ||f — g|l = 0 é um espago euclidiano complexo (de dimensao infinita).
Dois vetores f e g sdo ditos ortogonais quando (f, g), = 0. O teorema de Pitdgoras diz que
se f e g s@o ortogonais entao

I1f+gli3 = 11713+ llgll3 -

As harmdnicas, ou ondas planas (ou cardcteres, na linguagem dos mateméticos),
. _int
en(t) :i=e
com n € Z, formam um sistema ortonormado, pois (e, €,,), =0 se n # m, e |ley]l2 = 1.

e Verifique as relagoes de ortogonalidade

(€nyem) S 7Teimﬁe*“”‘"’”d:c— L sen=m
M2 o 1 0 sen#m

4. Fixado um inteiro N > 0, seja Ex ~ C2N+1
o subsespaco de dimenséo finita de R(R/27Z) gerado pelas harménicas e,,’s com |n| < N.
Os vetores/pontos de £y sao chamados polindmios trigonométricos de grau N, e sdo somas
finitas

N
p(t): Z Cneint
n=—N

com coeficientes ¢, € C. Usando a identidade de Euler ¢ = cos(#) + isin(f), é também
possivel representar os pontos de £y como combinagoes lineares de cos(nt) e sin(nt), com
0<n<N.

Dada uma fungéo f € R(R/27Z), colocamos o problema de minimizar a sua distancia || f —v||
com os pontos do subespaco Ex. A intuicdo geométrica (nos espagos de dimensdo finita)
sugere que o minimo seja atingido quando v é igual a projegao ortogonal de f sobre &y, 0
polinémio trigonométrico

Snf= Z Cn€n ,

In|<N
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onde os coeficientes ¢, sdo os produtos internos (i.e. as componentes)
™

1 .
Cp = <f7 €n>2 = % (t) e—Znt dt )

Os ¢,’s sao chamados coeficientes de Fourier de f relativamente ao sistema ortonormado
dos e,’s. De fato, um calculo elementar mostra que a diferénca f — Sy f € ortogonal a En
(sendo ortogonal a todas as harmoénicas e, € Ey), e portanto, se p € Ex é qualquer outro
ponto, pelo teorema de Pitagoras

If =pl3=1I(f = Sxf)+ (Snf—p)|I3
=|f - Snfl3+1ISnf—pl3>|If - Snfl3.

Mais um céalculo elementar mostra que o quadrado da distancia entre f e Sy f é

0<|f=Snfla =115 D leal? (8.1)

InI<N

Em particular, a série de termos nao-negativos lca|? é limitada, logo convergente. No
limite quando N — oo obtemos a

Teorema 8.2 (desigualdade de Bessel). Se f € R(R/27Z) e ¢, = (f,en), sdo os seus
coeficientes de Fourier, entdo
doleal? < IfI3

nez

e Considere o espago &y munido do produto interno (-,-),. Mostre que o operador La-
placiano A : Ey — En é auto-adjunto, e que é diagonal na base formada pelos e, ’s.
Calcule a sua matriz nesta base (ou seja, os seus valores préprios).

5. Os coeficientes de Fourier de uma funcao integravel sao sucessoes
(cn)nez tais que Y, |cn|* < 00. O espago de todas estas sucessoes é chamado ¢?(Z), e pode
ser munido de um produto interno

(¢c,d) :== Z Cndy
neZ
que induz a norma
1/2
llell = v/{c, ) = (Z |0n|2>
ne

A desigualdade de Cauchy-Schwarz no espago ¢?(Z) é

S ends| < (ch|2>1/2 <Z |dn2>1/2

ne”Z nez nez

Portanto a “transformada de Fourier”, o operador F : f — (¢, ), que associa a cada funcao
integrével na circunferéncia a sucessdo dos seus coeficientes de Fourier, envia R(R/27Z) em
(2(Z). A desigualdade de Bessel diz que este operador nao dilata as normas.

6. Seja f(x) é uma fungdo integrével em R/27Z, ou seja, uma funcao f : R —
C periédica de periodo 27, e portanto determinada pelos seus valores no intervalo (—m, 7).
A série de Fourier (complexa) de f(x) é a série formal

fl@)~ > cpem® (8.2)

n=—oo
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“ 7

(o simbolo “~” é apenas uma notagao para dizer que a série a direita, que pode nao ser
convergente!, é a série de Fourier da fungdo & esquerdal), onde os coeficientes de Fourier
(complezos) de f sdo os niimeros complexos

1

o | f( )e " dx (8.3)

Cn:f(n):

Em particular, o coeficiente ¢y é a média de f no intervalo [—m, 7] (ou em qualquer outro
intervalo de comprimento 27).

As “somas parciais da série de Fourier” sao os polinémios trigonométricos
SNf E cn

Usando a férmula de Euler ¢’ = cos(#)+i sin(6), a série de Fourier (8.2) pode ser representada
como uma série de senos e cosenos

~ 2y Z ay, cos (nx) + by, sin (nx)) (8.4)

onde ag/2 =cp, € ap, =Cp + c—p e by, =i (cy, —c_p) se n > 1, ou seja,

an = — f( ) cos (nx) dx e b, = — f( )sin (nx) dx .

L — -

E evidente que se f tem valores reais entao também os seus coeficientes a,, e b, sao reais.

Se f(x) é par, entao ¢, = c_p, logo b, = 0, para todos os n > 1, e a série de Fourier de f é
uma série de cosenos ag/2 + ), a, cos(nx) com coeficientes

ap, = 2 f(x) cos (nx) dx.
T Jo

Se f(z) é {impar, entdo ¢, = —c_y, logo a,, = 0, para todos os n > 0, e a série de Fouier de
f é uma série de senos ), a,sin(nx) com coeficientes

_ i/ow f(z)sin (ne) dz.

e Determine as séries de Fourier das seguintes fungoes periddicas de periodo 27 definidas,
no intervalo [—m, 7] por (as solugdes estdo no formulario!)

fOy=0, fO) =10,  f0) =0,

< B 1 se0<bO<m
0 se —w<0<0 ’ 2@(9)_1_{—1 se —m<6<0

T™T—T se g <wz<m
Z(x) = x se — 5 <w<73
—T—x se —7r§x<—g
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e Mostre que a série de Fourier complexa da funcdo sawtooth (dente de serra) S(6),
periédica de periodo 27 e definida por

T—0 se0<O<m
5(0)'_{ —m—0 se —w<60<0

no intervalo -7 < 60 < 7, é

1 ein@

SO)~=>" =2 %Sin(nH).

1 n
n#0

e Mostre que a série de Fourier complexa da fungao square wave Q(6), peridédica de
periodo 27 e definida por

| 41 selz|<m/2
Q(x)'_{ -1 serm/2<z<m

no intervalo —w < 0 <, é

Q) ~ 2 Z sin(nr/2) S % <cos(ac) - 1005(31‘) + ;COS(&Z‘)—) .

T oy n 3

e [St08] 5.1, 5.2.
7. (séries de Fourier e séries de Laurent) Seja g(z) é uma func¢ao holomorfa numa regiao Q C C

que contém (um anel que contém) a circunferéncia unitaria S := {z € C s.t. |z| =1}. A sua
expansao em série de Laurent centrada em p = 0,

g(z) = Z cn2"

pode ser escrita, nos pontos z = ¢ € S (i.e. com 0 € R/27Z), como

oo
g(eié): Z Cneinf)

onde ) () ) .
g\z i0\ _—ind
271 \z|:1 Zn+1 * 27 /_ﬂ. g(e )e

Os “coeficientes” ¢,, da série de Laurent de g(z) sao portanto os coeficientes de Fourier da
funcio f(0) := g(e"), periédica de perfodo 2m. Neste caso, a série de Fourier de f(f) é
convergente, uniformemente na circunferéncia R/27Z, e converge para a prépria funcio.

8. Seja f(x) é uma fungdo integravel

em R/2(Z, ou seja, uma fungdo f : R — C periddica de periodo 2¢, e portanto determinada
pelos seus valores no intervalo [—¢, ¢]. A série de Fourier (real) de f(x) é

f(z) ~ % + Z (an cos (%x) + by, sin (%x))
n=1
onde os coeficientes de Fourier de f sao definidos pelos integrais

ap, = 2/_2 f(x) cos (%m) dz e by, == 2/_2 f(z)sin (W?nx) dz .

Também é 1til, na resolugao de problemas como a corda vibrante ou a popagacao de calor,
desenvolver fungoes, definidas num intervalo [0,7), em séries de apenas senos ou apenas
€OSenos.
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A série de Fourier de senos da funcdo f(z), definida no intervalo 0 < z < ¢, é a série de
Fourier da extensao impar 2¢-periddica de f, ou seja,

flx) ~ i by, sin (%x) onde by, = ?/e f(x)sin (%x) dx .
n=1 0

A série de Fourier de cosenos da fungao f(x), definida no intervalo 0 < x < ¢, é a série de
Fourier da extensao par 2¢-periddica de f, ou seja,

flx) ~ % + niozlan cos (%x) , onde ap, = 2/02 f(z) cos (%m) dx .

e Determine as séries de Fourier de senos (ou seja, da extensdo {mpar e 2m-periddica)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < 6 < 7 (algumas solugdes estdo no
formulério!):

0 se0 <6< m/2
1 1 — cos(20) f(9)={ T—0 se 7r/_2<0</7r

e Determine as séries de Fourier de cosenos (ou seja, da extenséao par e 2m-periddica)
das seguintes funcoes definidas no intervalo 0 < 6 < x (algumas solugoes estdao no
formuldrio!):

1 sin(26) T—0
9. Uma fungao f, definida num intervalo [a, b], é seccionalmente
continua se é continua em todos os pontos do intervalo exceto num ndmero finito de pontos
a<m < a9 < -+ < 2y < b, onde admite limites laterais f(a%) = lim,_, - f(z) finitos.

Uma fungao seccionalmente continua é integravel.

Se a funcgao f ¢é limitada entao os coeficientes de Fourier também sao limitados. De fato, se
|f(x)] < M entao

1 s
< — Mdx < M.
2

—T

1 (7 ;
e (z) ™" dx

|f(n)] =

~

Se f é continua, a intuicdo sugere que os coeficientes f(n) com |n| grande sejam pequenos.

A ideia é que as harménica €™ = cos(nx) + isin(nz) com |n| > 1 oscilam rapidamente
em intervalos pequenos, onde f nao varia muito por ser continua, e portanto acontecem
cancelacoes entre termos positivos e termos negativos.

Teorema 8.3 (lema de Riemann-Lebesgue). Se f : R/27Z — C ¢ integrdvel (por exemplo,
seccionalmente continua) entao f(n) — 0 quando n — %oo.

Demonstragao. A desigualdade de Bessel 8.2 diz que se f é uma funcdo integravel entao
a série Y |c,|? é convergente. Mas os termos de uma série convergentes decrescem para 0
quando n — Foo. O

10. A relacao entre séries de Fourier e derivadas estd no
seguinte facto.

Teorema 8.4. Se a k-ésima derivada de f existe e € integrdvel, por exemplo se f € de
classe C*, entdo os coeficientes de Fourier da k-ésima derivada de f sdo

— ~

F®(n) = (in)* f(n)
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Demonstragio. Se f’ é integrdvel, entao os seus coeficientes de Fourier sao

Fin) = %[ () e dx
1

—inz]™ 1 " . —inxz
=5 [f(x) e ]_Tr o | (z) (—in)e dx
1 4 . ~
=in ) f(z)e ™ dx =in f(n)
O teorema segue por indugao. O

Esta relagao simples entre coeficientes de Fourier e derivadas é a razao principal da utilidade
das séries de Fourier na andlise das equagoes diferenciais. Diz é que a “transformada de
Fourier”, o operador F : f — f, que envia uma fungéo f(z) na sucessio (¢, )nez dos seus co-
eficientes de Fourier, transforma derivadas f — f’ em produtos c,, — in c,. De consequéncia,
no espago dos coeficientes de Fourier, uma equagao diferencial é uma equagao algébrica!

O lema de Riemann-Lebesgue 8.3 aplicado & k-ésima derivada entao implica que

Teorema 8.5. Os coeficientes de Fourier de uma fungao de classe C* decaem mais rdpido
que |n|7%, ou seja,

fn) = o|n|™*)

quando n — +oo.

De consequéncia, os coeficientes de Fourier de uma fungao de classe C* decrescem mais
rapido que o inverso de qualquer poténcia |n|*.

e Determine a série de Fourier de uma fungao periédica de perfodo 27 (i.e uma fungao
f:R/27Z — C) e de classe C! que resolva a “equacdo cohomoldgica”

f=0

ou a equacao de Laplace

f=0.
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Séries de Fourier em [—, 7]

complexa f(x) ~ Ziooo Cnemx Cp = 5= fjﬂ efimcf(x) dx
real f(x) ~ % +37° | (ay cos (nx) + by sin (nx)) an =1 [T f(z)cos (nz)dw
bp =2 ["_ f(z)sin (nz) dx

Algumas séries de Fourier em [—7, 7]

20(z) —1:

—

se0<zr<m

0 se —7<z<0

™=
- —X

se0<z<m
se —m<x<0

seg§x<7r

s T
se —5 <G
se —m<zT<—%

se0<zr<m
se — 1t <x<0

x ~ 2 (sin(z) — §sin(2z) + £ sin(3z) — § sin(4z) +...)

~ %2 — 4 (cos(z) — § cos(2z) + § cos(3x) — 15 cos(4x) + ... )

— 4 (cos(x) + § cos(3z) + 5= cos(5x) + 75 cos(Tx) +...)

9

~ 14 2 (sin(z) + 3 sin(3z) + 1 sin(5z) + £ sin(7z) +...)
~ 2 (sin(z) + § sin(3z) + £ sin(5z) + % sin(7z) +...)

e 3

~ 2 (sin(z) — §sin(3z) + % sin(5z) — 2 sin(7z) +...)

~ 2 (sin(z) + § sin(2z) + § sin(3z) + § sin(4a) +...)
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9

Convergéncia das séries de Fourier

. (sucessoes e séries de fungoes) Seja (f,,) uma sucessido de fungoes f,, : X — C (ou R), definidas

numa regido X C R? fixada (por exemplo, um intervalo [a, b] da reta real).

Uma funcdo f : X — C é o limite pontual das f,’s, ou f,, — f pontualmente (ou seja, “as
fn's convergem pontualmente para f”), se f,(x) — f(x) para todo o x € X. Isto significa
que para cada x e cada £ > 0 existe um tempo 7 (que depende de ¢ e do ponto z) tal que
|fn(z) — f(z)| <esen>m.

Acontece que o limite pontual ndo herda necessariamente as boas propriedades das f,,’s. Por
exemplo, o limite pontual de uma sucessao de fungoes continuas pode nao ser uma funcao
continua (qual o limite pontual da sucessdo f,(z) = 2™ definida em [0,1] 7).

A norma uniforme no espago linear C,(X) das fungoes limitadas definidas em X é
[flloc == sup | f(z)].
zeX

Induzes a distincia uniforme distoo(f, g) := ||f — 9lloo-

Uma funcéo f : X — C é o limite uniforme das f,’s, ou f, — f uniformemente (ou seja,
as fp’s convergem uniformemente para f), se || fn — flloo = 0 quando n — co. Isto significa
que para cada € > 0 existe um tempo 7 (que depende de ¢ mas é independente do ponto z,
ou seja, “uniforme em z”) tal que |f,(x) — f(x)| < € para todo o z € X se n > 7.

O teste de Cauchy para a convergéncia uniforme é o seguinte: f, — f uniformemente sse
para todo o € > 0 existe um tempo 7 tal que ||fn — finlloo < € quando n,m > 7.

Teorema 9.1. O limite uniforme de uma sucessio de fungdes continuas € uma funcao
continua.

Demonstragdo. Sejae > 0. Se n é suficientemente grande, entéo | f,,(z)— f(x)| < € para todo
o z € X. Pela continuidade de f,, existe § > 0 tal que |f,(z) — fn(2')| < € se |z — 2’| < 4.
Entao, pela desigualdade do triangulo,

[f (@) = @) < [f(@) = ful@)| + [ fulz) = ful@)] + [ fula’) = f(2)]

<e4e+e
se |z — 2’| < 0. O

Uma série de funcoes ), fn(x) converge uniformemente para uma funcéo F(z) num dominio
X C R? se a sucessdo das somas parciais S, (z) := fi(z) + fa(x) + -+ + fn(x) converge
uniformemente para F', ou seja se ||Sp, — Fllec — 0 quando n — oo.

O critério de Cauchy para a convergéncia uniforme de uma série é o seguinte: > fn(z)
converge uniformemente para F (;v) se para todo o € > 0, existe um tempo 7 tal que

[Snm (@) = Sn(@)] = [far1(2) + frpa() + -+ foim(@)| <e

para todoox € D e todososn >mnem > 1.

Se os termos f,,(x) da série sdo limitados uniformemente pelos termos de uma série numérica
>0 My, ou seja, se |f ()| < M, para todo o z € X, entao

|[frt1(2) + fr2(@) + -+ foam(@)] < [Mpg1 + Moy + -+ My
Em particular,

Teorema 9.2 (Teste M de Weierstrass). Se > M, € uma série (numérica) convergente e
| falloo < M, para todo o n, entdo a série de fungoes Y, fn(x) € uniformemente convergente.
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Se as f,,’s sdo continuas, entdo também as somas parciais S,, sdo continuas, e de consequéncia,
pelo teorema 9.1, o limite uniforme da série ) f,(z) é também uma funcdo continua.

A convergéncia uniforme da série ) f,(x) de funcoes continuas f,,’s num intervalo limitado
[a,b] garante que o integral da soma é a soma dos integrais, i.e.

/ab (zn:fn(z)> dr = zﬂ:/ﬂb fula) dz .

A convergéncia uniforme da série ) f,(x) (mas é suficiente a convergéncia apenas num
ponto!) e da série das derivadas Y., f’(z) de fungoes f,’s de classe C! num intervalo [a, b]
garantem que a soma y_ fn(x) é uma fungao derivavel, e que a sua derivada pode ser
calculada somando as derivadas das f,,’s, i.e.

(Z fn($)> O ACE

e Determine o limite pontual da sucessao f,(z) = z", definida no intervalo [0, 1].
e A sucessdo fn(x) = sin(nx), definida em [—, 7], converge pontualmente?

e Use o teste M de Weierstrass, o teorema 9.2, para mostrar que a série

ful@) =Y % cos(nz)

n>1
é uniformemente convergente.

2. A série de Furier de uma
funcio de classe C? converge uniformemente (para uma funcio continua), pois, pelo teorema
8.4 e pelo lema de Riemann-Lebsesgue 8.3, os seus coeficientes de Fourier sao limitados por

M

n2

1f(n)] <

o~

(se n # 0), e de consequéncia a série de Fourier ), f(n)e

inx

é uniformemente convergente.

De fato, pela convergéncia uniforme da série de Fourier é suficiente uma regularidade menor.
Uma funcao f é seccionalmente reqular se é continua e se a sua derivada f’ é seccionalmente
continua.

Teorema 9.3. A série de Fourier de uma funcgao seccionalmente reqular, por exemplo de
classe C', é uniformemente absolutamente convergente.

Demonstracdao. Pelo teorema 11.7, a desigualdade de Cauchy-Schwarz 8.1, e depois pela
desigualdade de Bessel 8.2, a série dos médulos é limitada por

Y1) = |co|+z|f|’<7;|l>l

nez n#0
<leol+ D 1/Inf2 D 1F ()2
n#0 n#0
<leol +ClIf'll2
onde C? =23 1/n? < cc. O

~

Se a série de Fourier de f converge uniformemente, a sua soma ) f(n)e™* é uma funcao
continua. Esta soma tem grandes probabilidades de ser a propria f. De fato, é possivel
provar o seguinte resultado de unicidade.

nx
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Teorema 9.4. Se f(x) € uma fungao continua na circunferéncia R/2wZ e os seus coefici-
entes de Fourier sao nulos, i.e. f(n) =0 para todo n € Z, entao f(x) = 0.

Demonstragdo. A ideia é a seguinte (os detalhes da demonstragao estao em [SS031], Theorem
2.1 e Corollary 2.2.). Queremos provar que se x é um ponto de continuidade de f, que a
menos de translagoes podemos assumir ser x = 0, e se f(0) > 0, entdo os coeficientes de
Fourier ]?(n) nao podem ser todos nulos. Assumimos que todos os j?(n) sejam nulos. A
ideia é considerar uma pequena translacao p(z) = cos(x) + ¢ do coseno de maneira tal que
Ip(z)] < & < 1 fora duma vizinhanga |z| < § da origem onde |f(z)| > f(0)/2, que p(z) > 0
se |z| <4, e que |p(x)] > A > 1se|z| < <. Entao é claro que as poténcias

pr(z) = (p(x))"*

~ . , . . ’ . . ™ 7
sao polinémios trigonométricos, e o integral [ f(x)py(z) dz — oo quando k — oco. Isto é
um absurdo, pois (f,pg) é uma combinagdo linear de coeficentes de Fourier de f, que séo
nulos. O

Um corolario é que duas fungoes continuas que tém os mesmos coeficientes de Fourier sao
necessariamente iguais. Por outro lado, ¢ facil ver que se a série de Fourier de f converge
uniformemente, entao os seu coeficientes de Fourier sdo os préprios f(n) (trocando somas e
integral). De consequéncia, se a série de Fourier de uma fungao continua f(z) converge uni-
formemente, entao converge uniformemente para a propria f (w) Isto acontece, por exemplo,

para uma funcdo de classe C'.

Teorema 9.5. A série de Fourier de uma fungao f(x) seccionalmente regular, por exemplo
de classe C1, converge absolutamente e uniformemente para f(z).

3. O produto de convolugdo entre as fungoes integraveis f, g € R(R/277Z),
pensadas como fungoes periddicas de periodo 27 na reta, é a fungao

1 T
(frg)(@):= o | Ffly)glz—y)dy.
a —T
também periédica de periodo 2w. Um interpretacao é que o valor de f * g num ponto x é
uma “média” pesada dos valores f(y), os pesos sendo os valores g(x — y) da funcao g.

O produto de convolugao é simétrico, i.e. f* g = g* f, e linear nas duas varidveis, ou seja,
fx(Ag) =A(f*g) paratodosos A€ R, e fx(g+h) = f*g+ f*h. Etambém associativo,
ou seja, (f*g)*xh= f=(g*h). As demonstracoes sdo elementares.

Outro fenémeno importante é que o produto de convolucao de duas fungoes integraveis é

uma fungao continua! A convolugao melhora a regularidade das fungdes (mas a prova nao é
elementar).

A importancia do produto de convolugao na teoria das série de Fourier e nas suas aplicagoes
as equagoes diferenciais depende do seguinte resultado.

Teorema 9.6. Os coeficientes de Fourier de um produto de convolucdo sao iguais aos
produtos dos coeficientes de Fourier dos fatores, i.e.

— ~

(f x9)(n) = f(n)g(n)

Demonstracdo. Se f e g sao continuas

— 1

T rg)(n) = ”Cwmmwﬂmgamm

27 L \27 J_,

= %/_ fly)e i <2177/_ glz —y)e "M@=y d:c) dy
- L f@6m<1/gwemm>@

2 J_, 2 J_,

~

= [(n)g(n)
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O caso geral usa o seguinte teorema de aproximagao: se f é uma fungao integravel e limitada
por M, existe uma sucesséo (f;) de fungées continuas limitadas por M e tais que os integrais
das diferencas |f — fx| tendem para 0 quando k — oo. Os detalhes estdo em [SSO3I]. O

4. Seja f : R/27Z — C uma funcdo integravel e
¢, 0s seus coeficientes de Fourier. As somas parciais da série de Fourier de f podem ser
representadas como o produto de convolugao

N ™
Snf(x ch Z(;T i f(y)e"”ydy>e
=% Jw) Dxta =) dy

da prépria funcao com o nicleo de Dirichlet, definido por

N
§ eZTLI
=N

_ sin (N + 1/2)x)
sin(z/2)

(9.2)

Teorema 9.7. Se f(x) é uma funcgdo seccionalmente regqular, entdo as somas parciais Sy f(x)
da sua série de Fourier convergem em cada ponto x para o valor médio dos limites laterais

f(x%), ou seja, N )
Suse) — L)

quando N — oco. Em particular, convergem para f(x) nos pontos onde f € continua.

Demonstracao. O nucleo de Dirichlet pode ser representado como

N
Dy(z)=1+2 Z cos(nx)
n=1
e portanto
S OD (x)dx—i WD (ac)dx—1 (9.3)
27 N T ), N 2 '

Usando (9.1) e as (9.3), e depois (9.2), podemos representar a diferenca entre as somas
parciais Sy f(z) e o valor médio (f(z)+ f(27))/2 como um integral

Snf(z) - 5(( )+ @)

:% (I+y) f(@7))D ()dy+i/ﬂ(f(x+y)—f(x+))DN(y)dy
0

_ 2
1 [7 . )
_ 5/ F(x,y) (ez(N+1)y . ezNy) dy

onde F' é a fungao definida por

fety)—f(=7)
ST — se —m<y<0
F(z y){ feAp =) ’

6“171 sed<y<m
Se f é seccionalmente regular, entdo F(z,%y) admite limites laterais quando y — 0%, pela
regra de 'Hopital, e portanto é seccionalemente continua. Entao os integrais de F(z,y) vezes
e'NY convergem para zero quando N — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue 8.3. O
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Em particular, pelo teorema 9.3, a série de Fourier de uma funcéo f(z) continua e seccio-
nalmente regular converge para f(x) na norma uniforme, ou seja, ||f — Sy f||ooc = 0 quando
N — 0.

A hipétese no teorema 9.7 ndo é a melhor possivel. Para a convergéncia no ponto x é
suficiente que a funcao F(z,y), definida na demonstracao, seja integravel, em quanto fungao
de y, numa vizinhanca de y = 0. Esta é chamada “condicao de Dini”.

Também é possivel ler a regularidade de uma fungéo no decaimento dos seus coeficientes de
Fourier.

Teorema 9.8. Se os coeficientes de Fourier ¢, de uma fun¢do f decaem como
jea] < C fn|~ )

com o > 1, uma constante C > 0 e um natural k, entdo a funcdo f € de classe C*.

~ yan . . ’ ] z
Demonstragio. Para cada 0 < k' < k, a série de Fourier Y (in)* c,e"* é absolutamente e
uniformemente convergentes, pois

Yol leal <3 Inl* < oo
n n

se a > 1. A sua soma ¢ uma func¢ao continua, igual a k’-ésima derivada de f(z) =), c,e™”.
O

Verifique a férmula (9.2) para o nicleo de Dirichlet (use as somas parciais da série
geométrica).

Verifique que
1 s
% . DN (.’E) dr=1

Calcule a série de Fourier de f(x) = |z| em z = 0 e deduza a identidade

PP I TS I
9 25 49 81 T8

2

Calcule a série de Fourier de f(z) = 2* em z = 0 e deduza a identidade

49 16 25 36 127
ou em r = 7 e deduza a identidade
QLU S S S
49 16 25 36 6
5. A “fun¢ao” delta de Dirac em R/27Z é definida

pela identidade formal
fy)o(z —y)dy = f(x),

se f(x) é uma funcdo continua e periédica de periodo 27. De facto, § ndo é uma fungao, mas
uma “medida”, um funcional linear definido no espaco C°(R/27Z) das funcdes continuas na
circunferéncia, que associa a funcdo f(z) o valor (9, f) := f(0) . Pode ser definida/pensada
como sendo um limite (no sentido das distribuigdes) de uma familia de fungoes satisfazendo
as propriedades codificadas na definigao de “identidade aproximada’.

Uma identidade aproximada (ou good kernels) na circunferéncia R/277Z é uma sucessiao
(Kp)nez de fungoes integraveis K, (x) de massa total unitdria, i.e.

1 s

— Kp(z)de =1, (9.4)

2 J_,
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uniformemente integraveis, i.e. tais que existe M > 0 tal que
/ K (2)] dz < M (9.5)

para todos os n € N (esta condic@o é uma consequéncia de (9.4) se K, () > 0), e tais que,
para cada d > 0, os integrais

I1,(6) := / y K (2)| dz — 0 (9.6)

quando n — oo (ou seja, assimptoticamente concentradas na origem).

A expressao “identidade aproximada” é justificada pelo seguinte

Teorema 9.9. Se f € uma fun¢do continua e (K, )nen € uma identidade aprozimada, entdo

(f * Kn)(2) = o

o [ e n) Kalw)dy — £(2)

uniformemente quando n — oo.

Demonstragao. Seja € > 0. Pela continuidade uniforme de f (continua e periédica), existe
d > 0 tal que |f(x) — f(y)| < e/M se |z —y| < J. Seja m = sup, | f(z)|. Usando (9.4),

™

(f * Ko@) — f(z) = / (F(z — ) — f(@)) Knly) dy

—T

:/|<5(f(‘"”‘y)‘f<z>)f(n<y> dy +/ (f(z = y) = f(@)) Knly) dy

|| >3

O médulo do primeiro integral é limitado por €, pela (9.5). O mddulo do segundo integral
¢ limitado por 2m I,,(9), definido na (9.6). Como I,,(§) — 0, existe 7 tal que I,,(8) < £/2m
se n > m. De consequéncia, se n > 7, a distancia entre f(z) e (f *x K,,)(z) é limitada por 2¢,
independentemente de x. O

A delta de Dirac pode entdo ser interpretada/definida como o limite § = lim,,_, o, K, ou
seja, pela seguinte identidade formal: f * ¢ := lim,, oo f * K.

e Verifique que a familia de fungoes definidas por K, (x) =n/2 se |z| < 1/ne K,(z) =0
se |z| > 1/n, forma uma identidade aproximada.

6. As somas de Cesaro de uma série
>, Gn s20 as médias aritméticas

81+ 82+ ...8,
n

Sy =

das somas parciais s, = Y ,_, a,. A sucessao das S,, pode ser convergente também quando
a série Y a, é divergente.

As somas de Cesdro da série de Fourier de uma fungéo integravel f sdo chamadas somas de
Fejer. Um célculo mostra que sao dadas pela convolugao

Fif(r) = 5z (Sof(2) + S1£(x) + Saf () + .. S 1S ()

= % _: f) (;, nz_% Dy (z — y)) dy (9.7)
1

= L[ ) Fxta—y)dy

2 J_ .
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da prépria funcao com o nicleo de Fejer, definido por

iy sin® (Nz
Fy(z) = % Z Dy (z) = Jifsmz(évz/;?) (9.8)
n=0

E. evidente que as Fy f () sdo, assim como as Sy f(x), polinémios trigonométricos de grau
N. Acontece que

Teorema 9.10. Os nicleos de Fejer formam uma identidade aprorimada.

Demonstra¢ao. A massa total de cada Fy (que é uma fungdo ndo negativa) é igual a um,
pois 0 mesmo acontece para os D,,, dos quais Fy é a média aritmética. Se 0 < § < |z| <
entdo sin?(z/2) > ¢ > 0, e de consequéncia

1
F < —.
N(@) < —

Isto implica que

/ |y ()| dz = 0
s<lal<n

quando N — oo. O

Portanto, pela férmula (9.7) e pelo teorema 9.9,

Teorema 9.11 (Fejer). Se f(x) € uma fungdo continua na circunferéncia R/2nZ, entdo as
somas de Fejer (9.7) convergem uniformemente para a propria f(x).

O teorema de Fejer da uma prova construtiva do teorema de aproximacao de Weierstrass.

Teorema 9.12 (de aproximagao de Weierstrass). Os polindmios trigonométricos sdo densos
no espaco C°(R/27Z) das fungoes continuas f : R/2xZ — C munido da norma do sup.

e Calcule o limite das somas de Cesaro da série divergente > - ((—=1)" =1—-1+1-1+....

e Verifique a expressao (9.8): calcule N Fy(z) usando a identidade (9.2)

NFy(z) = Zsm (n+1/2)x)

— sin(z/2)
— i(n+1/2)x
sin 1:/2 (Z ¢ )

1 Ve
= S| — .
sin(x/2) eiw/2 — giz/2

7. Uma fungao integrével f : R/27Z — C pode ser apro-
ximada com precisdo arbitraria na norma do sup por fungdes continuas (ou até C>°). Pelo
teorema de Weierstrass 9.12, as fungoes continuas podem ser aproximadas com precisao ar-
bitrdria na norma do sup por polinémios trigonométricos. Portanto, existe uma familia (T,)
de polinémios trigonométricos tais que ||f — Tn|lcc — 0. A convergéncia na norma do sup
implica, sendo o comprimento da circunferéncia finito, a convergéncia na norma L?. Pela
(prova da) desigualdade de Bessel 8.2, || f — Sy fll2 < [|f — T2 se N é superior ou igual ao
grau de T,,. Portanto,
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Teorema 9.13 (convergéncia em média quadritica). A série de Fourier de uma fung¢do
integrdvel f : R/2xZ — C converge para a prdpria fungcdo em média quadrdtica, ou seja,

If = Snfll2 =0

quando N — oo.

A férmula (8.1) entao implica que a desigualdade de Bessel é, na verdade, uma igualdade.

Teorema 9.14 (identidade de Parseval). Se f : R/27Z — C € uma fung¢do integrdvel entao

Y@ =1115

neEZ

Sendo os produtos internos determinados pelas normas, usando as identidades de polarizacao

1
(£:9)2 = 3 (IF +al* = IIf = glI* + il f +igl* = ill f = igl*) ,

a identidade de Parseval 9.14 implica e é equivalente ao seguinte resultado.

Teorema 9.15 (teorema de Parseval). Se f e g sao fungoes integrdveis na circunferéncia
R/277Z, entdo

> ) 3(n) = (£,9),

neZ

A identidade de Parseval é uma versao do teorema de Pitdgoras em dimensao infinita. Do
ponto de vista fisico, é um teorema de conservagao, chamado teorema da energia de Rayleigh
(Rayleigh energy theorem). O teorema de Parseval diz que a “transformada de Fourier”, o
operador F : f — f que envia uma funcdo integravel na sucessao dos seus coeficientes de
Fourier, ¢ um operador unitdrio de L*(R/27Z) em (*(Z).

e Mostre que as séries de Fourier de f(z) = z, definida no intervalo [—7, 7], é

n#0

Calcule | f]|3 e use a identidade de Parseval para deduzir

1 1 1 1 1 w2
2)=14-4+-+—+—+—+-=—.
<@ +4+9+16+25+36+ 6
e [St08] 5.4, 5.5.
8. Uma série de Fourier ) cne™® nao pode ser convergente nos pontos de

descontinuidade de f(z). Se f tem um salto de amplitude 6 := |f(z") — f(27)| no ponto z,
entao os graficos das somas parciais da série de Fourier convergem para um segmento vertical
que excede o salto de aproximadamente

* si 2
—é / sin(z) dr ~ Bé ~0.09-6
- T

™ xT

em cada lado.
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N

Soma parcial de grau 17 (verde) da série de Fourier da funcao 20(z) — 1 (vermelho),
numa vizinhanca da origem.

69
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10 Aplicacgoes das séries de Fourier as EDPs

1. (condugao de calor com temperatura constante na fronteira) A solucdo formal do problema

da conducao de calor
ou 0%u

ot Tox?

no intervalo [0, 7] com condigdes de fronteira nulas u(0,t) = u(w,t) = 0 para todo t > 0, e

com condigao inicial
oo
0) ~ Z by, sin (nx)
n=1

é dada pela série

Zb e """ sin (nx) .

e Determine a solucao formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condic¢ao
inicial

e Determine a solucao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condicao

inicial
u(z,0) =1 sed<z<m.
e Determine a solucao formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condicao
inicial
u(z,0) =z sed<z<m.
e Determine a solugdo formal do problema com condigoes de fronteira u(0,t) = 0 e

u(m,t) = 200, e condigao inicial
u(z,0) = 100 se0 <z <.

e Determine a solucao formal do problema com condigbes de fronteira nulas e condicao
inicial concentrada num ponto a € (0, 7), ou seja,

u(z,0) ~p-0(z —a).

e Determine a solucao formal do problema com condigoes de fronteira nulas e condi¢ao
inicial concentrada numa vizinhanga dum ponto a € (0, 7), ou seja,

A selx—a|<e
u(w,()){o selx—a|l>e ’

com ¢ > 0 suficientemente pequeno. Calcule o limite quando ¢ — 0 mantendo constante
o produto 26\ = pu, e compare com o exercicio anterior.

2. (condugao de calor num condutor isolado) A solugdo formal do problema da condugao de
calor

ou 0%u

ot " oa?
no intervalo [0, 7] com fluxo nulo na fronteira (i.e. condutor isolado) g—g(o,t) = %(6, t) =
para todo t > 0, e com condigao inicial

=0, z€[0,4,

u(z,0) ~ % + Z an cos (nx)

é dada pela série

o0
u(z, t) ~ % + Z ane Pt cos (nx)
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Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

u(z,0) = 22

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

u(z,0) = sin(x) .

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

10 se0<z<m/2
(,0) {20 ser/2<x<m

Determine a solucao formal do problema com condicdo inicial

1 selz—p|<e
u(x,O)_{O selx—p]>e ’

onde 0 < 8 < 7 e e > 0 é suficientemente pequeno.

3. (corda vibrante) A soluc@o formal do problema da corda vibrante

0?u 2 0?u

ot? o2

de comprimento 7, i.e. u(0,t) = u(m,t) = 0 para todo ¢t > 0, com condigdes iniciais (desloca-
mento/perfil e velocidade)

0) ~ Z an sin (nx) e %(m, 0) ~ Z by, sin (na)
n=1 n=1

é dada pela série

~ Z (an cos (cnt) + — sin (cnt)) sin (nx)
en

n=1

e Determinar a solugdao formal do problema com condigoes iniciais

1 1 0
u(z,0) = sin(x) + 3 sin(2x) + 3 sin(3x) e a—q:(x, 0) = sin(4x) — sin(5z) .
e Determinar a solugoao formal do problema com condiges iniciais (deslocamento inicial
“triangular”)

_ T se0<x<m/2 ou
(xo)_{ﬂ':l} sem/2<xz < ¢ 8t(m0) 0.

e Determinar a solugdao formal do problema com condic¢ées iniciais

u(z,0) =0 e 21; (z,0) =

e Determinar a solugbao formal do problema com condigoes iniciais (impulso inicial con-
centrado no ponto médio)

ou
u(z,0) =0 e a(m,O)wé(w—wﬂ).
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4. (timbres: caviquinho e piano) Considere uma corda de um instrumento musical, de com-
primento ¢ = m, densidade linear p e afinada com tensao k. As pequenas vibragbes sao
modeladas pela equacao da corda vibrante

Pu 0%

52 c@:() x € 0,7, u(0,t) = u(m,t) =0 Vi,
onde c = +/k/p .

Ao tocar um cavaquinho, a corda é excitada com velocidade inicial desprezavel e deslocamento
inicial aproximadamente triangular, ou seja, da forma

h
[e%

x
- (r—1x) sealz<T

0<
u(x,O):{ . se0<z<a

>

onde 0 < a < 7 é o ponto onde dedilhamos a corda, e h é 0 maximo do deslocamento inicial.

Ao tocar um piano, a corda é excitada utilizando um martelo. Numa primeira aproximacao,
podemos imaginar que o deslocamento inicial é desprezavel e que o martelo tansmite & corda
apenas um impulso instantaneo p = 2epv localizado num intervalo de comprimento pequeno
2e < 7 a volta de um ponto 0 < 8 < m da corda, e portando a velocidade inicial da corda é

ou v oselr—p|<e
815(1’0){ 0 selz—p]>e¢

e Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do cavaquinho sao

2h  sin(na)

A, = 5

alr—a) n
e Mostre que as amplitudes das harmonicas da corda do piano sao

20 sin(ne) sin(np)

An = c n?
p sin(npB)
~

no limite quando € — 0 mantendo constante o impulso transferido p = 2epv (o que faz
sentido desde que ne < 1, ou seja, para as primeiras harmoénicas).

e De consequéncia, as energias E, ~ A2v?2 das (primeiras) harménicas decaem como
E,, ~ 1/n? no caso do cavaquinho e como E,, ~ 1 no caso do piano. Explique porque o
som do piano é mais “cheio” do que o som do cavaquinho.

5. (fungbes harménicas num retangulo)
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Transformada de Fourier

A transformada de Fourier da funcao ab-
solutamente integravel f : R — C (por exemplo, uma fungio seccionalmente continua que
decai como |f(z)] < C/(1+|z|'T¢) com € > 0) é a fungao Ff : R* — C definida pelo integral
impréprio

Fne = [ " f@) e da (1L1)

O espago onde vive a “varidvel conjugada” £ é R* ~ R (o dual de Pontryagin do corpo dos
reais, isomorfo ao préprio R). Uma notagao tradicional é F f = f Se a variavel independente
da fungao f(¢) é um “tempo” ¢, entdo a varidvel conjugada £ representa uma “frequéncia”
(pois o produto deve ser adimensional). Uma defini¢do alternativa usa a “frequéncia angular”
w=2m& eé

F(w) = /_Oo f(t)e “tat (11.2)

na notacao dos engenheiros. Se a varidvel independente da fungao f(x) é uma “posicao”

x, entdo a varidvel conjugada & representa um “momento” p sobre uma “agdo” (como, por
exemplo, a constante de Planck h ~ 6.63 x 1073* J - s no contexto da mecanica quantica,
assim que e27%¢* = /" onde h = h/27)

A transformada e Fourier é linear, ou seja,
F(f+9)=Ff+Fg and  F(Af)=AF/f)

se A e C.

A transformada de Fourier entrelaca translacoes com modulagoes. A transformada de Fourier
de uma translagao (T, f)(t) := f(t — a) no espago dos tempos é uma modulagao

(Tuf)(€) = e 2 [ (€) (11.3)
no espago das frequéncias, ou seja, FoT, = M_, o F. Vice-versa, a transformada de Fourier
de uma modulacio (Myf)(t) := e*™ f(t) no espaco dos tempos é uma translacio

(Myf)(§) = f(€—b) (11.4)
no espago das frequéncias, ou seja, F o M = T o F.

A transformada de Fourier de uma homotetia (H) f)(t) := f(At) no espago dos tempos, com
A>0,¢é

(HAS)(€) = A (/) (11.5)

ou seja, Fo Hy = A"V H,-1 o F. A transformada de Fourier da funcio complexa conjugada

f(t):=[f(t) ¢

7(6) = f(—¢) (11.6)

e Mostre que se f : R — C é uma funcio continua tal que |f(z)| < C/(1 + |2|**¢), com
e > 0, entao

N
In = / (@) da

-N

é uma sucessao de Cauchy, e de consequéncia existe o integral impréprio

N—o00

/_O;f(x)dx:: lim /_]jvf(x)dx

e Verifique as propriedades (11.3), (11.4), (11.5) e (11.6).
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e Use as propriedades (11.3) (11.4) e a férmula de Euler para mostrar que a transformada
de Fourier de f(z)cos(ax) é

o~ o~

5 (Flo—0) + Fla + )

e que a transformada de Fourier de f(z)sin(ax) é

1/~ ~

5 (Fla—a) = flo+a))

o Calcule a transformada de Fourier da funcao caracteristica do intervalo [—¢, £].
o Calcule a transformada de Fourier de

o p—

__—2mb|x
Fra f(a) = e,

com b > 0.

2. (pulso e sinc) O pulso, ou fungao retangular, é a fungéo carateristica do intervalo de compri-
mento um a volta da origem, ou seja,

1 selt|<1/2
rect(t) := { 0 caso contrério

A transformada de Fourier do pulso é a fungao sinc (“sinus cardinalis”) normalizada

1/2
re/Ft(ﬁ) _ /1/2 e 2mikT ..
_osin(n§)
= . sinc(§)

/\v/\ /\\/\
VIV

3. O espago das fungoes absolutamente in-
tegraveis é muito grande, e ndo é facil compreender as propriedades das transformadas de
Fourier dos seus elementos. Mais facil é restringir a transformada a um espago muito menor,
feito de fungoes muito regulares.

O espago de Schwartz (da reta real) é o espaco S(R) das fungdes infinitamente diferencidveis
na reta real que decrescem, com todas as suas derivadas, mais rapido que o inverso de qualquer
polinémio. Ou seja, o espago das fungoes f : R — C de classe C* tais que || f||5,m < oo para
todos os n,m € N, onde as semi-normas || - ||, sao definidas por

11

n,m ‘= SUp x"f(m)(m)‘

z€R
Se f € S(R), entdao pertencem ao espago de Schwartz, e em particular sdo absolutamente
integraveis, também todas as derivadas f*)(z) e os produtos p(x)f*) (z), onde p € C[t] é
um polinémio arbitrério. O operador derivagao é definido por (D f)(z) := f'(z), e o operador
multiplicag¢do é definido por (X f)(z) := = f(x). Entdo D e X sdo operadores lineares do
espago de Schwartz no préprio espago de Schwartz.

A transformada de Fourier entrelaga derivadas com multiplicagoes, e esta é a causa da im-
portancia da transformada no estudo das equagoes diferenciais.
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Teorema 11.1. Se f € S(R), entdo a transformada de Fourier da deriada [’ e a derivada
da transformada de Fourier de f sdo

o~ ~ —

e =2micfle) e F&)=(-2mizf)(), (11.7)
respetivamente, ou seja, F oD =2mi X oF e —2niFoX = Do F.

~

Por indugdo, a transformada de Fourier da k-ésima derivada de f é igual a (27i€)* f(€), e a k-
ésima derivada da transformada de Fourier de f é a transformada de Fourier de (—2miz)* f(x).
Em particular, a transformada de Fourier envia o expago de Schwartz en si préprio, ou seja
pode ser pensado como um operador linear F : S(R) — S(R*).

O produto de convolugdo das fungdes de Schwartz f e g é a fungdo f * g definida por

(Feoa) = [ T fw)gle —y) dy

Se f,g,€ S(R), entdo também f x g € S(R). O produto de convolugio é simétrico e associa-
tivo.

Teorema 11.2. A transformada de Fourier de um produto de convolug¢do € o produto pontual
das transformadas de Fourier dos fatores, ou seja,

\F(f *9) = (Ff) (Fg)] (11.8)

e Mostre que uma fungdo de Schwartz é uniformemente continua (é arbitrariamente pe-
quena numa vizinhanga de £oo e uniformemente continua na regiao compacta comple-
mentar).

e Mostre que o produto de convolugao (rect * rect)(t) é a fungao triangular
tri(t) := max{1 — [¢],0},

e calcule a transformada de Fourier de tri(z).

e Mostre que uma fungdo de Schwartz f(x) com valores reais é par sse f(£) é real, e é

~

fmpar sse f(§) é imaginério puro.

4. As gaussianas sao as fungoes de Schwartz C’e‘"””z7
onde C' e 7 > 0 sao parametros reais. O célculo

o 2
(/ eIz/zdx> :// e*(w2+y2)/2dxdy
— 00 R2
27 [e%} 5
:/ / e "2 rdrdo = 2r
0 0

/ e~ /2 gy = V2m, ou seja, / e dr =1,

— 00 — 00

mostra que

2
—TT

Teorema 11.3. A gaussiana g(x) := e € “auto-dual”, ou seja € igual a sua transfor-

mada de Fourier:
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Demonstragao. A funcao f(z) = e~ & inteira (holomorfa em C). Portanto, o seu integral
fv e~ dz ao longo do retangulo v de vértices =R e R + i€ (com & real) é nulo. Este
integral é

R 2 5 - 2 R - 2 5 . 2
/ e ™" da:—l—i/ e~ m(F+iy) dy—/ e~ m(@+ig) dsr:—i/ e~ (—Ftiy) dy
-R 0 -R 0

No limite quando R — oo, os dois integrais que formam2a pzarte imagindria tendem para 0,
pois o valor absoluto do integrando é limitado por e~ ™% =¢7) O resultado é que

& 2 . 2
/ e~ 67271'259: dr = 6771'{

O
Consideramos a familia de gaussianas
1
G, (z) = \7@—”% (11.9)

parametrizadas por 7 > 0

1

j

Gaussianas G, com 7 =1, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, 0.001.

Um célculo (usando o teorema 11.3 e a propriedade (11.5)) mostra que
Gofe) = o

Uma identidade aprorimada na reta real é uma familia de fungoes integréveis (K,) nao-
negativas, ou uniformemente absolutamente integraveis, i.e. tais que

/ K,y (2)] de < M,

de massa total unitaria, i.e. tais que

/ K,(z)dx =1,

e “assimptoticamente concentradas na origem”, i.e. tais que para todo § > 0

I.(9) := K, (x)der — 0
|| =8

quando n — oo.

Acontece que a famflia das G,’s forma uma “identidade aproximada” quando 7 — 0 (ou
seja, por exemplo, com 7 = 1/n e n — o0). Essencialmente a mesma prova do teorema 9.9
(usando a observagao que as fungdes de Schwartz sdo uniformemente continua) mostra que
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Teorema 11.4. Se f € S(R) entdo

(G = [ =) Gy = 1)

uniformemente em x quando T — 0.

—71'1)2

e Mostre que a Gaussiana g(x) = e é solucao da equacao diferencial

g+ (2rx)g=0.

Observe que a sua transformada de Fourier g(£) := (Fg)(£) também satisfaz a equagao
diferencial

g'+(@2r)g=0.
Deduza que a gaussiana g(x) é um ponto fixo da transformada de Fourier.

. . - ? —a)?
e Calcule a transformada de Fourier da gaussiana genérica Ce™7* e de Ce?(*=%)" (use a
. p? .
transformada da gaussiana g(xz) = e~ ™ e as propriedades elementares da transformada
de Fourier).

e Verifique que G, x G = Gr4pv.

e Mostre que a famfia das K, (x) := n - rect(nz) é uma identidade aproximada. Mostre
que a familia de gaussianas G (x) é uma identidade aproximada quando 7 — 0 (ou seja,
por exemplo, com 7 = 1/n).

O teorema de Fubini implica a “férmula de multiplicagdo” seguinte.

Teorema 11.5 (férmula de multiplicagdo). Se f,g € S(R) entdo

[ @i an= [ fu)sway (11.10)

Uma consequéncia é a formula de inversao de Fourier.

Teorema 11.6 (férmula de inversdo). Se f € S(R) e f = Ff € a sua transformada de
Fourier, entao

fla) = /_ T fe) @i ae (11.11)

Demonstragdo. O niicleo do calor G (z), definido em (11.9), é a transformada de Fourier da

gaussiana e~ ¢ Pela férmula de multiplicacao 11.10,

/_ Z (@) Gr(z) dz = /_ Z Fl&) e de

Quando T — 0, o primeiro integral tende para f(0) pelo teorema 11.4, e o segundo integral
tende para fR f(&) d¢. Isto prova a férmula (11.11) no ponto « = 0. Para provar a férmula
de inversao para x arbitrdrio, basta considerar a funcao g(y) = f(z + y) e observar que

oo

f@ =90 = [ a@ds= [ T e emier ae

—0o0

pelas (11.3). O
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Portanto, a transformada de Fourier é uma bijegao linear F : S(R) — S(R*) do espago de
Schwartz, cuja inversa é a transformada de Fourier inversa F~1 : S(R*) — S(R), definida
pelo integral impréprio

u?wxnguwz/mg@w%@ﬂs

—00

Na notagao (11.2), e férmula de inversao é escrita

0= [ e

oo 2w

6. O produto interno e a norma L? no espago de Schwartz S(R) sdo
definidos por

(o= [ 1@a@dn e =i
respetivamente.
Teorema 11.7 (Plancherel). Se f € S(R), entao || f|2 = ||ﬂ|2, ou seja,

| r@pas= [ 1fepae

— 00 — 00

Demonstragao. Se g(x) := f(—x), entdo g = }A, pela (11.6). Seja h = f * g. Entdo h(0) =
II£112, e, pela (11.8), k(&) = | f(€)|?. Entao, pelo teorema de inversao 11.11,

|w&w@:[ﬁ@@:[|mwM:ma

. _ 2
e Calcule a norma L? da gaussiana e=% /2,

e [1005] 5.5
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Transformadas de Fourier

79

(espaco do tempo t)

f(t) = [2 e Fw) 52

(espago da frequéncia angular w = 2w§)

F(w) = ffooo e whF(t) dt

(linearidade (\, u € C)) Af(t) + pg(t)

AF(w) + pG(w)

(conjugagao) Ft) F(—w)

(homotetia (A # 0)) Ft/N) AF(Aw)
(translagao/modulacao) flt—a) e~ F(w)
(modulagao/translacao) eVt f(t) F(w—-10)
(derivagao/multiplicagao) (@) iw F(w)
(multiplicacdo/derivagao) —it f(t) F'(w)

(convolugao/produto) (f*g)t)= [ f(t—T)g(r)dr F(w) G(w)

(produto/convolugio) £(t) 9(t) L(F#G)(w) = [, Flw—1)Glr) &

(energia) = I£1? = JZ 1 £(0) dt E=|F|?/2m = [ |Fw)] g2
(pulso/sinc) Xa(t) := { (1) :g Ii} ; Z sir;(/a;)
(sinc/pulso) % Xo(w) :== { (1) zi IZI ; llj
(gaussiana) e—at’/2 V2 jae /2
(exponencial em t, a > 0) e~altl T
(exponencial em w, b > 0) % e~ bl

Mais transfomadas em http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
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12

1.

Aplicacoes da transformada de Fourier as EDPs

Consideramos o problema de Dirichlet que consiste em
resolver a equacao de calor
Up — Ugpy = 0 (12.1)

na reta real (ou seja, com z € R e t > 0) com condicdo inicial u(x,0) = f(x). Se u(z,t) é
suficientemente regular, a sua transformada de Fourier (apenas na varidvel x)

o0
u(g,t) = / u(z,t) e 2™ gy
— 00
satisfaz a equacdo diferencial (consequéncia de (12.1))
ﬂt = *47’(’252 u

com condigao inicial
6,0 = [ ule,0)e > do = g
A solucao é

U, t) = e f(g)

A funcdo e~47° €t ¢ a transformada de Fourier do niicleo do calor (heat kernel)
1 2
Hy(x) := e /A
() art

~

definido por ¢ > 0, e portanto u(x,t) = fft(g) (€). De consequéncia, um candidato para a
solugao é o produto de convolugao

u(z,t) = (Hyxf)(x)

1 [
oy L

da condigao inicial com o ntcleo do calor.

—~

Teorema 12.1. Se f € S(R), entdo u(x,t) = (H; x f)(z) € uma solugcdo de classe C* da
equagdo de calor (12.1) na regigo x € R e t > 0, que converge uniformemente e na norma
L? para f(x), i.e.

u(t) = f e lu(st) = fll2 =0,

quando t \, 0.

Demonstrag¢do. A funcao u(x,t) estd no espago de Schwartz para todo tempo ¢ > 0, pois é
um produto de convolugao de duas funcoes do espago de Schwartz, e resolve a equacao de
calor se t > 0, porque o préprio Hy(z) é uma solucdo da equagao de calor.

O nucleo do calor Hy(z) é uma identidade aproximada para ¢ — 0, logo, pelo teorema 11.4,
(H¢ % f)(x) — f(z) uniformemente em = quando ¢ N\ 0.

Pela férmula de Plancherel 11.7, o quadrado da norma L? da diferenca entre u(z,t) e f(z) é

/ " (e t) — f(@) de = / e ) - Fo)Pde

— 00 — 00

- / FOP € 112 e
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Este ltimo integral tende para 0 quando t \, 0. De facto, seja € > 0. Sendo |e*4”2€2t —1?

limitado e fe S(R), é possivel arranjar R > 0 tal que
/ FQP [ —1)Pdg <&
[§|>R

Por outro lado, sendo |f(§)\2 limitado e sabendo que |e*47“252t — 1] = 0 quando t \, 0
uniformement para —R < & < R, é possivel arranjar um tempo 7' tempos suficientemente

pequeno tal que [f(€)]2 |e47 ¢t — 1|2 < £/2R se t < T, assim que também o integral

/5<R IFO e —12de <.

Isto prova a convergéncia na norma L? 0

e Verifique que o niicleo do calor Hy(z) é uma identidade aproximada quando ¢\, 0.

e Calcule a solucao u(z,t) = (H; * f)(x) quando a condigdo inicial é a fungdo pulso
f(z) = rect(z) ou a gaussiana f(z) = Hy(x).

e Mostre que se u(z,t) é uma solugdo da equacao de calor (??) que estd no espago de
Schwartz para todos os tempos ¢t > 0, entao a “energia”

o0

&0 = lu(0lE = [ Ju(e. ) do

— 00
é ndo-crescente, i.e. satisfaz d€/dt < 0.

e Use a transformada de Fourier para determinar a solugao formal da equagao de calor
com dissipagao
Up — Ugy = —QU
com condigao inicial u(x,0) = f(x) no espago de Schwartz.

e Use a transformada de Fourier para determinar a solugao formal da equagao de calor
com conveccao
Ut — Ugy = QUyg

com condigao inicial u(z,0) = f(x) no espago de Schwartz.
2. (equagao de ondas) Use a transformada de Fourier para determinar a solugdo formal da

equacao de onda
Upp — Ugg = 0

com condigdes iniciais u(z,0) = f(z) e ut(x,0) = g(z) no espago de Schwartz.

3. Consideramos o problema de determinar uma
extensdo harménica e limitada u(z,y) no semi-plano superior H = {z +iy € C : y > 0} de
uma funcao f(z) definida na fronteira OH =~ R. Se u(z,y) é suficientemente regular, a sua
transformada de Fourier (apenas na varidvel x),

e = [ e y) e da

— 00

satisfaz a equacao diferencial
—4m?2 U+ Ty =0
(consequéncia de Au = 0) com condicdo inicial
w60 = —= [ e i = fig
u(€,0) = x)e T = .
V2T J—so
A solugao limitada em y > 0 é

(e, y) = e 2 f(g).
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A funcéo e 27€lY ¢ a transformada de Fourier do nicleo de Poisson em H, defiinido por

Ly

Entao u(§,y) = 1/3; (€) f(€). Portanto, um candidato para a extensio harménica e limitada
de f(x) no semi-plano superior H é o produto de convolugao

u(a,y) = (Pyx[f)(2)
= l/ S — f(z)d=

T ) (= 2)? +y?

de f com o ntcleo de Poisson. O nicleo de Poisson nao esta no espago de Schwartz, mas
decresce (apenas) como < C/(1 + |z|?) quando |x| — oo. E possivel mostrar que é uma
identidade aproximada quando y — O.

Teorema 12.2. Se f € S(R), entdo u(x,y) = (P, * f)(z) € uma fungdo harmdnica e
limitada no semi-plano superior H, que converge uniformemente e na norma L? para f(x),
i.e.

u('7y) = f e Hu(7y)_f||2 —0,
quando y \ 0.

o Verifique que o nicleo de Poisson P,(z) em H é uma identidade aproximada quando
y N\ 0.

e Prove o teorema 12.2.

e Verifique que u(z,y) = y e v(z,y) = 0 s@o fungdes harménicas em H que assume os
mesmos valores (triviais) na fronteira OH ~ R. Isto mostra que o problema de Dirichlet
na regiao ilimitada H, sem mais condigoes, nao admite solugoes tinicas.

e [1005] 5.5

4. (oscilador harmdnico quantico e fungoes de Hermite) A equagao de Schrodinger para a fungao
de onda t(x,t) de uma particula de massa m = 1 num potencial V(z) = x2/2 (oscilador
harmoénico), em unidades tais que a constante de Planck reduzida é h =1, é

oy 10%

1,
“or T T 20x2 §$¢~

As solugdes separaveis sdo 1, (x,t) = e~ iFnlf, (x), onde as f,(r) sdo fungdes préprias do
operador de Hermite H : S(R) — S(R), definido por

2H := —D* - X?,

com valores préprios F, (umas energias), i.e. Hf, = E,f,. Os operadores de destrui¢cdo
(annihilation) e de criagdo (creation) sao os operadores

Z=X+D e Z'=X-D,

respetivamente, definidos, por exemplo, no espago de Schwartz S(R). E imediato verificar
que [D, X] = I (o operador identidade), e que 2H = Z*Z + I. O operador de criagao é o
“adjunto” do operador de destruigéo, no sentido em que se f,g € S(R) entéo

<va g>2 = <f7 Z*g>2

Isto implica que (Z*Zf, f), = || Zf||3 > 0 para todo f € S(R), ou seja, que 2H

>1I1. 0
produto N := Z*Z é chamado operador nimero, e satisfaz a relacao de comutagéo [N, Z*] =
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27*. Se f é um vetor préprio de N com valor préprio A, entdo Z*f é um vetor préprio de
N com valor préprio A 4+ 2. De fato, se Nf = \f,

N(Z*f) = (Z'N + [N, Z*\f = (Z*N+2")f = Z*(N + 2I)f = (A + 2)2"f

A gaussiana g(x) = e~"/2 estd no nicleo do operador de destruicao, ou seja, satisfaz a
equacao diferencial Zg = 0, e portanto ¢g := g/|g||2 é um vetor préprio unitério do operador
N com valor préprio N¢g = 0. Entdo as fungoes de Hermite, definidas por

1
1(Z*)™dol|2
sen = 0,1,2,3,..., formam uma familia ortonormada de vetores préprios do operador

nimero N com valores préprios 2n (os ¢,, com n’s diferentes sdo ortogonais porque N* = N),
e de consequéncia do operador de Hermite H com valores préprios (n + 1/2), i.e.

On = (Z*)nﬁbo

H¢n:(n+1/2)¢n~

Acontece que uma fungéo e a sua transformada
de Fourier nao podem ser, contemporaneamente, muito concentradas.

Se fixamos a energia |[¢[|3 = [; [¢(x)]*dz = 1, e portanto também [, |$(§)|2d§ =1 pelo

teorema de Plancherel, podemos interpretar |(z)]? e |zZ(§)|2 como sendo umas densidades
de probabilidades. Este é o caso da funcao de onda ¥ (x) de uma particula quantica na

representacao de Schrodinger, onde f; |¢(x)|? dx é a probabilidade de observar a posicio da
particula no intervalo [a, b]. Uma medida natural da “concentragio” é a “variancia”

Var(z) ::/ (2 — 7)2 ()2 da
onde o “valor médio” é definido por
f:/ x 1p(x)]? da .

(em mecénica quantica, o valor médio do observavel “posi¢ao” no estado ). Analogamente
definimos a variancia Var(§) da transformada de Fourier e o valor médio £ da varidvel con-
jugada ¢ (em mecanica quantica, o valor médio do observavel “momento linear”).

Teorema 12.3 (principio de indeterminagdo de Heisenberg). Se € S(R) tem norma
[¥]le =1, e ¥(§) € a sua transformada de Fourier, entdo

([ @-orwera) ([~ -0 iore) > 11 (122)

—0o0

Demonstragao. Para A € R, consideramos os operadores de destruicao e criagdo deformados
Zx:=AX + D e Z,* =X — D, respetivamente. Fixado ¢ € S(R), o polinémio quadrético

é nao-negativo, pois é igual a (Z\, Zxy) = ||Zxv||3 > 0. Se ||v|| = 1, isto implica que
(X1p, X1p) - (D, Dip) > 1/4. O primeiro fator é [, #?|¢(2)|* dz. Pelas (11.7) e pelo teorema
de Plancherel, o segundo fator é [, [¢/(z)|? da = [, & |1h(€)[2 d€. Portanto,

(/O:o ‘”%(m)'%) </O:O & |$(£)|2d£> > 1/4.

A desigualdade (12.2) é obtida substituindo % (z) por e~ 2m7€y)(z — 7). O
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e Mostre que valor médio minimiza o desvio quadratico a — [g(z — a)? [¢(z)|? da.

e Verifique que o minimo em (12.2) é atingido quando ¢ (x) é uma gaussiana.

6. A funcao carateristica de uma varidavel aleatoria
real X, com lei P, é a média/esperanca da varidvel e®X com ¢ € R, ou seja,

ox (&) =EeN = /eiﬁIP(dx).

Em particular, se X é absolutamente continua com lei P(X € A) = [, p(x)dx, entao a fungao
carateristica ¢ x (§) é a transformada de Fourier da densidade de X, pois

Px(§) = /_oo e**p(z)de = V2m - p(E) .

O teorema de Lévy afirma que uma sequéncia de varidveis aleatérias (X,,) converge “em lei”®

para a varidvel X quando n — oo, i.e. X,, =% X, sse ¢x, (£) — dx(£) para cada ¢ € R.
e Verifique que as derivadas da fungao caracteristica na origem sao
ox(0)=1  ¢x(0) =iBX  ¢%(0) = —EX?

(desde que os momentos da varidvel X sejam finitos).

e Mostre que, se a varidvel aleatéria X tem média EX = m e varidncia VX = E(X —

m)?=0%eseY = X;m, entao’

or(e) =1 36 +o(e?)

numa vizinhanca da origem.

e Sejam X, Xo, X3, ... varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas,
com média m e varidncia o2, seja S, = X1 + Xo + ... + X, e seja

v  Sp—mnm 1 "X, —m
Sn = o\/n 7\/77; o

Verifique que

bs: (&) = (¢v (£/vn))"

onde Y = X;m, e portanto
bs:(§) — e/ quando n — 00

e Deduza o teorema limite central, que afirma que a sequéncia de varidveis (S);) converge
em lei para uma varidvel normal N (0, 1), ou seja,

P(S; <z)— / e 24t quando n — 0.

1
V2T

6 Convergéncia em lei: X, —%* X se, para cada funcio f(z) continua e limitada, Ef(X,) — Ef(X), ou seja, se

le P(X,<z)=P(X <z).

para cada ponto de continuidade x da fungao de reparticdo de X.
"Notacdo de Landau: f(£) = o(¢*) quando & — 0 significa que limg_,q f(£)/€F = 0.
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13 Funcoes harmonicas

1. Uma funcio u(z,y), real ou complexa, definida num dominio 2 C R?2
do plano euclidiano, ¢ dita harmdnica se é de classe C? e satisfaz a equacdo de Laplace

0? 0?
Au=0 ou seja, a—;;—&—a—ygz(),

. 7 . . 2 2
nos pontos de €2, onde o Laplaciano é o operador diferencial A := 2 + 8872.

Os fisicos também usam a notagio formal A = V2 =V -V, onde V := (9/0z,0/dy). Uma
funcao harménica real v define um campo vetorial v = Vu, e portanto gera um fluxo, solucao
da EDO auténoma r = v, que preserva os volumes, pois divv = V-Vu = 0, e tem rotacional
nulo, pois curlv =V x Vu = 0.

Na identificacio R? ~ C definida por (x,y) ~ x + iy, o Laplaciano A é o operador 490.
Portanto, se f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) é uma fungdo holomorfa num dominio Q@ C C ~
R?, entdo u e v sdo funcdes harménicas reais, ditas funcoes “harménicas conjugadas”. As
curvas de nivel de u e v formam duas familias de curvas ortogonais (se u = ¢ sdo as curvas
“equipotenciais”, entdo v = ¢ s@o as “linhas de forga”).

Vice-versa, se u(z,y) é uma funcdo harménica real, entdo um célculo mostra que

(2) Oou .Ou

Z2)=— —1i—

g ox dy

¢ uma funcao holomorfa (se u é a parte real de f = w + iv, entdo g = f’). A forma
9(z)dz = g(z) (dx + idy) pode entao ser representada como soma

ou ou ) ou ou
g9(2)dz = ((%cdx+(934dy> +1 (—%dx—kawdy)

=du+1*du,

do diferencial du e i vezes a forma *du, onde o operador “estrela” de Hodge é definido por
*dr =dy e *dy = —dz. A forma *du = —(0u/0y)dx + (Ou/dx)dy é fechada. Se u é definida
numa regiao ) C R? ~ C simplesmente conexa (por exemplo, um disco), entdo

]{*duzo
.

para todo contorno v C €, sendo igual ao integral de f(z)dz, com f homolomorfa, menos o
integral do diferencial exato du. Fisicamente, este integral é o integral f Vu - n da derivada
normal Vu - n de u, onde o vetor normal & curva y(t) = (x(t),y(¢t)) é n = (y,—). Entéo é
possivel definir uma fungao harménica v, conjugada de u e definida a menos de uma constante
aditiva, por meio do integral de linha

onde v é um contorno arbitrario entre um ponto fixado p € Q e o ponto varidvel z = x + iy.
A fungédo f(z,y) = u(z,y) + iv(z,y) é holomorfa em 2, e a sua derivada é f' = g.

Teorema 13.1. Uma fung¢ao harmdnica u € localmente (em cada regidgo simplesmente co-
nexa) a parte real de uma fungdo holomorfa f = u+iv, definida a menos de uma constante
aditiva imagindria ic.

Uma primeira consequéncia é que uma funcao harménica é infinitamente diferenciavel. Outra
consequéncia importante é que se u € harmonica, logo localmente a parte real de uma funcao
holomorfa f = u + iv, e se g é uma fungda holomorfa, entad a composi¢ao u o g (numa regiao
onde faz sentido) é harmoénica, sendo localmente a parte real de f o g.
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Verifique que A = 409 = 490.

Verifique que, se f = u + iv é holomorfa, entao Vu e Vv sao ortogonais.

Verifique que 2™ e z" sdo fungdes harménicas (complexas).

Esboce as curvas de nivel das fungoes harménicas conjugadas definidas pelas partes real
e imagindria das seguintes fun¢oes holomorfas

fey=22  fle)=2"  fle)=1/z flz)=2+1/z

Determine, em dominios apropriados, umas fun¢ées harmoénicas conjugadas de

u(@,y) =2 —y*  ulz,y) =z -ay

u(z,y) = —> u(z,y) = log a? +y?

z? +y?
2. A equacao de Laplace em coordenadas polares (p, ),

definidas por pe’? = x + iy, é
o ony, P
Por\Pap) T a2 ~

Em particular, as fun¢ées harmonicas que apenas dependem de p sao

alog(p) +b
Por exemplo, em unidades convenientes, o potencial elétrico gerado por uma carga unitéaria
colocada na origem do plano é a funcao V(z) = —log|z|, harménica no plano perfurado
C* = C\{0}.

Em uma regiao simplesmente conexa {2 que nao contém a origem € possivel definir um
logaritmo log(z) = log p + 0, e em particular um argumento 6(z). Entao

af(z)+b

é uma funcdo harménica em 2, que nao depende de |z| (ou seja, constante nas semi-retas
que saem da origem). Por exemplo, o argumento principal #(z) é uma fungdo harménica no
semi-plano superior H, com limites #(x +i0") =0se z > 0e O(z +i07) = 7 se x < 0.

e Verifique que = p!™e™? com n € Z, é uma funcdo harménica no disco unitério .

e Determine uma fungdo harménica u(z) no semi-plano superior H tal que u(z +iy) — 1
quando y — 0 e > 0 e tal que que u(x + iy) - —1 quando y - 0 e z < 0.

3. O valor de uma fungdao harmoénica num ponto do seu dominio
é igual a média aritmética dos seus valores numa circunferéncia suficientemente pequena a
volta deste ponto.

Teorema 13.2 (principio do valor médio). Se u € harmdnica numa regidgo Q0 que contém o
disco D,(p), entdo

1

u(p) = Py

2m
/ u(p+pe) do. (13.1)
0

Demonstracdo. Pelo teorema 13.1, u é a parte real de uma fungao holomorfa f = u + v
num disco D,(p) com r > p. Entao pela férmula de Cauchy

f(p) 1}% EAOIF. ﬂf(p—|—pew)d0.

T omi 2—pl=p 2 — D 21 Jo

A parte real é a férmula (13.1). O
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Uma consequéncia é o

Teorema 13.3 (principio do méximo). Uma fungdo harmdnica e ndo constante ndo pode
atingir mdzimo e minimo na regiao (aberta) onde estd definida. O mdximo e o minimo de
uma fungdo harmdnica num dominio fechado K C C sao atingidos na fronteira OK.

Outra consequéncia é que as Unicas fungoes harmonicas e limitadas no plano complexo sao
as constantes (versdo do teorema de Liouville para fungdes harménicas).

e Uma fungéo f(t) de uma varigvel real ¢ é harmoénica, ou seja, é solugdo de f”/ = 0, sse
é afim, ou seja, é da forma f(t) = a + bt. Enuncie e prove o principio do valor médio
neste contexto.

e Look at Nelson’s wonderful proof ® of Liouville theorem.

4. (Dirichlet principle) The Dirichlet energy of a differentiable real valued function u : Q@ — R
defined in a domain 2 C C (which we may assume connected) is

1
£lu] :=§/quu\|2dxdy

You may think that the graph of u describes a surface in R? ~ C x R. The energy is zero iff
u is constant, hence if the surface is flat. More interesting is trying to minimize the Dirichlet
energy for fixed “boundary value” wul,, = g, given some well behaved function g : 9Q — R.
Consider a one-parameter perturbation of u of the form u+t¢ with t € R and ¢|,, = 0. If u
minimizes the Dirichlet energy, then the function of a real variable ¢t — E[u + t¢] must have
a minimum at ¢ = 0. The derivative of the Dirichlet energy w.r.t. ¢ is

d
e+ tg] = /ﬂ (Vu-Vé+t|Vo|?) dedy

and therefore its value at t = 0 is

d

/ (Vu - Vo) dxdy
Q

t=0

f/Q(Au)ngdxdy

where the last line follows integrating by parts and using the vanishing of ¢ on the boundary
09). Thus, the derivative is zero for all variations ¢ iff Au = 0, i.e. the function u is harmonic
on (.

What is not obvious, and indeed not true (as Weierstrass discovered) for a generic region (2,
is that such a minimum of the Dirichlet energy exists.

5. Uma consequéncia importante do principio
do maximo é que uma fungao harmoénica num dominio fechado e limitado D é determinada
apenas pelos seus valores na fronteira dD. De fato, a diferenca u = u; —ug entre duas fungdes
harmoénicas, uy e ug, que coincidem em 9D é uma funcao harménica igual a zero em 0D,
logo identicamente nula pelo principio do maximo.

Isto sugere a existéncia de uma férmula que relaciona u(p), com p no interior de D, aos valores
u(z) com z € 9D. Uma férmua simples pode ser obtida para a extensdo harmoénica no disco
unitdrio D de uma fungdo continua u definida na circunferéncia unitéria S = 0D ~ R/27Z.
Seja u(e®) ~ 3 c,e™? a série de Fourier de u(e'®). Uma extensdo harménica de e no
disco unitario é pl™e™? . Portanto, um candidato para a extensdo harménica de u no interior

do disco unitério, i.e. nos pontos pe? com 0 < p < 1, é a série

(Pu) (') = 3" enplle™

n=-—oo

8E. Nelson, A proof of Liouville’s theorem, Proceedings of the AMS 12 (1961), 995.
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se convergente. Usando a definicao dos coeficientes de Fourier,

; - TR ,
(Pu) (pezé) — n:z_oo (27T /_W u(ez¢)e—mq§ d¢) pln\eme
1 T ) oo .
= — i In| pin(6—¢)
=0/ u(e'?) (nzoop e ) do
é possivel representar Pu como um produto de convolucdo (férmula integral de Poisson)
) 1 (7 ]
(Pu)(re’e) =5 / u(e™?) P,(0 — ¢)de (13.2)

dos valores de u na circunferéncia unitaria com o nicleo de Poisson no disco unitario, definido

por
o0

P,(9) = Z plnlein?

n—=—oo

O nicleo de Poisson admite as seguintes expressoes,

Bpf) = 14+ 2"+> 7"
n=1 n=1
z
=1
Jrl—erl—Z
1|2
1—z?
onde z = pew, e portanto
1—p?
P,(0) = .
o) 14 p2 —2pcos(6)

A série de Fourier da fungdo continua u(e?®) pode ndo ser convergente na circunferéncia
unitdria, mas a série 3. ¢, p/"le™? é absolutamente convergente se p < 1. A convergéncia ¢
uniforme em cada disco D,.(0) com r < 1, e portanto a (13.2) define uma fungao harménica
no disco unitdrio. Acontece que o ntcleo de Poisson é uma identidade aproximada quando

p — 1, e portanto lim,,1(Pu)(pe'®) = u(e?) nos pontos de continuidade de u(e®).

Teorema 13.4. Eriste uma tinica transformagao linear P : C°(S) — C°(D) tal que Pulg = u
e tal que Pu € harmonica em D. Esta transformacao pode ser definida pela formula de Poisson
(13.2).

6. (campos planares e potenciais complexos) ([LC72], Chapitre III, §2, e [Sm03]) Seja V(z,y)
um campo vetorial estacionério (i.e. independente do tempo) definido numa regido do plano.
Sejam A e B as suas coordenadas, assim que V = (4, B), ou, na identificacio R? ~ C,
V = A+ iB. Exemplos tipicos sdo: o campo de velocidades de um fluido estacionério, um
campo de forgas, como um campo elétrico ou um campo magnético, um campo térmico, ...

A circulagao do campo V ao longo do contorno simples v é o integral C' := 557 V -ds. Se vy
é a fronteira da regiao {2, entao o teorema de Green diz que

0B 0A
C—]{Adw—}-de—//Q (83:_83;> dz dy (13.3)

ou seja, a circulagdo é o integral do rotacional V x V := 0B/0x — 0A/Ox na regiao Q. O
campo é irrotacional, ou potencial, se V. x V = 0. Entdo a forma Adx + Bdy é localmente o
diferencial de uma funcao u(z,u), i.e.

du = Adx + Bdy .
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A fungao u é chamada potencial do campo, pois V = Vu, e as suas curvas de nivel curvas
equipotenciais.

O fluzo de V através da curva 7 é o integral F := [ 'V -n , onde n é o vetor unitdrio normal
a curva. Se v é um contorno simples, fronteira da regiao €2, entdo o teorema da divergéncia

de Gauss diz que
F = % —Bdz + Ady = // (aA + (9B> dz dy (13.4)
~ o \dz Oy

ou seja, o fluxo é o integral da divergéncia V -V := 0A/0x + 0B/0y na regiao Q. O
campo é dito solenoidal (incompressivel, se representa o campo de velocidade de um fluido)
se V-V = 0. Entao a forma —Bdx + Ady é localmente o diferencial de uma fungao v(z,u),
ie.

dv = —Bdzx + Ady .

A fungao v é chamada func¢do de corrente, e as suas curvas de nivel sdo chamadas linhas de

corrente (streamlines).

Se o campo vetorial V é irrotacional e solenoidal (como, por exemplo o campo de velocidades
de um “fluido ideal”), entdo u e v satisfazem as condigbes de Cauchy-Riemann, como é
possivel ver comparando as expressoes dos diferenciais du e dv. Portanto,

Teorema 13.5. Num campo planar irrotacional e solenoidal, o potencial u(z,y) e a fungao
corrente v(x,y) sdo fungdes harmdnicas conjugadas.

Entao um campo irrotacional e solenoidal pode ser descrito, localmente (ou seja, numa regido
simplesmente conexa), por meio de uma fungao holomorfa

[z +1iy) = u(z,y) +iv(z,y)

chamada potencial complero. Em particular, as linhas de corrente v = ¢ e as linhas equi-
potenciais © = ¢ sao ortogonais. A derivada do potencial complexo é f' = A —iB. De

consequéncia, o campo €é

e o fluxo F' e a circulagao C, através e ao longo de um contono v, sao parte real e parte
imaginaria de um unico integral de contorno:

F+i0=j{f’(z)dz.
o

e Para cada potencial complexo f(z), definido em um dominio conveniente, calcule o
campo V e esboce algumas linhas de corrente v(x, y) = ¢ e alguma curvas equipotenciais

u(z,y) = c.
fey=z fle)=Q1+i)z fe)=2" flz)=z+1/z

e Repita o exercicio anterior (pode ser ttil usar coordenadas polares, ou usar uma calcu-
adora grafica), e calcule também a circulagdo e o fluxo ao longo de contornos a volta
das singularidades do campo, com os seguintes potenciais complexos.

fe)=log(z)  f(z)=ilog(z)  f(z) = (a+ib)log(z)  f(2) = log(s+1)%log(z—1)
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14

1.

Transformacgoes conformes

Os pontos criticos de uma funcao holomorfa f
sao os pontos ¢ onde f'(¢) = 0. Os outros pontos do dominio, onde f’(p) # 0, sdo chamados
requlares.

Teorema 14.1 (teorema da fungdo inversa). Uma fungdo holomorfa é localmente invertivel
numa vizinhanga de um ponto regular.

Ou seja, se p é um ponto regular da fungdo holomorfa f, entao existe uma vizinhanca aberta
(um disco suficientemente pequeno) D de p tal que f|, : D — f(D) é uma funcao holomorfa
e injetiva cuja fungdo inversa g : f(D) — D é também holomorfa. A fungdo inversa pode ser
representada pelo integral de contorno

) )
olw) = 7I§zp|—p f(z) —w !

se p > 0 é suficientemente pequeno.

Este é um resultado local. Uma funcao holomorfas pode nao ser (globalmente) invertivel
numa regiao sem pontos criticos. Por exemplo, f(z) = 2% nao é invertivel no plano perfurado
C*, mas é invertivel no semi-plano superior H.

Por outro lado, uma fungao holomorfa f(z) ndo pode ser injetiva numa vizinhanga de um
ponto critico. A menos de translagdes (no dominio e no contradominio), podemos assumir
que o ponto critico é ¢ =0, e que é um zero de ordem ord(f,0) =n > 2 da funcdo f. Entao
f(2) = an2"(1+b1z+boz?+...) com a, # 0 numa vizinhaga da origem, e portanto (usando
a férmula do binémio) f(z) = (bz(1 + c12 + 2% +...))" com b" = a,, e, em particular,
b # 0. Pelo teorema da fungao inversa, existe uma fungao holomorfa w = g(z), invertivel
numa vizinhanga da origem, tal que f(z) = w™. De consequéncia, a equagao f(z) = € admite
n solugoes distintas se ¢ # 0 é suficientemente pequeno.

Uma fungdo holomorfa é também conforme (i.e. preserva os
angulos) fora dos pontos criticos. Uma fungéo holomorfa e bijetiva f : Q@ — Q' cuja in-
versa é necessariamente holomorfa pelo teorema da funcao inversa, é chamada equivaléncia
conforme (ou isomorfismo analitico) entre a regido ) e a regido f(Q2) = . Um exemplo
trivial é a fungao identidade idg : Q — €, definida por idg(2) = 2. Uma equivaléncia con-
forme pode ser pensada com uma mudanca de varidvel conforme, da variavel z € ) a variavel
w = f(z) € Q. Duas regides equivalentes tém as mesmas fung¢oes holomorfas, e portanto as
mesmas fungdes harménicas, a menos de uma mudanga de coordenadas.

Por exemplo, f(z) = z? define uma equivaléncia conforme do primeiro quadrante Q; := {z €
C : R(z) >0 e I(z) > 0} sobre o semi-plano superior H. As poténcias f(z) = 2", con n
inteiro positivo, definem equivaléncias conformes dos angulos A/, = {z € C : 0 < arg(z) <
7/n} sobre H, cujas inversas sdo as raizes g(z) = z'/™, definidas usando o ramo principal do
logaritmo.

Em geral, as poténcias fracciondrias f(z) = 21 com 0 < o < 2 (definidas usando o ramo
apropriado do logaritmo), definem equivaléncias conformes de Ao, = {2 € C : 0 < arg(z) <
am} sobre H.

A fungdo exponencial f(z) = e* define uma equivaléncia conforme da regido B = {z € C :
0 < $(z) < 7} sobre o semi-plano superior H, e da regidgo B_ = {z € C : 0 < &(2) <
m e R(z) < 0} sobre o semi-disco superior DNH. Vice-versa, o ramo principal do logaritmo,
g(z) = log(z), envia H sobre B e D NH sobre B_.

A composicao de duas equivaléncias conformes f : Q — Q' e g : Q' — Q” é uma equivaléncia
conforme go f: Q — Q. Em particular, fixada uma regiao €2, a familia das transformacoes
conformes invertiveis f : Q — € forma um grupo, o produto sendo a composicao e o elemento
neutro sendo I, chamado grupo dos automorfismos (conformes) da regido 2, e denotado por

Aut(Q).
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e Determine regides simples (ou seja, discos, semi-discos, semi-planos, quadrantes, angulos,
..) onde as seguintes expressoes definem fungdes injetivas, logo equivaléncias confor-
mes, e determine as respetivas imagens:

iz 22 e* log(2) sin(z) e’ 1/z

e Esboce as imagens das familias de retas ortogonais x = ¢ e y = ¢ pela transformacoes
flz)=2%e f(2)=1/2.

e Determine uma equivaléncia conforme entre o primeiro quadrante @ = {z € C
R(z) >0 e I(z) > 0} e o semi-plano inferior —H := {z € C :,(z) < 0},

e Determine uma equivaléncia conforme entre segundo quadrante Q2 := {z € C : R(z) <
0 e S(z) > 0} e o semi-plano superior H.

e Determine a imagem de By = {z € C : 0 < (2) <7 e R(z) > 0} pela transformacao
conforme f(z) = e*.

e Deduza do teorema de Liouville 5.8 que nao existe uma equivaléncia conforme f : C — D.

3. A regiao mais simples é o préprio plano
complexo C.

Teorema 14.2. O grupo Aut(C) dos automorfismos do plano complexo € o grupo Aff(C)
das transformacoes afins, as transformacoes

f(z)=az+b

comaecC* ebeC.

Demonstracdo. Um automorfismo do plano complexo é uma fungao inteira f : C — C. O
ponto w = 0 ndo pode ser uma singularidade essencial de g(w) := f(1/w). De fato, pelo
teorema de Casorati-Weierstrass 6.3, f(C\D) seria um subconjunto denso em C, mas também
fechado porque f é um homeomorfismo, e portanto necessaramente igual ao préprio C, o que
é impossivel se f é invertivel. Entdo existe um inteiro k& > 0 tal que g(w)/w* tem uma
singularidade removivel em w = 0, e portanto f(z)z* é limitada numa vizinhanca de z = oc.
A desigualdade de Cauchy (5.5) entdo implica que f(z) é um polinémio (de grau < k). Mas
os Unicos polinémios invertiveis sdo os polindmios de grau um, ou seja f(z) = az + b, com

derivada f’(z) = a diferente de zero. O
4. esfera O grupo de Mobius é o grupo das
transformagoes f : C — C do género
az+b
= 14.1
fla) =220 (14.1)

com a,b,c,d € C tais que ad — bc # 0. Cada matriz M = (‘; Z) € GL(2,C) define uma
transformacdo linear invertivel de C2, que envia (zg, z1) em (z{, 2]) = (azo + bz1,cz0 + dz1).
Em particular, envia retas que passam pela origem em retas que passam pela origem: as
imagems das retas zp/z1 = z, parametrizadas por z € C, sdo as retas z(,/z] = f(z), e
a imagem da reta z; = 0, que corresponde a z = oo, é a reta z{,/z; = a/c. O espago
P'C das retas que passam pela origem de C2? é isomorfo & esfera de Riemann C. Duas
matrizes invertiveis proporcionais, M e AM com A € C*, induzem a mesma transformacao de
P!C ~ C, e portanto o grupo de M&bius é isomorfo ao quociente GL(2, C)/C*, ou também ao
quociente PSL(2,C) := SL(2,C)/ + I. Em particular, a inversa da transformagao de M&bius
(14.1) é a transformacao induzida por qualquer matriz proporcional a M1, por exemplo
( d 71’), e a composicdo f o g de duas transformacoes de Mdébius, induzidas pelas matrizes

—Cc a

invertiveis M e N, respetivamente, é a transformacao induzida pelo produto M N.
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Toda transformacao de Mobius é uma composicao de transformacoes afins e uma inversao
I(z) = 1/z. De fato, a transformacao (14.1) pode ser obtida como
a  bc—ad 1

1
z = czz+d —» — = -+
cz+d c c cz+d

z

Teorema 14.3. O grupo Aut(C) dos automorfismos da esfera de Riemann é o grupo de
Mébius Mob =~ PSL(2, C).

Demonstragdo. Seja f um automorfismo da esfera de Riemann, tal que f(co) = d. Entéo a
composigao h = gof de f com a transformagao de Mobius g(z) = 1/(z—d) é um automorfismo
do plano complexo, pois fixa o ponto oo € C. Pelo teorema 14.2, h é uma transformacio
afim h(z) = az + b, e portanto f = g~! o h € Mob. O

7

Uma “circunferéncia da esfera de Riemann” é una circunferéncia ou uma reta euclidiana.

Teorema 14.4. Uma transformacdo de Mdbius envia circunferéncia em circunferéncias (da
esfera de Riemann,).

Demonstrag¢ao. A propriedade é ébvia para transformacoes afins, portanto é suficiente provar
o teorema para a inversdo I(z) = 1/z. Mas a equagdo de uma circunferéncia da esfera de
Riemann é

alz? +bz+bZ+c=0

com c#0seb=0,oub##0sea=0. Navaridvel w = 1/z esta equacio é transformada em
a+bwW+bw+clw? =0,

que é também a equacdo de uma circunferéncia da esfera de Riemann. O

5. Dados trés pontos distintos a,b,c € C, existe uma tnica
transformacao de Mobius f € Mob que envia a, b, c em 1,0, 0o, nesta ordem (ou seja, f(a) = 1,
f(b)=0¢e f(c) = ). Esta transformagao é

—~

z—0) (a—c
z—c) (a—b

~

f(z) =

—~
N

(é tnica porque a tunica transformacao de Mobius que fixa 1,0 e co é identidade). Em
particular, o grupo de Mobius age “triplamente transitivamente” na esfera de Riemann:
para cada a,b,c € C distintos e a’,b’,¢ € C distintos, existe uma tinica f € Mob tal que
fla)=d, f(b)=0"e f(c) ="

A razdo cruzada (cross-ratio) dos quatro pontos distintos zq, 20, 23, 24 € C é a imagem de 2;
pela tnica f € Mob que envia 29, 23, 24 em 1,0, 00, e é denotada por

Z1 — k3 9 — X
(21,22, 23, 24) i= f(zn) = =—2 224

1 T 24 22 — 23

Em particular, (z,1,0,00) = z. A razdo cruzada é invariante pelas transformagcoes de
Mobius. Ou seja,

Teorema 14.5. Se g € Mob, e 21, 22, 23, 24 € C sdo quatro pontos distintos, entdo

(9(21),9(22), 9(23), 9(24)) = (21, 22, 23, 24)
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Demonstragdo. Se f € Mob envia 2, 23,24 em 1,0, 00, entdo fg~' envia g(z2),g(23), 9(24)
O

em 1,0,00. Entao (g(21),9(22),9(23),9(24)) = g7 (9(21)) = f(21) = (21, 22, 23, 24).-

Os trés pontos 1, 0, oo determinam uma tnica reta, a reta real, que deve ser pensada como uma
circunferéncia de C. Um ponto z € C pertence a esta circunferéncia sse z = (z,1,0,00) € R.

A imagem da reta real por uma transformagdo de Mobius arbitraria f € Mob é uma circun-
feréncia (uma reta ou uma circunferéncia euclidiana em C ~ R?), e todas as circunferéncias
sao assim obtidas. Pela invariancia da razao cruzada podemos concluir que

Teorema 14.6. Quatro pontos distintos z1, z2, 23, 24 € C estdo numa circunferéncia sse a
razao cruzada (21, 22,23, 24) € real.

De consequéncia, a (tinica) circunferéncia que passa pelos pontos (distintos) a, b e ¢ de C
pode ser definida pela equacao cartesiana ((z,a, b, c)) = 0.

e Determine uma equagao cartesiana da circunferéncia que passa pelos pontos 1, —1 e 3.

6. (Schwarz lemma) The key to understand conformal isomorphisms of the unit disk is the
following application of tha maximum modulus principle.

Teorema 14.7 (Schwarz lemma). Let f : D — D be a holomorphic function of the unit disk
into itself fixing the origin, i.e. such that f(0) = 0. Then

1f(2)] < I2]

for all z € D, and |f'(0)| < 1. If, moreover, there exists a pont p € D were |f(p)| = |p|, then
the function is a rotation , i.e.

f(z) =Xz

for some constant \ = e of absolute value 1.

Demonstragdo. The Taylor series of f, which converges in D, is f(z) = a1z +ag2® +. .., and
therefore g(z) := f(2)/z = a1 + a2z + ... is holomorphic too, if we define g(0) = f/(0). Since
|f(2)] <1, we have |g(z)| < 1/r if |z| = r < 1. By the maximum modulus principle the same
holds for all |z| < r, and therefore, letting 7 — 1, we conclude that |g(z)| < 1. If |g(p)| = 1
for some p € D, by the maximum modulus principle the function g(z) must be a constant
with absolute value 1. O

7. Se a € D, entao a transformagao

de Mobius
a—z

fa(z) =

C1-az
define uma transformacao invertivel f, : D — D, que envia o ponto « na origem, i.e.
fa(a) = 0. A inversa de f, é a prépria f,, i.e. fo o fo é a transformagao identidade. Um

automorfismo do disco D que fixa a origem é, pelo lema de Schwarz, uma rotacio g(z) = 2.

De consequéncia,

Teorema 14.8. O grupo Aut(D) dos automorfismos conformes do disco unitdrio é o grupo
das transformacgoes

2z el — = (14.2)
coma €D el ecR/2nZ.

A transformacdo de Cayley

w = h(z) = . —&—z: (14.3)
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define uma equivaléncia conforme h : H — D do semi-plano superior sobre o disco unitério,
cuja inversa é a transformacdo h~! : D — H, definida por

Lw+1
—1

— p—1 _
z=h""(w) = p—

(14.4)

Observe que a restrigio de h~! & circunferéncia unitaria é h=1(e??) = tan(6/2).
O grupo Aut(H) dos auromorfismos do semi-plano superior é portanto o grupo h~* o Aut(ID) o
h ~ PSL(2,R), grupo das transformagoes de Mobius

az+b
cz+d

(14.5)

com coeficientes reais, i.e. a,b,c,d € R (e determinante ad — be # 0).

e Verifique que, se « € D e |z| = 1 entdo |fo(2)] = 1.
e Verifique que (fy 0 fo)(2) = 2.

e Verifique que uma transformagéo de Mobius (14.5) com coeficientes reais fixa a reta real

3(2) =0 e envia H em H.

e Determine um automorfismo do semi-plano superior H que envia o ponto ¢ no ponto
a € H.
e Determine uma equivaléncia conforme do primeiro quadrante ()1 no disco unitéario .

e Verifique que
14z
Z) =
define uma equivaléncia conforme do semi-disco superior D N H sobre o primeiro qua-
drante Q1 =H N {z € C : R(z) > 0}, e calcule a transformagao inversa.

8. (Riemann mapping theorem and Dirichlet problem) Any simply connected region Q C C
different from C itself is conformally equivalent to the unit disk. The existence of such a
conformal equivalence f : © — D is the content of the famous Riemann mapping theorem,
conjectured by Riemann in 1851 and proved by Carathéodory and Koebe sixty years later.

Teorema 14.9 (Riemann mapping theorem). Let Q2 C C be a simply connected region whose
boundary contains at least two points. Then there exists a conformal isomorphism R : D — €.
The Riemann map R is unique once we fix the image of 0 and the argument of R'(0).

Uniqueness follows from Schwarz’s lemma. The hard point is existence, and you may find
proofs in [Ah78, La03, Ru87, SSO31I1]. Here is Riemann’s idea of the proof when the boundary
of Q2 is a regular curve, based on his Dirichlet principle. We are looking for a holomorphic
function f : © — C (the inverse of R in the theorem) which is continuous on Q, sending
f(p) = 0 and taking value f(z) =1 if z € 9Q. By the maximum principle, such a map, if it
exists, sends (2 inside . A natural guess, if we want an injective map, is

f(2) = (z —p) o

for some holomorphic function g(z). If we write g(z + iy) = u(z,y) + iv(x,y) with u and v
real valued, then the boundary condition reads

log |z — p| +u(z) = 0

for z € 092. Thus, the real part of g(z) must be a harmonic function u(x,y) with prescribed
value log |z — p| on the boundary of the domain. The harmonic function

G(p, z) :=log|z — p| + u(z),

with a logarithmic singularity at p and vanishing at the boundary, is called “Green function”
of the region Q2 at the point p. If we believe, with Riemann, that such Dirichlet problem has
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10.

a solution, we may then find a conjugated harmonic function v (since €2 is simply connected)
and hence the required g(z).

On the other side, the Riemann mapping theorem may be used to solve the Dirichlet problem
in a generic simply connected region: find a hamonic extension A : £ — R of a continuous
function hg : 9Q — R. If we assume that the Riemann map extends to a continuous bijection
R : 0D — 09, we may use Poisson formula to extend Hy = hg o R to a harmonic function
H :D — R inside the unit disk. The solution of the Dirichlet problem is then h = H o R~!.

(luas) Uma lua, ou bidngulo, é uma intersegdo L = D1 N Do entre dois discos da esfera de
Riemann (cada circunferéncia da esfera de Riemann divide a esfera em dois discos, cujas
fronteira comum é a circunferéncia), ou seja, uma regidao L C C limitada entre dois arcos
de circunferéncia que formam dois angulos iguais, de uma certa amplitude 0 < ¢ < 7, nos
vértices a e b. Usando uma transformagao de Mébius (a transformagao z — (z —a)/(z — b)),
podemos assumir que os vértices sao os pontos 0 e co, e portanto, depois de uma rotagao,
que L é um angulo L = {0 < arg(z) < ¢}. Entdo a transformagdo conforme f(z) = 2%, com
a =7/, envia L sobre H.

Um caso particular é a lua A = H\D, limitada pelas circunferéncias $(z) = 0 e |z| = 1, que
é enviada conformemente no semi-plano superior H pela aplicagdo de Levi-Civita J(z) :=
z+1/z.

Um caso limite é quando o angulo entre as duas circunferéncia é nulo, ou seja, as circun-
feréncias sao tangentes. Uma transformacao de Mobius envia o ponto de tangéncia em oo,
e portanto podemos considerar, depois de uma transformagao afim, que B = {z € C :,0 <
S(z) < 7}. Entdo a transformacio conforme f(z) = e* envia B sobre H.

9 10

(transformacao Levi-Civita ou Jukovski) A transformacdo de Levi-Civita’ *°, ou de Jukovski,

é a funcao racional de grau 2 definida por

1
:J = — .
w (2) z+z

E injetiva em D e em C\D, e envia cada uma destas regives em C\[—2,2]. A imagem da
circunferéncia unitdria é o segmento [—2,2]. As outras circunferéncias |z| = p, com p # 1,
sao enviadas nas ‘elipses de Jukovski”

Rw)? | S(w)?

p+pt  p—pt

centradas em 0 com focos £2 e semi-eixos p & p~ 1. Os raios Arg(z) = @ sao enviados nas
hipérbolas

Rw)? _ S@?

4cos?  4sin’6

com focos £2.

Em particular, J(z) define uma equivaléncia conforme de H\D sobre H, e de consequéncia
as curvas de nivel (z 4+ 1/z) = ¢ s@o as linhas de corrente de um fluido ideal que corre
horizontalmente no semi-plano superior quando encontra um obstaculo descrito pela metade
superior do disco unitario.

e Verifique que —J(z) = —(z 4+ 1/z) define uma equivaléncia conforme do semi-disco
superior D = D N H sobre o semi-plano superior H.

e Observe que sin(z) é a composigao
2 e i e s —J(ie%) /2

Deduza que sin(z) define uma equivaléncia conforme de By = {z € C : —7/2 < R(2) <
m/2 e (z) > 0} sobre H.

9V.I. Arnold, Huyghens & Barrow, Newton & Hooke, Birkhéuser, 1990.
10T, Levi-Civita, Sur la régularisation du probléeme des trois corps, Acta Math. 42 (1920), 99-144.
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