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Capitulo 1

Introducao

O ano lectivo 2006/07 presenciou a restruturagao da Licenciatura em Engenharia Biolégica
no Mestrado Integrado em Engenharia Biolégica, em consonancia com o Tratado de Bolonha.
Como consequéncia, a disciplina “Algebra Linear e Geometria Analitica” viu-se substituida
pela unidade curricular “Algebra Linear C”, onde o simbolo “C” tem como tnico propdsito
diferencié-la das outras unidades curriculares semelhantes (mas que sao distintas) existentes
na Universidade do Minho. Na reestruturacdo do curso, a unidade curricular a que estas
notas se referem pressupoe o recurso a uma ferramenta computacional, tendo a direcgao de
curso apoiado a escolha do MatLab. No que se segue, tentar-se-4 complementar o estudo
tedrico dos assuntos com exemplos recorrendo a ferramenta computacional. Embora existam
recursos que possibilitem aos alunos o uso do MatLab, estes sao escassos. Tal levou a que,
com o acordo da direccao de curso, se optasse pelo gnu-Octave.

A utilizacao de um software livre possibilita aos alunos a obtencao legal de software para
o seu estudo didrio, nos seus computadores pessoais. O Octave é referenciado como um
clondﬂ do MatLab, distribuido segundo a licenga GPL (General Public License), existente
para varias plataformas, podendo encontrar na internet diversas fontes de informacao sobre
(in)compatibilidades entre os dois. Outras consideragoes e preocupagoes estdao descritas em
http://iimyo.forja.rediris.es/matlab/, nomeadamente nos Apéndices C e D.

A versdo do Octave usada nos exemplos apresentados é a 3.0.2, compilada para 64 bits.
Os exemplos foram essencialmente desenvolvidos em linux-Gentoo, em linux-Debian e em
linux-Ubuntu.

Visualmente, a grande diferenca que nos é permitido identificar entre o Octave e o MatLab
é o ambiente grafico que usam. O Matlab funciona num ambiente grafico, sendo portanto um
GUI (graphics user interface), enquanto que o Octave é um CLI (command line interface).

Alids, sé a partir do Matlab 6.0 se adoptou um ambiente grafico para o MatLab. Existem,
acrescente-se, variantes do Octave que o transformam num GUI. Um exemplo para Windows,
embora descontinuado no seu desenvolvimento, é o Octave Workshop, com sitio

http:/ /www.math.mcgill.ca/loisel /octave-workshop /.

!Sugerimos a leitura atenta de http://www.macresearch.org/octave_a_free_matlab_clone_and_a_bit_morel


http://iimyo.forja.rediris.es/matlab/
http://www.math.mcgill.ca/loisel/octave-workshop/
http://www.macresearch.org/octave_a_free_matlab_clone_and_a_bit_more
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5 MATLAB (=)=
File Edit Depug Deskiop Window Help
Dﬁl%%aﬂﬂ‘{%ﬁﬂl?|ﬂhomefdmat {\J

Shortcuts [B] How to Add [# What's Mew

To ger

>> B=A'

ans =

1

= A=[1,

<MATLABG®

Copyright 1984-2006 The MathWorks,

Version 7.Z2.0.234 (RZ00&a)
January 27, 2006

Inc.

This is a Classroom License for instructional use only.
Research and commercial use iz prohikiced.

started, select MATLAE Help or Demes from the Help menu.

252,315

> allEall(iny(Bl==(invEad) )

11:53 aM @)

Eile Edit View Terminal Tabs
GNU Octave, version 2.9.8 (i686-redhat-linux-gnu).

Copyright (C) 2008 John W. Eaton.

This is free software; see the source code for copying conditi
There is ABSOLULELY NO WARRANTY; not even for MERCHANTIBILITY
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type warranty

Help

Additional infermation about Octawve is available at http://www

Please contribute if you find this software useful.
For more information, wisit http://www.octave.org/help-wanted.

Report bugs to <bugBoctave.org> (but first, please read
http://www.octave.org/bugs html to learn how to write a helpfu

octave:1> A=[1,2;2,3]:

octave:2> B=A";

octave:3> all(all(inv(B)==(inv(A))'))
ans = 1

octave:4> inv(A)

ans =

Py

== inw(A)
ans = -3 2
2 -1
-3 z
z -1 octave:5»> inv(B)
== inviE]) ans =
ans = -3 2
2 1
-3 2
5 % octave:6> |
4 start T
|« mheciMP] || B Teminal || & Terminal B MATLAB S0

Figura 1.1: MatLab e Octave lado a lado, em Linux (no caso, Fedora 5).

Recentemente surgiu uma alternativa ao Octave Workshop, o QT-octave. E, tal como o

Octave Workshop um interface grafico do Octave, que o torna mais atraente no uso.

Existem outra implementacoes graficas do Octave para ambientes Linux. Um exemplo é

o Koctave.

Listam-se alguns enderecos tteis:

e Octave Wiki:
http://wiki.octave.org/

e Download da pagina oficial:

http:/ /www.gnu.org/software/octave/download.html

e Instalador do Octave para MS-Windows:
http://sourceforge.net /project /showfiles.php?group_id=2888& package_id=40078

e Pdgina oficial do Qt-Octave:

http://qtoctave.wordpress.com/

e Bindrios do Qt-Octave para Linux, MacOSX e MS-Windows:
https://forja.rediris.es/projects/csl-qtoctave /



http://wiki.octave.org/
http://www.gnu.org/software/octave/download.html
http://sourceforge.net/project/showfiles.php?group_id=2888\&package_id=40078
http://qtoctave.wordpress.com/
https://forja.rediris.es/projects/csl-qtoctave/

= mint@bracara2: ~ - Shell No. 3 - Konsole E\@E
Session Edit View Bookmarks Settings Help

GNU Octave, version 2.1.73 (1486-pc-linux-gnu). B
Copyright (C) 2006 John W. Eaton.

This is free software; see the source code for copying conditions.

There is ABSOLUTELY WO WARRANTY; not even for MERCHANTIBILITY or

FITNE5S FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type “warranty'.

Additicenal information about Octawve is available at http://www.octave.org.

Please contribute if you find this software useful.
For mere infermatien, visit http://www.octave.org/help-wanted.himl

Report bugs to <bug@octawve.org= (but first, please read
http://www.octave.org/bugs.html to learn how to write a helpful report).

octave:l= A=[1 2; 2 3];
octave:2> ranki(A)

ans = 2
octave:3= Inverseid)
ans =

-3 2

2 -1

octave: 4= |:|

B9\

o] miShell | @Shell No.2 | @ ShellNo. 3 |

Figura 1.2: Octave 2.1.73 num ambiente Linux (LinuxMint, baseado no Ubuntu)

Independentemente da plataforma que usar, é (quase) sempre possivel instalar o octave na
sua maquina. Sendo um software distribuido sob a licenca GPL, o cédigo-fonte estd disponivel
a qualquer utilizador. Precisard, apenas, de um compilador gcc para instalar o Octave. Se
utilizar linux, o octave é instalado de uma forma ainda mais simples. Se usar a distribuicao
Ubuntu (http://www.ubuntu.com) ou uma sua derivada, ou ainda Debian ou sua derivada,
entao num terminal faga a actualizacao da lista de pacotes disponiveis e instale o octave:
sudo apt-get update && apt-get install octave. Em alternativa, use o synaptic para
gerir, de uma forma grafica, os pacotes instalaveis no seu sistema. Para tirar partido das
capacidade gréaficas do Octave tem que instalar o gnuplot.

Outras distribui¢oes de linux possuem formas mais ou mesno simples de se instalar o
Octave (via APT, portage, yum e afins).

E possivel ter, numa mesma maquina, dois sistemas operativos, usando aquele que nos
realiza melhor certo tipo de tarefas. Mas se quiser manter intacto o seu sistema que nao é
*nix, entdo uma boa opg¢ao é a exploracao dos LiveCD/DVD. Coloque o LiveCD/DVD na sua
maquina e reinicialize-a. Terd, de imediato, um sistema linux a funcionar, embora nao possa
fazer quaisquer tipo de actualizagbes ou instalacao de software. Mas a partir daqui pode,
se tal for seu intento, instald-lo na sua maquina. Existem varias distribuicbes que possuem


http://www.ubuntu.com
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## Octave Workshop IQIEEJ
Fle Help
[ > [x.y]-meshgrid(-5.0.1:5) .
!; > zesin((x “2+y."2) " (1-2));
M inGhss
build# > meshz)
onuplot/
el yh=[123 —218 4-11]
A=
12 3
-2 1 g
4 -1 1
*b = 1:3
b=
1 2 3
> ®x = Ab
s I8 o nuplot graph =1
1.00000
1.07143
0.35714
lIhe ], &3
N
MName Dim Size
C_nagn_ 8
~o__octfledr__ 1x77 77 1
CA 33 I
b 143 24 ne
[ 3x1 24 o4
oy 10701 91608 02
bz 107101 81608 o
-0.2
-0.4
0.6
08
-1
tview: 60.0000, 30.0000 scaﬁ: 1.00000. 1.00000
< i >

Figura 1.3: Octave Workshop num MS-Windows XP

um LiveCD/LiveDVD, ou seja, que prescindem de instalagao em disco rigido, e que contém o
Octave, bem como outras aplicagoes mateméticas como o R, o YaCaS ou o GAP. Apresenta-se
uma lista nao exaustiva de sitios onde pode conhecer mais sobre algumas dessas distribuigoes.

e http://dirk.eddelbuettel.com/quantian.html
e  http://poseidon.furg.br/
e https://www.scientificlinux.org/

e http://taprobane.org/

E pronto: se tudo correu como planeado tem & sua disposi¢do o Octave, uma ferramenta
computacional numérica que iremos, nos capitulos que se seguem, usar no estudo elementar
de Algebra Linear. Pode ir registando os comandos e respostas num ficheiro de texto fazendo

> diary on
Para dar ordem de fim de escrita no ficheiro, faca
> diary off

O ficheiro, por omissao, fica denominado de “diary”. Pode, em alternativa, solicitar que o
ficheiro tome um nome definido por si. Basta, para tal, escrever diary nomeficheiro.txt.


http://dirk.eddelbuettel.com/quantian.html
http://poseidon.furg.br/
https://www.scientificlinux.org/
http://taprobane.org/

GO0 £l

Filters: *.m

or/Desktop/qtoctave-0.7.2/Minhas coisas @

Octave was configured for "i686-pc-msdog
Additional information about Octave is avd|

FPlease contribute if you find this software|

[ plotidm
|

For more information, visit http: /fwww.od|

Report bugs to <bug@octave.org> (but i
http: ffwww.octave.org/bugs. html to lear

TS

For information about changes from previ

-Use "pkg list to see a list of installed pay)|
- M5YS shell available (C:\Users\Utiizada

).
- Graphics backend: gnuplot.

octave: 1> od "C:/UsersfUtilizador /D4y
octave:2>octave: 3> plot3d

[ . .. .. .. 1 =18 o
File  View  An s Data Equations M vt Plot Sta Config Help
@& 2=
X2 B 0es £:i==
Variable List & X Editor B X Commands'History 8 x
e = =i ¥ ‘.‘ " Yy [BR A=[12:41]
l ] NEEX O Ol & rank(a)
Bytes C:\Users\tilizador \Desktop'\gtoctave-0. 7. 2\Minhas coisas'plot3d.m | inverse(4)
1tx = ty = linspace (-8, 8, 41); E\:[é' 1031
2 [ox, yy] = meshgrid (i, ty); "
e T e - A=[310;912111]
4 tz=sin()./r; rank(A)
5 mesh (tx, ty, tz); te = ty = linspace (-8, 8, 41)'} inverse(4)
[LU,Pl=lu(a)
[H Figure 1 - == =
Temia BIEECTEIEY
GNU Octave, version 3.0.0
< | 1 3 Copyright (C) 2007 John W. Eaton and off
This is free software; see the source codd
Nar tor 8 x There is ABSOLUTELY NO WARRANTY; nof
e FITNESS FOR. A PARTICULAR PURPOSE.

octave: 4>
>> Insert your here...
R view: 60,0000, 322.500 scale: 1.00000, 1.00000

[ QtOctave " Figure1

Figura 1.4: QT-octave no MS Vista
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gk Koctave E"E"ZI

File Edit Settings Help
4 & ...‘ i, =
| & @ ERNE| @ ]| hoeme/mint H

Copyright (C) 2086 John W. Eaton.

This is free software; see the source code for copying conditions.
There is ABSOLUTELY WO WARRANTY; not even for MERCHANTIBILITY or
FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. For details, type ‘warranty'.

3]

Additional information about Octave is available at http://www.octave.orqg.

Please contribute if you find this software useful.
For more information, visit http://www.octave.org/help-wanted. html

Report bugs to <bug@octave.org= (but first, please read
http://www.octave.org/bugs._html to learn how to write a helpful report).

octave:l> A=[1 2; 2 3];
octave:2> help ramk
rank is a built-im function

-- Function File: rank (A, TOL)
Compute the rank of A, using the singular walue decomposition. The rank
is taken to be the number of singular values of A that are greater than
the specified tolerance TOL. If the second argument is omitted, it is
taken to be

tol = max (size (A)) * sigmwa(l) * eps;

where “eps' 1s machine precision and “sigma(l)' is the largest singular
value of A.

Overloaded function

grank(galeis,...)

Additional help for built-imn functions, operators, and variables
is avallable in the on-line version of the manual. Use the command
“help -i <topic>" to search the manual index.

Help and information about Octave is also available on the WwwW
at http://www.octave.org and via the help@octave.org

mailing list.

octave:3= [

gﬂeady.

(1)

Figura 1.5: Koctave num ambiente linux



Capitulo 2

Calculo Matricial

Ao longo deste documento K designard o conjunto C dos nimeros complexos ou R o dos

numeros reais.

2.1 Notacao matricial

Uma matriz do tipo m x n sobre K é uma tabela com mn elementos de K, elementos esses
dispostos em m linhas e n colunas:

ail ai2 e Aln

a1 a2 e a2n
A=

aml AaAm2 " Omn

Os elementos a;; dizem-se os elementos ou componentes da matriz. A matriz diz-se do tipo
m X n se tiver m linhas e n colunas.

O conjunto de todas as matrizes (do tipo) m x n sobre K representa-se por M, x, (K) ou
por K™*" e o conjunto de todas as matrizes (finitas) sobre K por M (K).
K™ denota K™*1,

Sao exemplos de matrizes

1 2
2 3

1 2 0
-1 0 -1

A= . B=

,C:[—2 10 6},1):[_12].

Quando conveniente, escrevemos a matriz A da definicao anterior como

[a;;] s

e referimos a;; como o elemento (i, j) de A, isto é, o elemento que estd na linha ¢ e na coluna
j de A. Iremos também usar a notagdo (A);; para indicar o elemento na linha i e coluna j
de A.

11
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Duas matrizes [a;j], [bij] € Muxn (K) sao iguais se a;; = b;j, para i = 1,...,m,j =
1,...,n. Ou seja, duas matrizes sao iguais se tém o mesmo numero de linhas e o mesmo
nimero de colunas, e que os elementos na mesma linha e coluna sao iguais.

Uma matriz do tipo m por n diz-se quadrada de ordem n se m = n, ou seja, se o nimero
de linhas iguala o de colunas; diz-se rectangular caso contrario. Por exemplo, sao quadradas
as matrizes

e rectangulares as matrizes

B

Os elementos diagonais de [a;; SA0 A11, 22, -+« + 5 Appy -

]i,jzl,...n

0 5 -3

1 2
0 2]séole—2,eosdamatriz[ 3 ]

Por exemplo, os elementos diagonais de [

sao 1 e 5.
Nos exemplos atras apresentados, apenas a matriz A é quadrada, sendo as restantes rec-
tangulares. Os elementos diagonais de A séo 1, 3.

Octave
. : 1 2
Suponha que se pretende definir a matriz A = 9 3 | Para tal, faz-se
> A=[1 2;2 3]
A -
1 2
2 3

A entrada (1,2) é mostrada através do comando

> A(1,2)
ans = 2

A primeira linha e a segunda coluna da matriz s3o mostradas com, respectivamente,

> A(1,:)

ans =
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1 2
> A(:,2)
ans =

2

3

1 2—4 3i

Consid triz B = :

onsiaere agora a matriz 0 \/5 1 ]
> B=[1 2-i 3i; 0 sqrt(2) -1]

B=

1.00000 + 0.00000i
0.00000 + 0.000001

2.00000 - 1.000001
1.41421 + 0.000001

13

0.00000 + 3.00000i
-1.00000 + 0.000001

No Octave, todas as constantes numéricas sdo representadas no formato de virgula flutuante

com dupla precisdo (as constantes complexas sdo memorizadas como pares de valores de virgula

flutuante de dupla precisdo). O Octave, por omissdo, apenas mostra uma parte do valor que

armazenou.

> format long
> B=[1, 2-i, 3i; 0, sqrt(2), -1]
B=

Column 1:

1.000000000000000 + O.
0.000000000000000 + O.

0000000000000001
0000000000000001

Column 2:

2.000000000000000 - 1.
1.414213562373095 + O.

0000000000000001
0000000000000001

Column 3:

0.000000000000000 + 3.
-1.000000000000000 + O.

0000000000000001
0000000000000001

> format
> B
B=
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1.00000 + 0.00000i 2.00000 - 1.000001 0.00000 + 3.00000i
0.00000 + 0.000001 1.41421 + 0.00000i -1.00000 + 0.000001

Suponhamos agora que se pretende definir C' como a matriz constituida pelos elementos que
est3o nas linhas de B e que estdo nas colunas 1 e 2 de B. Para tal, usa-se o comando B(:,1:2).
Aqui, o primeiro : indica que se pretender usar todas as linhas de B. O argumento 1:2 indica
que consideram da primeira a segunda colunas de B.

> C=B(:,1:2)

ans =

1.00000 + 0.00000i 2.00000 - 1.000001
0.00000 + 0.00000i 1.41421 + 0.00000i1

Se se pretender a coluna 1 e 3, ent3o usa-se a instrucdo B(:, [1,3]). Uma forma mais rebuscada
seria usar o argumento 1:2:3. A sintaxe é simples: inicio:incremento:final. Assim sendo,

> B(:,1:2:3)

ans =

1+ 01 0+ 31
0+0i -1+01

Finalmente, podemos concatenar a matriz A definida atrds, por colunas e por linhas, respectiva-
mente,

> [B(:,1:2:3) A]

ans =

1+ 01 0+ 31 1+ 0i 2 + 0i
0+0i -1+ 01 2 + 01 3 + 0i

> [B(:,1:2:3); A]

ans =
1+ 01 0+ 31
0+0i -1+ 01
1+ 01 2 + 01
2 + 01 3 + 01

Preste atencdo que nem sempre estas operacdes sdo possiveis. Uma das causas de falha é o
nimero de linhas ou colunas n3o compativel.

Finalmente, obtém-se a conjugada de uma matriz conjugando as componentes da matriz dada.
Ou seja, a matriz conjugada de A € M,xp (C), denotada como A, é a matriz m x n definida

por (A);; = a@j;. Por exemplo,
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> conj (B)

ans =

1.00000 - 0.00000i  2.00000 + 1.00000i  0.00000 - 3.00000i
0.00000 - 0.000001 1.41421 - 0.00000i -1.00000 - 0.000001

Apresentamos, de seguida, alguns tipos especiais de matrizes.

1. Uma matriz diz-se diagonal se for da forma

dl 0 0

0 do

. . = diag (dl,dz,...,dn),
0 0 dn

ou seja, o elemento (7, j) é nulo, se i # j. Portanto, uma matriz quadrada é diagonal se
0s Unicos elementos possivelmente nao nulos sao os diagonais.

2. A matriz identidade de ordem n, I,,, é a matriz diagonal de ordem n, com os elementos
diagonais iguais a 1; ou seja,

3. Uma matriz A = [a;;] diz-se triangular superior se a;; = 0 quando i > j, e triangular
inferior se a;; = 0 quando 7 < j. Ou seja, sao respectivamente triangulares superiores
e inferiores as matrizes

ail a2 - Aip aipz. 0 -+ 0
0 axp -+ a a1 az -+ 0
)
0 0 T Amn aml1 am2 - Amn

4. Matrizes circulantes
agp ap -+ Gp-—1

p—-1 ap -+ G(p-2

al a2 o e ao
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5. Matrizes companheiras, com v € K*~1,

0 ag
In—l v .

6. Matrizes de Hankel

ap aq ay k Ap—1
ay a9 * * Qp,
H, = as * x ok *
* ap—1 Gn * *
L An—1  Gn * X A(n—1) |
7. Matrizes de Toeplitz
[ ago ai a9 * Ap—1 i
a_1 ag * * *
T, = * a_1  * % *
a—n+2 * * * ai
L @—n+1 G—py2 * a1 AaQ |

2.2 Operagoes matriciais

Vejamos agora algumas operacoes definidas entre matrizes, e algumas propriedades que estas

satisfazem.

2.2.1 Soma e produto escalar

Sejam A = [a;;], B = [bij] € Muyxn (K) e a € K.

1. A soma entre matrizes A+ B é a matriz m x n cujo elemento (7, 5) é a;j + b;j. Ou seja,

(A+ B)ij = (A)ij + (B)ij-

2. O produto de uma matriz com um escalar «A é a matriz m x n cujo elemento (i,5) é

aa;j. Ou seja, () = a(A)ij.

Repare que a soma de duas matrizes, da mesma ordem, ¢é feita elemento a elemento, e o

produto escalar de uma matriz por o € K é de novo uma matriz da mesma ordem da dada,

onde cada entrada surge multiplicada por «. Ou seja,

ailr a2 ... Qim bir b2 ... bim air + b1 a2+ b2
a1 G2 ... Qm bar bao ... bam a1 + b1 ags + b

anl1 Aanp2 ... GOapm bpi b2 ... bum ap1 +bp1 an2 + bpa

A1m + bim
a2m + bam

Apm + bnm
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e
aip a2 ... A1m aalp oal2 ... AQ1m
asr a2 ... aom, aagr «a2 ... aa9m,
[0 _=
anl An2 ... Qpm aan1 QQp2 ... Opm

Por exemplo,

1+5 2+6
3+7 448

12+56__
3 4 78|

2[5 52
34| |53 5.4

Como ¢ facil de compreender, a soma e o produto escalar sao comutativos.

De ora em diante, 0 representa uma qualquer matriz cujos elementos sao nulos, e se
A = [a;5] entdo —A = [—ayj].

Estas operacoes satisfazem as propriedades que de seguida se descrevem, onde A, B,C €
Mpxn (K) e o, f € K:

1. A soma de matrizes é associativa: (A+ B)+C = A+ (B+C).
2. A soma de matrizes é comutativa: A+ B =B+ A

3. A matriz nula é o elemento neutro da adicdo: A+ 0 =0+ A.
4. Existe o simétrico de cada matriz A+ (—A) = (—A)+ A =0.
5. a(A+ B) = aA + aB.

6. (o« + B)A =aA+ A

7. (af)A = a(BA).

8. 1-A=A.

2.2.2 Produto

Resta-nos definir o produto matricial.
Seja A = [a;;] uma matriz m x p e B = [b;;] uma matriz p x n. O produto de A por B,
denotado por AB, é a matriz m x n cujo elemento (i, 5) é a;1b1; + aiaboj + - - - + ainbyj. Assim,

AB =

P P
Z aikbkj] e portanto (AB);; = Z(A)zk(B)k]
k=1

mxp k=1

Atente-se nas dimensoes de A e B na definicdo anterior.
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1 1 1 0
01 -1}

1 pela matriz B =

Como exemplo, fagamos o produto da matriz A =

Ora

Ap_ | 11420 1-1+42:1 1-042-(-1)
Sl -1141-0 —1-141-1 —=1-0+1-(=1) |

Antes de fazermos referéncia a algumas propriedades, vejamos uma outra forma exprimir
Y1

o produto de duas matrizes. Para tal, suponha que X = | 21 292 ... z,

Yn
sendo a primeira do tipo 1 X n e a segunda do tipo n x 1. Pelo que acabamos de referir, o

produto de X por Y estda bem definido, sendo a matriz produto do tipo 1 x 1, e portanto,
um elemento de K. Esse elemento é z1y; + x2y2 + ... 2aYyn. Voltemos agora ao produto
de Ayxp pPor Bpxy, € fixemos a linha ¢ de A e a coluna j de B. Ou seja, a matriz linha

. 25 .. .
aj1 @2 ... Gjp | € a matriz coluna . . O produto da primeira pela segunda é o
bpj
p
elemento de K dado por a;1b1; + ai2b; + -+ - + aipbp; = g a;,bj. Ora, este elemento nao é
k=1

mais nem menos que a entrada (7, j) da matriz produto AB. Ou seja, a entrada (i,7) de AB
é o produto da linha i de A pela coluna j de B.

Vejamos algumas propriedades deste produto de matrizes, onde as dimensoes das matrizes
A, B,C, 1,0 sao tais que as operacoes indicadas estao definidas, e o € K:

1. O produto de matrizes é associativo (AB)C = A(BC);

2. O produto de matrizes é distributivo em relacdo a soma A(B + C) = AB + AC, (A +
B)C = AC + BC;,

3. A matriz identidade é o elemento neutro para o produto: AI = A, TA = A;
4. A matriz nula é o elemento absorvente para o produto: 0A = 0, A0 = 0;

5. a(AB) = (aA)B = A(aB).

Fagamos a verificacdo da primeira igualdade de (1). A verificacdo de que as matrizes sdo
do mesmo tipo fica ao cargo do leitor. Iremos apenas verificar que a entrada (i, ) de A(B+C)
iguala a entrada (i,j) de AB + AC. Ora, supondo que A tem p colunas, e portanto que B e
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C tém p linhas,

(A(B+QC))ij = (A)ir((B)rj + (C)ry)

((A)ir(B)rj + (A)ix(C)r;j)

I
M= T0= T

(A)ie(B)rj + > _(A)ik(C)ij
=1

AB)i; + (AQ)ij = (AB + AC)y;.

I
R

—~

Verifiquemos também a propriedade (3). Note-se que (/); =1 e (/);; = 0se i # j. Ora
(AD)ij = 3251 (A)ie(Drj = (A)ij-

’

E importante notar que o produto matricial nao é, em geral, comutativo. Por exem-

1 olfo1 o111 0
plo’[o 0”0 0]7'é 00”00

A lei do anulamento do produto também

nao é valida, em geral, no produto matricial. Por exemplo, (1) 8 8 (1) = 0, sem
que um dos factores seja nulo. Ou seja, AB = 0 # (A=0o0uB ;O) De__uma forma
mais geral, (AB=AC e A#0) # (B=C), ji que, por exemplo, é 8 i i ] =

10 2 2
0 0 -1 3|
Como é facil de observar, a soma de duas matrizes triangulares inferiores [resp. triangu-

lares superiores| é de novo triangular inferior [resp. triangular superior]. O que se pode dizer
em relagao ao produto?

Teorema 2.2.1. O produto de matrizes triangulares inferiores [resp. triangulares superiores]

¢ de novo uma matriz triangular inferior [resp. triangular superior].

Demonstragao. Sejam A, B duas matrizes triangulares inferiores de tipo apropriado. Ou seja,
(A)ij, (B)ij =0, parai < j. Pretende-se mostrar que, parai < j se tem (AB);; = 0. Ora, para
i < j, esupondo que A tem p colunas, (AB)i; = > 1 _1(A)ik(B)rj = 21 (A)ix(B)r; =0. O

Por vezes é conveniente considerar-se o produto matricial por blocos. Para tal, considere
as matrizes A e B divididas em submatrizes

A App
Agr Ago

Bi1 Bia
By1  Bas

)

A=

de forma conforme as operacoes descritas de seguida estejam definidas, entao

A11Bi1 + A12Ba1 A11Bi2 + A12Ba»

AB =
Ao Bi1 + AgeBoy A1 Bia + A2 Do
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De uma forma mais geral, se

A A - Ay By Bz -+ DBy

A A e A B B ..+ B
A R

Aml AmQ e Amp Bpn Bpn e Bp'n,

em que as submatrizes sao tais que as operacoes seguintes estao bem definidas, entao

o1 AwBrr Yp_ AwBra - Y01 AwkBin
AR — Sk 1 AwBr > by AoBre o D% _ i AsBuy
Zzzl Ak Bri Zi:l ApkBr2 - Zz]z:l Ak Bin

2.2.3 Transposicao

A transposta de uma matriz A = [a;;] € Myxn (K), é a matriz AT = [bij] € Myxm (K) cuja
entrada (i,5) é aj;, parai = 1,...,n,j = 1,...,m. Ou seja, (AT);; = (A)j;. A matriz é
simétrica se AT = A

. . 1 3 . 1 2
€ a matriz , € a matriz
2 4 2 3

Repare que a coluna i de AT é a linha ¢ de A, e que uma matriz é simétrica se e s6

Como exemplo, a transposta da matriz [
é uma matriz simétrica.
se for quadrada e forem iguais os elementos situados em posicoes simétricas relativamente a

diagonal principal.

A transposicao de matrizes goza das seguintes propriedades:
1. (A7) = 4;

2. (A+ B)T = AT + BT,

3. (@A) = aAT, para o € K;

4. (AB)T = BT AT,

5. (40T = (A7) ke N,

A afirmagdo (1) é valida ja que ((AT)T);; = (AT);; = (A);;.

Para (2), (A4 B)")ij = (A+ B)ji = (A)ji + (B)ji = (A")y; + (BT)y5.

Para (4), ((AB)")yj = (AB)ji = 3_4(A)jn(B)ri = L (B)ri(A)je = 24 (BT )i(AT )y =
BTAT),;
( )ij-

Para (5), a prova ¢ feita por indugao no expoente. Para k = 1 a afirmacao é trivialmente

valida. Assumamos entao que é valida para um certo k, e provemos que é vélida para k + 1.
Ora (Ak:-i-l)T — (Ak:A)T :(4) AT(Ak)T — AT(AT)k — (AT)k-&-l.
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Octave

. . 1 2 0 1
Considere as matrizes A = ,B =
2 3 -1 1

a soma estd bem definida. Verifica-se a comutatividade destas matrizes para a soma.

. Note que sdo do mesmo tipo, pelo que

> A=[1 2; 2 3]; B=[0 1; -1 1];

> A+B
ans =
1 3
1 4
> B+A
ans =
1 3
1 4

Facamos o produto de A pelo escalar 2:
> 2%A
ans =

2

4 6

Note ainda que o nimero de colunas de A iguala o nimero de linhas de B, pelo que o produto
AB estd bem definido.

> AxB
ans =
-2 3
-3 5

Verifique que também o produto BA estd bem definido. Mas

> BxA

ans =
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BA # AB, pelo que o produto de matrizes ndo €, em geral, comutativo.

Considere agora a matriz C cujas colunas s3o as colunas de A e a terceira coluna é a segunda
de B:

> C=[A B(:,2)]

Como C' é uma matriz 2 x 3, a sua transposta, CT, é do tipo 3 x 2:

> C?
ans =
1 2
2 3
1 1
> size(C?)
ans =
3 2

2.2.4 Invertibilidade

Uma matriz A quadradada de ordem n diz-se invertivel se existir uma matriz B, quadrada

de ordem n, para a qual
AB = BA = 1I,.

Teorema 2.2.2. Seja A € M,, (K). Se existe uma matriz B € M, (K) tal que AB = BA =

1,, entao ela € unica.
Demonstragio. Se B e B’ sao matrizes quadradas, n x n, para as quais
AB=BA=1,=AB =B'A

entao

B'=B'I, = B'(AB) = (B'A)B = I,B = B.
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A matriz B do teorema, caso exista, diz-se a inversa de A e representa-se por A1,

1
Por exemplo, a matriz S = 1 nao é invertivel. Por absurdo, suponha que existe
~ x
T, de ordem 2, tal que ST = I, = T'S. A matriz T é entao da forma [ Y Ora
z w

ST =

x
Y ] , que por sua vez iguala I, implicando por sua vez x = 1 e y = 0, juntamente
Ty

comz=0ey=1.

Octave

. . - 1 2 L, , .
Considere a matriz real de ordem 2 definida por A = 5 3 | Esta matriz é invertivel. Mais
adiante, forneceremos formas de averiguacdo da invertibilidade de uma matriz, bem como algorit-
mos para calcular a inversa. Por enquanto, deixemos o Octave fazer esses calculos, sem quaisquer

justificacOes:

> A=[1,2;2,3];
> X=inv(A)

-3

Ou seja, Al = !
2 -1

] . Facamos a verificacdo de que AX = XA = Is:

> AxX

ans =

Uma forma um pouco mais rebuscada é a utilizacdo de um operador boleano para se aferir da
veracidade das igualdades. Antes de nos aventurarmos nesse campo, e sem pretender deviarmo-nos
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do contexto, atribua a a e a b os valores 2 e 3, respectivamente:
> a=2;b=3;

Suponha agora que se pretende saber se os quadrados de a e de b sdo iguais. Em linguagem
matematica, tal seria descrito por a®> = b>. Como é ébvio, no Octave tal seria sujeito de dupla
significacdo: o simbolo = refere-se a uma atribuicdo a varidvel ou parte de uma proposicao?
Como vimos anteriormente, = tem sido repetidamente usado como simbolo de atribuicdo (como
por exemplo em a=2); se se pretende considerar = enquanto simbolo de uma proposi¢cdo, entdo
usa-se ==. O resultado serd 1 se a proposicdo é verdadeira e 0 caso contrario. Por exemplo,

> a"2==b"2
ans = 0
> a"2!1=b"2
ans = 1

Usou-sd| != para indicar #.

Voltemos entdo ao nosso exemplo com as matrizes. Recorde que se pretende averiguar sobre
a igualdade AX = I5. O Octave tem uma funcdo pré-definida que constréi a matriz identidade
de ordem n: eye(n). Por exemplo, a matriz I3 é obtida com

> eye(3)
ans =
1 0 O
0 1 0
0O 0 1

Portanto, a verificacdo de AX = I, é feita com:

> A*xX==eye(2)

ans =

A resposta veio em forma de tabela 2 x 2: cada entrada indica o valor boleano da igualdade
componente a componente. Suponha que as matrizes tém ordem suficientemente grande por
forma a tornar a deteccdo de um 0 morosa e sujeita a erros. Uma alternativa serd fazer

> all(all(A*X==eye(2)))
ans = 1

'De facto poder-se-ia ter usado também ~=, estando esta palavra também em consonéncia com a sintaxe
do MatLab.
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Teorema 2.2.3. Dadas duas matrizes U e V de ordem n, entdo UV ¢ invertivel e
vy t=v-lyL
Demonstracdo. Como

OVY(V U =U (Vv YU =ULU Y =U0U ! = 1,

(viuhwv)y=vH(Uut)v=v 1LV =vV =1,

segue que UV é invertivel e a sua inversa é V11U 1. O

Ou seja, o produto de matrizes invertiveis é de novo uma matriz invertivel, e iguala o
produto das respectivas inversas por ordem inversa.

Duas matrizes A e B, do mesmo tipo, dizem-se equivalentes, e denota-se por A ~ B, se
existirem matrizes U,V invertiveis para as quais A = UBV. Repare que se A ~ B entao
B ~ A, ja que se A = UBV, com U,V invertiveis, entdo também B = U 'AV~!. Pelo
teorema anterior, se A ~ B entao A é invertivel se e s6 se B é invertivel.

As matrizes A e B sdo equivalentes por linhas se existir U invertivel tal que A = UB. E

6bvio que se duas matrizes A e B sdo equivalentes por linhas, entdo sdo equivalentes, ou seja,
A~ B.

. . . ~ L . -1
Se uma matriz U for invertivel, entdo a sua transposta U’ também é invertivel e (UT) =

(U _1)T. A prova é imediata, bastando para tal verificar que (U _1)T satisfaz as condicoes de
inversa, seguindo o resultado pela unicidade.
Segue também pela unicidade da inversa que

isto é, que a inversa da inversa de uma matriz é a prépria matriz.

Octave

Facamos a verificacdo desta propriedade com a matriz A =

1 2
4 3|
> B=A’;

> inv(A’)==(inv(A))’

ans =
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Vimos, atrés, que o produto de matrizes triangulares inferiores [resp. superiores| é de novo
uma matriz triangular inferior [resp. superior]. O que podemos dizer em relagao & inversa,
caso exista?

Teorema 2.2.4. Uma matriz quadrada triangular inferior [resp. superior] € invertivel se e
s0 se tem elementos diagonais nao nulos. Neste caso, a sua inversa é de novo triangular
inferior [resp. superior].

Antes de efectuarmos a demonstracao, vejamos a que se reduz o resultado para matrizes

. . - 0
(quadradas) de ordem de 2, triangulares inferiores. Seja, entdao, L = aul ], que

az1 a2
. , . ) x Yy
supusemos invertivel. Portanto, existem x,y, z, w € K para os quais I = L , donde
zZ w
segue, em particular, que aj;z = 1, e portanto aj; # 0 e x = ——. Assim, como a;;y = 0 e

ail’
a11 # 0 tem-se que y = 0. Ou seja, a inversa é triangular inferior. Como y = 0, o produto
da segunda linha de L com a segunda coluna da sua inversa é agow, que iguala (I)ge = 1.
1

Portanto, age # 0 e w = 77 O produto da segunda linha de L com a primeira coluna da sua

inversa é a21a%1 + agez, que iguala (I)2; = 0. Ou seja, z = —al“l%:m.

Demonstragao. A prova é feita por indugdo no ntmero de linhas das matrizes quadradas.
Para n = 1 o resultado é trivial. Assuma, agora, que as matrizes de ordem n triangulares

inferiores invertiveis sdo exactamente aquelas que tém elementos diagonais nao nulos. Seja

A = [a;;] uma matriz triangular inferior, quadrada de ordem n + 1. Particione-se a matriz

por blocos da forma seguinte:

all O ]
b A
ondebénx1,0élxne Aénxn triangular inferior.
Por um lado, se A é invertivel entao existe %W inversa de A, com T1x1, Yixn, Znx1,
Waxn- Logo ajijx = 1 e portanto a1 # 0 ex = L. Assim, como a11Y = 0e aj; # 0

ail

tem-se que Y = 0. O bloco (2,2) do produto é entao AW, que iguala I,,. Sabendo que

Y 0 110 ~ ~
$ ‘ au ‘ = ‘ , tem-se que também W A = I,,, e portanto A é invertivel,
Z|w b | A 0| I,

n x n, com (A)~! = W. Usando a hipétese de inducio aplicada a ,ZL os elementos diagonais

de A, que sdo os elementos diagonais de A & excepgao de aj; (que ja mostramos ser nao nulo)
sao nao nulos.
Reciprocamente, suponha que os elementos diagonais de A sao nao nulos, e portanto que os
elementos diagonais de A sao nao nulos. A hipétese de indugao garante-nos a invertibilidade
_ L]
de A. Basta verificar que a1l
a [ LA AT

ail

é a inversa de A. O
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0
-1

matriz é invertivel, e V! = V7 (verifique!). Este tipo de matrizes denominam-se por or-

Para finalizar esta secgdo, e como motivacao, considere a matriz V = . Esta

togonais. Mais claramente, uma matriz ortogonal é uma matriz (quadrada) invertivel, e
cuja inversa iguala a sua transposta. De forma equivalente, uma matriz A invertivel diz-se
ortogonal se AAT = ATA =1.

Teorema 2.2.5. 1. A inversa de uma matriz ortogonal € também ela ortogonal.
2. O produto de matrizes ortogonais € de novo uma matriz ortogonal.

Demonstracdo. (1) Seja A uma matriz ortogononal, ou seja, para a qual a igualdade A7 = A~}
é valida. Pretende-se mostrar que A~! ¢é ortogonal; ou seja, que (A_l)_l = (A_l)T. Ora
(A" = (aT) " = (a7

(2) Sejam A, B matrizes ortogonais. Em particular sdo matrizes invertiveis, e logo AB é
invertivel. Mais,

(AB) ' =B71A7' = BTAT = (AB)".

O

Impoe-se aqui uma breve referéncia aos erros de arredondamento quando se recorre a um
V22

sistema computacional numérico no calculo matricial. Considere a matriz A = %/5 \% .
T2 2

A matriz é ortogonal ji que AAT = ATA = I,.

Octave
Definamos a matriz A no Octave:

> A=[sqrt(2)/2 sqrt(2)/2; -sqrt(2)/2 sqrt(2)]
A =

0.70711 0.70711
-0.70711 1.41421
Verifique-se se AAT = AT A:

> all(all(A*A’==A’*A))
ans = 0

A proposic3o é falsa! Calcule-se, entdo, AAT — AT A:

> AxA’-A’*A

ans =

0.0000e+00 -8.5327e-17
-8.5327e-17 0.0000e+00
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E premente alertar para o facto de erros de arredondamento provocarem afirmagoes falsas. Teste
algo t3o simples como

> (sqrt(2))"2==2

A transconjugada de A é amatriz A* = AT. Ouseja, (A*);; = (A);;. Esta diz-se hermitica
(ou hermitiana) se A* = A.

Sejam A, B matrizes complexas de tipo apropriado e o € C. Entao
1. (A%)" = A;

2. (A+ B)" = A* + B*;

3. (aA)" = aA*;

4. (AB)" = B*A*;

5. (A")" = (A*)", paran € N;

A prova destas afirmacoes é andloga & que apresentdmos para a transposta, e fica ao
cuidado do leitor.
Uma matriz unitdria é uma matriz (quadrada) invertivel, e cuja inversa iguala a sua

transconjugada. De forma equivalente, uma matriz A invertivel diz-se unitaria se AA* =
A*A=1.

Teorema 2.2.6. 1. A inversa de uma matriz unitdria € também ela unitdria.

2. O produto de matrizes unitdrias € de novo uma matriz unitdria.

Remetemos o leitor ao que foi referido no que respeitou as matrizes ortogonais para poder
elaborar uma prova destas afirmagdes.
2.3 Um resultado de factorizacao de matrizes

2.3.1 Matrizes elementares

Nesta seccao, iremos apresentar um tipo de matrizes que terao um papel relevante em resul-

tados vindouros: as matrizes elementares. Estas dividem-se em trés tipos:
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1
0
1
1
a # 0; Di(a) = a —k
0
- 1—
T
k
- 0 ,
1 a —
i # Ji Eij (a) = 1
0
-~ 1—
1 -
1
0 1 ot
1
Py = 1
1 0 iy
1
- 1—
7 T
i J

Ou seja, as matrizes elementares de ordem n sao obtidas da matriz identidade I,, fazendo:
e para Dj(a), substituindo a entrada (k, k) por a;
e para Fjj(a), substituindo a entrada (i,j) por a;

e para P;j, trocando as linhas i e j (ou de outra forma, as colunas i e j).
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E 6bvio que Dy(1) = E;j(0) = Py, = I.
A primeira propriedade que interessa referir sobre estas matrizes é que sao invertiveis.
Mais, para a,b € K, a # 0,

(De(@) ™" = Dy (1)

(Eij(b)~" = Eij(—b), parai# j
(Py)~' = Py

A segunda, relevante para o que se segue, indica outro o modo de se obter as matrizes
Dy(a) e E;j(a) da matriz identidade, cujas linhas sdo denotadas por l1,1a, ..., ly:

e para Dj(a), substituindo a linha k por alg;
e para Ejj(a), substituindo a linha ¢ por l; + al;.

Aplicando o mesmo raciocinio, mas considerando as colunas cq, ¢g, ..., ¢, da matriz iden-
tidade:

e para Dg(a), substituindo a coluna k por a cg;

e para Ej;(a), substituindo a coluna j por ¢; + ac;.

Octave
Considere as matrizes 3 x 3 elementares D = Dy(5); E = E23(3); P = Pi3. Recorde que a matriz
I3 é dada por eye(3).

> D=eye(3);
> D(2,2)=5;
>D
D =
1 0 O
0 5 0
0O 0 1
> E=eye(3);
> E(2,3)=3;
> E
E =
1 0 O
0 1 3
0 0 1
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> I3=eye(3);
> P=I3;
> P(1,:)=I3(3,:); P(3,:)=I3(1,:);
> P
P =
0O 0 1
0 1 O
1 0 O

Nesta dltima matriz, as instrugdes P(1,:)=I3(3,:); P(3,:)=I3(1,:); indicam que a primeira
linha de P é a terceira de I3 e a terceira de P é a primeira de I3.

O que sucede se, dada uma matriz A, a multiplicarmos a esquerda ou a direitaE] por uma
matriz elementar? Vejamos com alguns exemplos, tomando

4 0
1
A=|1 1 o0 ,P:Pm,E:Egl(—Q),D:Dg<2>.
2 -1 4

Vamos usar o Octave para determinar o produto DEPA. Para tal, faremos primeiro PA, a
este produto fazemos a multiplicacao, a esquerda, por E, e finalmente ao produto obtido a
multiplicacao por D, de novo a esquerda.

Octave
Vamos ent3o definir as matrizes A,P,E,D no Octave:

> A=[4 2 0; 110; 2 -1 4];

> I3=eye(3);

> E=I3; E(3,1)=-2;

> P=I3; P(1,:)=I3(2,:); P(2,:)=I3(1,:);
> D=I3; D(2,2)=1/2;

Facamos o produto PA:

> Px*xA

ans =

2Recorde que o produto matricial ndo é, em geral, comutativo, pelo que é relevante a distingao dos dois
casos.
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1 1 0
4 2 0
2 -1 4

Qual a relagdo entre A e PA? Repare que ocorreu uma troca da primeira e da segunda linha
de A. Que por sinal foram as mesmas trocas que se efectuaram a I3 de forma a obtermos Pjs.
A matriz PA, multiplicamo-la, a esquerda, por E:

> ExPxA
ans =
1 1 0
4 2 0
0 -3 4
> DxExPxA
ans =
1 1 0
2 1 0
0 -3 4

Uma matriz permutacao de ordem n é uma matriz obtida de I,, a custa de trocas de suas
linhas (ou colunas). Aqui entra o conceito de permutagdo. Uma permutagdo no conjunto

N, = {1,2,...,n} é uma bijeccao (ou seja, uma aplicagdo simultaneamente injectiva e so-
brejectiva) de N,, em N,. Uma permutagao ¢ : N,, — N,, pode ser representada pela tabela
1 2 ...
" . Para simplificar a escrita, é habitual omitir-se a primeira linha,
(1) »(2) - p(n)

j& que a posigao da imagem na segunda linha indica o (tinico) objecto que lhe deu origem.

Definigao 2.3.1. O conjunto de todas as permutacdes em N, € denotado por S, e denomi-
nado por grupo simétrico.

Como exemplo, considere a permutacao v = (2,1,5,3,4) € Ss. Tal significa que
v(1) =2,7(2) = 1,7(3) = 5,7(4) = 3,7(5) = 4.

Note que Sy, tem n! = n(n—1)(n—2)...2-1 elementos. De facto, para vy = (i1,12,...,i,) €
Sn, 91 pode tomar n valores distintos. Mas iy apenas pode tomar um dos n — 1 restantes,
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j& que nao se podem repetir elementos. E assim por diante. Obtemos entdo n! permutacoes
distintas.

Dada a permutacao ¢ = (i1,42,...,%,) € Sp, se 1 < j <k < nei; > i entdo i > iy
diz-se uma inversio de ¢. Na permutagdo v = (2,1,5,3,4) acima exemplificada existem
trés inversoes, ja que v(1) > 7(2),7v(3) > v(4),7(3) > v(5). O sinal de uma permutacao
¢, denotado por sgn(y), toma o valor +1 caso o nimero de inversoes seja par, e —1 caso
contrario. Portanto, sgn(vy) = —1. As permutagoes com sinal +1 chamam-se permutacoes
pares (e o conjunto por elas formado chama-se grupo alterno, A,), e as cujo sinal é —1
denominam-se por permutacdes impares.

Uma transposicao é uma permutagao que fixa todos os pontos a excepcao de dois. Ou
seja, 7 € S, é uma transposigao se existirem i, j distintos para os quais 7(i) = j,7(j) = @
e 7(k) = k para todo o k diferente de i e j. Verifica-se que toda a permutacao ¢ se pode
escrever como composicao de transposigoes 71, 72,...,T,. Ou seja, ¢ = 7L 0T 0 -+ 0 Tp.
Esta decomposicao nao é tnica, mas quaisquer duas decomposi¢oes tém a mesma paridade
de transposi¢oes. Ou seja, se existe uma decomposigdo com um numero par [resp. {mpar]
de intervenientes, entdo qualquer outra decomposigao tem um nimero par [resp. impar| de
transposicoes. Mais, esse nimero tem a mesma paridade da do ntimero de inversoes. Por
consequéncia, o sinal de qualquer transposicao é —1. A permutacao « definida atras pode-se
decompor como (2,1,5,3,4) = (2,1,3,4,5) 0 (1,2,5,4,3) 0 (1,2,4,3,5).

O conjunto das permutacoes S, pode ser identificado com o conjunto das matrizes per-
mutacao de ordem n, em que a composicao de permutacao é de uma forma natural identificado
com o produto de matrizes. A matriz permutacdo P associada & permutacio v é a matriz
obtida de I5 realizando as trocas de linhas segundo . Para ficil compreensao, vamos recorrer

ao Octave.

Octave

> I5=eye(5);
> P=I5([2 1 5 3 4], :)
P=

o O O ~» O
O O O O =
O = O O O
R O O O O
O O » O O

Na primeira linha de P surge a segunda de I5, na segunda a primeira, na terceira a quinta de
I5, e assim por diante.

De facto, toda a matriz permutacao pode-se escrever como produto de matrizes da forma
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P;;, tal como definidas atrds. Tal é consequéncia da existéncia de uma decomposicao da
permutacao em transposicoes. Note que as transposicoes se identificam com as matrizes F;;.
Voltemos ao Octave e ao exemplo acima:

Octave

Em primeiro lugar, definamos as matrizes associadas as transposicoes, e facamos o seu produto:

> P1=I5([2 1 3 4 5], :);
> P2=I5([1 2 5 4 3], :);
> P3=I5([1 2 4 3 5], :);
> P1xP2xP3

ans =

o O O ~» O
O O O O =
O = O O O
= O O O O
O O » O O

O produto iguala a matriz P associada a permutacdo escolhida:

> all(all(P==P1%P2%P3))
ans = 1

Operacoes elementares sobre as linhas de A sdo as que resultam pela sua multiplicagao
a esquerda por matrizes elementares. Ou seja, sao operagoes elementares por linhas de uma
matriz

e a troca de duas linhas,
e a multiplicacdo de uma linha por um escalar nao nulo,
e a substituicao de uma linha pela sua soma com um multiplo de outra linha.

De forma analoga se definem as operacoes elementares sobre as colunas de uma matriz,
sendo a multiplicacdo por matrizes elementares feita a direita da matriz. Na pratica, tal
resulta em substituir a palavra “linha” pela palavra “coluna” na descri¢ao acima.

2 46
Considere a matriz A = 1 4 2 |. Em primeiro lugar, e efectuando operacoes
-1 0 1

elementares nas linhas de A, tentaremos obter zeros por debaixo da entrada (A);;. Ou seja,
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2 4
pretendemos obter algo como | 0 7
0 7
com o simétrico de metade da primeira. Ou seja,

6
? | . Substitua-se a segunda linha, ls, pela sua soma
?

2 4 6| ——+——| 2 4 6
1 4 2 l2<—l2—§l1 0 2 -1
-1 0 1 -1 0 1
1 00
Tal corresponde a multiplicar & esquerda a matriz A por Egl(—%) = —% 1 0 |. Fagamos
0 01
0 mesmo raciocinio para a terceira linha:
2 4 6| —m | 2 4 6 — 2 4 6
1 4 2 l2<—l2—§l1 0 2 -1 l3<—l3+§l1 0 2 -1
-1 0 1 -1 0 1 0 2 4

Tal correspondeu a multiplicar o produto obtido no passo anterior, a esquerda, por Egl(%).
Ou seja, e até ao momento, obteve-se

1 1
E31(5)E21(—§)A= 0 2 —-1|=B8B.

Todos os elementos na primeira coluna de B, a excepgao de (B)11, sao nulos. Concentremo-
nos agora na segunda coluna, e na segunda linha. Pretendem-se efectuar operagoes elemen-

(2 4 6
tares nas linhas de B por forma a obter uma matriz da forma | 0 2 —1 |[. Para tal,
00 7
2 4 6 2 4 6 |
- =
0 2 =1 |lz<—lIl3—=lh| 0 2 -1 |=U.
0 2 4 00 5

Ou seja, multiplicou-se B, & esquerda, pela matriz E3s(—1). Como B = E3(3)Ex(—3)A e
Es5(—1)B = U podemos concluir que

2 4
1 1
E32(—1)E31(§)E21(—§)A =U=|0 2 -1
00

Repare que U é uma matriz triangular superior, e que neste exemplo tem elementos diagonais
nao nulos, e portanto é uma matriz invertivel. Como as matrizes elementares sao invertiveis
e (Es2(—1)E51(3)E21(—1))7'U = A, segue que a matriz A é também ela invertivel. Note
ainda que (E32(—1)E31(3)E21(—3))7! = E21(3)E31(—3)E32(1). A estratégia descrita acima
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aplicada & matriz A é denominada por algoritmo de eliminacdo de Gauss. O resultado final foi
a factorizagdo A = LU, onde U é uma matriz triangular superior (veremos mais adiante que de
facto pertence a uma subclasse desse tipo de matrizes) e L é uma matriz invertivel triangular
inferior (por ser a inversa de produto de matrizes invertiveis triangulares inferiores). Nem
sempre é possivel percorrer estes passos do algoritmo, para uma matriz dada arbitrariamente.
Veremos, na préxima sec¢ao, que modificagoes se realizam na estratégia apresentada acima
por forma a que se garanta algum tipo de factorizacao.

Octave
Consideremos a matriz A dada por

> A=[2 4 6;2 2 2;-1 0 1];
A segunda linha de A soma-se o simétrico da primeira linha:

> I3=eye(3); E21=I3; E21(2,1)=-1;

> A2=E21xA
A2 =
2 4 6
0 -2 -4
-1 0 1

A terceira, somamos a primeira multiplicada por %:

> E31=I3; E31(3,1)=0.5;

> A3=E31xA2
ans =
2 4 6
0 -2 -4
0 2 4

Finalmente, a terceira somamos a segunda linha:

> E32=I3; E32(3,2)=1;

> A4=E32%A3
AL =
2 4 6
0 -2 -4
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A matriz A4 obtida é triangular superior, com um elemento diagonal nulo. Logo, a matriz inicial
A n3o é invertivel.
O Octave contém o algoritmo numa sua rotina:

> [1,u,pl=1u(Ar)

1.00000 0.00000  0.00000
1.00000 1.00000  0.00000
-0.50000 -1.00000 1.00000

u =
2 4 6
0 -2 -4
0O o0 O
p =
1 0 O
0 1 0
0 0 1

Aqui, u indica a matriz final do algoritmo e 1 a inversa do produto das matrizes elementares da
forma E;;(a) envolvidas:

> (E32*E31%E21) "-1

A matriz p é neste caso a identidade, e n3o tem nenhum papel. Mais a frente veremos a im-
portancia desta matriz (quando n3o é a identidade).
Obtivemos, entdo, a factorizacdo 1u=A.

O exemplo escolhido foi, de facto, simples na aplicacdo. Alguns passos podem nao ser
possiveis, nomeadamente o primeiro. Repare que o primeiro passo envolve uma divisdo (no
nosso caso, dividimos a linha 1 por (A);1). A propdsito, os elementos-chave na divisdo, ou de
forma mais clara, o primeiro elemento nao nulo da linha a que vamos tomar um seu multiplo
denomina-se por pivot. Ora esse pivot tem que ser nao nulo. E se for nulo? Nesse caso,
trocamos essa linha por outra mais abaixo que tenha, nessa coluna, um elemento nao nulo.
E se todos forem nulos? Entao o processo terminou para essa coluna e consideramos a coluna
seguinte. Apresentamos dois exemplos, um para cada um dos casos descritos:

0 1 1
1 1
2

O© NN
o O O

1
6
-3 1 -2
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No primeiro caso, a troca da primeira linha pela linha dois ou trés resolve o problema. No
segundo caso, aplicamos a estratégia a partir da segunda coluna. Recorde que a troca da
linha ¢ pela linha j é uma operagao elementar de linhas que corresponde a multiplicagao, a
esquerda, por ;.

Apresentamos, de seguida, o algoritmo de eliminacdo de Gauss de uma forma mais formal.

2.3.2 O Algoritmo de Eliminacao de Gauss

O Algoritmo de Eliminagao de Gauss, (abrev. AEG), segue os passos que em baixo se des-
crevem:
Seja A uma matriz m X n nao nula.

1. Assuma que (A);; # 0. Se tal ndo acontecer, entao troque-se a linha 1 com uma linha
i para a qual (A);1 # 0. Ou seja, multiplique A, & esquerda, por Pj;. Para simplificar
a notacao, A denotard tanto a matriz original como a obtida por troca de duas das
suas linhas. A (A);1 chamamos pivot do algoritmo. Se todos os elementos da primeira
coluna sao nulos, use 2.

2. Se a estratégia indicada no passo 1 nao for possivel (ou seja, os elementos da primeira
coluna sdo todos nulos), entdo aplique de novo o passo 1 & submatriz obtida de A
retirando a primeira coluna.

3. Para i = 2,...,m, e em A, substitua a linha i pela sua soma com um miltiplo da
linha 1 por forma a que o elemento obtido na entrada (i,1) seja 0. Tal corresponde a

multiplicar a matriz A, & esquerda, por E;; (— ((2))111 )

4. Repita os passos anteriores a submatriz da matriz obtida pelos passos descritos, a que
se retirou a primeira linha e a primeira coluna.

Apos se aplicar o passo 3 em todas as linhas e na primeira coluna, e supondo que (A);; # 0,
a matriz que se obtem tem a forma seguinte:

(A (A2 (A (A |

0 ? ?

0 ?

? ? ?

0 ? ?
Ou seja, e por operagoes elementares de linhas, podemos obter de A uma matriz com a

A * ~
forma (Au I O algoritmo continua agora aplicado a matriz A segundo os pas-
sos 1, 2 e 3. Note que as operagoes elementares operadas nas linhas de A sdo também
A *
elas operacoes elementares realizadas nas linhas de (A)n Tl As operacoes elementa-
(A1 | =

res efectuadas em A dao origem a uma matriz da forma

~ ] , onde consideramos
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~ A *
(A)11 # 0. Essas operagoes elementares aplicadas as linhas de ( 311 ] dao lugar a ma-
(A - | (Aim
triz 0 (A)11 * . Note que se sup6s que as entradas (7,4) sdo nao nulas, ou que
0 0 \ A

existe uma troca conveniente de linhas por forma a se contornar essa questdao. Como é dbvio,
tal pode néao ser possivel. Nesse caso aplica-se o passo 2. Ou seja, e quando tal acontece, tal
corresponde a nao existéncia de pivots em colunas consecutivas. Como exemplo, considere a

2 2 2 2
matriz M = | 2 2 2 0 |. Multiplicando esta matriz, & esquerda, por E31(—%)E21(—1),
11 01
ou seja, substiuindo a linha 2 pela sua soma com o simétrico da linha 1, e a linha 3 pela
202 2 2
sua soma com metade do simétrico da linha 1, obtemos a matriz Mo = [ 0|0 0 —2
0/0 -1 0
Aplicamos agora o algoritmo & submatriz M = 8 01 702 . Note que a esta submatriz

teremos que aplicar (2) por impossibilidade de se usar (1); de facto, ndo hé elementos nao
nulos na primeira coluna de M. Seja, entao, Mo a matriz obtida de M a que retirou a pri-

. . 0 -2 . (- .
meira coluna; ou seja, My = [ Rt E necessario fazer a troca das linhas por forma
a obtermos um elemento nao nulo que tera as funcoes de pivot. Essa troca de linhas é uma
2 2] 2 2
operacao elementar também na matriz original My = | 0 0| 0 —2 |. Tal corresponde
0 0/—-1 0

a multiplica-la, a esquerda, por P»3. Repare que, sendo os elementos nas linhas 2 e 3 e nas
colunas 1 e 2 nulos, a troca das linhas de facto apenas altera as entradas que estao simulta-
neamente nas linhas envolvidas e nas entradas a direita do novo pivot. Obtemos, assim, a

2 2 2 2
matriz | 0 0 —1 0 |. A matriz obtida tem uma particularidade: debaixo de cada pivot
00 0 2

todos os elementos sao nulos.

Octave
I3 indica a matriz identidade de ordem 3.

M=[2 2 2 2;2220;110 1]
P23=I3([1 3 2],:);

E31=I3; E31(3,1)=-0.5;
E21=13; E21(2,1)=-1;
P23*xE31*E21*M

vV V V V V
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Como foi referido, a matriz obtida por aplicagdo dos passos descritos no Algoritmo de
Eliminagao de Gauss tem uma forma muito particular. De facto, debaixo de cada pivot todos
os elementos sdo nulos. A esse tipo de matriz chamamos matriz escada (de linhas). Uma
matriz A = [a;;] é matriz escada (de linhas) se

(i) se aj; # 0 com a;, =0, para k < j, entdo a;, =0se k < jel >
(ii) as linhas nulas surgem depois de todas as outras.

Sempre que o contexto o permita, diremos matriz escada para significar matriz escada de

linhas.
2 2 2 2
AmatrizU= | 0 0 —1 0 | éuma matriz escada (de linhas) que se obteve de M por
00

0 2
aplicagao dos passos (1)—(4). E 6bvio que uma matriz escada é triangular superior, mas o

, P . ) 01
reciproco nao é valido em geral. Como exemplo, considere a matriz 01l

Teorema 2.3.2 (Factorizaggo PA = LU). Dada uma matriz A, existem matrizes P per-

mutacgao, L triangular inferior com 1’s na diagonal principal e U matriz escada para as quais
PA=LU.

Ou seja, a matriz A iguala P~'LU. Portanto, toda a matriz é equivalente por linhas a
uma matriz escada de linhas.

Antes de procedermos a prova deste resultado, abrimos um parénteses para apresentarmos
dois exemplos que servem de motivagao ao lema que se segue.

0 3 -2
Considere a matriz A = | —1 3 0 |. A troca da primeira com a segunda linhas
1 3 -5
-1 3 0
déa origem a matriz A= 0 3 —2 |, aqual, e usando o AEG descrito atrés, satisfaz
1 3 -5
-1 3 0
Esy(—2)Es1()A=| 0 3 —2 |. Ou seja, existem matrizes P permutacio, L triangular

0 0 -1
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inferior com 1’s na diagonal e U matriz escada para as quais PA = LU. Para tal, basta tomar

010 -1 3 0
P=|10 0|,L=(FEp(-2E;(1)=En(-1)Ex?2),eU=| 0 3 -2
0 01 0 0 -1
1 11 1 1 1
Considere agora a matriz M = | 0 0 1 |. Ora Es1(-1)M = | 0 0 1 |, oque
1 01 0 -1 0
1 1 1
forga a troca da segunda pela terceira linha. Obtemos, assim, Py3Fs(—-1)M = | 0 -1 0 |,
0 0 1

que é uma matriz escada. Neste caso, como se obtém as matrizes P, L,U do teorema? Ao
contrario do exemplo anterior, a realizacao matricial das operagoes elementares por linhas do

AEG nao nos fornece, de forma imediata, essa factorizagao. No entanto, poder-se-ia escrever

1 1 1 1 1 1
E31(—1)M =Py3 | 0 —1 0 |,jdque Py;' = Py, eportanto M = E3(1)P3 | 0 =1 0 |,
0 0 1 0 0 1
pois E31(—1)"! = E31(1). Note que FE31(1)Py3 # Py3E31(1). Nao obstante, repare que
1 1 1
Egl(l)P23 = P23E21(1), donde M = P23E21(1) 0 -1 0 , € portanto PA = LU, com
0 0 1
1 1 1
P:P23,L:E21(1)6U: 0 -1 0
0 0 1

Lema 2.3.3. Parai,k,l > j, e para todo o a € K, € vdlida a igualdade E;j(a)Py = Py Ej(a).

Demonstragdo. Se k # i, entdo a igualdade é ébvia.
Suponha que k = i. Pretende-se mostrar que E;;(a)Py = PyEjj(a), com 4,1 > j. Sendo
P, Ep;(a) a matriz obtida de Ej;(A) trocando as linhas i e [, e visto a linha [ de Ej;j(a) ser

0 - 0a0 - 010 - 0]
7 7
Jj l
entdo a linha i de Py FEy;(a) é
[0 0O a0 -+ 010 - 0]
7 T
j l

E;j(a)Py é a matriz obtida de Py a que a linha ¢ se somou a linha j de P; multiplicada
por a. Sendo a linha ¢ de Py

0 -« 0 --- 0 0 - 0

—_— =
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e a linha j de Py, e ja que j < 1,1,

0 -~ 0 -~ 010 0]
7
J
segue que a linha ¢ de E;;(a)Py é a soma
© - 0 - 010 -+ 0+ a0 --- 0 - 0 1 0 0]
7 7
! J
=0 0 a O 010 0]
T i
j {

Para k # i, a linha k de Ejj(a)Py é a linha k de P, sendo esta a linha k da matriz
identidade se k # [, ou a linha i da identidade se k = [. Por sua vez, a linha k de Py Ej;j(a) é
a linha k da ientidade se k # [, ou é a linha i de I, se k = [. O

Demonstragio do teorema[2.3.3. A prova segue da aplicagao do algoritmo de eliminagao de
Gauss, fazendo-se uso do lema para se obter a factorizacao da forma U = PLA, onde os
pivots do algoritmo sao o primeiro elemento nao nulo de cada linha (ndo nula) de U. O

A caracteristica de uma matriz A, denotada por car(A), por ¢(A) ou ainda por rank(A),
é o numero de linhas ndo nulas na matriz escada U obtida por aplicacao do Algoritmo de
Eliminagao de Gauss. Ou seja, e sabendo que toda a linha nao nula de U tem exactamente 1
pivot que corresponde ao primeiro elemento nao nulo da linha, a caracteristica de A é o nimero
de pivots no algoritmo (ainda que o ultimo possa nao ser usado, por exemplo, no caso de estar

2 2 2 2
na ultima linha). Note ainda que car(A) = car(U). Por exemplo, car | 2 2 2 0 | =3, ja
1 101

que a matriz escada obtida desta tem 3 linhas nao nulas.

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se ndo-singular se car(A) = n. Ou seja, A é
nao-singular se forem usados n pivots no algoritmo de eliminagdo de Gauss. Uma matriz é
singular se nao for nao-singular.

Teorema 2.3.4. As matrizes ndo-singulares sao exactamente as matrizes invertiveis.

Demonstragao. Seja A uma matriz quadrada, e U a matriz escada obtida de A por Gauss.
Por um lado, se A é invertivel, e como A ~ U, segue que U é invertivel, quadrada. Como
U é triangular superior, nao pode ter linhas nulas caso constréario teria um elemento diagonal
nulo, o que contraria a invertibilidade de U.
Por outro lado, se A é ndo-singular entdo U nao tem linhas nulas. Como cada coluna de
U tem no maximo 1 pivot, e existem n linhas e n pivots, entao cada linha tem exactamente
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1 pivot. Ou seja, os elementos diagonais de U sao nao nulos. Como U ¢ triangular superior,
segue que U é invertivel, e portanto A é invertivel visto A ~ U. O

Teorema 2.3.5. Se A € uma matriz ndo-singular, entdo eriste uma matriz P permutacdo
tal que PA € factorizdvel, de forma unica, como PA = LU, onde L ¢é triangular inferior com
1’s na diagonal e U é uma matriz triangular superior com elementos diagonais ndo nulos.

Demonstragao. A existéncia de tal factorizagao é consequéncia do teorema[2.3.2] Repare que,
sendo a matriz nao singular, tal significa que os pivots estao presentes em todas as colunas
de U. Assim, os elementos diagonais de U s@o os pivots, sendo estes nao nulos. Resta-nos
provar a unicidade. Para tal, considere as matrizes L1, Lo triangulares inferiores com 1’s na
diagonal, e as matrizes Uy, Uy triangulares superiores com elementos diagonais diferentes de
zero, matrizes essas que satisfazem PA = LUy = LoUs. Portanto, L1U; = LoUs, o que
implica, e porque L, Uy sao invertiveis (porqué?), que U1U2_1 = L1_1L2' Como Ly, Us sao,
respectivamente, triangulares inferior e superior, entao Lfl e Uy ! sd0 também triangulares
inferior e superior, respectivamente. Recorde que sendo a diagonal de L; constituida por 1’s,
entao a diagonal da sua inversa tem também apenas 1’s. Daqui segue que LflLQ é triangular
inferior, com 1’s na diagonal, e que U;U, 1 ¢ triangular superior. Sendo estes dois produtos
iguais, entao L1_1L2 é uma matriz diagonal, com 1’s na diagonal; ou seja, L1_1L2 =1, e
portanto L; = Lo. Tal leva a que L1U; = L1Us, o que implica, por multiplicacao a esquerda
por Ll_l, que Uy = Us. O

Octave :
Ao se usar uma ferramenta computacional numérica é necessario algum cuidado nos erros de

truncatura. Como exemplo, considere a matriz A=[1E-5 1E5; 1E5 1E-5]. Esta matriz é

7

ndo-singular, e a Unica (porqué?) matriz escada obtida, sem quaisquer trocas de linhas, é
[ 10-5 10°

0 10-5—10% |’ Usando o Octave,

> format long
> E=eye (2); E(2,1)=-A(2,1)/A(1,1)

E =
1 0
-10000000000 1
> ExA
ans =

1.00000000000000e-05 1.00000000000000e+05
-1.45519152283669e-11 -1.00000000000000e+15



44 CAPITULO 2. CALCULO MATRICIAL

Repare que a matriz ndo é triangular inferior, e que o elemento (2,2) dessa matriz deveria ser
10~® — 10 e ndo —10"® como indicado.

> (ExA) (2,2)==-1E15

ans = 1
> -1E15==-1E15+1E-5
ans = 1

Para o Octave, n3o existe distingdo entre os dois niimeros, por erro de arrondamento.

Embora o AEG seja pouco eficiente neste tipo de questdes, existem algumas alteraces que
sdo efectuadas por forma a contornar este problema. Um exemplo é a pivotagem parcial. Este
algoritmo sera descrito com detalhe noutra unidade curricular de MiEB. A ideia é, quando se
considera um pivot na entrada (i, ), percorrer os outros elementos que estdo por baixo dele e
trocar a linha 4 com a linha do elemento que seja maior, em médulo. Tal corresponde a multiplicar,
a esquerda, por uma matriz da forma F;;. Esse algorimto estd implementado no Octave, sendo
chamado pela instrucao 1u(A).

> [L,U,P]=1u (&)

[y

.000000000000000 0.000000000000000
.000000000100000 1.000000000000000

o

1.00000000000000e+05 1.00000000000000e-05
0.00000000000000e+00 1.00000000000000e+05

A matriz L indica a inversa do produto das matrizes elementares, U é a matriz escada, e P é a
matriz permutacdo. Obtemos, deste forma, a factorizacio PA = LU.

> all(all(PxA==LxU))
ans = 1
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2.4 Determinantes

2.4.1 Definicao

b

Considere a matriz A = “ d e suponha que a # 0. Aplicando o AEG, obtemos a
c

factorizacao 10 a b _|a b Ou seja, a matriz A é equivalente por

R T N O T R I i o E P
b

linhas a matriz U = 8 be g | que é uma matriz triangular superior. Recorde que A

a

é invertivel se e s6 se U for invertivel. Ora, a matriz U é invertivel se e sé se —% +d#0, ou
de forma equivalente, se ad — bc # 0. Portanto, A é invertivel se e sé se ad — be # 0.

Este caso simples serve de motivacao para introduzir a nocdo de determinante de uma

matriz.

Na definigao que se apresenta de seguida, S,, indica o grupo simétrico (ver Defini¢ao [2.3.1)).

Definigao 2.4.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O determinante de A, denotado
por det A ou |A|, € o escalar definido por

Z sgn(a) A15(1)A20(2) ** " Cno(n)-
o€Sy

Vejamos o que resulta da férmula quando consideramos matrizes 2 X 2 e matrizes 3 x 3.

ail a2

Seja A = Neste caso, o grupo simétrico So tem apenas as permutacoes

az a2
o1 = (12) e 03 = (21), sendo que sgn(o1) = 1 e que sgn(oz) = —1. Recorde que o1(1) =
1,01(2) = 2,02(1) = 2 e 02(2) = 1. Obtemos, entao, |A| = a11a22 — ai2a91.

Figura 2.1: Esquema do célculo do determinante de matrizes de ordem 2

ailr a2 a3
Seja agora A = | ao; age as3 |. Recorde que S tem 6 elementos. No quadro seguinte,

az1 asz2 ass
indicamos, respectivamente, a permutagao o € S3, o seu sinal, e 0 produto a14(1)24(2) * * * Ano(n)-
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Permutagao o € S ‘ sgn(o) ‘ A15(1)025(2) ** * Ano(n)

(123) +1 G11022033
(231) +1 12023031
(312) +1 (13021032
(132) -1 11023032
(2 1 3) -1 a12a91a33
(321) -1 13022031
Obtemos, assim,
|A| = aiiag2a33 + a12a23a31 + ai3az1a32

—a110a23a32 — 12021033 — 413022031

Para facil memorizagao, pode-se recorrer ao esquema apresentado de seguida.

Figura 2.2: Esquema do cdlculo do determinante de matrizes de ordem 3, ou a Regra de
Sarrus

2.4.2 Propriedades

Sao consequéncia da defini¢do os resultados que de seguida apresentamos, dos quais omitimos
a demonstragao.

Teorema 2.4.2. Seja A uma matriz quadrada.

1. Se A tem uma linha ou uma coluna nula entao |A| = 0.
2. |A| = |AT|.

3. Se A € triangular (inferior ou superior) entdo |A| = H (A)i.

i=1,...,n
4 Pyl = =1,1Dx(@)] = a, | Egj(a)| =1, com i # j.
Daqui segue que |I,,| = 1. Segue também que dada uma matriz tringular (inferior ou supe-
rior) que esta é invertivel se e s6 se tiver determinante nao nulo. Mais adiante, apresentaremos

um resultado que generaliza esta equivaléncia para matrizes quadradas nao necessariamente
triangulares.

Teorema 2.4.3. Dada uma matriz A quadrada, a € K,
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1. |Di(a)A| = a|A| = |AD;(a)|;
2. |PijAl = |AP;| = —|Al;
3. |Eij(a)Al = |A| = |AE;;(a)].

Como [Di(A)| = a,|P;j| = —1 e [Eyj(a)| = 1, segue que [Di(a)A| = |Di(a)l||Al], |PijA| =
|Pij||A| e que |E;jj(a)A| = |Eij(a)||A]l. Repare ainda que, se A é n x n, é vilida a igualdade
laA| = a"|Al, j& que oA =[], Di(«)A. De forma andloga, dada uma matriz diagonal D
com elementos diagonais di, da, ..., dy, tem-se |DA| = didy - - - dp|A| = | D|| Al

Corolario 2.4.4. Uma matriz com duas linhas/colunas iguais tem determinante nulo.

Demonstragao. Se a matriz tem duas linhas iguais, digamos ¢ e j, basta subtrair uma a outra,
que corresponde a multiplicar & esquerda pela matriz E;j(—1). A matriz resultante tem uma
linha nula, e portanto tem determinante zero. Para colunas iguais, basta aplicar o mesmo
raciocinio a AT, I

O corolario anterior é passivel de ser generalizado considerando nao linhas iguais, mas tal
que uma linha se escreva como soma de multiplos de outras linhas. O mesmo se aplica a
colunas.

Corolario 2.4.5. Tem determinante nulo uma matriz que tenha uma linha que se escreve
como a soma de multiplos de outras das suas linhas.

Demonstracdo. Suponha que a linha 4, ¢;, de uma matriz A se escreve como a soma de
muiltiplos de outras das suas linhas, ou seja, que £; = >, ; a;l; = ajily, +ag,lj, + -+ b
A linha i de E;j (—«;j,)A é a matriz obtida de A substituindo a sua linha i por ¢; — a;, ¢}, =
aj,ljy, + -+ + o l;,. Procedemos ao mesmo tipo de operacoes elementares por forma a
obtermos uma matriz cuja linha ¢ é nula. Como o determinante de cada uma das matrizes
obtidas por operacao elementar de linhas iguala o determinante de A, e como a ltima matriz
tem uma linha nula, e logo o seu determinante é zero, segue que |A| = 0. O

Corolério 2.4.6. Seja U a matriz obtida da matriz quadrada A por Gauss. Entdo |A| =
(=1)"|U|, onde r indica o nimero de trocas de linhas no algoritmo.

Sabendo que uma matriz é invertivel se e s6 se a matriz escada associada (por aplicacao
de Gauss) é invertivel, e que esta sendo triangular superior é invertivel se e s6 se os seus
elementos diagonais sao todos nao nulos, segue que, e fazendo uso de resultados enunciados e

provados anteriormente,

Corolario 2.4.7. Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, as afirmagoes sequintes sdo

equivalentes:
1. A € invertivel;
2. |A] #0;

3. car(A) =n;
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4. A é nao-singular.

Portanto, uma matriz com duas linhas/colunas iguais nao é invertivel. Mais, uma matriz
que tenha uma linha que se escreva como soma de multiplos de outras das suas linhas nao é
invertivel.

Teorema 2.4.8. Seja A e B matrizes n X n.
|AB| = |Al|B|.

Demonstragdo. Suponha que A é invertivel.

Existem matrizes elementares FEi,...,Es e uma matriz escada (de linhas) U tal que
A = FE1FEy...E;U. Ora existem também Fg.1,..., E, matrizes elementares, e U; matriz
escada de linhas para as quais U7 = E,;...E.U;. Note que neste tltimo caso se pode

pressupor que nao houve trocas de linhas, ja que os pivots do AEG sao os elementos dia-
gonais de U ja que UT é triangular inferior, que sdo ndo nulos por A ser invertivel. Ora
U, é entao uma matriz triangular superior que se pode escrever como produto de matrizes
triangulares inferiores, e portanto U; é uma matriz diagonal. Seja D = Uj. Resumindo,
A= FE\Fy...Ey(Esy1...E.D)l' = E1Es. ..ESDE,,TE;:C1 ... EZH. Recorde que, dada uma
matriz elementar F, é valida |EB| = |E||B|. Entao,

|AB| = |E\E>...EsDE'E" | ...ELB|
|E1||E>...EsDE'EL | ... EL | B|
|E1||Es||Es ... EsDETEY ... ET | B

= |Ei||Ba||Es| ... |El| DI ES||E ... |ES || B]
= |E1E3E;...EsDE'E" ... EL ||B|

= |A]|B].
Se A nao é invertivel, e portanto |A| = 0, entdao AB nao pode ser invertivel, e portanto
|AB| = 0. O
Como |I,| = 1, segue do teorema anterior a relacdo entre o determinante uma matriz

invertivel com o da sua inversa.

Corolario 2.4.9. Se A € uma matriz invertivel entao
1

A7l = —.
4

Recorde que para que uma matriz A seja invertivel exige-se a existéncia de uma outra
X para a qual AX = I, = XA. O resultado seguinte mostra que se pode prescindir da
verificagao de uma das igualdades.

Coroléario 2.4.10. Seja A uma matriz n X n. Sdo equivalentes:

1. A € invertivel
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2. existe uma matriz X para a qual AX =1,
3. existe uma matriz Y para a qual YA =1,
Nesse caso, A=l =X =Y.

Demonstragao. As equivaléncias sdo imediatas, ja que se AX = I, entao 1 = |I,,| = |[AX| =
|A||X| e portanto |A| # 0.

Para mostrar que A~! = X, repare que como AX = I, entdo A é invertivel, e portanto
ATTAX = A~! donde X = A~1. O

b O pro-

duto interno usual (u1,uz) - (vi,v2) em R? pode ser encarado como o produto matricial

. . ~ . a
Faca a identificacio dos vectores (a,b) € R? com as matrizes coluna [

U1 . . . ~ ~ .

[ Ul U ] . Ou seja, u-v = u'v. Esta identificacdo e nocdo pode ser generali-
V2

zada de forma trivial para R™. Dois vectores u e v de R" dizem-se ortogonais, u 1 v, se

u-v=u"v=0. A norma usual em R" é definida por ||u|| = v/u - u, com u € R"

Corolario 2.4.11. Seja A uma matriz real n X n com colunas ci,¢a,...,c,. Entdo A €
ortogonal se e sd sec; Lcj=0sei#j, elcl| =1, parai,j=1,...,n.
Demonstragdo. Condigao suficiente: Escrevendo A = [ €1 o Cp ], temos que
cf
|
In:A A= . [Cl Coy - Cn:|.
cn
T
€1
T
.. €2 . T
Como o elemento (i, ) de : [ c1 cy -+ cCp } é c; cj, obtemos o resultado.
T
CTL

Condicao necessaria: Ora cZ-ch =0sei#j,e ciTc,' =1 é o mesmo que ATA = I, e pelo
corolério anterior implica que A é invertivel com A~! = AT pelo que A é ortogonal. O

Ou seja, as colunas das matrizes ortogonais sao ortogonais duas a duas. O mesmo se pode
dizer acerca das linhas, ja que a transposta de uma matriz ortogonal é de novo uma matriz
ortogonal.

2.4.3 Teorema de Laplace

Dada uma matriz A, quadrada de ordem n, denota-se por A(i|j) a submatriz de A obtida por
remocao da sua linha ¢ e da sua coluna j.

Definigao 2.4.12. Seja A = [a;;] uma matriz quadrada.
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1. O complemento algébrico de a;;, ou cofactor de a;j, denotado por A;j, estd definido por
Ay = (1) A(il5)]
2. A matriz adjunta € a transposta da matriz dos complementos algébricos
. T
Adj(A) = [Ay]" .

Teorema 2.4.13 (Teorema de Laplace I). Para A = [a;;], n X n, n > 1, entdo, e para
k=1,...,n,

Al = > ariAx
j=1

n
= 2k
J=1

O teorema anterior é o caso especial de um outro que enunciaremos de seguida. Para tal,
é necessdrio introduzir mais notacao e algumas defini¢ées (cf. [10]).

Seja A uma matriz m x n. Um menor de ordem p de A, com 1 < p < min{m,n}, é o
determinante de uma submatriz p x p de A, obtida de A eliminando m — p linhas e n — p
colunas de A.

Considere duas sequéncias crescentes de nimeros
1<ii<in<--<ip<m, 1 <j1 <ja<---<jp<m,

e o determinante da submatriz de A constituida pelas linhas 41,42,...%, e pelas colunas

J1,J2,---,Jp- Este determinate vai ser denotado por A le 2 Z.p . Ou seja,
J 72 - Ip
11 d2 ... &
( Ji J2 - Jp ) tkIklk=1,...p

Paralelamente, podemos definir os menores complementares de A como os determinantes
das submatrizes a que se retiraram linhas e colunas. Se A for n x n,

. . . c
A 2.1 2.2 ... z.p
Ju J2 -+ Jp

denota o determinante da submatriz de A apés remogao das linhas i1, 42, .. .7, e das colunas
J1,J2,---,Jp de A. O cofactor complementar esta definido como

(&
AC Z.l 'L.Q e Z.p _ (—1)814 71.1 1.2 NN Z.p :
Jr J2 .-+ Jp Jr o J2 .-+ Jp

onde s = (i1 +ig +---ip) + (J1 +J2 + - Jp)-
O caso em que p = 1 coincide com o exposto no inicio desta secgao.
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Teorema 2.4.14 (Teorema de Laplace II). Sejam A = [a;5], nxn, 1 <p < n. Para qualquer
escolha de p linhas 11,142, ...,1, de A, ou de p colunas ji, jo,...,Jp de A,

Al = Z A 2'.1 71.2 i.p A i.l i‘g i.p
; Ju J2 -+ Jp Ju o Jz2 -+ Jp
onde a soma percorre todos os menores referentes a escolha das linhas [resp. colunas].

Para finalizar, apresentamos um método de calculo da inversa de uma matriz nao singular.

Teorema 2.4.15. Se A ¢ invertivel entao

L Adj(A)
Al = .
Al

Octave

Vamos agora apresentar uma pequena funcdo que tem como entrada uma matriz quadrada e como
saida sua matriz adjunta.

function ADJ=adjunta(A)

% sintaxe: adjunta(A)

% onde A e’ uma matriz quadrada

% use-a por sua propria conta e risco
% copyleft ;-) Pedro Patricio

n=size(A)(1,1); % n e’ o numero de linhas da matriz
ADJ= zeros (n); % inicializacao da matriz ADJ
for i=1:n % i denota a linha
for j=1:n % j denota a coluna
submatriz=A([1:i-1 i+1:n],[1:j-1 j+1:n]); % submatriz e’ a
submatriz de A a que se lhe retirou a linha i e a coluna j

cofactor=(-1) " (i+j)* det(submatriz); % calculo do cofactor
ADJ(j,i)=cofactor; %» ADJ é a transposta da matriz dos
cofactores; repare que a entrada (j,i) e’ o cofactor (i,j) de A
end; % fim do ciclo for em j
end % fim do ciclo for em i

Grave a func3o, usando um editor de texto, na directoria de leitura do Octave. No Octave, vamos
criar uma matriz 4 x 4:
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> B=fix(10*rand(4,4)-5)
B=

I
w
o
(@ I S %Y
w

> adjunta(B)

ans =

76.0000 -36.0000 -48.0000 65.0000
48.0000 -32.0000 -28.0000 37.0000
36.0000 -24.0000 -32.0000 36.0000
28.0000 -4.0000 -20.0000 17.0000

Pelo teorema, como B~! = A%ﬁm segue que B Adj(B) = |B|14.

> Bxadjunta(B)
ans =

-44.00000 -0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 -44.00000 -0.00000 0.00000
0.00000 -0.00000 -44.00000 0.00000
0.00000  -0.00000 0.00000 -44.00000



Capitulo 3

Sistemas de equacoes lineares

Ao longo deste documento, K denota R ou C.

3.1 Formulagao matricial
Uma equacao linear em n varidveis x1, ..., x, sobre K é uma equacao da forma
a1z1 + asxe + -+ + apxy, = b,

onde a1, as,...,a,,b € K. Un sistema de equagoes lineares é um conjunto finito de equacoes
lineares que é resolvido simultaneamente. Ou seja, que se pode escrever da forma

anxy + -+ apxr, = b
as1x1 + -+ agpTn, = b2 (1)
Am1Z1 + -+ AGpp®y = by

Este tipo de sistema pode ser representado na forma matricial

Ax = b,
com
air a2 - Qip x1 by
a1 a2 a2n T2 bo
A= , T = b=
Aml Am2 **° Amn Tn bm

A é a matriz do sistema, x é a coluna das incognitas e b é a coluna dos termos independentes,
também denominado por segundo membro do sistema.

De ora em diante nao faremos distincao entre o sistema de equacoes lineares e a sua
formulacao matricial Az = b.

Neste capitulo, vamo-nos debrucar sobre a resolucao deste tipo de equagao. Dizemos
que v é solucdo de Ax = b se Av = b, ou seja, quando v é uma realizacdo possivel para a

93
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coluna das incégnitas. Iremos ver em que condicoes a equagao tem solucao, e como se podem
determinar. Entende-se por resolver o sistema Ax = b encontrar o conjunto (ainda que vazio)
de todas as realizacOes possiveis para a coluna das incognitas. O sistema diz-se impossivel
ou inconsistente se o conjunto é vazio e possivel ou consistente caso contrario. Neste tltimo
caso, diz-se que é possivel determinado se existir apenas um e um sé elemento no conjunto
das solugoes, e possivel indeterminado se for possivel mas existirem pelo menos duas solugoes
distintaﬂ Entende-se por classificar o sistema a afirmacao em como ele é impossivel, possivel
determinada ou possivel indeterminado.

Um caso particular da equagdo Az = b surge quando b = 0. Ou seja, quando a equagao é
da forma Az = 0. O sistema associado a esta equacao chama-se sistema homogéneo. Repare
que este tipo de sistema é sempre possivel. De facto, o vector nulo (ou seja, a coluna nula)
é solucao. Ao conjunto das solugoes de Ax = 0 chamamos nﬁcle(ﬂ de A, e é denotado por
N(A) ou ainda por ker(A). Ou seja, para A do tipo m X n,

N(A) =ker(A) ={z € K" : Az = 0ppx1} -

Pelo que acabamos de referir, e independentemente da escolha de A, o conjunto ker(A) é
sempre nao vazio ja que 0,x1 € ker(A).

Ou caso relevante no estudo da equagao Ax = b surge quando a matriz A é invertivel.
Neste caso, multpiplicando ambos os membros de Az = b, & esquerda, por A~!, obtemos
A1 Az = A7, e portanto x = A~'h. Ou seja, a equacdo é possivel determinada, sendo
A~1b a sua tnica solucdo.

3.2 Resolucao de Az =10

Nesta sec¢ao, vamos apresentar uma forma de resolucao da equacao Ax = b, fazendo uso
da factorizacdo PA = LU estudada atras. Vejamos de que forma essa factorizagao € ttil no
estudo da equagao.

1 2 3 x1 7
Considere a equagao | 0 4 5 2 = 8 |. O sistema associado escreve-se
0 0 6 T3 9
1+ 2024+ 3x3=7
como 4xo + 5wz =8 . Calculando o valor de x3 pela ultima equacao, este é subs-

6133 =9
tituido na segunda equacao para se calcular o valor de x2, que por sua vez sao usados
na primeira equagao para se obter x;. Procedeu-se a chamada substituicdo inversa para
se calcular a tdnica (repare que a matriz dada é invertivel) solugdo do sistema. Em que
condicOes se pode usar a substituicao inversa? Naturalmente quando a matriz dada é trian-
gular superior com elementos diagonais nao nulos. Mas também noutros casos. Considere

x1
- - 1 2 3 ) . . ~
a equacao matricial [ ] Ty | = [ A matriz do sistema nao é quadrada,

0 0 4 6

3

Weremos, mais adiante, que se existem duas solucdes distintas entéo exite uma infinidade delas.
2Tremos também usar a denominacéo espaco nulo de A.
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mas o método da susbstituicdo inversa pode ainda ser aplicado. O sistema associado é
x|+ 229 +3x3 =05
4%3 =6

do sistema é (21,22, 23) = (5 — 3 — 229,22,3) = (5— 5,0,3) + 2(—2,1,0). Mais & ,frente
veremos qual a importancia de escrevermos a solugao na ultima forma apresentada. E facil

, donde z3 = %, e x1 dependera do valor de x2. A solugdo geral

constatar que a substituicao inversa é aplicavel desde que a matriz do sistema seja uma ma-
triz escada de linhas. A estatégia na resolucao da equacao ird, portanto, passar pela matriz
escada obtida por Gauss, para depois se aplicar a substituicao inversa. Desde que o sistema
seja possivel, claro.

Considere o sistema Az = b e a factorizacio PA = LU. Ou seja, U = L~'PA. Recorde
que L' P reflecte as operacdes elementares efectuadas nas linhas de A por forma a se obter
a matriz escada, percorrendo os passos do AEG. Multiplique ambos os membros de Az =
b, & esquerda, por L™'P para obter L™'PA = L~ 'Pb. Como U = L 'PA tem-se que
Uz = L7'Pb, e daqui podemos aplicar a substituicdo inversa... depois de se determinar o
termo independente L~ Pb. Recorde que L~!P reflecte as operacoes elementares efectuadas
nas linhas de A, de modo que para se obter L~ Pb basta efectuar essas mesmas operacoes
elementares, pela mesma ordem, nas linhas de b. Por forma a simplificar o raciocinio e evitar
possiveis enganos, esse processo pode ser efectuado ao mesmo tempo que aplicamos o AEG
nas linhas de A. Consideramos, para esse efeito, a matriz aumentada do sistema [ A ‘ b },

aplicamos o AEG para se obter a matriz [ U ‘ c }, onde U é matriz escada de linhas e

¢ = L7'Pb. Se o sistema for possivel, aplica-se a substituicdo inversa a Uz = c.

As solugoes de Ax = b sao exactamente as mesmas de Ux = ¢, e por este facto dizem-se
equagoes equivalentes, e os sistemas associados sao equivalentes. De facto, se v é solucao de
Axz = b entdo Av = b, o que implica, por multiplicacio & esquerda por L='P que L™'PAv =
L=1Pb, ou seja, que Uv = ¢. Por outro lado, se Uv = c entdio LUv = Lc e portanto PAv = Le.
Ora ¢ = L™'Pb, e portanto Lc = Pb. Obtemos entdo PAv = Pb. Como P é invertivel, segue
que Av = b e v é solucdo de Az = b.

Visto determinar as solugoes de Az = b é o mesmo que resolver Uz = ¢, interessa-nos,
entao classificar este ultimo.

. A segunda equagao

T
C 1 d N 1 2 3 4
omo exemplo, considere a equagao x =
p quag 00 0 2 5
T3
do sistema associado reflete a igualdade 0 = 5, o que é impossivel. A equacao é impossivel ja
1 2 3|4
0 0 015
que a caracteristica da matriz A é 1 enquanto que a caratacteristica da matriz aumentada
[A]b] é 2.

Como ¢ facil verificar, a caracteristica da matriz a que se acrescentou linhas ou colunas é

que nao tem solugbes. A matriz aumentada associada a equagao é . Repare

nao inferior & caracteristica da matriz inicial. Por consequéncia, car(A) < car([A]b]).

Teorema 3.2.1. A equac¢do matricial Ax = b € consistente se e so car(A) = car ({ A ‘ b ])

Demonstracdo. Considere PA = LU e ¢ = L™ Pb. A equacio Az = b é equivalente & equacio
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Uz = ¢, e portanto Az = b tem solucao se e s6 se Uz = ¢ tem solucdo. Tal equivale a dizer
que o numero de linhas nulas de U iguala o nimero de linhas nulas de [U|c]. De facto, o
nimero sendo o mesmo, por substituicao inversa é possivel obter uma solugao de Uz = ¢,
e caso 0 numero seja distinto entdao obtemos no sistema associado a igualdade 0 = ¢;, para
algum ¢; # 0, o que torna Ux = ¢ impossivel. Se o nimero de linhas nulas de U iguala o de
[U|c] entao o nimero de linhas ndo nulas de U iguala o de [U|c]. O

Octave

2 2

Considere a equacdo matricial Ax = b onde A = 11

N[—= =
1
(o)
>
|
—
—_ |

consistente se e s6 se car(A) = car([A]b])

> A=[2 2 1; 1 1 0.5]; b=[-1; 1];

> rank(A)
ans = 1
> [L,U,P]=1u(p)
L -
1.00000 0.00000

0.50000 1.00000

U =
2 2 1
0O 0 O
P=
1 0
0 1

Portanto, car(A4) = 1.

> rank([A b])
ans = 2
> Aaum =

2.00000 2.00000 1.00000 -1.00000
1.00000 1.00000  0.50000 1.00000

> [Laum,Uaum,Paum]=1u(Aaum)
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Laum =

1.00000 0.00000
0.50000 1.00000

Uaum =

2.00000 2.00000 1.00000 -1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 1.50000

Paum =
1 0
0 1

Ora a carateristica da matriz aumentada é 2, pelo que Az = b é inconsistente.

z1 Z1
~ x2 . $2 . N . .
Dada a equacao A . = b, considere U ) = ¢ equivalente a primeira fazendo
T, Tn
uso da factorizaggo PA = LU da forma habitual. A incégnita z; diz-se incdgnita bdsica se

a coluna i de U tem pivot. Uma incégnita diz-se livre se ndo for bésica. A nulidade de A,
nul(A), é o nimero de incégnitas livres na resolugao de Az = 0.

Octave

2 2 1

Na equacdo Ax = b, com A = L1

x1
-1
1 ] ,x = | x9 | ,b= [ 1 ] obtemos a decom-
T3

posicao

> A=[2 2 1; 11 -11; b=[-1; 1];
> [L,U,P]1=1u(A)
L =

[

.00000 0.00000
0.50000 1.00000
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2.00000 2.00000 1.00000
0.00000 0.00000 -1.50000

1 0
0 1

Repare que car(A) = 2. Ora 2 = car(4) < car([A[b]) < 2, j& que a caracteristica de
uma matriz é n3o superior ao seu nimero de linhas e ao seu nimero de colunas. Segue que
car([A|b]) = 2. A equagdo Ax = b é, portanto, consistente. Fagamos, ent3o, a classificacdo das
incoégnitas x1, T9, T3 em livres e em bdsicas. Atente-se a matriz escada de linhas U apresentada
atrds. As colunas 1 e 3 tém como pivots, respectivamente, 2 e —%. As incégnitas x1 e x3 sdo
bdsicas. Ja x4 é livre pois a coluna 2 de U n3o tem pivot.

Qual o interesse neste tipo de classificacao das incégnitas? A explicagdo é feita a custa
do exemplo anterior. A equacdo Ax = b é equivalente & equacao Uz = ¢, com U =

22 1| |-t
o0 3] T[4 )

Octave
Com os dados fornecidos,

> [Laum,Uaum,Paum]=1u([A bl)
Laum =

1.00000 0.00000
0.50000 1.00000

Uaum =

2.00000  2.00000 1.00000 -1.00000
0.00000 0.00000 -1.50000 1.50000

Paum =
1 0
0 1

Podemos, agora, aplicar o método da substituicdo inversa para obter as solucoes da



3.2. RESOLUCAO DE AX = B 59

equacao. Esse método é aplicado da seguinte forma:
1. obtem-se o valor das incognitas basicas z; no sentido sul—norte,

2. as incégnitas livres comportam-se como se de termos independentes se tratassem.

Para conveniéncia futura, a solucao é apresentada na forma

1 ? ? ?

9 ? ? ? ?
= + Ty + Lig + Ly,

T ? ? ? ?

onde z;, sao as incégnitas livres.

Voltando ao exemplo, recorde que se obteve a equagao equivalente & dada

2 2 1 1 1
3 T2 | = 3
00 =5 ]|, 2

Resolvendo a tltima equacao correspondente, obtemos o valor da incégnita bésica z3. De
facto, —%(L’g = % implica x3 = —1. Na equagao 2x1 +2x2 +x3 = —1, o valor de z3 é conhecido
(bastando-nos, portanto, fazer a substitui¢ao) e a incégnita xg é livre, comportando-se entao
como termo independente. Ja x; é bésica, e resolve-se a equagao em relagao a esta. Obtemos
T = % = —x9. Para cada escolha de x5 obtemos outo valor para x1. A solucéo geral é da

forma
(I’l,.%'g,.%'g) = (—.%'2,372, _1) = (0707 _1) +.%'2(—1, 170)a

onde x5 varia livremente em K.

Num sistema possivel, a existéncia de incégnitas livres confere-lhe a existéncia de vérias
solugodes, e portanto o sistema é possivel indeterminado. Ora, se o nimero de incognitas é n e
se k delas sao béasicas, entao as restantes n — k sao livres. Recorde que o ntimero de incognitas
iguala o nimero de colunas da matriz do sistema, e que a caracteristica de uma matriz é
igual ao niimero de pivots. Existindo, no maximo, um pivot por coluna, e como o nimero
das colunas com pivots € igual ao nimero de incognitas bésicas, segue que a caracteristica da
matriz é igual ao nimero de incégnitas basicas. A existéncia de incognitas livres é equivalente
ao facto de existirem colunas sem pivot, ou seja, do nimero de colunas ser estritamente maior
que a caracteristica da matriz. De facto, as incégnitas livres sao, em nimero, igual ao niimero
de colunas sem pivot.

Teorema 3.2.2. A equacdo consistente Ax = b, onde A € m X n, tem uma Unica solucao se
e s6 se car(A) = n.

Corolario 3.2.3. Um sistema possivel de equagdes lineares com menos equagdes que incognitas
¢ indeterminado.
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Recorde que o nimero de incognitas livres é o nimero de colunas sem pivot na resolugao
de um sistema possivel Az = b. Por outro lado, a nulidade de A, nul(A), é o nimero de
incdgnitas livres que surgem na resolugdo de Ax = 0. Recorde ainda que a caracteristica de
A, car(A), é o numero de pivots na implementagao de Gauss, que por sua vez é o nimero
de colunas com pivot, que iguala o nimero de incoégnitas basicas na equacao Ax = 0. Como
o nimero de colunas de uma matriz iguala o nimero de incégnitas equagao Ax = 0, e estas
se dividem em bésicas e em livres, correspondendo em nimero a, respectivamente, car(A) e
nul(A), temos o resultado seguinte:

Teorema 3.2.4. Para A matriz m X n,
n = car(A) + nul(A).

O resultado seguinte descreve as solugbes de uma equagao possivel Ax = b a custa do
sistema homogéneo associado (ou seja, Az = 0) e de uma solugao particular v de Az = b.

Teorema 3.2.5. Sejam Ax = b uma equagdo consistente e v uma solu¢do particular de
Az =b. Entao w € solugao de Ax =b se e s6 se existir u € N(A) tal que w = v + u.

Demonstragao. Suponha v, w solugdes de Az = b. Pretende-se mostrar que w — v € N(A),
ou seja, que A(w —v) = 0. Ora A(w —v) = Aw — Av = b — b = 0. Basta, portanto, tomar
uU=w— 0.

Reciprocamente, assuma v solucao de Az = b e u solugao de Az = 0. Pretende-se mostrar
que w = v + u é solucao de Az = b. Para tal, Aw = A(v+u) =Av+Au=>b+0=0b. O

Ou seja, conhecendo o conjunto das solugoes de Ax = 0 e uma solucdo particular de
Az = b, conhece-se o conjunto das solugoes de Ax = b.

Octave
9 -2 4
Considere a equacdo matricial Ax = b, com A = 6 -5 0 eb= 5 |. O sistema
—-12 -1 -8 —1

é consistente, ja que car(A) = car([A]b]) = 2:

> rank ([A b]l)

ans = 2
> rank (A)
ans = 2

Sendo a caracteristica de A igual a 2 e tendo a matriz 3 colunas, ent3o existe uma, e uma sé,
incégnita livre na resolucdo de Az = b. Facamos, entdo, a divisdo das incognitas em livres e
basicas. Para tal, determina-se a matriz escada de linhas obtida da matriz aumentada [A|b]:

> [Laum,Uaum,Paum]=1u([A b])
Laum =
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1.00000 0.00000  0.00000
-0.50000 1.00000  0.00000
-0.75000  0.50000 1.00000

Uaum =
-12.00000 -1.00000 -8.00000 -1.00000

0.00000 -5.50000 -4.00000 4.50000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Paum =
0O 0 1
0 1 0
1 0 O

Se z = (x1,x2,x3), as incégnitas basicas sdo 1 e x3, enquanto que 3 é incdgnita livre.

Como vimos do resultado anterior, conhecendo uma solu¢do particular de Az = b, digamos,
v, e conhecendo N (A), ou seja, o conjunto das solu¢des de Az = 0, ent3o as solugdes de Ax = b
sdo da forma v 4+ u, onde u € N(A). Uma solu¢do particular pode ser encontrada tomando a
incégnita livre como zero. Ou seja, considerando x3 = 0. A sunbstituicdo inversa fornece o valor
das incégnitas bdsicas x1, xo:

> x2=Uaum(2,4) /Uaum(2,2)

x2 = -0.81818

> x1=(Uaum(1,4)-Uaum(1,2)*x2) /Uaum(1,1)
x1 = 0.15152

Este passo pode ser efectuado, de uma forma mais simples, como
> A\Db

ans =

0.31235
-0.62518
-0.26538

Resta-nos determinar N(A):

> null (A)
ans =

0.44012
0.52814
-0.72620
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O vector u que nos é indicado significa que N(A) é formado por todas a colunas da forma
au. Se, por ventura, nos forem apresentados varios vectores vi  v2 ... vn, entdo os
elementos de N(A) escrevem-se da forma ajv1 + agve + -+ + QuUp,.

Considere, agora, a matriz
>A=[2220; 112 2];

Esta matriz tem caracteristica 2, como se pode verificar a custa da factorizacdo PA = LU:

> [L,U,P]=1u(A)

1.00000 0.00000
0.50000 1.00000
U=

2 2 2 0

0 0 1 2

P=

1 0

0 1

T
A nulidade é 2, pelo que existem 2 incégnitas livres na resolucdo de A [ 1 To X3 T4 =

O2x1. As incégnitas livres sdo as correspondentes a colunas de U que n3o tém pivot; no caso, x2

2x1 + 229 4+ 223 =0

e x4. O sistema associado a equacdo Uz =0 é { . Resolvendo o sistema

3+ 2x4 =0
em relacdo a incognitas bdsicas x1, x3, e por substituicdo inversa, obtemos x3 = —2x4, que por
sua vez fornece, substituindo na primeira equacdo, x1 = % (—2z9 + 4z4) = —x2 + 2x4. Ou seja,

a solugdo geral de Az =0 é
(mla x2,x3, 1'4) = (_xQ + 2@'4, z2, _2$4a $4) = 332(_17 17 07 O) + $4(27 07 _27 1)

Sem nos alongarmos em demasia neste assunto, o Octave, como j4 foi referido, contém uma
instrucdo que calcula o nicleo de uma matriz:

> null(A)
ans =

-0.71804 -0.35677
0.10227 0.79524
0.61577 -0.43847

-0.30788 0.21924
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O resultado apresentado indica os vectores que decrevem o conjunto N(A): todo o elemento
de N(A) se escreve como soma de miiltiplos dos dois vectores apresentados. Mais, os vectores
fornecidos s3o ortogonais entre si e tém norma 1.

> null(A) (:,1)°*null(A) (:,2)
ans = 6.2694e-17
> null(A) (:,1)°*null(A)(:,1)

ans = 1.0000
> null(A) (:,2)’*null(A)(:,2)
ans = 1

3.3 Algoritmo de Gauss-Jordan

A aplicagdo do Algoritmo de Eliminacao de Gauss na resolugao de um sistema de equagoes
lineares reduz o problema inicial a um outro, equivalente ao dado (ou seja, com o mesmo
conjunto de solugoes) onde a matriz associada ao sistema é escada de linhas. Tal permite
a utilizacdo do algoritmo da susbstitui¢do inversa por forma a se encontrar (caso existam)
as solugdes para o problema. Nesse método, o valor das incégnitas basicas era encontrado
a custa das incognitas livres e dos termos independentes, bem como do valor das incognitas
bésicas encontrado no passo anterior, no sentido sul—norte do vector das incégnitas. Recorde
que no AEG a estratégia tinha como objectivo, por operacoes elementares de linhas, obter
zeros por debaixo de cada pivot, estratégia essa implementada no sentido NW—SE. Este
raciocinio pode ser estendido a obterem-se zeros por cima dos pivots, no sentido SW—NE,
por operacoes elementares de linhas. De facto, neste processo estao ausentes trocas de linhas,
ja que os pivots usados neste novo processo sao que estiveram envolvidos na fase inicial
correspondente ao AEG. O resultado final serd uma matriz constituida pelos pivots, tendo
estes zeros por debaixo e por cima. Ou seja, se se dividir cada linha nao nula pelo pivot
respectivo, obtemos uma matriz da forma, a menos de trocas de colunas, uma matriz da forma

Iy | M
[ ; o | podendo os blocos nulos nao existir. A este método (& excepgao da possivel troca

de colunas) é denominado o algoritmo de Gauss-Jordan, e a matriz obtida diz-se que esta na
forma candnica (reduzida) de linhas, ou na forma normal (ou candnica) de Hermite. Ou seja,
a matriz H = [hsj], m x n, obtida satisfaz:

1. H é triangular superior,

2. hy; éou0ou 1,

3. se hj; = 0 entao h;p = 0, para cada k tal que 1 < k < n,
4. se h;; = 1 entao hg; = 0 para cada k # i.

Repare que sé sao realizadas operagoes elementares nas linhas da matriz. A aplicagdo
deste método na resolucao de uma sistema de equacoes lineares permite obter, de forma
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imediata, o valor das incégnitas béasicas. Apesar deste método parecer mais atractivo que o
de Gauss (ou suas variantes), em geral é menos eficiente do ponto de vista computacional.

Octave
1 2 3 3

ConsidereamatrizA=1| 2 0 1 —1 |. A forma normal de Hermite de A é
0 0 -1 -3

> rref (A)

ans =

Ora se A for a matriz aumentada associada a um sistema de equacdes lineares, a forma candnica
apresentada atrds fornece-nos uma solugdo para o sistema, no caso (—2, -2, 3).

No que se segue, mostramos como se aplica o algoritmo de Gauss-Jordan para inverter
matrizes.

Seja A uma matriz n X n, ndo-singular. Ou seja, invertivel. De forma equivalente, existe
uma Unica matriz X tal que AX = I,,. Denotemos a matriz X, que pretendemos obter, a
custa das suas colunas: X = { X1 X -0 X, } . Pela forma como estd definido o produto
matricial, e tomando e; como a i-ésima coluna da matriz I,, a igualdade AX = I, pode-
se escrever como [ AX, AX, .- AX, } = [el ey 0 epn } Surgem-nos, entao, n
equagoes matriciais:

AXl = €1, AX2 = €2, ..., AXn:en.

Como A é invertivel, cada uma destas equacdes é consistente e tem apenas uma solucao.
A solucao de AX; = e; é a coluna j da matriz X inversa de A que pretendemos calcular.
Poder-se-ia aplicar a estratégia de Gauss a cada uma destas equagbes, ou seja, a matriz
aumentada [ A ‘ €j } Como a matriz do sistema é a mesma, as operactes elementares
envolvidas seriam as mesmas para as n equacoes. Essas operacgoes elementares podem ser
efectuadas simultaneamente, considerando a matriz aumentada n x 2n

1 0 0
4] 0 1
0 0 1

Sendo a matriz invertivel, a matriz escada de linhas U obtida de A por aplicagdo do AEG tem
elementos diagonais nao nulos, que sao os pivots que surgem na implementacao do algoritmo.
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Aplicando Gauss-Jordan (ou seja, no sentido SE—NW, criando zeros por cima dos pivots que

d 0 ... 0
0 do 0

se vao considerando), obtemos uma matriz da forma ) . Yi Y, oo Y,
0 0 dn

Dividindo a linha 7 por d;, para ¢ = 1,...,nn, obtém-se a matriz
L] X % X

Ora tal significa que X; é a solugao de AX = e;. Ou seja, o segundo bloco da matriz aumentada
indicada atrds nao é mais que a inversa da matriz A. Isto é, Gauss-Jordan forneceu a matriz

[ LAt

3.4 Regra de Cramer

A regra de Cramer fornece-nos um processo de calculo da solugdo de uma equagao consistente
Az = b quando A é invertivel, e portanto a solucao é 1nica.
z1

Z2
Dada a equagdo Az = b, onde A é n x n ndo-singular, x = ) e b édotipon x1,

Tn

denote-se por A9 a matriz obtida de A substituindo a coluna i de A pela coluna b.

Teorema 3.4.1 (Regra de Cramer). Nas condi¢oes do pardgrafo anterior, a unica solu¢ao
de Ax = b € dada por
|AD)|

T; = .
A

Octave
Vamos aplicar a regra de Cramer:

> A=[1 -2 1; 110; -2 1 -2];
> b=[1;1;-1];

A matriz A é invertivel, e portanto Ax = b é uma equac3o consistente com uma tinica solucio:

> det (A)
ans = -3

Definamos as matrizes A1,A2,A3 como as matrizes A(l), A(Q), A(3), respectivamente. Aplicamos,
de seguida, a regra de Cramer.
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> Al=A; A1(:,1)=b; A2=A; A2(:,2)=b; A3=A; A3(:,3)=b;
> x1=det (A1) /det(A)

x1 = 1.3333

> x2=det (A2)/det (A)

x2 = -0.33333

> x3=det (A3)/det (A)

Os valores obtidos formam, de facto, a solucio pretendida:

> A% [x1;x2;x3]

ans =



Capitulo 4

Espacos vectoriais

Tal como nos resultados apresentados anteriormente, K denota R ou C.

4.1 Definicao e exemplos

Definigao 4.1.1. Um conjunto nao vazio V € um espago vectorial sobre K (ou espago linear)
se lhe estdo associadas duas operacées, uma adi¢cao de elementos de V' e uma multiplicacdo
de elementos de K por elementos de V', com as sequintes propriedades:

1. Fecho da adi¢do: V; yev,z+y €V,

2. Fecho da multiplicacdo por escalares: V,cy,a € K, ax € V;

3. Comutatividade da adicdo: z +y =y +z, para x,y € V;

4. Associatividade da adi¢do: v+ (y+ 2) = (v + y) + 2, para z,y,z € V;

5. Existéncia de zero: existe um elemento de V', designado por 0, tal que x + 0 = x, para
zeV;

6. Existéncia de simétricos: V,ey,z + (—1)x = 0;

7. Associatividade da multiplicagdo por escalares: Vo, gek zex, o (Bz) = (af) ;

8. Distributividade: o (z +vy) =az+ay e (a+ )z = ax + Sz, para x,y €V e a, f € K;
9. Existéncia de identidade: 1x = z, para todo x € V.

Se V' ¢ um espaco vectorial sobre K, um subconjunto ndo vazio W CV que € ele também um
espacgo vectorial sobre K diz-se um subespago vectorial de V.

Por forma a aligeirar a escrita, sempre que nos referirmos a um subespaco de um espaco
vectorial queremos dizer subespago vectorial.

Dependendo se o conjunto dos escalares K é R ou C, o espago vectorial diz-se, respectiva-
mente, real ou complexo.

Apresentam-se, de seguida, alguns exemplos comuns de espacos vectoriais.

67
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CAPITULO 4. ESPACOS VECTORIAIS

. O conjunto M, x, (K) das matrizes m x n sobre K, com a soma de matrizes e produto

escalar definidos no inicio da disciplina, é um espago vectorial sobre K.
Em particular, K™ é um espago vectorial.

O conjunto {0} é um espago vectorial.

. O conjunto das sucessoes de elementos de K, com a adi¢ao definida por {z,} + {y,} =

{xn + yn} e o produto escalar por a{z,} = {ax,}, é um espaco vectorial sobre K. Este
espaco vectorial é usualmente denotado por KV,

Seja V' = K|[x] o conjunto dos polindmios na indeterminada x com coeficientes em K.
Definindo a adicdo de vectores como a adicao usual de polinémios e a multiplicagao
escalar como a multiplicacao usual de um escalar por um polinémio, V' é um espago
vectorial sobre K.

Dado n € N, o conjunto K, [z] dos polinémios de grau inferior a n, com as operagoes

definidas no exemplo anterior, é um espaco vectorial sobre K.

Seja V' = KK o conjunto das aplicacdes de K em K (isto é, V = {f : K — K}).
Definindo, para f,g € V,a € K, a soma e produto escalar como as aplicacoes de K em
K tais que, para x € K,

(f +9) (@)= f @)+ g (), (af) (x) = a(f(2),
V é desta forma um espago vectorial sobre K.

O conjunto C é um espago vectorial sobre R. R [resp. C] é também um espago vectorial
sobre ele préprio.

Seja V um espaco vectorial sobre K e S um conjunto qualquer. O conjunto V* de todas
as fungoes de S em V' é um espaco vectorial sobre K, com as operagoes

(f+9) (@) =[(x)+g(@), (af) (z) =a(f (),
onde f,g € V¥, a e K.

Dado um intervalo real |a, b], o conjunto C|a, b| de todas as fungoes reais continuas em
|a, b], para as operagoes habituais com as fungoes descritas acima, é um espago vectorial
sobre R. O conjunto C*]a, b[ das fungdes reais com derivadas continuas até & ordem k
no intervalo ]a, b[ e o conjunto C*]a, b das fungdes reais infinitamente diferencidveis no
intervalo Ja, b] sdo espagos vectoriais reais.

Teorema 4.1.2. Seja V um espaco vectorial sobre K e W C V. Entdo W ¢é um subespaco

de V' se e so se as condigoes sequintes forem satisfeitas:

1.

W #0;

2. u,veW =u+veWw,;
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SveWaeK=avelW.

Observe que se W é subespaco de V' entdao necessariamente 0, € W.
Alguns exemplos:

1. Para qualquer k¥ € N, C*®]a,b[ é um subespaco de C*]a,b[, que por sua vez é um
subespago de Cla, b|.

2. O conjunto das sucessoes reais convergentes é um subespaco do espaco das sucessoes
reais.

3. Ky[z] é um subespago de K[z].

4. o conjunto das matrizes n x n triangulares inferiores (inferiores ou superiores) é um
subespago de M,, (K), onde M,, (K) denota o espago vectorial das matrizes quadradas
de ordem n sobre K.

4.2 Independéncia linear

Sejam V' um espago vectorial sobre K e {v;},c; €V, {ai};c; € K. Se

n
v = g Q04
i=1
diz-se que v é uma combinacdo linear dos vectores v1,...,v,. Neste caso, dizemos que v se

pode escrever como combinacdo linear de vy, ..., v,.

Definigao 4.2.1 (Conjunto linearmente independente). Um conjunto nao vazio {v;}ier CV

diz-se linearmente independente se

g o =0— a1 =ay=---=a, =0.
el

Um conjunto diz-se linearmente dependente se nao for linearmente independente.

Por abuso de linguagem, tomaremos, em algumas ocasioes, vectores linearmente indepen-
dentes para significar que o conjunto formado por esses vectores é linearmente independente.

O conceito de dependéncia e independéncia linear é usualmente usado de duas formas.

(i) Dado um conjunto nao vazio {v;} de n vectores linearmente dependentes, entdao é
possivel escrever o vector nulo como combinagao linear nao trivial de vy,...,v,. Ou
seja, existem escalares aq, ..., qy,, algum ou alguns dos quais nao nulos, tais que

n
0= E ;U;.
i=n
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Seja ay, um coeficiente nao nulo dessa combinacao linear. Entao

n

v = Z (—alzlai)vi.

i=1,i#k

Concluindo, dado um conjunto de vectores linearmente dependentes, entao pelo menos
um desses vectores ¢ uma combinagao linear (nao trivial) dos outros vectores.

(ii) Dado um conjunto nao vazio {v;} de n vectores linearmente independentes, da relagao

n
0= E ;U5
i=n

podemos concluir de forma imediata e ébvia que a1 = -+ = «,, = 0. Esta implicacao
serd muito util ao longo desta disciplina.

Algumas observacoes:

1. Considerando o espago vectorial K [z], o conjunto dos monémios {1,z,z2,...} é cons-
tituido por elementos linearmente independentes. Ja 1, z, 22, 22 4+ x + 1 sdo linearmente
dependentes, visto

l+z+2°— (2 +2+1) =0.

2. Em K, [z], quaisquer n + 1 polinémios sao linearmente dependentes.

3. Em R3, consideremos os vectores o = (1,1,0),3 = (1,0,1),7 = (0,1,1),§ = (1,1,1).
Estes quatro vectores sao linearmente dependentes (pois oo+ 3+ — 2§ = 0), apesar de
quaisquer trés deles serem linearmente independentes.

Teorema 4.2.2. Sejam vy, ...,v, elementos linearmente independentes de um espago vecto-
rial V. Sejam ainda a1, ...,0Qn, 01, .., 0, € K tais que

a1V + -+ apvy = Brog + -+ Bpun.
Entao a; = B, para todoi=1,...,n.
Demonstracdo. Se ajvy + - -+ + apv, = fv1 + - - - + Buu, entao
(1 = Br)vr + -+ + (an — Bn) v = 0,

pelo que, usando o facto de vq,...,v, serem linearmente independentes, se tem «; — 3; = 0,
paratodoi=1,...,n. O

O resultado anterior mostra a unicidade da escrita de um vector como combinacao linear
de elementos de um conjunto linearmente independente, caso essa combinacao linear exista.

Teorema 4.2.3. Seja A um subconjunto nao vazio de um espago vectorial V sobre K. Entao
o conjunto de todas as combinacdes lineares de elementos de A € um subespaco vectorial de

V.
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3

Demonstragao. Seja A’ o conjunto de todas as combinacoes lineares de elementos de A. A’ é
obviamente nao vazio visto A # ). Sejam u,v € A’. Ou seja,

w=>Y aa, v=>_ Baj
icl jed
para alguns «;, 3; € K, com a; € A. Note-se que
u+v= Zaiai +Zﬂjaj
icl jeJ

e portanto u + v é assim uma combinacao linear de elementos de A — logo, u +v € A’. Para
r € K, temos que ku = Y i ; kaya; e portanto ku € A’ O

Tendo em conta o teorema anterior, podemos designar o conjunto das combinacoes lineares
dos elementos de A como o espaco gerado por A. Este espacgo vectorial (subespago de V')
denota-se por (A).

Quando o conjunto A estd apresentado em extensao, entao nao escrevemos as chavetas ao
denotarmos o espago gerado por esse conjunto. Por exemplo, se A = {v,v9,v3}, entdo (A)
pode-se escrever como (v, vs,v3). Por notagao, (#) = {0}.

E importante referir os resultados que se seguem, onde V' indica um espaco vectorial.

1. Os vectores nao nulos vq,v9,...,v, € V sdo linearmente independentes se e s se, para
cada k, vk & (U1, ., Vp—1, Vkt1s- -+, Un).

2. Sejam A,BC V.
(a) Se A C B entao (4) C (B).
(b) (A) = ((4)).

(¢) (A) é o menor (para a relacao de ordem C) subespaco de V' que contém A.

4.3 Bases de espacos vectoriais finitamente gerados

Definicao 4.3.1. Seja V um espago vectorial.

Um conjunto B linearmente independente tal que (B) =V ¢é chamado de base de V.
A demonstracao do resultado que se segue envolve, no caso geral, diversos conceitos ma-
teméticos (nomeadamente o Lema de Zorn) que ultrapassam em muito os propésitos desta

disciplina. No entanto, o resultado garante, para qualquer espaco vectorial, a existéncia de
um conjunto linearmente independente 5 que gere o espago vectorial.

Teorema 4.3.2. Todo o espacgo vectorial tem uma base.
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Dizemos que V tem dimensao finita, ou que é finitamente gerado, se tiver uma base com
um numero finito de elementos. Caso contrério, diz-se que V' tem dimensao infinita.

V tem dimensao finita nula se V= {0}.

De ora em diante, apenas consideraremos espacos vectoriais finitamente gerados. Por

vezes faremos referéncia a base v1,vs,...,v, para indicar que estamos a considerar a base
{’01, V2, ... ,’Un}.
Definicao 4.3.3. Uma base ordenada B = {vi,...,vn} € uma base de V' cujos elementos

estdo dispostos por uma ordem ﬁxcﬂ Chamam-se componentes ou coordenadas de u € V na
base {v1,...,vm} aos coeficientes escalares o, . ..,y da combinagao linear

m
u = E AL VE.
k=1

As coordenadas de u na base B sio denotadag?] por

o
85)
(u)p =
Qn
Recordemos que, se B = {v1,...,v,} é uma base de V, em particular sao linearmente

independentes, e portanto dado v € V, os coeficientes de v na base B s&o Uinicos.

Teorema 4.3.4. Se um espago vectorial tem uma base com um niumero finito n de elementos,
entdo todas as bases de V' tém n elementos.

Demonstracdo. Seja V um espaco vectorial e v1,...,v, uma base de V. Seja wi,...,wn,
outra base de V com m elementos.

Como v1,...,v, € base de V, existem «a;; € K para os quais

n
w; = E Oéjﬂ}j.
j=1

'De uma forma mais correcta, B nio deveria ser apresentado como conjunto, mas sim como um n-uplo:
(v1,-..,vm). Mas esta notagio poder-se-ia confundir com a usada para denotar elementos de R™, por exemplo.
Comete-se assim um abuso de notagao, tendo em mente que a notagdo escolhida indica a ordem dos elementos
da base pelos quais foram apresentados.

2A notacio adoptada néo significa que u € R™.
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Note-se que

m m n
inwi =0 & inZajivj =0
i=1 i=1  j=1
m n
& Z inajivj =0
i=1 j=1
n m
= Z (Z xiaﬁ) v = 0
j=1 \i=1
m
& inaﬂ =0, para todo j
i=1
T
Tm
e que
m
Zwiwizo(:)ml:m:'--:acm:().
i=1
Portanto,
1 i
]| 7 |=0
Tm

é um sistema determinado, pelo que

m:car([aﬁ )gn.

Trocando os papéis de (v1,...,v,) e de (wy,...,wy), obtemos n < m. Logo, n =m. O

Definigao 4.3.5. Seja V' um espaco vectorial. Se existir uma base de V' com n elementos,
entao diz-se que V tem dimensao n, e escreve-se dimV = n.

Corolario 4.3.6. Seja V um espaco vectorial com dimV = n. Para m > n, qualquer
conjunto de m elementos de V € linearmente dependente.

Demonstragcao. A demonstracao segue a do teorema anterior. ]

Considerando o espago vectorial K,,[z] dos polinémios com coeficientes em K e grau nao
superior a n, uma base de K, [z] é

B:{l,:z,a:Q,...,x"}.

De facto, qualquer polinémio de K, [z] tem uma representagao unica na forma a,z™ + - +
a1z + ag e portanto B gera K, [z], e B é linearmente independente. Logo, dim K, [z] = n+ 1.
Como exercicio, mostre que

B ={l,z+k (z+k)?... (x+k"},
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para um k € K fixo, é outra base de K,[z].

Considere agora o conjunto {Aij :1<i<m,1<j<n} onde Aij é a matriz m X n com
as entradas todas nulas & excepcao de (i,7) que vale 1. Este conjunto é uma base do espago
vectorial M, xn (K) das matrizes m x n sobre R, pelo que dim M, x,, (R) = mn.

Teorema 4.3.7. Seja V' um espaco vectorial com dimV = n.

1. Se vy,...,v, sao linearmente independentes em V, entdo v1,...,v, formam uma base
de V.

2. Se (v1,...,vn) =V, entdo vy, ...,v, formam uma base de V.

Demonstragdo. (1) Basta mostrar que (vi,...,v,) = V. Suponhamos, por absurdo, que
v1,..., U, sd0 linearmente independentes, e que (v1,...,v,) € V. Ou seja, existe 0 # w € V
para o qual w ¢ (v1,...,v,) = V. Logo, v1,...,v,, w, sdo linearmente independentes, pelo
que em V existem n + 1 elementos linearmente independentes, o que contradiz o corolario
anterior.

(2) Basta mostrar que vy, .. .,v, sao linearmente independentes. Suponhamos que v, ..., v,
sao linearmente dependentes e que A = {vi,...,v,}. Entao pelo menos um deles é com-
binagao linear dos outros. Ou seja, existe vy tal que vy € (V1,...,Vk—1,Vk41,s---,0n). S€
Vly-veyVk—1, Vkt1, - - - Up N30 forem linearmente independentes, entao repetimos o processo
até obtermos B C A linearmente independente. Vamos mostrar que (B) = (A), recordando
que (A) = V. Seja C = A\ B; isto é, C' é o conjunto dos elementos que se retiraram a A de
forma a obter o conjunto linearmente independente B. Portanto,

v, € C = v = Z ﬁijvj.
’L)]'GB
Seja entao v € V = (A4). Ou seja, existem «;’s para os quais

v = E (67X}

v;EA

= Z Q;v; + Z Q;v;

v;EB v;eC

= Z ;v + Zai Z Bijv;

v, EB 7 ’UjGB
= E o;0; + E E Oéiﬁij’l)j € <B>
v, EB 7 ’UjEB

Portanto, B é uma base de V com m < n elementos, o que é absurdo. ]

Corolario 4.3.8. Sejam V um espaco vectorial e W1, Wy subespacos vectoriais de V. Se
W1 g WQ e dim W1 = dim WQ entao W1 = W2

Demonstracao. Se W1 C Wy e ambos sao subespacos de V' entao Wj é subespaco de Ws. Seja
B = {wi,...,w,} uma base de Wi, com r = dim Wj. Segue que B ¢ linearmente independente
em Wy, Como r = dimW; = dim Ws, temos um conjunto linearmente inpedente com 7
elementos. Por (1) do teorema, B é base de Wa, o portanto Wi = (B) = Wh. O
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Corolério 4.3.9. Seja V' um espago vectorial e A um conjunto tal que (A) = V. Entdo existe
B C A tal que B € base de V.

Demonstragao. A demonstragao segue o mesmo raciocinio da demonstragao de (2) do teorema
anterior. ]

4.4 R" e seus subespacgos (vectoriais)

Nesta, secgéﬂ debrugamo-nos sobre R™ enquanto espaco vectorial real. Repare que as colunas
de I,, formam uma base de R”, pelo que dimR™ = n. Mostre-se que de facto geram R". Se
se denotar por e; a coluna i de I,,, é imediato verificar que (z1,x2,...,2n) = > 1 T;€;. Por
outro lado, Y " | ase; = 0 implica (a1, ag,...,a,) = (0,0,...,0), e portanto a1 = ap = -+ =

apn = 0. O conjunto {e;} ¢é chamado base candnica de R".

i=1,...,n

Teorema 4.4.1. Se A é uma matriz m x n sobre R, o nicleo N(A) é um subespago vectorial
de R™.

Demonstragcao. Basta mostrar que, dados elementos z,y de R™ tais que Az = Ay = 0,
também se tem A (z +y) =0 e A(Ax) = 0, para qualquer A € R. Note-se que A (z +y) =
Az +Ay=0+0=0, e que A(Az) = AAx = A0 = 0.

O

Considere, a titulo de exemplo, o conjunto
V=A{(z,y,2) € R3: 2= 2z — 3y} = {(z,y,2z — 3y) : v,y € R}.

Este conjunto é um subespaco de R3. De facto, escrevendo a condicdo z = 2z — 3y como
2x — 3y — z = 0, o conjunto V iguala o ntcleo da matriz A = [ 2 -3 —1 |,peloqueV é

um subespaco de R?

Octave

Vamos agora usar o octave para esboc¢ar o conjunto V' definido acima. Vamos considerar x,y €
[—2;2] e tentar que o octave encontre os pontos (z,y,2z — 3y) € R3. Como é bvio, x,y nio
poderdo percorrer todos os elementos do intervalo [—2;2]. Vamos, em primeiro lugar, definir os
vectores x,y com os racionais de —2 a 2 com intervalo de 0.1 entre si. N3o se esqueca de
colocar ; no fim da instru¢do, caso contrdrio serd mostrado o conteddo desses vectores (algo
desnecessario). Com o comando meshgrid pretende-se construir uma matriz quadrada onde x,y
surgem copiados. Finalmente, define-se Z=2*X-3#*Y e solicita-se a representacdo grafica. Para
obter a representacao grafica precisa de ter o gnuplot instalado.

> x=[-2,0.1,2];

3De facto, o que é afirmado pode ser facilmente considerado em C".
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> y=[-2,0.1,2];

> [X,Y]=meshgrid (x,y);
> Z=2%xX-3*Y;

> surf(X,Y,Z)

Verifique se a sua versdo do gnuplot permite que rode a figura. Clique no botdo esquerdo do
rato e arraste a figura. Para sair do gnuplot, digite g.

Como é ébvio, o uso das capacidades graficas ultrapassa em muito a representacdo de planos.
O seguinte exemplo surge na documenta¢do do octave:

tx = ty = linspace (-8, 8, 41)’;
[xx, yy] = meshgrid (tx, ty);

r = sqrt (xx .~ 2 +yy .~ 2) + eps;
tz = sin (r) ./ r;

mesh (tx, ty, tz);

O conjunto U = {(x, y,2) ER3 1z — 2y + %z =0=-z+y+ 22} é um subespaco de R3,
I

.’ U — N 2
ja que (! R
pela equacao z — 2y + %z = 0 com o plano dado pela equacao —x + y + 2z = 0.

). O subespago U é dado pela interseccao do plano dado

Octave

Para obtermos a representacdo grafica dos dois planos, vamos fazer variar x,y de —3 a 3, com
intervalos de 0.1. O comando hold on permite representar varias superficies no mesmo gréfico.

x=[-3:0.1:3];

y=%;

[X,Y]=meshgrid (x,y);
Z1=-2%X+4%Y;
Z2=1/2xX-1/2%Y;

surf (X,Y,Z1)

hold omn

surf(X,Y,Z2)

V V. V V V V V V

Em vezdex=[-3:0.1:3]; poderiamos ter usado o comando linspace. No caso, x=1linspace(-3,3,60).
A sintaxe é linspace(ponto_inicial,ponto_final,numero_de_divisoes).

Vejamos como poderemos representar a recta U que é a interseccao dos dois planos referidos
atrds. Repare que os pontos (x,y,2) € R3 da recta sio exactamente aqueles que satisfazem
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as duas equacdes, ou seja, aqueles que s3o solucdo do sistema homogéneo A[zy z]T = 0, onde
1
A= 1 2
-1 1 2
> A=[1 -2 1/2; -1 1 2]
A =
1.00000 -2.00000 0.50000
-1.00000 1.00000 2.00000
> rref (A)
ans =
1.00000 0.00000 -4.50000
0.00000 1.00000 -2.50000
> solucao=[-(rref (A)(:,3));1]
solucao =
4.5000
2.5000
1.0000
De facto, o comando rref (A) diz-nos que y — %z =0=x-— %z, ou seja, que as solugdes
do homogéneo sdo da forma (%z,%z,z) = z(%,%,l), com z € R. Ou seja, as solucdes de
Alzry2]T = 0 s3o todos os miiltiplos do vector solucao. Outra alternativa seria a utilizagdo do

comando null(A).

> t=[-3:0.1:3];
> plot3 (solucao(1l,1)*t, solucao(2,1)*t,solucao(3,1)*t);

O gnuplot n3o permite a gravacdo de imagens a custa do teclado ou do rato. Podemos, no
entanto, imprimir a figura para um ficheiro.

> print(’grafico.pdf’,’-deps’)
> print(’grafico.png’,’-dpng’)

No primeiro caso obtemos um ficheiro em formato eps (encapsulated postscript), e no segundo
em formato PNG. A representacdo dos dois planos serd algo como a figura seguinte:
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Como é ébvio, ndo estamos condicionados a R?. Por exemplo, o conjunto

W = {(:cl,:cz,xg,x4) €R4:SC1 —2x3=0=1x —562+4x4}

é um subespaco de R*. De facto, repare que W = N ([ 10 =20 ])

1 -1 0 4

Teorema 4.4.2. Sejam vy, - ,v, ER™ e A = [ V1 Vg - Up ] (as colunas de A sdo
mxn

os vectores v; € R™). Entdo {vi,--- ,vn} € linearmente independente se e sé se car(A) = n.

Demonstracdo. Consideremos a equacido Az = 0, com z = [z1 22 --- ,]T. Ou seja, conside-
remos a equacao

z1
7 B
In
Equivalentemente,
U1 + X2V + - - + x50, = 0.
Ou seja, a independéncia linear de vy, . .., v, é equivalente a N(A) = {0} (isto é, 0 ser a tinica

solucao de Az = 0). Recorde que Az = 0 é possivel determinado se e s6 se car(4) =n. O
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Octave
Com base no teorema anterior, vamos mostrar que

> u=[1; 2; 3; 3]; v=[2; 0; 1; -11; w=[0; 0; -1; -3];
sdo linearmente independentes. Tal é equivalente a mostrar que car [ U vow } =3:

> rank([u v w])
ans = 3

Para y = (1,—6,—7,—11), os vectores u, v,y ndo sdo linearmente independentes:

> rank([u v yl)

ans = 2
Teorema 4.4.3. Dados vi,...,vm € R”, seja A a matriz A = [vl Vg o Uy | E
Musm (R) cujas colunas sao vy, ...,vn. Entio w € (vi,...,vy) se e s0 se Ax = w tem
solucao.

Demonstragao. Escrevendo Az = w como

1
T2
[/Ul Um] . =w,
Tm
temos que Ar = w tem solucdo se e sé se existirem 1,29, ..., T, € R tais que

U1 + X202 + - F T Uy = W,
isto é, w € (v1,...,Um). O

Definicao 4.4.4. Ao subespago CS(A) = {Ax : x € R"} de R™ chamamos imagem de A, ou
espago das colunas de A. Por vezes, CS(A) € denotado também por R(A) e por Im(A). O
espago das colunas da AT designa-se por espaco das linhas de A e denota-se por RS(A).

Octave

Considerando wu, v, w,y como no exemplo anterior, vamos verificar se y € (u,v,w). Para A =

[ u v ow } tal é equivalente a verificar se Az = y tem solucgdo.
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> u=[1; 2; 3; 3]; v=[2; 0; 1; -1]; w=[0; 0; -1; -3];
octave:23> A=[u v w]

A =
1 2 0
2 0
3 1 -1
3 -1 -3

Ou seja, se carA:car({ A ‘ Yy D

> rank(A)

ans = 3

> rank([A y]1)
ans = 3

De uma forma mais simples,

> rank(A)==rank([A y 1)
ans = 1

J4 o vector (0,0,0,1) ndo é combinagdo linear de u,v,w, ou seja, (0,0,0,1) ¢ (u,v,w). De
0

facto, carA # car A

= o O

> rank([A [0;0;0;1]11)
ans = 4

Vejamos qual a razao de se denominar “espaco das colunas de A” a C'S(A). Escrevendo

A= [ vi vy --- v, | através das colunas de A, pela forma como o produto de matrizes
foi definido, obtemos
aq
03]
A . = QU1 + QU2 + -+ + QpUp.
Qn,

O teorema anterior afirma que b € C'S(A) (i.e., Az = b é possivel) se e s6 se b for um elemento
do espaco gerado pelas colunas de A.

A classificacao de sistemas de equagdes lineares como impossivel, possivel determinado ou
possivel indeterminado, ganha agora uma nova perspectiva geométrica.
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-8
Por exemplo, consideremos a equagao matricial A[xyz]T =bcomA=|1 2 -4
)
14
eb= | 7 |. O sistema é possivel, ja que car(A) = car([Ab]), mas é indeterminado pois
10
car(A) < 3.

Octave
Depois de definirmos A e b no octave,

> rank(A)
ans = 2
> rank([A b])
ans = 2

As colunas de A, que geram C'S(A), ndo sao linearmente independentes. Como Ax =b é
possivel temos que b € C'S(A), mas nao sendo as colunas linearmente independentes, b nao se
escrevera de forma Unica como combinacao linear das colunas de A. O sistema de equagoes
tem como solugoes as realizagoes simultaneas das equacoes 2z +4y —8z = 14, v+ 2y —4z =7
e 2o + 3y + 52 = 10. Cada uma destas equacdes representa um plano de R3, e portanto as
solucdes de Az = b sdo exactamente os pontos de R3 que estdo na interseccio destes planos.

H
ol
i |
[

Octave
Vamos representar graficamente cada um destes planos para obtermos uma imagem do que serd

a intersecc¢ao.

x=-3:0.5:3;

y=%;
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z1=(14-2%X-4%Y) /(-8);
surf (X,Y,Z1)
22=(7-X-2xY)/(-4);
Z3=(10-2*X-3*Y) /(5) ;
hold omn

surf (X,Y,Z2)

surf (X,Y,Z3)

V V V V V V V V VvV VvV
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A intersecc3o é uma recta de R?, e portanto temos uma infinidade de solucdes da equacio Az = b.

T
No entanto, o sistema Az = ¢ = [ 010 } é impossivel, j& que car(A) =2 # 3 =

car([Ac]). A intersecgao dos planos dados pelas equagoes do sistema é vazia.

1 1 0
Considere agora A = 1 0| eb=|1]. O facto de Az = b ser impossivel
-1 1 0

(compare a caracteristica de A com a de [Ab]) significa que b ¢ CS(A). Ora CS(A) =
((1,1,-1),(1,0,1)), ou seja, CS(A) é o conjunto dos pontos de R? que se escrevem da forma

(,y,2) = a(1,1,-1) + 5(1,0,1) = (a + f,a, —a + ), o, f € R.

Octave

> aa=-3:0.5:3; bb=aa;
> [ALFA,BETA]=meshgrid(aa,bb);
> surf (ALFA+BETA,ALFA,-ALFA+BETA)

Com alguns célculos, podemos encontrar a equacao que define C'S(A). Recorde que se

T
pretende encontrar os elementos { T oy =z ] para os quais existem «, J € R tais que

Usando o método que foi descrito na parte sobre resolugao de sistemas lineares,

1 1|z 1 1 x
1 0ly | —--—1]0 -1 Yy—
-1 1]z 0 0 |z—2z+2y

Como o sistema tem que ter solugoes «, 3, somos forgados a ter z = x — 2y.

Octave
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> x=-3:0.5:3; y=x;

> [X,Y]=meshgrid(x,y);
> surf(X,Y,-2%Y+X); hold on; plot3([0],[1],[0],’x?)

Ora Az = b é impossivel, pelo que b ¢ C'S(A). Ou seja, b nao é um ponto do plano gerado
pelas colunas de A.

CS(A) —
b

o & A MO N N O ©
.

y

Se A for invertivel, entdo C'S(A) = R™ (neste caso, tem-se necessariamente m = n). De
facto, para x € R", podemos escrever x = A(A~'z), pelo que, tomando y = A~ 'z € R,
temos z = Ay € CS(A). Portanto,

R™ C CS(A) C R™.

Se A, B sdo matrizes reais para as quais AB existe, temos a inclusao C'S(AB) C CS(A).
De facto, se b € CS(AB) entao ABx = b, para algum z. Ou seja, A(Bz) = b,
be CS(A).

Se B for invertivel, entdao C'S(AB) = CS(A). Esta igualdade fica provada se se mostrar
que CS(A) C CS(AB). Parab € CS(A), existe z tal que b = Ax = A(BB~ ')z = (AB)B ™!z,
e portanto b € CS(AB).

Recordemos, ainda, que para A matriz real m x n, existem matrizes P, L, U permutacao,

pelo que

triangular inferior com 1’s na diagonal (e logo invertivel) e escada, respectivamente, tais que

PA=LU.
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Ou seja,
A=P LU

Finalmente, e a comprovacao deste facto fica ao cargo do leitor, as linhas nao nulas de
U, matriz obtida de A por aplicagdo do método de eliminagao de Gauss, sao linearmente
independentes.

Para A, P, L, U definidas atras,

RS(A) = CS(AT) = cs(wT(P~L)T) = cS(UT) = RS(U).

Ou seja, o espaco das linhas de A e o das linhas de U sdo o mesmo, e uma base de RS(A)

sao as linhas nao nulas de U enquanto elementos de R™. Temos, entao,
RS(A) = RS(U) e dim RS(A) = car(A)

Seja QA a forma normal de Hermite de A. Portanto, existe uma matriz permutagao Perm

I, | M
tal que QAPsm, = 4

010
jd que o conjunto gerador é o mesmo (ou ainda, porque Py, é invertivel). As primeiras r

colunas de I, formam uma base de CS(QAPum) = CS(QA), e portanto dim CS(QA) = r.

Pretendemos mostrar que dim C'S(A) = car(A) = r. Para tal, considere o lema que se segue:

], onde r = car(A4). Repare que CS(QA) = CS(QAPsm),

Lema 4.4.5. Seja Q uma matriz n X n invertivel e vi,ve,...,v, € R™. Entao {v1,va,..., v}
¢ linearmente independente se e sd se {Qu1, Qua, ..., Qu,} € linearmente independente.
Demonstragdo. Repare que > i ; a;Qui =0 Q (D, av;)) =0 >0 ayv; = 0. O

Usando o lema anterior,
dimCS(A) =dimCS(QA) = r = car(A).

Sendo U a matriz escada de linhas obtida por Gauss, U é equivalente por linhas a A, e
portanto dim C'S(U) = dim C'S(A) = car(A).

Octave

Considere os vectores de R?

>u=[1; 0; -21; v=[2; -2; 0]; w=[-1; 3; -1];

Estes formam uma base de R3, ja que CS([ u ovow }) = R3. Esta igualdade é vélida ja que
CS([ u v ow })QR“*ecar([ u oUW ]):dimCS([ u vow }):3:

> A=[u v w]
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0 -2 3

-2 0 -1
> rank(A)
ans = 3

Ja os vectores u, v, q, com ¢ = (—5,6,—2) nio sio uma base de R3. De facto,

A=Tu v q]
A —3
1 2 -5
0 -2 6
-2 0 -2
> rank(A)
ans = 2

e portanto dimC’S([ u v oq }) =2 # 3 =dimR3. As colunas da matriz n3o sdo linearmente

independentes, e portanto n3o s3o uma base do espaco das colunas da matriz { u v oq }

A questao que se coloca aqui é: como obter uma base para C'S(A)?

Octave
Suponha que V é a matriz escada de linhas obtida da matriz A”. Recorde que RS(AT) =
RS(V), e portanto CS(A) = CS(VT). Portanto, e considerando a matriz A=[u v q] do exemplo
anterior, basta-nos calcular a matriz escada de linhas associada a A”:

> [1,V,pl=1lu(A’); ¥V’

ans =
-5.00000 0.00000  0.00000
6.00000 1.20000 0.00000
-2.00000 -2.40000 0.00000

As duas primeiras colunas de V’ formam uma base de C'S(A).

Em primeiro lugar, verifica-se que as r colunas de U com pivot, digamos u;, , Uiy, . - . , U;, SAO
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€1
. . . T2 .
linearmente independentes pois [ Uy, Uiy oo Ui, } . = 0 é possivel determinado.

Ty
Em segundo lugar, vamos mostrar que as colunas de A correspondentes as colunas de U
com pivot sao também elas linearmente independentes. Para tal, alertamos para a igualdade

Ul ey, ... e, } = [ Ui, Ui, ... U |,onde €i; indica a ij-ésima coluna de I,,. Tendo
x1
1 T2 :
U =L""PA, e como [ Ui, Ujy oo Ui, } . = 0 é possivel determinado, segue que,
Ty
T
. . o1 1 ~ xZ .
pela invertibilidade de L™" P, a equagao A[ €y .- € ] . = 0 admite apenas a
Ty
solugdo nula. Mas A [ €, .- €, } é a matriz constituida pelas colunas i1,19,...,%, de

A, pelo que estas sao linearmente independentes, em ndmero igual a r = car(A). Visto
dim C'S(A) = r, essas colunas constituem de facto uma base de C'S(A).

Octave
Seja A a matriz do exemplo anterior:

> A
A 3
1 2 -5
0 -2 6
-2 0 -2

Vamos agora descrever esta segunda forma de encontrar uma base de C'S(A4). Como ja vimos,
carA = 2, pelo que as colunas de A ndo formam uma base de C'S(A) pois ndo sdo linearmente
independentes, e dim C'S(A) = 2. Fagamos a decomposi¢do PA = LU:

> [1,u,pl=1u(d); u

u =

-2 0 -2
0 -2 6
0 0 O
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Uma base possivel para C'S(A) sdo as colunas de A correspondendo as colunas de u que tém
pivot. No caso, a primeira e a segunda colunas de A formam uma base de C'S(A).

Finalmente, como car(AT) = dim CS(AT) = dim RS(A) = car(A), temos a igualdade

car(A) = car(AT).

Repare que N(A) = N(U) ja que Az = 0 se e s6 se Uz = 0. Na resolugdo de Uz = 0, é
feita a separacao das incognitas em bésicas e em livres. Recorde que o ntimero destas ultimas
é denotado por nul(A). Na apresentacao da solugdo de Az = 0, obtemos, pelo algoritmo
para a resolucao da equagao somas de vectores, cada um multiplicado por uma das incégnitas
livres. Esses vectores sao geradores de N(A), e sdo em nuimero igual a n—r, onde r = car(A).
Queremos mostrar que nul(A) = dim N(A). Seja QA a forma normal de Hermite de A; existe

L. | M
P permutacao tal que QAP = (; 0| = H 4, tendo em mente que » < m,n. Como @Q
é invertivel, segue que N(QA) = N(A). Sendo H4 a matriz obtida de QA fazendo trocas

convenientes de colunas, tem-se nul(H 4) = nul(QA) = nul(A). Definamos a matriz quadrada,

I, | M
de ordem n, G4 = [TT‘T] Como HoG s = Hy segue que Hy(I, — G) = 0, e portanto

0| M
as colunas de I, — G pertencem a N(H4). Mas I, — G = 0T e as suas ultimas
n—r
. . ., M In_r
n — r colunas sao linearmente independentes (j& que car 7 = car u =
n—r

M
dim N(A) = dim N(U) < n —r. Segue das duas desigualdades que

T
I
car [ ner ] =n —r). Logo, dim N(A) = dim N(H4) > n — r. Pelo que vimos atrés,

nul(A) = dim N(A).
Como n = car(A) + nul(A), obtemos, finalmente,

n=dim CS(A) + dim N(A).

Octave :
Vamos aplicar os resultados desta seccdo num caso concreto. Considere o subespaco W de R3
gerado pelos vectores (1,2,1),(2,-3,-1),(3,1,2),(4,1,2),(5,0,4). Como temos 5 vectores de
um espaco de dimensdo 3, eles sdo necessariamente linearmente dependentes. Qual a dimensdo

de W? W é o espaco das colunas da matriz A, cujas colunas s3o os vectores dados:
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>A=[12345;2-3110;1-1224];
Ora dim CS(A) = car(A).

> [L,U,P]=1u(A); U
U =

2.00000 -3.00000 1.00000 1.00000 0.00000
0.00000  3.50000 2.50000 3.50000 5.00000
0.00000  0.00000 1.14286 1.00000  3.2857

Ou seja, dim W = 3. Como W C R? e tém a mesma dimenso, entdo W = R3. Ou seja, as

colunas de A geram R3. As colunas de A que formam uma base para W s3o aquelas correspon-

dentes as colunas de U que tém pivot; neste caso, as trés primeiras de U. Uma base B para W

é o conjunto formado pelos vectores v = (1,2,1),vy = (2,—3,—1),v3 = (3,1,2). Vamos agora

calcular as coordenadas de b=[0; -2; -2] nesta base. Tal corresponde a resolver a equacao
v U2 U3 } r=b:

> b=[0; -2; -2]

b=
0
-2
-2
> B=A(:,[1,2,3])
B=
1 2 3
2 -3 1
1 -1 2

> coord=inverse(B)*b

coord =
1.00000
1.00000
-1.00000
1
Ou seja, (0,—2,-2)g=| 1
-1

Vamos, de seguida, apresentar alguns resultados importantes que se podem deduzir facil-
mente a custa de car(A) 4+ nul(A) = n, onde A é uma matriz m x n. Pressupoe-se que B é
uma matriz tal que AB existe.
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1. car(AB) < car(A).
Como vimos na secgao anterior, CS(AB) C C'S(A), pelo que dim CS(AB) < dim CS(A).

2. Se B é invertivel entao car(A) = car(AB).

3. N(B) C N(AB).
Se b € N(B) entao Bb = 0. Multiplicando ambos os lados, a esquerda, por A obtemos
ABb =0, pelo que b € N(AB).

4. nul(B) < nul(AB).

5. N(ATA) = N(A).
Resta mostrar que N(ATA) C N(A). Se x € N(AT A) entdao AT Az = 0. Multiplicando
ambos os lados, & esquerda, por ! obtemos 7 AT Az = 0, pelo (Az)" Az = 0. Seja
(Y1, .-+ ,Yn) =y = Ax. De yTy = 0 obtemos y? + y2 +...y2 = 0. A soma de reais nio
negativos é zero se e so se cada parcela é nula, pelo que cada y? = 0, e portanto y; = 0.
Ou seja, y = 0, donde segue que Az = 0, ou seja, que z € N(A).

6. nul(ATA) = nul(A)

7. car(AT A) = car(A) = car(AAT).
De car(A) + nul(A) = n = car(ATA) + nul(ATA) e nul(ATA) = nul(A) segue que
car(AT A) = car(A). Damesma forma, car(AT) = car(AAT). Como car(A) = car(AT),
obtemos car(A) = car(AAT).

8. Se car(A) = n entdao AT A é invertivel.
AT A é uma matriz nxn com caracteristica igual a n, pelo que é uma matriz ndo-singular,
logo invertivel.

Como motivacao para o que se segue, suponha que se quer encontrar (caso exista) a recta
r de R? que incide nos pontos (—2, —5), (0, —1),(1,1). Sendo a recta ndo vertical, terd uma
equacao da forma y = max + ¢, com m,c € R. Como r incide nos pontos indicados, entao
necessariamente
—5=m-(-2)+¢,—1=m-0+¢,1=m-1+c.

A formulagao matricial deste sistema de equagoes lineares (nas incégnitas m e c¢) é

92 1 _5
0 1 [m]— 1
11 ¢ 1

O sistema é possivel determinado, pelo que a existéncia da recta e a sua unicidade estd
garantida. A tunica solugao é (m,c) = (2,1) e portanto a recta tem equagao y = 2z — 1.

No entanto, se considerarmos como dados os pontos (-2, —5), (0,0), (1, 1), facilmente che-
garfamos a conclusao que nao existe uma recta incidente nos trés pontos. Para tal, basta
mostrar que o sistema de equagoes dado pelo problema (tal como fizemos no caso anterior) é
impossivel. Obtemos a relagao

b¢ CS(A),
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-2 1 -5
onde A = 0 1 |eb= 0 |. Suponha que os pontos dados correspondem a leituras
1 1 1

de uma certa experiéncia, pontos esses que, teoricamente, deveriam ser colineares. Ou seja,
em algum momento houve um desvio da leitura em relacao ao que se esperaria. Desconhece-se
qual ou quais os pontos que sofreram incorrecgoes. Uma solugao seria a de negligenciar um
dos pontos e considerar os outros dois como correctos. E imediato concluir que este raciocinio
pode levar a conclusoes erréneas. Por exemplo, vamos pressupor que é o primeiro dado que
estd incorrecto (o ponto (—2,—5)). A rectas que passa pelos pontos (0,0),(1,1) tem como
equacao y = x. Ora se o erro esteve efectivamente na leitura do ponto (0,0) (que deveria
ser (0,—1)) entdo o resultado correcto estd bastante distante do que obtivémos. O utilizador
desconhece qual (ou quais, podendo haver leituras incorrectas em todos os pontos) dos dados
sofreu erros. Geometricamente, a primeira estratégia corresponde a eliminar um dos pontos
e tracar a recta que incide nos outros dois. Uma outra que, intuitivamente, parece a mais
indicada, serd a de, de alguma forma e com mais ou menos engenho, tracar uma recta que se
tente aproximar o mais possivel de todos os pontos, ainda que nao incida em nenhum deles!

3 T T T T T T T

2 | ]
1F X E
0 X E
1k ]

>

-2+ -
3+ ]
4 F ]
5+ % ]
'6 1 1 1 1 1 1 1

-4 3 2 1 1 2 3 4

Vamos, de seguida, usar todo o engenho que dispomos para encontrar a recta que se
aproxima o mais possivel dos pontos (—2,—5), (0,0), (1,1).

Sabendo que b ¢ CS(A), precisamos de encontrar b’ € CS(A) por forma a que V' seja
o ponto de C'S(A) mais préximo de b. Ou seja, pretendemos encontrar b’ € CS(A) tal que
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d(b,b') = min.ccg(a) d(c, ), onde d(u,v) = [lu —v||. O ponto b’ é o de C'S(A) que minimiza
a distancia a b. Este ponto b’ é unico e é tal que b — b’ é ortogonal a todos os elementos de
CS(A). AV chamamos projeccio ortogonal de b sobre (ou ao longo) de C'S(A), e denota-se

por projcs(ab-

CS(A) —
b X
projeccaodeb ©

- _‘\ _6-
y
Apresentamos, de seguida, uma forma facil de calculo dessa projeccao, quando as colunas

de A sao linearmente independentes. Neste caso, AT A é invertivel e a projeccdo de b sobre
CS(A) é dada por
V= A(ATA)TTATD.

Octave
Aconselhamos que experimente o cédigo seguinte no octave e que manipule o grafico por forma
a clarificar que b ¢ C'S(A):

x=[-2;0;1]; y=[-5; 0; 1];b=y;

A=[x [1;1;1]]

alfa=-6:0.5:6;beta=alfa;

[AL,BE]=meshgrid (alfa,beta);

Z=0.5% (-AL+3%*BE) ;

mesh (AL,BE,Z)

hold omn

plot3([-5],[0],[1],’x’)

projb=Axinv (A’*A)*A’*Db;

plot3([projb(1,1)]1, [projb(2,1)1, [projb(3,1)1,%07)
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axis ([-6, 6,-6 , 6, -6,6], "square")
legend(’CS(A)’,’b’,’projeccao de b’ );
xlabel (’x’);ylabel (’y’);zlabel (’z’);

Calculou-se projb a projeccdo de b sobre C'S(A).

Pretendemos agora encontrar x por forma a que Az = b/, ou seja, x por forma a que
a distancia de Az a b seja a menor possivel. Repare que se Ax = b é impossivel, entao
essa distancia serd, seguramente, nao nula. A equacao Ax = V' é sempre possivel, ja que
v = A(ATA)~1ATh € CS(A); ou seja, b escreve-se como Aw, para algum w (bastando tomar
w = (ATA)71ATb). No entanto, o sistema pode ser indeterminado, e nesse caso poderd
interessar, de entre todas as solugoes possiveis, a que tem norma minima. O que acabamos
por expor, de uma forma leve e ingénua, denomina-se o método dos minimos quadrados, e
a x solugao de Ar = V' de norma minimal, denomina-se a solu¢ao no sentido dos minimos
quadrados de norma minimal.

Octave
Vamos agora mostrar como encontrdmos a recta que melhor se ajustava aos 3 pontos apresentados

no inicio desta seccdo.

x=[-2;0;1]; y=[-5; 0; 1];b=y;

A=[x [1;1;1]]

xx=-6:0.5:6; solming=inv(A’*A)*A’*Db
yy=solminq(1l,1)*xx+solminq(2,1);
plot(x,y,’x’,xx,yy); xlabel (’x’);ylabel (’y’);

Para mudar as escalas basta fazer set(gca,"XLim", [-4 4]); set(gca,"YLim",[-6 6]), ou
em alternativa axis ([-4, 4,-6 , 3], "square");. Para facilitar a leitura dos pontos, digite
grid on.

Uma forma alternativa de encontrar = solugdo de Ax = projcg(a)b seria solming=A\b em
vez de solming=inv (A’*A)*A’*Db.

Ao invés de procurarmos a recta que melhor se adequa aos dados disponiveis, podemos
procurar o polinémio de segundo, terceiro, etc, graus. Se os dados apresentados forem pontos
de R?, podemos procurar o plano que minimiza as somas das distancias dos pontos a esse
plano. E assim por diante, desde que as func¢oes que definem a curva ou superficie sejam
lineares nos parametros. Por exemplo, az? 4 bx + ¢ = 0 ndo é uma equacao linear em 2 mas
é-oem a e b.

No endereco http://www.nd.edu/ powers/ame.332/leastsquare/leastsquare.pdf pode
encontrar informacoes adicionais sobre o método dos minimos quadrados e algumas aplicacoes.

Em enacitl.epfl.ch/cours_matlab/graphiques.html pode encontrar alguma des-
cricao das capacidades graficas do Gnu-octave recorrendo ao GnuPlot.
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Exemplo 4.4.6. O exemplo que de seguida apresentamos baseia-se no descrito em [3, pag.58|
Suponha que se estd a estudar a cinética de uma reaccao enzimatica que converte um
substrato S num produto P, e que essa reac¢ao segue a equacao de Michaelis-Menten,

. Fa2[ElolS]
- K +[S)

onde

1. [E]o indica concentracao enzimética original adicionada para iniciar a reacgao, em gra-

mas de E por litro,

2. r é o nimero de gramas de S convertido por litro por minuto (ou seja, a velocidade da

reacgao),
3. ko é o nuimero de gramas de S convertido por minuto por grama de F.

Depois de se efectuar uma série de experiéncias, obtiveram-se os dados apresentados na
tabela seguinte, referentes a taxa de conversao de gramas de S por litro por minuto:

(5] g /1 | [E]o = 0.005 g/l | [E]o = 0.01 gg/1
1.0 0.055 0.108
2.0 0.099 0.196
5.0 0.193 0.383
7.5 0.244 0.488
10.0 0.280 0.569
15.0 0.333 0.665
20.0 0.365 0.733
30.0 0.407 0.815

Re-escrevendo a equacao de Michaelis-Menten como

Elg Knl 1

r ke [S] ke

obtemos um modelo linear

Yy = b1$ + bo
com £]
FElo 1 1 K,
=— x=—,bg=—,b = —.
= S Tk T hy
Denotemos os dados = e y por z; e y;, com ¢ = 1,...,8. Este sistema de equagoes lineares
tem a representacao matricial
n
bl Y2
A = =
bo ] Y :

Ys
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T 1
L2 , . ~ T bl . . ~ .
com A = ~_|. A tnica solucao de A* A b | = y indica-nos a solucao no sentido dos
Do 0
xTs 1

minimos quadrados da equacao matricial, e daqui obtemos os valores de ks e de K.

Octave
Vamos definir S, r1 e r2 como os vectores correspondentes as colunas da tabela:

S=[1;2;5;7.5;10;15;20;30];
r1=[0.055;0.099;0.193;0.244;0.280;0.333;0.365;0.407];
r2=[0.108;0.196;0.383;0.488;0.569;0.665;0.733;0.815] ;
x=1./8;

y1=0.005./r1;

y2=0.01./r2;

V V V V V V

Definimos também os quocientes respeitantes a y. A notacdo a./b indica que se faz a divisdo
elemento a elemento do vector b. Finalmente, definimos a matriz do sistema. Usou-se ones (8)
para se obter a matriz 8 x 8 com 1's nas entradas, e depois seleccionou-se uma das colunas.

> A=[x ones(8)(:,1)]

A =
1.000000 1.000000
0.500000 1.000000
0.200000 1.000000
0.133333 1.000000
0.100000  1.000000
0.066667  1.000000
0.050000 1.000000
0.033333 1.000000

> solucaol=inv(A’*A)*A’*yl

solucaol =

0.0813480
0.0096492

> solucao2=inv (A’*A)*A’*y2
solucao2 =

0.0831512
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0.0094384

Recorde que se poderia ter usado solucaol=A\y1l. Daqui obtemos valores para ko, K,, para
cada uma das experiéncias. Vamos denotd-los, respectivamente, por k21 Kml k22 Km2.

> k21=1./solucaol(2,1)
k21 = 103.64
> k22=1./solucao2(2,1)
k22 = 105.95
> Kml=solucaol(1,1)x*k21
Kml = 8.4306
> Km2=solucao2(1,1)*k22
Km2 = 8.8098
> s=0:0.1:35;

> R1=(k21.*0.005%s) ./ (Kmi+s);
> R2=(k22.%0.01*s) ./ (Km2+s) ;
> plot(s,R1,8,r1,’0’,s,R2,5,r2,%0’)
> grid on; legend(’E0=0.005’,’’ ,’E0=0.01",7’ );
E0=0,005 ——
0.8 e TEOS0.0L -
0.7
0.6
0.5
0.4 :
03 /" .
0.2
0.1
ol
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CAPITULO 4.

ESPACOS VECTORIAIS



Capitulo 5

Valores e vectores proprios

5.1 Motivacao e definigoes

1 2

Considere a matriz A = 5 5

]. Para b = [é],obtemosAb:

] . Mas se tomarmos

2
c= [ ) ] , temos que Ac = 2¢. Ou seja, Ac é um miltiplo de c.

Ac

Ac

Dada uma matriz complexa A quadrada, n x n, um vector x € C" nao nulo diz-se um
vector proprio de A se Ax = Az, para algum A € C. O complexo A é denominado wvalor
proprio, e dizemos que = é vector proprio associado a A\. O conjunto dos valores proprios de
A é denotado por o(A) e é chamado de espectro de A.

2
No exemplo apresentado atras, temos que 2 € o(A) e que [ 1 ] é vector proprio associado

ao valor proéprio 2.
Uma questao que colocamos desde ja é:

Como encontrar o(A)?

Ora, sendo A uma matriz complexa n X n e se A é valor préprio de A entao existe x €
C™\ {0} para o qual Az = Az. Ou seja, \[,x — Ax = Az — Az = 0, o que equivale a
(M, —A)z = 0. Como x # 0, tal significa que a equagao (A\l,,—A)z = 0 é consistente e que tem

97
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solucdo nao nula. Isto é, a matriz quadrada A, — A tem caracteristica estritamente inferior
ao numero de colunas, o que acontece se e s6 se nao € invertivel, ou de forma equivalente, o
seu determinante é nulo. Os valores préprios de A sao os escalares A que tornam A\, — A
uma matriz singular, ou seja, que satisfazem |AIl,, — A| = 0. Ora |\, — A| é um polinémio
em A, usando o teorema de Laplace, denominado polinédmio caracteristico de A, e denotado
por A 4. Os valores proprios de A sao as raizes do polinémio caracteristico A4, ou seja, as
solucoes da equacao A4(A) = 0. Esta equacao é chamada a equacao caracteristica de A.

Determinar os valores préprios de uma matriz equivalente a determinar as raizes do seu
polinémio caracteristico. Usando o teorema de Laplace, este polindmio tem grau igual a
ordem da matriz A, que assumimos n X n, e é ménico: o coeficiente de A™ de A 4(\) é 1. Pelo
Teorema Fundamental da Algebra, sendo o grau de Ay igual a n este tem n raizes (contando
as suas multiplicidades) sobre C. Ou seja, a matriz A do tipo n X n tem entdo n valores
préprios (contando com as suas multiplicidades). Sabendo que se z € C é raiz de Ay entao
o conjugado Z de z é raiz de A4, segue que se A € o(A) entdo A € o(A). Em particular, se A
tem um nimero impar de valores préprios (contado as suas multiplicidades) entao tem pelo
menos um valor préprio real. Isto é, o(A) NR # 0. A multiplicidade algébrica de um valor
préprio A é a multiplicidade da raiz A de Ay4.

Vimos no que se discutiu acima uma forma de determinar os valores préprios de uma
matriz. Dado um valor préprio A,

Como determinar os vectores proprios associados a X € o(A)?

Recorde que os vectores préprios associados a A € o(A) sdo as solugoes nao-nulas de
Az = Az, ou seja, as solugoes nao nulas de (A, — A)x = 0. Isto é, os vectores préprios
de A associados a \ sdo os elementos nao nulos de N(AI,, — A). Recorde que o ntcleo de
qualquer matriz é um espago vectorial, e portanto N (A, — A) é o espago vectorial dos vectores
proprios de A associados a A juntamente com o vector nulo, e denomina-se espaco proprio de
A associado a A. A multiplicidade geométrica de \ é a dimensao do espaco préprio associado
a A, isto é, dim N(A\[,, — A).

O resultado seguinte resume o que foi afirmado na discussao anterior.

Teorema 5.1.1. Sejam A uma matrizn xn e A € C. As afirmagdes sequintes sao equiva-
lentes:

1. Xeo(A);

2. (M, — A)x =0 € uma equagao possivel indeterminada;
3. Jpecm\foy AT = Az;

4. X € solugio de |\, — A| = 0.

1 2
Para a matriz considerada acima, A = 5 o ], o seu polinémio caracteristico é
)\ - 1 _2 2 . . ~
Aa(N) = 9 As2| " A + X — 6, cujas raizes sao —3,2. Portanto, o(A) = {-3,2},

e cada valor préprio de A tem multiplicidade algébrica igual a 1.
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Teorema 5.1.2. Sejam A uma matriz quadrada e A € o(A) com multiplicidade algébrica vy
e multiplicidade geométrica ny. Entao

Ux 2 1.

Octave
Defina a matriz A no Octave:

> A=[1 2; 2 -2]

1 2
2 -2

Os coeficientes do polindmio caracteristico de A, por ordem decrescente do expoente de A, sdo
obtidos assim:

> poly(4)
ans =

1 1 -6
Ou seja, As(A\) = A2+ X — 6. As raizes de A4 sdo os elementos de o(A):

> roots (poly(A))
ans =

-3
2

A multiplicidade algbébrica de cada um deles é 1.

Os valores préprios de uma matriz dada sdo calculados de forma directa fazendo uso de

> eig(A)

ans =

-3
2

Resta-nos determinar vectores proprios associados a cada um destes valores préprios. Recorde que
os vectores préprios associados a —3 [resp. 2] sdo os elementos ndo nulos de N(—3Iy — A) [resp.
N(2I5 — A)], pelo que nos basta pedir uma base para cada espaco préprio:
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> null(-3*eye(2)-A)

ans =

0.44721
-0.89443

> null(2xeye(2)-A)

ans =

0.89443
0.44721

Ora a dimens3o de cada um desses espacos vectoriais é 1, pelo que, neste caso, as multiplicidades
algébrica e geométrica de cada um dos valores préprios sdo iguais. Mais adiante mostraremos
uma forma mais expedita de obtermos estas informacdes.

5.2 Propriedades

Nos resultados que se seguem descrevemos algumas propriedades dos valores propios.

Teorema 5.2.1. Dada uma matriz quadrada A,
o(A) = o(AT).
Demonstracio. Recorde que |\ — A| = |(M — A)T| = |\ — AT). O

Teorema 5.2.2. Os valores proprios de uma matriz triangular (inferior ou superior) sao os
seus elementos diagonais.

Demonstragdo. Seja A = [a;;] triangular superior, n x n. Ora o(A) é o conjunto das solugoes
de |\, — A|. Mas A\I,, — A é de novo uma matriz triangular superior ji que \I,, é diagonal.
Portanto |\, — A| é o produto dos seus elementos diagonais, ou seja, (A—a11)(A—ag2) -+ (A—

ann), que tem como raizes aii, a2, . . ., Anp. ]
Teorema 5.2.3. Uma matriz A, quadrada, é invertivel se e s se 0 & o(A).

Demonstrac¢do. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e Ag(A) = A" + A" 4 -+ +
Cn—1A + ¢, 0 polinémio caracteristico de A. Ora 0 € o(A) se e 86 se 0 é raiz de Ay, ou de
forma equivalente, ¢, = 0.

Por definigao, Aa(\) = |A, — A|. Tomando A = 0 obtemos (—1)"|A| = | — A| = ¢,. tal
implica que |A| = 0 se e 86 se ¢, = 0. Portanto A nao é invertivel se e s6 se ¢, = 0 o que por
sua vez vimos ser equivalente a 0 € o(A). O

Teorema 5.2.4. Sejam A uma matriz quadrada e k € N. Se A\ € 0(A) e x é vector prdprio
associado a X\ entdo \¥ € o(AF) e x ¢ vector préprio de A* associado a \*.
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Demonstragao. Se A € o(A) e x é vector préprio associado a A entdo Ax = Az. Desta
igualdade segue que, para qualquer k£ € N, se tem

AFgp = AR Az = A = dAF e = = Mg
e portanto A € o(AF) e x é vector préprio de A* associado a AF. ]

Recordamos que uma matriz N, n X n, se diz nilpotente se existir um natural k para o
qual N* = 0xn.

Alertamos ainda para o facto de 0(0pxn) = {0}; isto é, a matriz nula s6 tem um valor
préprio: o zero.

Corolério 5.2.5. Se N € uma matriz nilpotente entdo o(N) = {0}.

Demonstrag¢do. Suponha que k é tal que N*¥ = 0,,x,,. Seja A € o(NN). Entao A* é valor préprio
de N* = 0,,xn; portanto, \¥* = 0, do que segue que \ = 0. O

Terminamos esta seccao com duas observagoes, omitindo a sua prova:
(i) O determinante de uma matriz iguala o produto dos seus valores préprios.

(ii) O traco de uma matriz (ou seja, a soma dos elementos diagonais de uma matriz) iguala
a soma dos seus valores préprios.

5.3 DMatrizes diagonalizaveis

Nesta seccao, vamo-nos debrucar sobre dois problemas, que alids, e como veremos, estao
relacionados. Assume-se que A é uma matriz n x n sobre C. Essas questoes sao:

# 1. Existe uma base de C™ constituida por vectores préprios de A?

# 2. Existe uma matriz U invertivel para a qual U1 AU é uma matriz diagonal?

Recordamos a nogao de semelhancga entre matrizes. As matriz A e B dizem-se semelhantes,
e denota-se por A &~ B, se existir uma matriz invertivel U para a qual B = U~'AU. Repare
que as matrizes A, B sdo necessariamente quadradas.

E 6bvio que se A ~ B entdao B ~ A; de facto, se B=U"YAU entdo UBU ! = A.

Definicao 5.3.1. Uma matriz quadrada A diz-se diagonalizavel se existir uma matriz dia-
gonal D tal que A~ D. Isto é, A =UDU™', para alguma matriz U invertivel. A matriz U
chamamos matriz diagonalizante.

E ébvio que uma matriz diagonal é diagonalizdvel, bastando tomar a matriz identidade
como matriz diagonalizante.

O resultado seguinte nao s6 nos caracteriza as matrizes diagonalizaveis, mas também, a
custa da sua prova, obtemos um algoritmo para encontrar a matriz diagonal e a a respectiva
matriz diagonalizante.
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Teorema 5.3.2. Uma matriz n X n € diagonalizdvel se e sé se tiver m vectores proprios
linearmente independentes.

Demonstra¢cdo. Em primeiro lugar, assumimos que A é diagonalizdvel; ou seja, existe uma

A1 0
matriz U = [ Uy U e Up } invertivel tal que U"'AU = D = .
0 An
Como é 6bvio, de UT'AU = D segue que AU = UD. Portanto,
A1 0
[ Auy Aus -+ Au, } = AU = [ UL Uz -+ Up }
0 An
= [ AUT AgUg 0 Aplp }
e portanto
AU1 = )\111,1
A’U,g = )\Q’U,g
Au, = Mug,
Como U é invertivel, entao nao pode ter colunas nulas, pelo que u; # 0. Portanto, A1, Ao, ..., Ay
sao valores préprios de A e w1, ug, . .., u, sdo respectivos vectores proprios. Sendo U invertivel,

as suas colunas sdo linearmente independentes, e portanto A tem n vectores préprios linear-
mente independentes.

Reciprocamente, suponha que A tem n vectores préprios linearmente independentes. Se-

jam eles os vectores u,us, . .., Uy, associados aos valores préprios (ndo necessariamente dis-
tintos) A1, Ag,...,A\n. Seja U a matriz cujas colunas sao os vectores proprios considerados
acima. Ou seja, U = [ u; ug --- up |. Oraesta matriz quadrada n xn tem caracteristica

igual a n, pelo que é invertivel. De

Au1 = )\111,1
Aug = douo
Au, = Mun
segue que { Aup Auy -+ Au, } = [ AUl AUz o ApUp } e portanto
A1 0
A[ul U2 un:|:|:u1 U un]
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-1
Multiplicando ambas as equagoes, a esquerda, por [ Uy Uz v Up } , obtemos
A1 0
-1
[ul u2 ... un} A[ul u2 DY un}: .
0 An

O]

Realgamos o facto da demonstragao do teorema nos apresentar um algoritmo de diago-
nalizacao de uma matriz n X n com n vectores linearmente independentes. De facto, de

A 0
-1
uy U2 - un:| A{ul Uy - un}: obtemos
0 An
A 0
-1
A:{m Uy - un:| [m Uy v Up .
0 An

Uma matriz diagonalizante é a matriz cujas colunas sao os vectores préprios linearmente
independentes dados, e a matriz diagonal correspondente é a matriz cuja entrada (i,7) é o
valor préprio A; correspondente & coluna ¢ (e portanto ao i—ésimo vector préprio) da matriz
diagonalizante.

1
2 =2
Um vector préprio associado ao valor préprio —3 é um elemento nao nulo de N(—3Iy — A).

Para a matriz A =

] , vimos atrds que o(A) = {—3,2}. Serd A diagonalizavel?

Encontrar um vector préprio associado a —3 é equivalente a encontrar uma solugao nao nula

. . -1, ‘o .
de (=3I — A)z = 0. Fica ao cargo do leitor verificar que [ 5 ] é vector proprio associado ao
valor proprio —3, e fazendo o mesmo raciocinio, que e vector préprio associado ao valor

-1 2
proprio 2. Ora estes dois vectores sao linearmente independentes, visto car [ 5 1 ] = 2.

-1 2
2 1

Portanto, a matriz A é diagonalizavel, sendo a matriz diagonalizante U = e a

matriz diagonal 30 .
0 2

Octave
A diagonalizac3o, se possivel, pode ser obtida de forma imediata como Octave:
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> [q,el=eig (A)
q =

-0.44721 -0.89443
0.89443 -0.44721

Aqui, a matriz g, ou seja, o primeiro argumento de saida de eig, indica uma matriz diagonalizante,
e o segundo argumento, i.e., e, indica a matriz diagonal cujas entradas diagonais s3o os valores
préprios. Repare, ainda, que a coluna ¢ de g é um vector préprio associado ao valor préprio que
estd na entrada (i,7) de e. Fagamos, ent3o, a verificacgo:

> g*exinverse (q)

ans =

1.0000 2.0000
2.0000 -2.0000

0
Considere agora a matriz B = 0 ] . Esta matriz é nilpotente, pelo que o(B) = {0}.

0
1
(=B) = N(B). Ora car(B) = 1, pelo que nul(B) = 1,
e portanto a multiplicidade geométrica do valor préprio 0 é 1 (repare que a multiplicidade

O espago préprio associado a 0 é N

algébrica do valor préprio 0 é 2). Ou seja, nao é possivel encontrar 2 vectores préprios
linearmente independentes.

Octave
Considere a matriz C=[2 1; 0 2]. Sendo triangular superior, os seus valores préprios sdo os
elementos diagonais da matriz. Isto é, o(C) = {2}. Repare que a multiplicidade algébrica do
valor préprio 2 é 2.

> eig (C)

ans =
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01
Repare que car(2x s —C') = car 0 0l= 1, pelo que nul(2x I, —C') = 1. Logo, n3o é possivel
encontrar 2 vectores préprios de C' linearmente independentes, e portanto C' n3o é diagonalizavel.
> rank(2*eye(2)-C)
ans = 1
> [q,e]l=eig (C)
q -

1 NaN
0 NaN

2 0
0 2

E, todavia, apresentada uma base do espaco préprio de C' associado ao valor préprio 2, nomea-
damente a primeira coluna da matriz g.

1 2 1
Considere agora a matriz A= | 2 -2
0 0 -3

Octave
Para A=[1 2 1;2 -2 2; 0 0 -3] tem-se o(A) = {—3,2}, sendo as multiplicidades algébricas
de —3 e 2, respectivamente, 2 e 1.

> eig (A)

ans =

-3

-3
Como car(—3I3 — A) = 2, temos que nul(—3I3 — A) = 1, e portanto a multiplicidade geométrica
do valor préprio —3 é 1. Portanto, a matriz n3o é diagonalizavel pois ndo é possivel encontrar 3
vectores préprios linearmente independentes.
> [q,el=eig (A)
q =

0.89443 -0.44721 NaN
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0.44721 0.89443 NaN

0.00000  0.00000 NaN
e =

2 0 O

0 -3 0

0 0 -3

A primeira coluna de q é um vector préprio associado a 2 e a segunda coluna de q é um vector
préprio associado a —3

O que se pode dizer em relacdo a independéncia linear de um vector préprio associado a —3
e um vector préprio associado a 27

Teorema 5.3.3. Sejam vy, vo, . .., v vectores proprios associados a valores proprios A1, Ao, . .., Ag
distintos entre si. Entao {v1,va,..., vk} € um conjunto linearmente independente.

Demonstragdo. Suponhamos que {v1,va, ..., v} é um conjunto linearmente dependente, sendo
v1, V2, ...,V vectores proprios associados a valores préprios Aq, As, ..., A; distintos entre si.
Pretendemos, desta forma, concluir um absurdo.

Seja r 0 menor inteiro para o qual o conjunto {vy, v, ...,v,} é linearmente independente.
Ora r > 1 ja que v; # 0 (pois é vy é vector préprio) e r < k j& que o conjunto dos vec-
tores préprios é linearmente dependente. Sendo o conjunto {wvy,va,...,v,+1} linearmente

dependente, existem escalares aq, a9, ..., a,, apr1 ndo todos nulos para os quais

r+1
E oV = 0
i=1
1 1
o =Y ajAv; = 0, e portanto

o que implica que A"

r+1

Z ai/\ivi =0.
i=1

Por outro lado, Z::ll a,;v; = 0 implica que Ap41 Z:ill a;v; = 0 e portanto

r+1
E ai/\rﬂvi = 0.
=1

Fazendo a diferenca das duas equacoes, obtemos Z:;Lll a;(Ni — A\g1)v; = 0, e portanto
Yoigai(A — MAg1)vp = 0. Como {v1,v2,...,v,} é linearmente independente, segue que
ai(Ai —Ar41) = 0, 0 que implica, e visto A; — A1 # 0 j& que os valores préprios sao distintos,
que a; =0,comi=1...,r. Mas Z:ill a;v; = 0, o que juntamente com as igualdades o; = 0,
comi=1...,r leva a que a,+1v.41 = 0. Como v,41 # 0 j4 que é vector proprio, segue que
ar+1 = 0. Tal contradiz o facto de existirem escalares oy, s, ..., &r, @r4+1 Na0 todos nulos
para os quais Z:Ll a;v; = 0. O
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Alertamos para o facto do reciproco do teorema ser falso. Repare que a matriz identidade
I,, tem 1 como unico valor préprio, e a dimensao de N (I, —I,) ser n, e portanto hd n vectores
proprios linearmente independentes associados a 1.

Se uma matriz n X n tem os seus n valores préprios distintos entao, pelo teorema, tem
n vectores proprios linearmente independentes, o que é equivalente a afirmar que a matriz é
diagonalizavel.

Corolario 5.3.4. Uma matriz com os seus valores proprios distintos € diagonalizdvel.

Mais uma vez alertamos para o facto do reciproco do corolario ser falso. Isto é, ha matrizes
diagonalizdveis que tém valores préprios com multiplicidade algébrica superior a 1.

Octave
Considere a matriz A=[0 0 -2; 1 2 1; 1 0 3]. Esta matriz tem dois valores préprios distin-
tos.

> A=[00-2; 1 21; 10 3];
> eig(A)
ans =

2
1
2

Repare que o valor préprio 2 tem multiplicidade algébrica igual a 2, enquanto que a multiplicidade
algébrica do valor préprio 1 é 1. Pelo teorema anterior, um vector préprio associado a 2 e um vector
préprio associado a 1 s3o linearmente independentes. Repare que a multiplicidade geométrica de
2 é também 2, calculando rank(2*eye(3)-4).

> rank(2*eye(3)-A)
ans = 1

Como a caracteristica de 2[5 — A é 1 entdo nul(2I3 — A) = 2, e portanto existem dois vectores
préprios linearmente independentes associados a 2. Uma base do espaco préprio associado a 2
pode ser obtida assim:

> null(2xeye(3)-A)
ans =

-0.70711 0.00000
0.00000 1.00000
0.70711 0.00000
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Estes juntamente com um vector préprio associado ao valor préprio 1 formam um conjunto line-
armente independente, pois vectores préprios associados a valor préprios distintos s3o linearmente
independentes. Ou seja, hd 3 vectores préprios linearmente independentes, donde segue que a
matriz A é diagonalizavel.

> [v,el=eig (A)

V—
0.00000 -0.81650 0.70656
1.00000 0.40825 0.03950
0.00000 0.40825 -0.70656
e=
2 0 O
0 1 0
0 0 2

> vxexinverse (v)

ans =

-0.00000 0.00000 -2.00000
1.00000 2.00000 1.00000
1.00000 0.00000  3.00000



Capitulo 6

Transformacoes lineares

6.1 Definicao e exemplos

Definicao 6.1.1. Sejam V,W espacos vectoriais sobre K. Uma transformacao linear ou
aplicagao linear de V.em W € uma funcio T : V — W que satisfaz, para u,v € V,a € K,

1. T(u+v) =T(u) +T(v);
2. T(ou) = aT(u).
Para F,G : R? — R* definidas por

F(.T,y) = (95—y;233+?/70,?/)

G(z,y) = (2* + 2, 1, |z, y),

tem-se que F' é linear enquanto G nao o é. De facto, para u; = (x1,y1),us = (r2,y2)
e a € K, temos F(uy + ug) = F(x1 + ®2,y1 + y2) = (x1 + 22 — y1 — y2,221 + 220 + y1 +
Y2,0,91+y2) = (21— y1, 221 +y1,0,91) + (22— Y2, 222+ 42, 0, y2) = F(u1) + F(u2), e Faw) =
F(azy,ayr) = (axy —ayy, 2az1 +ay1, 0, ayr) = a(x1—y1, 221 +91,0,y1) = aF'(u1), enquanto
que G(—(1,1)) = G(-1,-1) = (-1)*+ (-1} 1,| - 1],-1) = (2,1,1,-1) # —(2,1,1,1) =
-G(1,1)

Apresentamos alguns exemplos classicos de transformacoes lineares:
1. Sejam A € My,un (K) e Ty : K* — K™ definida por Ta(x) = Ax. A aplicagao Ty é
uma transformacao linear. Ou seja, dada uma matriz, existe uma transformagao linear

associada a ela. No entanto, formalmente sao entidades distintas. Mais adiante, iremos
ver que qualquer transformacao linear estd associada a uma matriz.

2. Seja V = C*°(R) o espago vectorial sobre R constituido pelas fungoes reais de variavel
real infinitamente (continuamente) diferenciaveis sobre R. Seja D : V' — V definida por
D(f) = f'. Entao, usando nogoes elementares de andlise, é uma transformagéao linear.

109
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3. A aplicacao F : K,[z] — K,_1[z] definida por F(p) = p/, onde p € K,,[z] e p’ denota a
derivada de p em ordem a x, é uma transformacao linear.

4. Sejam A € Myxp (K) e F': Myyxpn (K) = My xp (K) definida por F'(X) = X A. Usando
as propriedades do produto matricial, F’ é uma transformacao linear.

5. A aplicagdo Trans : Muyxn (K) — Mpxm (K) definida por Trans(4) = AT é uma

transformacao linear.

6. Seja V um espago vectorial arbitrario sobre K. As aplicagbes 1,0 : V — V definidas
por I(v) = v e O(v) = 0 sao transformagoes lineares. Denominam-se, respectivamente,

por transformagao identidade e transformagao nula.

Definigao 6.1.2. Seja T uma transformagdo linear do espago wvectorial V' para o espago
vectorial W .

1. Se V=W, diz-se que T' é um endomorfismo de V.

2. A um homomorfismo injectivo de V. sobre W chama-se monomorfismo de V' sobre W;
a um homomorfismo sobrejectivo de V' sobre W chama-se epimorfismo de V' sobre W ;
a um homomorfismo bijectivo de V' sobre W chama-se isomorfismo de V' sobre W; a
um endomorfismo bijectivo de V' chama-se automorfismo de V.

3.V e W sdo ditos isomorfos, e representa-se por V-=W, se existir uma transformac¢ao
linear de V-em W que seja um isomorfismo.

6.2 Propriedades das transformacoes lineares

Proposicao 6.2.1. Sejam V., W espacos vectoriais sobre K e T: V. — W wma transformacdo
linear. Entao

1. T(0y) = 0y para 0, € V, 0, € W;

2. T(—v)=-Tw),Yv eV;

3. T(Z aivi) = ZaiT(Ui), v; €V, ay € K,
=0 =1

4. Sewvy,vo, ..., v, sao vectores de V linearmente dependentes, entao T'(v1), T (v2), ..., T (vy)
sao vectores de W linearmente dependentes.

Demonstragao. As afirmagoes 1-3 seguem da defini¢do de transformacao linear. Mostremos

(4).
Se vy, v2, ..., v, sao vectores de V linearmente dependentes entdo um deles, digamos vy,
escreve-se como combinacao linear dos restantes:

n
Vg = E ;U;.

i=0,i#k
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Aplicando T' a ambos os membros da equacao,

n n
T(Uk) =T Z ;0 | = Z OéiT(Ui),
i=0,i7k i=1,ik
e portanto T'(vg) escreve-se como combinagao linear de T'(vy),T(v2), T (vk—1),- .-, T (vg+1),

., T(vy). Segue que T'(v1),T(v2),...,T(vy,) sao vectores de W linearmente dependentes. []

Em geral, uma transformacgao nao preserva a independéncia linear. Por exemplo, a trans-
formacao linear

R?2 — R?
T (:1:7y) - (Ovy)

As imagens da base canénica de R? nio sdo linearmente independentes.

Recordamos que, apesar de indicarmos uma base como um conjunto de vectores, é impor-
tante a ordem pela qual estes sao apresentados. Ou seja, uma base é um n-uplo de vectores.
Por forma a nao ser confundida por um n-uplo com entradas reais, optamos por indicar uma
base como um conjunto. E preciso enfatizar esta incorrec¢ao (propositadamente) cometida.

Teorema 6.2.2. Sejam V,W espacos vectoriais com dimensdo finita, dimV = n = dim W,
{vi,...,vn} uma base de V e wy,...,w, € W. Entao eziste uma unica transformagdo linear

T:V — W tal que
T(v1) = wi, T(v2) = way...,T(vy) = wh.

Demonstracao. Se {vy,...,v,} é uma base de V', entdo todo o elemento de v escreve-se de
forma tnica como combinacgao linear de vy,...,v,. Isto é, para qualquer v € V, existem
a; € K tais que

n
v = E V5.
=1

Seja T : V. — W definida por

T <Z aivi> = Zaw

Obviamente, T'(v;) = w;. Observe-se que T é de facto uma aplicacdo pela unicidade dos
coeficientes da combinacao linear relativamente a base. Mostre-se que T' assim definida é
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linear. Para a € K, u =), Bivi e w = ), vivs,
Tu+tw) = T (Z Bivi+ %‘Ui)
=T (Z (Bi + i) Uz‘)

i

= Z (Bi + vi) wy
= Z Biwi + Z Yiwi

= T(u)+T(w)

T(au) = T(a)_ Bwv:)
= T(Zzaﬁwﬁ
- Zaﬂw
= o;Zﬁiwi:aT(u).

Portanto, T assim definida é linear.
Mostre-se, agora, a unicidade. Suponhamos que 7" é uma aplicacao linear que satisfaz
T’ (v;) = w;, para todo o 7 no conjunto dos indices. Seja v € V, com v = ) oyv;. Entao

T'(v) = T (Zav)
- ST
- Zj:am
= ZaiT(vi)

=T (Z aw,) =T(v).

Portanto, T'=T". O
Teorema 6.2.3. Todo o espaco vectorial de dimensdo n sobre o corpo K € isomorfo a K™.

Demonstragao. Seja {vy,va,...,v,} uma base de V e v um vector qualquer de V. Entao
v = a1v1 + agvy + ... + apvy,, a; € K. Vamos definir uma transformagao T,
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— K"
T: v — («1,09,..,q,)
Pretendemos mostrar que esta aplicagao é um isomorfismo de espagos vectoriais.
(a) A aplicagao T é bijectiva.
Primeiro, verificamos que T' ¢ injectiva, i.e., que

Tu)=Tw)=u=v, Vu,veV.
Ora, .
T) =T0) <= T(Y o) =T(Y fi)
s (ar,02s ) = (Brs B )
— o =0
— z": QiU = zn:ﬂivi
T

Mostramos, agora, que 1’ é sobrejectiva, i.e., que
Ve e K", 3w e V: f(w) =x.

Temos sucessivamente,
f é sobrejectiva <= Vo € K", Jw € V : f(w) = z <= V(d,02,...,0,) € K" Jw =
0101 + 0209 + ... + v, €V T((51U1 + 099 + ... + 5nvn) = (51, 62, 75n)

(b) A aplicacao T é linear.

T(u+v) = T(agvr + agvy + ... + apvy, + Brv1 + Pave + ... + Grvy)
Tl(a1 + B1)v1 + (a2 + Bo)va + ... + (n + Bn)vn)
(o1 + Br, a2 + Bay ooy an + Bn)
(1,9, ...;an) + (61, B2y -y On)
T(aqv1 + agvy + ... + apvy) + T(B1v1 + Bava + ... + Brvn)
= T(u)+T(v)

T(au) = T (a(aqvr + agva + ... + anvy))
T ((aar)vy + (@ag)ve + ... + (ay,)vy)
= (aaq,aqe, ..., aqp)
alag, ag, ..., ap)
aT (v + ague + ... + apvy)
= oT(u)
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Corolario 6.2.4. Sejam U eV dois espagos vectoriais sobre mesmo corpo K. Se U eV tém
a mesma dimensdo, entao U eV sao isomorfos.

Por exemplo, o espaco vectorial May3 (R) é isomorfo a R. De facto, considerando a base

de ./\/l2><3 (R)
0] 0 01 000 000 000
o{’lfooof’froof’'fo10]|"|0O0 1]

100 0
0 00 0
as coordenadas de Z b éovector (a,b,c,d, e, ). Definindo a aplicagdo T : Maxs (R) —

e f
a b ¢
d e f

O =

RS definida por T' (

]) = (a,b,c,d, e, f), é linear e é bijectiva. Logo, May3 (R) =

RG
Da mesma forma, o espago vectorial Rg[xz| dos polinémios de grau ndo superior a 2,
juntamente com o polinémio nulo, é isomorfo a R3. Fixando a base de R[] constituida

2 ¢ a base canénica de R3 a

pelos polinémios p, g, r definidos por p(z) = 1,q(z) = z,r(z) =z
transformagao linear que aplica p em (1,0,0), ¢ em (0,1,0) e 7 em (0,0,1) é um isomorfismo
de Ro[z] em R3.

Pelo exposto acima, ¢ facil agora aceitar que My, (R) = R™ ou que R,[z] = R™FL.

Para finalizar esta seccdo, note que C, enquanto espaco vectorial sobre R, é isomorfo a R?.
De facto, 1 e i formam uma base de C, enquanto espaco vectorial sobre R. Sdo linearmente
independentes (a + bi = 0 forga a = b = 0) e todo o complexo z escreve-se como a + bi, com
a,b € R. O isomorfismo pode ser dado pela transformagao linear que aplica 1 em (1,0) e i

em (0,1).

Terminamos esta seccao com uma observagao que sera util na forma como se define uma
transformacao linear. E bem conhecido que o conhecimento da imagem de um certo nimero
de objectos por uma fungao arbitraria nao é suficiente para se conhecer a imagem de todos
os objectos. As transformagoes lineares sao fungoes especiais que satisfazem a aditividade e
homogeneidade. Estas duas condi¢oes permitem-nos conhecer a imagem de todos os objectos
conhecendo, a partida, apenas a de alguns. De facto, se V e W s@o espacos vectoriais de
dimensao finita, e v1,...,v, uma base de V, entao 7' : V — W ficam bem definida se se
souber os valores de T'(vy), T (v2),...,T(vy). Se v € V entdo existem «; € K, tnicos, para os
quais v = Y a;v;. Sabendo que a imagem por T de uma soma é a soma das imagens, e que
a imagem de um multiplo de um vector é o multiplo da imagem do vector, obtemos

T(v) = T(Z Q;v;) = ZT(aivi) = Z%‘T(Uz‘)-

6.3 Matriz associada a uma transformacao linear

Iremos concluir que todas as transformagcoes lineares de K" — K" podem ser representadas
por matrizes do tipo m x n. Como motivacao, consideramos alguns exemplos.
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Sejam ey, e, e3 elementos da base canénica By de R3 e e, €3 os elementos da base candnica
Bj de R%. Seja ainda T': R3 — R? definida por

T(e1) = ane] +aze;
T(eg) = a12€>{ + a226§
T(eg) = alge’{ + a23€;.

Recorde que a transformacao linear estd bem definida a custa das imagens dos vectores de
uma base.
Se x = (x1, 22, 73) € R3, entdo

T(x) = T(xie1+ x2ex + xze3) = 1T (e1) + 22T (e2) + 23T (e3)

ail a12 a13
= + 22 + x3
azl a22 a23
z1
aip a2 ais
= o = Ax
a1 a2 a23 x
3

Por outras palavras, a transformacao linear definida atras pode ser representado a custa
de uma matriz A € Maxs (R), que tem como colunas as coordenadas em relacdo a B} das
imagens dos vectores e; € R3,i = 1,2,3 por T. Desta forma, dizemos que nas condicdes
do exemplo anterior, a matriz A é a representacao matricial de T relativamente as bases
canénicas de R? e R3.

Por exemplo, considere a aplicacao linear T' definida por

T(1,0,0) = (4,—1) =4(1,0)—1(0,1)
T(0,1,0) = (—2,5)=—2(1,0)+5(0,1)
T(0,0,1) = (3,-2) =3(1,0) —2(0,1)

A matriz que representa T’ em relacio as bases canénicas de R? e R? é A = 1 5 5

4—23]

Para todo v € R3, T'(v) = Aw.

Repare que os célculos envolvidos foram simples de efectuar ja que usamos as bases
candnicas dos espacos vectoriais. Tal nao serd, certamente, o caso se usarmos outras ba-
ses que nao as canonicas. Neste caso, teremos que encontrar as coordenadas das imagens
dos elementos da base do primeiro espaco vectorial em relagao a base fixada previamente do
segundo espago vectorial. Vejamos o exemplo seguinte:

Sejam {u1,uz2,u3} base By de R® e {vy,v2} base Bj de R%. Se z € R?, entdo z =
&uy + Eaug + E3us, e consequentemente

T(z) = &T(ur) + &T (u2) + &T (us).

Por outro lado, T'(u;) € R?,i = 1,2,3, logo, podemos escrever estes vectores como combinagio
linear de v e vy. Assim,

T(u1) = briv1 + bave

T(uz) = biovy + baova

T(uz) = bizv1 + bazva.
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Verificamos, entao, que,

T(x) = &i(biivr + barve) + &2(bigvr + baova) + &3(b13v1 + bazva)
= (&b + &abia + &3b13v1) + (§1021 + E2b2g + E3b2302)
= Q1V1 + QU2

1
bi1 b1 bis ¢ | o
& | =
bar b2z b3 fo%)
&3

onde

bi1 bio b
Dizemos, agora, que B = 1Tz s

¢ a matriz de T relativamente as bases By e B3
ba1 b2 b3

de R3 e R?, respectivamente.
Passamos de seguida a expor o caso geral.

Sejam By = {u1,ua, ..., uy} uma base de U, By = {v1, v, ..., v} uma base de V, e

T : U—->V

n

v —T(x) =Y z;T(uy)

j=1

uma transformacao linear, sabendo que as coordenadas de = na base By é (z1,x2,...,Zy).
O vector T'(u;) pode ser escrito — de modo tinico — como combinacao linear dos vectores

V1,09, ..., Upy. Assim

m
T(u;) = Zaij v, j=1,..n.
i=1

Logo
n n m n n n
T(ﬂ?) = ZQL’]T(U]) = Z[Z aijvi] = Z[a1j$j]ﬂl + Z[agjx]—}vg + ...+ Z[Cbm]’x]’]vm =
j=1 j=1 i=1 j=1 j=1 j=1
n n
Z%Uz‘, com @; = Zaijxj, 1=1,2,....,m.
i=1 j=1

Verificamos, assim, que existe entre as coordenadas (x1,x2,...,x,) de x (relativa a base
By), em U, e as coordenadas (¢1, 2, ..., om) de T'(z) (relativa a base Bz) em V. Tal ligacao
exprime-se pelas seguintes equagoes

n
Vi = Zaija:j, 1= 1, 2, ey TN
j=1

O que se pode ser escrito como a equagao matricial seguinte:

a1l a2 ... Qip I #1
as1  asy ... bop Z2 P2

aml1 am2 ... bmn Ty ©m
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Assim, concluimos:

Teorema 6.3.1. Se fizamos uma base de U e uma base de V', a aplicacdo linearT : U — V
fica perfeitamente definida por m x n escalares. Ou seja, a aplicagdo linear T : U — V fica
perfeitamente definida por uma matriz do tipo m X n

MBth (T)

cujas colunas sao as coordenadas dos transformados dos vectores da base de U, em relagdo a
base de V.

Vimos, entao, que dada uma transformacao linear G : K" — K™, existe uma matriz
A € Muxn (K) tal que G = T4. Mais, se {e1,...,en} e {f1,..., fm} sdo as bases candnicas,
respectivamente, de K" e K™, entdo a matriz A é tal que a coluna i de A s&o as coordenadas
de G(e;) em relagao a base {f1,..., fm}. No entanto, se se considerarem bases que nao as
candnicas, entao é preciso ter um pouco mais de trabalho.

Por exemplo, considereﬂa base By de R? constituida pelos vectores (0, 1, 1), (1,1,0), (1,0, 1),
e a base By de R? constituida pelos vectores (2, 1), (1,2). Vamos calcular a matriz G que re-
presenta T : R — R2 com T(z,y,2) = (¢ — y,z + y + z), nas bases apresentadas. Em
primeiro lugar, calculamos as imagens dos elementos da base escolhida:

T(0,1,1) = (-1,2)=uv,
T(1,1,0) = (0,2) = vy
T(1,0,1) = (1,2) =3

Agora, encontramos as coordenadas de vy, v9, v3 relativamente a base de R? que fixdmos. Ou
seja, encontramos as solucoes dos sistemas possiveis determinadosﬂ

Ax = vy, Ax = vy, Az = vg,

21
1 2

onde A =

A matriz que representa T em relacdo as bases apresentadas é G =

[ Ul Uy U3 }, onde uq € a Unica solucao de Az = v1, ug € a Unica solugao de Ax = vy e ug
é a uUnica solucao de Az = vs.

Octave

> vi=[-1;2]; v2=[0;2]; v3=[1; 2];
> A=[2 1; 1 2];
> x1=A\v1

Werifique que de facto formam uma base!
2Consegue explicar por que razio os sistemas sio possiveis determinados?



118 CAPITULO 6. IY{AP%SFCH%ALAQXjES_LLVIQAI{ES
x1 =

-1.3333
1.6667

> x2=A\v2
X2 =

-0.66667
1.33333

> x3=A\v3
x3 =

-1.8952e-16
1.0000e+00

> G=[x1 x2 x3]
G=

-1.3333e+00 -6.6667e-01 -1.8952e-16
1.6667e+00 1.3333e+00 1.0000e+00

Fixadas as bases dos espagos vectoriais envolvidos, a matriz associada a transformacao
linear G serd, doravante, denotada por [G].

Antes de passarmos ao resultado seguinte, consideremos as transformacéoes lineares

H: R? — R3 G: R? - R
(z,y) — (v—y,9,0)’ (r,s,t) — 2r—s+t

Obtemos, entao,

GoH(z,y) = 2(x—y)—1-y+1-0
ey
:[2 1 1] y
0
1 -1 N
= |2 -11]]o0
SRR EENH
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Portanto, [G o H] = [G][H].

Vejamos o que podemos afirmar em geral:

Teorema 6.3.2. Sejam U, V,W espacos vectoriais sobre K e H:U —V, G:V — W duas
transformacoes lineares. Entao

1. Go H € wma transformacado linear;
2. GoH = T[G][H] € [GOH] = [G] [H]

Demonstragao. A demonstragao de (1) fica como exercicio. Para mostrar (2), observe-se que,
para qualquer u € U,

G o H(u) = G(H(w)) = G([H]u) = [G][Hlu = Tigymu.
O

Terminamos, assim, como iniciamos: a algebrizacao do conjunto das matrizes. As matrizes
nao sdo mais do que representantes de um certo tipo de fungoes (as transformagoes lineares)
entre conjuntos muitos especiais (espagos vectoriais). Se a soma de matrizes corresponde
a soma de transformacoes lineares (em que a soma de fungoes estd definida como a fungao
definida pela soma das imagens), o produto de matrizes foi apresentado como uma operagao
bem mais complicada de efectuar. No entanto, a forma como o produto matricial foi definido
corresponde & composicao das transformagcoes lineares definidas pelas matrizes.

6.4 Ligacao com a geometria

Recorde que a norma usual (também chamada norma euclidiana) em R™ estd definida como

lul| = VuTu = \/ud +u3 + - u

n

onde u = (uy,ug,...,u,) € R

Dada uma transformagao linear T : R™ — R™, define-se a norma de T' como

1T (w)|l
||| = sup = sup |T(u)|| = max ||T(u).
uzo  |lull lul=1 Jlufj=1

Se T for tal que
e |T]| <1 entao T diz-se uma contracgao;
o |T|| > 1 entao T diz-se uma dilatagao;

e ||T'|| =1 entdo T diz-se uma isometria.
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Figura 6.1: A simetria no eixo OY

Por exemplo, T}, : R? — R? definida por Ty(u) = ku, com k € R, é uma contraccio de
|k| <1 e uma dilatacao se |k| > 1. De facto,

1T = max |[T(u)]
Jlull=1

= max |kul|
[[ull=1

= ”m”a:x;1 (ku)Tku

= max |k[/(u)Tu

lull=1
= max |kf[ju] = [k].
Jull=1

Em particular, 71 é uma contracgao em 75 é uma dilatagao.
2

Considere-se, agora, a transformacao linear T : R? — R? definida por T'(z,y) = (—z,y). A

-1
matrix que T em relagdo & base canénica de R? é Ty = 0 . Ora ||T]| = H(m?ﬁ{ |(—z,y)|| =
z,y)||=1
1, ja que ||(—z,y)|| = |[(x,y)||, e portanto T' é uma isometria. Geometricamente, 7" é uma

simetria ao longo do eixo OY.
0

1 ] é uma simetria ao longo do eixo OX, e

A transformagao definida pela matriz [

. . 017, . . ~
a definida pela matriz [ 10 ] é uma simetria ao longo da recta de equacao y = x.

, . cos@ sinf
Ja a matriz Ry = .
—sinf cosf

] representa uma rotacao de angulo 6 na origem. Isto
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- m2

Figura 6.2: Rotagao de 7 e 3.

é, dado (z,y) # (0,0), a transformagao linear T, definida por Tg,(z,y) = Ry

v roda o
)

vector um angulo 6.
A transformacao linear Tg, ¢ uma isometria. De facto, como Ry é uma matriz ortogonal,
entdo | Ryv||? = vT R} Rv = vTv, e portanto || T, || = 1.
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