Capitulo 5

Valores e vectores proéprios

5.1 Motivacao e definicoes

1 2

Considere a matriz A = 5 5

]. Para b= [é],obtemosAb:

] . Mas se tomarmos

2
c= [ ) ] , temos que Ac = 2¢. Ou seja, Ac é um maultiplo de c.

Ac

Ac

Dada uma matriz complexa A quadrada, n x n, um vector x € C" nao nulo diz-se um
vector proprio de A se Ax = Az, para algum A € C. O complexo A é denominado wvalor
proprio, e dizemos que x é vector proprio associado a A. O conjunto dos valores préprios de
A é denotado por o(A) e é chamado de espectro de A.

2
No exemplo apresentado atrds, temos que 2 € o(A) e que [ ) ] é vector proprio associado

ao valor préprio 2.
Uma questao que colocamos desde j& é:

Como encontrar o(A)?

Ora, sendo A uma matriz complexa n X n e se A é valor préprio de A entdo existe x €
C™ \ {0} para o qual Az = Az. Ou seja, \[,x — Ax = Az — Az = 0, o que equivale a
(M,,—A)z = 0. Como x # 0, tal significa que a equagao (AI,,—A)z = 0 é consistente e que tem
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98 CAPITULO 5. VALORES E VECTORES PROPRIOS

solucdo nao nula. Isto é, a matriz quadrada AI,, — A tem caracteristica estritamente inferior
ao numero de colunas, o que acontece se e s6 se nao € invertivel, ou de forma equivalente, o
seu determinante é nulo. Os valores préprios de A sao os escalares A que tornam A\, — A
uma matriz singular, ou seja, que satisfazem |\, — A| = 0. Ora |\l,, — A| é um polinémio
em A, usando o teorema de Laplace, denominado polinémio caracteristico de A, e denotado
por A 4. Os valores préoprios de A sao as raizes do polinémio caracteristico A4, ou seja, as
solucoes da equacao A4(A) = 0. Esta equacao é chamada a equacdo caracteristica de A.

Determinar os valores proprios de uma matriz equivalente a determinar as raizes do seu
polinémio caracteristico. Usando o teorema de Laplace, este polinémio tem grau igual a
ordem da matriz A, que assumimos n X n, e é ménico: o coeficiente de A" de A 4(\) é 1. Pelo
Teorema Fundamental da Algebra, sendo o grau de Ay igual a n este tem n raizes (contando
as suas multiplicidades) sobre C. Ou seja, a matriz A do tipo n X n tem entdo n valores
préprios (contando com as suas multiplicidades). Sabendo que se z € C é raiz de A4 entao
o conjugado Z de z é raiz de A4, segue que se A € o(A) entdo A € o(A). Em particular, se A
tem um nimero impar de valores préprios (contado as suas multiplicidades) entao tem pelo
menos um valor préprio real. Isto é, o(A) NR # 0. A multiplicidade algébrica de um valor
préprio A é a multiplicidade da raiz A de Ay4.

Vimos no que se discutiu acima uma forma de determinar os valores préprios de uma
matriz. Dado um valor préprio A,

Como determinar os vectores proprios associados a A € o(A)?

Recorde que os vectores préprios associados a A € o(A) sao as solugoes nao-nulas de
Az = Az, ou seja, as solugoes nao nulas de (A, — A)x = 0. Isto é, os vectores préprios
de A associados a \ sdo os elementos nao nulos de N(AI, — A). Recorde que o ntcleo de
qualquer matriz é um espago vectorial, e portanto N (A, — A) é o espago vectorial dos vectores
préprios de A associados a A juntamente com o vector nulo, e denomina-se espaco préprio de
A associado a A\. A multiplicidade geométrica de X\ é a dimensao do espaco préprio associado
a A, isto é, dim N(\,, — A).

O resultado seguinte resume o que foi afirmado na discussao anterior.

Teorema 5.1.1. Sejam A uma matrizn x n e A € C. As afirmacdes sequintes sao equiva-
lentes:

1. Xeo(A);

2. (A, — A)x =0 € uma equagao possivel indeterminada;
3. Jpecn\foy AT = Az;

4. X € solugio de | NI, — A| = 0.

1 2
Para a matriz considerada acima, A = 5 _o ], o seu polinémio caracteristico é
)\ - 1 _2 2 . . ~
Aa(N) = 9 At2|= A® + X — 6, cujas raizes sao —3,2. Portanto, o(A) = {-3,2},

e cada valor préprio de A tem multiplicidade algébrica igual a 1.
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Teorema 5.1.2. Sejam A uma matriz quadrada e A € o(A) com multiplicidade algébrica vy
e multiplicidade geométrica ny. Entdo

Uy 2 M.

Octave
Defina a matriz A no Octave:

> A=[1 2; 2 -2]

1 2
2 -2

Os coeficientes do polinémio caracteristico de A, por ordem decrescente do expoente de A, sdo
obtidos assim:

> poly(A)
ans =

1 1 -6
Ou seja, Aa(A) = A2 + X\ — 6. As raizes de A, so os elementos de o(A):

> roots (poly(A))
ans =

-3
2

A multiplicidade algbébrica de cada um deles é 1.
Os valores préprios de uma matriz dada s3o calculados de forma directa fazendo uso de

> eig(A)
ans =

-3
2

Resta-nos determinar vectores préprios associados a cada um destes valores préprios. Recorde que
os vectores préprios associados a —3 [resp. 2] sdo os elementos ndo nulos de N(—3Iy — A) [resp.
N (215 — A)], pelo que nos basta pedir uma base para cada espaco préprio:
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> null(-3*eye(2)-A)

ans =

0.44721
-0.89443

> null(2*eye(2)-A)
ans =

0.89443
0.44721

Ora a dimens3o de cada um desses espacos vectoriais é 1, pelo que, neste caso, as multiplicidades
algébrica e geométrica de cada um dos valores préprios sao iguais. Mais adiante mostraremos
uma forma mais expedita de obtermos estas informacdes.

5.2 Propriedades

Nos resultados que se seguem descrevemos algumas propriedades dos valores propios.

Teorema 5.2.1. Dada uma matriz quadrada A,
o(A) = o(AT).
Demonstragio. Recorde que |\ — A| = |\ — A)T| = |\ — AT). O

Teorema 5.2.2. Os valores proprios de uma matriz triangular (inferior ou superior) sao os
seus elementos diagonais.

Demonstragao. Seja A = [a;;] triangular superior, n x n. Ora o(A) é o conjunto das solugoes
de |\, — A|. Mas A, — A é de novo uma matriz triangular superior ja que AI,, é diagonal.
Portanto |\, — A| é o produto dos seus elementos diagonais, ou seja, (A—a11)(A—agz) -+ (A—
ann), qUe tem como raizes aii, a2, - . ., Anp. O

Teorema 5.2.3. Uma matriz A, quadrada, é invertivel se e s se 0 € o(A).

Demonstragdo. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e Ag(A) = A" + A" 4 - 4
Cn—1A + ¢ 0 polinémio caracteristico de A. Ora 0 € o(A) se e 86 se 0 é raiz de Ay, ou de
forma equivalente, ¢, = 0.

Por defini¢ao, Aa(\) = |\, — A|. Tomando A = 0 obtemos (—1)"|A| = | — A| = ¢,. tal
implica que |A| = 0 se e 86 se ¢, = 0. Portanto A nao é invertivel se e s6 se ¢, = 0 o que por
sua vez vimos ser equivalente a 0 € o(A). O

Teorema 5.2.4. Sejam A uma matriz quadrada e k € N. Se X\ € 0(A) e x € vector préprio
associado a X entdo \¥ € o(A¥) e x ¢ vector préprio de A* associado a M\*.
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Demonstragao. Se A € o(A) e x é vector préprio associado a A entao Ax = Az. Desta
igualdade segue que, para qualquer k € N, se tem

e portanto A € o(A*) e x é vector préprio de A* associado a AF, O

Recordamos que uma matriz N, n X n, se diz nilpotente se existir um natural k para o
qual N* = 0p,xn.

Alertamos ainda para o facto de o(0pxn) = {0}; isto é, a matriz nula s6 tem um valor
proprio: o zero.

Corolario 5.2.5. Se N € uma matriz nilpotente entdo o(N) = {0}.

Demonstra¢do. Suponha que k é tal que N* = 0,,5,,. Seja A € o(N). Entao A\* é valor préprio
de N* = 0,,xn; portanto, \¥ = 0, do que segue que A = 0. ]

Terminamos esta seccao com duas observagoes, omitindo a sua prova:
(i) O determinante de uma matriz iguala o produto dos seus valores préprios.

(ii) O traco de uma matriz (ou seja, a soma dos elementos diagonais de uma matriz) iguala
a soma dos seus valores préprios.

5.3 Matrizes diagonalizaveis

Nesta seccao, vamo-nos debrucar sobre dois problemas, que alids, e como veremos, estao
relacionados. Assume-se que A é uma matriz n x n sobre C. Essas questoes sio:

# 1. Existe uma base de C" constituida por vectores préprios de A?

# 2. Existe uma matriz U invertivel para a qual U1 AU é uma matriz diagonal?

Recordamos a nogao de semelhanca entre matrizes. As matriz A e B dizem-se semelhantes,
e denota-se por A ~ B, se existir uma matriz invertivel U para a qual B = U~ AU. Repare
que as matrizes A, B sao necessariamente quadradas.

E ébvio que se A~ B entdo B ~ A; de facto, se B =U"TAU entao UBU ! = A.

Definicao 5.3.1. Uma matriz quadrada A diz-se diagonalizavel se existir uma matriz dia-
gonal D tal que A~ D. Isto é, A =UDU™', para alguma matriz U invertivel. A matriz U
chamamos matriz diagonalizante.

E 6bvio que uma matriz diagonal ¢ diagonalizavel, bastando tomar a matriz identidade
como matriz diagonalizante.

O resultado seguinte nao sd nos caracteriza as matrizes diagonalizaveis, mas também, a
custa da sua prova, obtemos um algoritmo para encontrar a matriz diagonal e a a respectiva
matriz diagonalizante.
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Teorema 5.3.2. Uma matriz n X n € diagonalizavel se e sé se tiver n wvectores préprios
linearmente independentes.

Demonstracao. Em primeiro lugar, assumimos que A é diagonalizdvel; ou seja, existe uma

A1 0
matriz U = [ Ul Uy Uy ] invertivel tal que U 'AU = D =
0 An
Como é 6bvio, de U"LAU = D segue que AU = UD. Portanto,
A1 0
[ Auy Aus -+ Au, ] = AU = [ Uy U2 - Up }
0 An
= [ Atur Aguz o App }
e portanto
Aul = )\111,1
AUQ = )\QUQ
Au, = Mu,
Como U é invertivel, entdo ndo pode ter colunas nulas, pelo que u; # 0. Portanto, A1, A, ..., A,
sao valores préprios de A e u1, ug, . .., Uy, sdo respectivos vectores proprios. Sendo U invertivel,

as suas colunas sdo linearmente independentes, e portanto A tem n vectores préprios linear-
mente independentes.

Reciprocamente, suponha que A tem n vectores préprios linearmente independentes. Se-

jam eles os vectores uq,us, ..., up, associados aos valores préprios (ndo necessariamente dis-

tintos) A1, A2,..., A\,. Seja U a matriz cujas colunas sdo os vectores préprios considerados
) ) )

acima. Ou seja, U = [ u; uy --- up |. Oraesta matriz quadrada n x n tem caracteristica

igual a n, pelo que é invertivel. De

Aul = )\111,1
AUQ = )\QUQ
Au, = Mup,
segue que { Auy Aug - Auy } = [ AU1 Aoug - Apup ] e portanto
A1 0
A|:u1 U9 un:|:|:u1 U un:|
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-1
Multiplicando ambas as equagoes, & esquerda, por [ Ul Uy v Up ] , obtemos
A1 0
-1
|:ul Ug -+ un:| A|:ul Uy - uni|: X
0 An

O

Realgamos o facto da demonstracao do teorema nos apresentar um algoritmo de diago-
nalizacdo de uma matriz n X n com n vectores linearmente independentes. De facto, de

. A1 0
up U2 - un] A|:U1 us - un]z obtemos
0 An
A1 0
—1
A:|:ul UQ un] |:ul U2 un .
0 An

Uma matriz diagonalizante é a matriz cujas colunas sao os vectores préprios linearmente
independentes dados, e a matriz diagonal correspondente é a matriz cuja entrada (i,i) é o
valor préprio A; correspondente a coluna i (e portanto ao i—ésimo vector préprio) da matriz
diagonalizante.

1
2 =2
Um vector préprio associado ao valor préprio —3 é um elemento nao nulo de N(—3I; — A).

Para a matriz A =

] , vimos atras que o(A) = {—3,2}. Serd A diagonalizavel?

Encontrar um vector préprio associado a —3 é equivalente a encontrar uma solu¢ao nao nula

. . . =11, .. .
de (=3I — A)z = 0. Fica ao cargo do leitor verificar que [ 5 ] é vector proéprio associado ao
valor préprio —3, e fazendo o mesmo raciocinio, que e vector préprio associado ao valor

-1 2
préprio 2. Ora estes dois vectores sao linearmente independentes, visto car [ 5 1 ] = 2.

-1 2
2 1

Portanto, a matriz A é diagonalizavel, sendo a matriz diagonalizante U = e a

matriz diagonal 30 .
0 2

Octave

A diagonalizac3o, se possivel, pode ser obtida de forma imediata como Octave:



104 CAPITULO 5. VALORES E VECTORES PROPRIOS

> [q,el=eig (A)
q =

-0.44721 -0.89443
0.89443 -0.44721

Aqui, a matriz g, ou seja, o primeiro argumento de saida de eig, indica uma matriz diagonalizante,
e o segundo argumento, i.e., e, indica a matriz diagonal cujas entradas diagonais sdo os valores
préprios. Repare, ainda, que a coluna ¢ de g é um vector préprio associado ao valor préprio que
estd na entrada (i,7) de e. Fagamos, entdo, a verificagdo:

> g*exinverse (q)
ans =

1.0000 2.0000
2.0000 -2.0000

0
Considere agora a matriz B = 0 ] . Esta matriz ¢é nilpotente, pelo que o(B) = {0}.

0
1
(=B) = N(B). Ora car(B) = 1, pelo que nul(B) = 1,
e portanto a multiplicidade geométrica do valor préprio 0 é 1 (repare que a multiplicidade

O espago préprio associado a 0 é N

algébrica do valor préprio 0 é 2). Ou seja, ndo é possivel encontrar 2 vectores proéprios
linearmente independentes.

Octave
Considere a matriz C=[2 1; 0 2]. Sendo triangular superior, os seus valores préprios sio os
elementos diagonais da matriz. Isto é, o(C) = {2}. Repare que a multiplicidade algébrica do
valor préprio 2 é 2.

> eig (C)
ans =
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Repare que car(2xIs —C') = car =1, pelo que nul(2x I —C') = 1. Logo, ndo é possivel

0
encontrar 2 vectores préprios de C' linearmente independentes, e portanto C' n3o é diagonalizdvel.

> rank(2*eye(2)-C)
ans =1

> [q,e]l=eig (C)

q =

1 NaN
0 NaN

s

E, todavia, apresentada uma base do espaco préprio de C associado ao valor préprio 2, nomea-
damente a primeira coluna da matriz g.

1 2 1
Considere agora a matriz A= | 2 -2
0 0 -3

Octave
Para A=[1 2 1;2 -2 2; 0 0 -3] tem-se o(A) = {—3,2}, sendo as multiplicidades algébricas
de —3 e 2, respectivamente, 2 e 1.

> eig (A)
ans =

-3

-3
Como car(—3I3 — A) = 2, temos que nul(—3I3 — A) = 1, e portanto a multiplicidade geométrica
do valor préprio —3 é 1. Portanto, a matriz ndo é diagonalizavel pois ndo é possivel encontrar 3
vectores préprios linearmente independentes.
> [q,el=eig (A)
q =

0.89443 -0.44721 NaN
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0.44721  0.89443 NaN

0.00000  0.00000 NaN
e =

2 0 O

0 -3 O

0 0 -3

A primeira coluna de q é um vector préprio associado a 2 e a segunda coluna de q é um vector
préprio associado a —3

O que se pode dizer em relacdo a independéncia linear de um vector préprio associado a —3
e um vector préprio associado a 27

Teorema 5.3.3. Sejam v1,vs, ...,V vectores proprios associados a valores proprios A, Ag, ..., Ak
distintos entre si. Entao {v1,va,...,vx} € um conjunto linearmente independente.

Demonstragao. Suponhamos que {vq,vs, ..., vt} é um conjunto linearmente dependente, sendo
v1, V2, ...,V vectores proprios associados a valores préprios Aq, Mg, ..., A; distintos entre si.
Pretendemos, desta forma, concluir um absurdo.

Seja r o menor inteiro para o qual o conjunto {v1,vs,...,v,} é linearmente independente.
Ora r > 1 ja que v; # 0 (pois é vy é vector préprio) e r < k j& que o conjunto dos vec-
tores préprios é linearmente dependente. Sendo o conjunto {wvy,vs,...,v,+1} linearmente
dependente, existem escalares aq, s, ..., q,, a,r1 ndo todos nulos para os quais

r+1
E ;U = 0
i=1
::11 ;v = Z:ill a;Av; = 0, e portanto

o que implica que A

r+1

Z a,-)\ivi =0.
i=1

Por outro lado, Z:ill a;v; = 0 implica que Apyq Z:ill a;v; = 0 e portanto

r+1
E a,-)\rﬂvi =0.
i=1

Fazendo a diferenca das duas equacgOes, obtemos Z:;rll a;(Ni — Ag1)v; = 0, e portanto
Sy ai(N — Ag1)v; = 0. Como {vq,v2,...,v,} é linearmente independente, segue que
a;(Ai — Ary1) = 0, 0 que implica, e visto A\; — A\r+1 # 0 ja que os valores préprios sao distintos,
que a; =0,comi=1...,r. Mas Z:Ill a;v; = 0, 0 que juntamente com as igualdades a; = 0,
comi=1...,r leva a que a,+1v,41 = 0. Como v,41 # 0 ji que é vector proprio, segue que
ar+1 = 0. Tal contradiz o facto de existirem escalares oy, s, ..., ar, @r+1 n20 todos nulos
para os quais Z:ill a;v; = 0. O
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Alertamos para o facto do reciproco do teorema ser falso. Repare que a matriz identidade
I,, tem 1 como tnico valor préprio, e a dimensao de N (I, —I,) ser n, e portanto ha n vectores
préprios linearmente independentes associados a 1.

Se uma matriz n X n tem os seus n valores proprios distintos entao, pelo teorema, tem
n vectores proprios linearmente independentes, o que é equivalente a afirmar que a matriz é
diagonalizavel.

Corolario 5.3.4. Uma matriz com os seus valores proprios distintos € diagonalizdvel.

Mais uma vez alertamos para o facto do reciproco do corolario ser falso. Isto é, hd matrizes
diagonalizdveis que tém valores préprios com multiplicidade algébrica superior a 1.

Octave =
Considere a matriz A=[0 0 -2; 1 2 1; 1 0 3]. Esta matriz tem dois valores préprios distin-

tos.

>A=[00-2; 1 21; 10 3];
> eig(A)
ans =

2
1
2

Repare que o valor préprio 2 tem multiplicidade algébrica igual a 2, enquanto que a multiplicidade
algébrica do valor préprio 1 é 1. Pelo teorema anterior, um vector préprio associado a 2 e um vector
préprio associado a 1 s3o linearmente independentes. Repare que a multiplicidade geométrica de
2 é também 2, calculando rank (2*eye (3)-A).

> rank(2xeye(3)-A)
ans =1

Como a caracteristica de 2I5 — A é 1 entdo nul(2I3 — A) = 2, e portanto existem dois vectores
préprios linearmente independentes associados a 2. Uma base do espago préprio associado a 2
pode ser obtida assim:

> null(2*eye(3)-A)
ans =

-0.70711  0.00000
0.00000 1.00000
0.70711  0.00000
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Estes juntamente com um vector préprio associado ao valor préprio 1 formam um conjunto line-
armente independente, pois vectores préprios associados a valor préprios distintos sdo linearmente
independentes. Ou seja, hd 3 vectores préprios linearmente independentes, donde segue que a
matriz A é diagonalizavel.

> [v,e]l=eig (A)

V—
0.00000 -0.81650 0.70656
1.00000 0.40825 0.03950
0.00000 0.40825 -0.70656
e=
2 0 0
0 1 0
0 0 2

> vxexinverse(v)

ans =

-0.00000 0.00000 -2.00000
1.00000 2.00000 1.00000
1.00000 0.00000  3.00000



