Capitulo 6

Transformacoes lineares

6.1 Definicao e exemplos

Definigao 6.1.1. Sejam V,W espacos vectoriais sobre K. Uma transformacao linear ou
aplicagao linear de V.em W € uma funcio T : V — W que satisfaz, para u,v € V,a € K,

1. T(u+v) =T(u) + T(v);
2. T(au) = aT(u).
Para F,G : R? — R* definidas por

F(z,y) = (z —y,22 +y,0,y)

G(z,y) = (2 +y*, 1, |z],y),

tem-se que F' é linear enquanto G nao o é. De facto, para w3 = (1,y1),u2 = (z2,Yy2)
e a € K, temos F(u; + ug) = F(z1 + x2,y1 + y2) = (1 + ©2 — y1 — y2,2x1 + 229 + y1 +
y2,0,y1+y2) = (21 —y1, 221 +y1,0,y1) + (22 —y2, 222+ 42,0, y2) = F(u1) +F(uz), e F(auy) =
F(azy, ayr) = (ax1 —ay, 201 +ayr, 0, ay1) = a(z1 —y1, 221 +y1,0,91) = aF'(u1), enquanto
que G(—(1,1)) = G(=1,-1) = ((=1)2 + (=1)2,1,| — 1|, —1) = (2,1,1,-1) # —(2,1,1,1) =
~G(1,1)

Apresentamos alguns exemplos cldssicos de transformacoes lineares:
1. Sejam A € M« (K) e Ty : K* — K™ definida por T4(z) = Az. A aplicagao Ty é
uma transformagao linear. Ou seja, dada uma matriz, existe uma transformacao linear

associada a ela. No entanto, formalmente sdo entidades distintas. Mais adiante, iremos

ver que qualquer transformacao linear esta associada a uma matriz.

2. Seja V = C*°(R) o espago vectorial sobre R constituido pelas fungoes reais de varidvel
real infinitamente (continuamente) diferencidveis sobre R. Seja D : V' — V definida por
D(f) = f'. Entao, usando nogoes elementares de anélise, ¢ uma transformagao linear.
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110 CAPITULO 6. TRANSFORMACQOES LINEARES

3. A aplicacao F : K,[z] — K,,_1[z] definida por F(p) = p/, onde p € K,[z] e p’ denota a
derivada de p em ordem a x, é uma transformagao linear.

4. Sejam A € My, xp (K) e F' : Mppxpn (K) — My, xp (K) definida por F/(X) = X A. Usando

as propriedades do produto matricial, F' é uma transformacao linear.

5. A aplicagio Trans : Myxn (K) — Myxm (K) definida por Trans(A) = AT é uma
transformacao linear.

6. Seja V um espago vectorial arbitrario sobre K. As aplicagoes 1,0 : V — V definidas
por I(v) = v e O(v) = 0 sao transformacoes lineares. Denominam-se, respectivamente,
por transformagao identidade e transformagao nula.

Definigao 6.1.2. Seja T uma transformagao linear do espago wvectorial V para o espago

vectorial W.
1. Se V=W, diz-se que T' é um endomorfismo de V.

2. A um homomorfismo injectivo de V sobre W chama-se monomorfismo de V' sobre W ;
a um homomorfismo sobrejectivo de V' sobre W chama-se epimorfismo de V' sobre W ;
a um homomorfismo bijectivo de V' sobre W chama-se isomorfismo de V' sobre W; a
um endomorfismo bijectivo de V' chama-se automorfismo de V.

3.V e W sao ditos isomorfos, e representa-se por V=2 W, se existir uma transformagao
linear de V.em W que seja um isomorfismo.

6.2 Propriedades das transformacoes lineares

Proposicao 6.2.1. Sejam V., W espacos vectoriais sobre K e T': V. — W uma transformagao
linear. Entdao

1. T(0,) = 0y para 0, € V, 0, € W;

2. T(—v) = -T),Yv e V;

n
3. T(Z Ozl"UZ') = ZO&Z‘T(UZ‘), v; €V, oy € K;
=0 i=1

4. Sewvi,va,..., v, sdo vectores de V' linearmente dependentes, entio T (v1), T (va),...,T(vy)
sao vectores de W linearmente dependentes.

Demonstragdo. As afirmagoes 1-3 seguem da defini¢do de transformagao linear. Mostremos

(4).
Se vy, v, ..., v, sao vectores de V' linearmente dependentes entdo um deles, digamos vy,

escreve-se como combinacao linear dos restantes:

n

Vg = E ;5.

i=0,ik
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Aplicando T" a ambos os membros da equacao,

n n
T(Uk) =T Z ;U; = Z OéiT(Uz‘),
i=0,i#k i=1,ik
e portanto T'(vy) escreve-se como combinacao linear de T'(vy),T(ve), T (vVk—1),- -, T (Vgt1),

., T(vy). Segue que T'(v1),T(v2),...,T(vy,) sdao vectores de W linearmente dependentes. [J

Em geral, uma transformacao nao preserva a independéncia linear. Por exemplo, a trans-
formagao linear

RZ — R?
T: (xay) I (O,y)

As imagens da base canénica de R? néo sdo linearmente independentes.

Recordamos que, apesar de indicarmos uma base como um conjunto de vectores, é impor-
tante a ordem pela qual estes s@ao apresentados. Ou seja, uma base é um n-uplo de vectores.
Por forma a nao ser confundida por um n-uplo com entradas reais, optamos por indicar uma
base como um conjunto. E preciso enfatizar esta incorrecgao (propositadamente) cometida.

Teorema 6.2.2. Sejam V,W espacos vectoriais, {vi,...,v,} uma base de V' e wy,..., w, €
W ndo necessariamente distintos. FEntao existe uma unica transformagao linear T : V — W
tal que

T(v1) = wy,T(v2) = way...,T(vy) = wy.

Demonstragao. Se {v1,...,v,} é uma base de V, entao todo o elemento de v escreve-se de
forma tnica como combinagao linear de vy,...,v,. Isto é, para qualquer v € V, existem
a; € K tais que

n
v = E Q5.
i=1

Seja T : V — W definida por

) e

Obviamente, T'(v;) = w;. Observe-se que T é de facto uma aplicagdo pela unicidade dos
coeficientes da combinagao linear relativamente a base. Mostre-se que T assim definida é
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linear. Para a € K, u =), Bivi e w =Y. viv;,
Tu+w) = T (Z Bivi + Z %‘%‘)
i i
- (S es0n)

i

= Z (Bi + i) w
= Z Biw; + Z Yiw;

= T(u)+T(w)

T(ou) = T(az Biv;)
= T(Zlaﬂm
= Zaﬁw
= ojzi:ﬁiwi:aT(u).

Portanto, T assim definida é linear.
Mostre-se, agora, a unicidade. Suponhamos que 7" é uma aplica¢ao linear que satisfaz
T'(v;) = w;, para todo o 7 no conjunto dos indices. Seja v € V, com v = > a;v;. Entao

T'(v) = T<Za,~v,~>
- ZTZ’(W)
_ ;aiwi
= ZaiT(vi)

=T <Z Oéﬂh’) =T(v).

Portanto, T'=T". O
Teorema 6.2.3. Todo o espaco vectorial de dimensdo n sobre o corpo K € isomorfo a K™.

Demonstragao. Seja {v1,vs,...,v,} uma base de V e v um vector qualquer de V. Entao
v = aqv] + aoUs + ... + QpUn, @; € K. Vamos definir uma transformacao T,
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V — K"

T: v — (o1,00,.,0p)

Pretendemos mostrar que esta aplicacao é um isomorfismo de espacos vectoriais.

(a) A aplicagao T' é bijectiva.

Primeiro, verificamos que T ¢ injectiva, i.e., que

Ora,

T(u) = T(v) = u=v, Y w0 € V.

T() = T(v) T(Zn: Qiv;) = T(zn: By01)
(a0 ) = (1, s )
= a; =0
— Zn: Qv = Zn:ﬁivi
— umw

Mostramos, agora, que 1T’ é sobrejectiva, i.e., que

Temos sucessivamente,

Ve e K", 3w eV : f(w) = z.

f é sobrejectiva <= Vo € K" Jw € V : f(w) = x < V(d1,02,...,0,) € K", FJw =
01v1 + 0gvg + ... + v, €V T(51U1 + dovg + ... + 5nvn) = (51,52, ,5n)

(b) A aplicagao T é linear.

T(u+v)

T(a1v1 + agve + ... + anv, + Brv1 + Povg + ... + Bpoy)
T[(a1 + Br)vr + (a2 + B2)v2 + ... + (i + Bn)vn]

(o1 + Bi, a2 + Bay ooy an + Br)

(a1, a9y ey ) + (B1, B2y vy Br)

T(av1 + agve + ... + apvy) + T(B1v1 + Bave + ... + Brvn)
T(u)+T(v)

T(oau) = T (a(agv; + agvy + ... + apvy))

= T ((aaq)vr + (aaz)ve + ... + (o) vy)
= (aay,aan, ..., acp)
= alog, g, ...,ap)
oI (aqvy + aovg + ... + apvy)
= aT(u)
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Corolario 6.2.4. Sejam U eV dois espacos vectoriais sobre mesmo corpo K. Se U eV tém
a mesma dimensdo, entdo U e V sdo isomorfos.

Por exemplo, o espaco vectorial May 3 (R) é isomorfo a R. De facto, considerando a base
de ngg (R)

100 01 0] 0 01 0 00 0 00 0 00
0 00 00O0|’l0OOO]'fTO0O0||OT1TO0]|0O01]}

as coordenadas de é o vector (a, b, c,d, e, f). Definindo a aplicagdo T' : Mayx3 (R) —

a b ¢

I

RS definida por T' <

]) = (a,b,c,d,e, f), é linear e é bijectiva. Logo, Maxs (R)
RS.

Da mesma forma, o espago vectorial Ry[x| dos polinémios de grau nao superior a 2,
juntamente com o polinémio nulo, é isomorfo a R3. Fixando a base de Ry[z] constituida

2 ¢ a base candnica de R3 a

pelos polinémios p, ¢, r definidos por p(z) = 1,q(z) = z,r(x) ==
transformagao linear que aplica p em (1,0,0), ¢ em (0,1,0) e r em (0,0, 1) é um isomorfismo

de Ry[x] em R3.
Pelo exposto acima, é ficil agora aceitar que M,x, (R) = R™" ou que R, [z] = R* L.

Para finalizar esta seccdo, note que C, enquanto espaco vectorial sobre R, é isomorfo a R2.
De facto, 1 e i formam uma base de C, enquanto espaco vectorial sobre R. S&o linearmente
independentes (a + bi = 0 forca a = b = 0) e todo o complexo z escreve-se como a + bi, com
a,b € R. O isomorfismo pode ser dado pela transformagao linear que aplica 1 em (1,0) e i
em (0,1).

6.3 Matriz associada a uma transformacgao linear

Iremos concluir que todas as transformagoes lineares de K® — K™ podem ser representadas
por matrizes do tipo m x n. Como motivagao, consideramos alguns exemplos.

Sejam eq, e, e3 elementos da base canénica By de R3 e e, e os elementos da base canénica
Bt de R2. Seja ainda T : R? — R? definida por

T(e1) = ane] +aze;
T(ez) = aige] + axne)
T(eg) = a136>(1( + agge;

Recorde que a transformacao linear estd bem definida a custa das imagens dos vectores de
uma base.
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Se x = (r1,22,73) € R3, entdo
T(x) = T(x1e1 + xaez +x3e3) = 217 (€1) + 22T (€2) + 23T (e3)

a1 a3
[ as1 a23 ]

z1

ail a2 ais

= Ty | = Ax
a21 a2 Q23

ai2
+ 29 + x3

a22

T3

Por outras palavras, a transformagao linear definida atras pode ser representado a custa
de uma matriz A € Mays (R), que tem como colunas as coordenadas em relagao a Bj das
imagens dos vectores e; € R3,i = 1,2,3 por T. Desta forma, dizemos que nas condicdes
do exemplo anterior, a matriz A é a representacdo matricial de T relativamente as bases
canénicas de R? e R3.

Por exemplo, considere a aplicacao linear T' definida por

T(1,0,0) = (4,—1) =4(1,0) —1(0,1)
T(0,1,0) = (=2,5)=—2(1,0) +5(0,1)
T(0,0,1) = (3,—2)=3(1,0) —2(0,1)

A matriz que representa 7" em relacio as bases canénicas de R3 e R?é A =

4 -2 3
-1 5 =2

Repare que os célculos envolvidos foram simples de efectuar ja que usamos as bases

Para todo v € R3, T'(v) = Aw.

candnicas dos espacos vectoriais. Tal nao serd, certamente, o caso se usarmos outras ba-
ses que nao as candnicas. Neste caso, teremos que encontrar as coordenadas das imagens
dos elementos da base do primeiro espaco vectorial em relagdo a base fixada previamente do
segundo espago vectorial. Vejamos o exemplo seguinte:

Sejam {u1,usz,u3} base By de R3 e {v1,v2} base B de R?2. Se z € R3, entdo z =
&1ug + Eaug + E3us3, € consequentemente

T(r) =& T (ur) + T (uz) + &T (us)-

Por outro lado, T'(u;) € R?,i = 1,2, 3, logo, podemos escrever estes vectores como combinacao
linear de v e vo. Assim,

T(u1) = biivr + barvg
T(ug) = bigvy + baovo
T(U3) = b13U1 + b23’02.

Verificamos, entao, que,

T(xz) = &i(brivr + barva) + a(bravr + baava) + £3(b13v1 + bazvo)
= (&1b11 + &abia + E3b13v1) + (§1b21 + E2b2a + E3b23v2)
= 11 + [0 DX%)
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onde

1

bi1 b1z bis ; |
& | =

ba1  baa  bos Qo
&3

bi1 bio b
Dizemos, agora, que B = 1oz s

¢ a matriz de T relativamente as bases By e B3
ba1 ba2 o3

de R? e R?, respectivamente.

Passamos de seguida a expor o caso geral.

Sejam By = {uy,us, ..., u,} uma base de U, By = {v1,v9, ..., v,} uma base de V, e

T : U=V

r—T(x)= Zx]T(u,)
i=1

O vector T'(u;) pode ser escrito — de modo tinico — como combinacao linear dos vectores
V1, V2, ..., Upp. Assim

m
T(uj) = Zaij v, j=1,..,n.
i=1

Logo

n n

T(x) =Y aT(uy) =Y D> aivi] =D lajzslor + Y [agjalva + oo+ [amjajlom =
j=1 1

j=1 i= j=1 j=1 j=1
n
E PU;.

j=1

Verificamos, assim, que existe entre as coordenadas (z1, 2, ...,zy) de x (relativa a base
By), em U, e as coordenadas (¢1, 92, ..., pm) de T'(z) (relativa a base Bg) em V. Tal ligagao
exprime-se pelas seguintes equacoes

n
Yi = E A3, 1= 1,2,...,m.
j=1

O que se pode ser escrito como a equagao matricial seguinte:

all a2 ... Qin I ¥1
agy as ... bgn T2 . ¥2
Am1  Am2 - bmn Ty, ©Om

Assim, concluimos:

Teorema 6.3.1. Se fitamos uma base de U e uma base de V, a aplicagdo linearT : U — V
fica perfeitamente definida por m x n escalares. Ou seja, a aplicagdo linear T : U — V fica
perfeitamente definida por uma matriz do tipo m X n

MBth (T)
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cujas colunas sao as coordenadas dos transformados dos vectores da base de U, em relagdo a
base de V.

Vimos, entao, que dada uma transformacao linear G : K® — K™, existe uma matriz
A € Muyxn (K) tal que G = Ty. Mais, se {e1,...,ex} e {f1,..., fm} sdo as bases candnicas,
respectivamente, de K" e K™, entdo a matriz A é tal que a coluna i de A s&o as coordenadas
de G(e;) em relagao a base {f1,..., fm}. No entanto, se se considerarem bases que nao as

candnicas, entao é preciso ter um pouco mais de trabalho.

Por exemplo, considere! a base B; de R? constituida pelos vectores (0, 1,1), (1,1,0), (1,0, 1),
e a base By de R? constituida pelos vectores (2,1),(1,2). Vamos calcular a matriz G' que re-
presenta T : R — R2 com T(z,y,2) = (v — y,z + y + z), nas bases apresentadas. Em
primeiro lugar, calculamos as imagens dos elementos da base escolhida:

T(0,1,1) = (—1,2) =1
T(1,1,0) = (0,2) =,
T(1,0,1) = (1,2) =uvs

Agora, encontramos as coordenadas de vy, v9, v3 relativamente & base de R? que fixdmos. Ou
seja, encontramos as solucoes dos sistemas possiveis determinados?

Ax = vy, Ax = v9, Ax = v3,

21

onde A =
1

A matriz que representa T em relagdo as bases apresentadas é G =

{ u1 uz us |, onde uj é a Unica solucdo de Ax = vy, us € a Unica solugdo de Ax = vy e ug
¢ a Unica solucao de Ax = vs.

Octave

> vi=[-1;2]; v2=[0;2]; v3=[1; 2];
> A=[2 1; 1 2];
> x1=A\v1

x1l =

-1.3333
1.6667

> x2=A\v2
X2 =

1 .
Verifique que de facto formam uma base!

2 . ~ . ~ s s .
Consegue explicar por que razao os sistemas sao possiveis determinados?
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-0.66667
1.33333
> x3=A\v3
x3 =
-1.8952e-16
1.0000e+00

> G=[x1 x2 x3]
G =

-1.3333e+00 -6.6667e-01 -1.8952e-16
1.6667e+00 1.3333e+00 1.0000e+00

Fixadas as bases dos espacos vectoriais envolvidos, a matriz associada a transformacao

linear G serd, doravante, denotada por [G].

Antes de passarmos ao resultado seguinte, consideremos as transformacoes lineares

H: R? — R3 G: R? — R
(Cﬂ,y) = (Cﬂ—y,y,O)’ (T,S,t) — 2r—s+t

Obtemos, entao,

GoH(zy) = 2@—y)—1-y+1-0
o
= |2 -1 1|
0
(1 -1 N
= [2 -1 1 1
(= -a]fo o] ]3]

Portanto, [G o H] = [G][H].

Vejamos o que podemos afirmar em geral:

Teorema 6.3.2. Sejam U,V,W espacos vectoriais sobre K e H: U —V, G:V — W duas
transformacdes lineares. Entao

1. Go H € uma transformacdo linear;
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2. GOH:T[G][H] € [GOH] = [G] [H]

Demonstragao. A demonstracao de (1) fica como exercicio. Para mostrar (2), observe-se que,
para qualquer u € U,

Go H(u) = G(H(u)) = G([Hu) = [G][H]u = Tiq) mu-

O

Fechamos, assim, como inicidmos: a algebrizacdo do conjunto das matrizes. As matrizes
nao sao mais do que representantes de um certo tipo de fungoes (as transformacoes lineares)
entre conjuntos muitos especiais (espagos vectoriais). Se a soma de matrizes corresponde
a soma de tranformagoes lineares (em que a soma de fungoes estd definida como a fungao
definida pela soma das imagens), o produto de matrizes foi apresentado como uma operagao
bem mais complicada de efectuar. No entanto, a forma como o produto matricial foi definido
corresponde a composi¢do das transformagoes lineares definidas pelas matrizes.

Este ultimo capitulo explica, ainda, a razao pela qual nao demos énfase a espagos vectoriais
reais de dimensao finita que ndo os da forma R™. Mostramos que todo o espago vectorial
finitamente gerado (ou seja, que tenha uma base com um ntdmero finito de elementos) é
isomorfo a algum R™. Ja os nao finitamente gerados pertencem a outra divisao: sao bem mais
dificeis de estudar, mas em compensacao tém aplicacoes fantdsticas, como o processamento
digital de imagem.

Como epilogo, deixamos a seguinte mensagem: a parte interessante da matemaética s
agora estd a comegar!
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