Capitulo 3

Sistemas de equacoes lineares

Ao longo deste documento, K denota R ou C.

3.1 Formulacao matricial
Uma equagdo linear em n varidveis z, ..., z, sobre K é uma equacao da forma
a1x1 + asxs + - - - + apxy, = b,

onde a1, as,...,a,,b € K. Un sistema de equacdes lineares é um conjunto finito de equagoes
lineares que é resolvido simultaneamente. Ou seja, que se pode escrever da forma

ancy + -+ apmxr, = b
a1+ -+ agpxy, = by (1)
am1x1 + -+ GmnTn = bm

Este tipo de sistema pode ser representado na forma matricial

Ax = b,
com
ain a2 a1n x1 b1
a1 G2 aonp x2 bo
A= = b=
Aml Am2 -~ Qmn Tn bm

A é a matriz do sistema, x € a coluna das incognitas e b é a coluna dos termos independentes,
também denominado por segundo membro do sistema.

De ora em diante nao faremos distingdo entre o sistema de equacoOes lineares e a sua
formulacao matricial Az = b.

Neste capitulo, vamo-nos debrucar sobre a resolucao deste tipo de equacao. Dizemos
que v é solucdo de Ax = b se Av = b, ou seja, quando v é uma realizacdo possivel para a
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54 CAPITULO 3. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

coluna das incégnitas. Iremos ver em que condicoes a equacao tem solugao, e como se podem
determinar. Entende-se por resolver o sistema Ax = b encontrar o conjunto (ainda que vazio)
de todas as realizacOes possiveis para a coluna das incognitas. O sistema diz-se impossivel
ou inconsistente se o conjunto é vazio e possivel ou consistente caso contrario. Neste tiltimo
caso, diz-se que é possivel determinado se existir apenas um e um sé elemento no conjunto
das solugoes, e possivel indeterminado se for possivel mas existirem pelo menos duas solugoes
distintas'. Entende-se por classificar o sistema a afirmacdo em como ele é impossivel, possivel
determinada ou possivel indeterminado.

Um caso particular da equagao Az = b surge quando b = 0. Ou seja, quando a equagao é
da forma Az = 0. O sistema associado a esta equagao chama-se sistema homogéneo. Repare
que este tipo de sistema é sempre possivel. De facto, o vector nulo (ou seja, a coluna nula)
é solucdao. Ao conjunto das solucdes de Az = 0 chamamos niicleo® de A, e é denotado por
N(A) ou ainda por ker(A). Ou seja, para A do tipo m X n,

N(A) =ker(A) ={z € K" : Az = Opx1 } -

Pelo que acabamos de referir, e independentemente da escolha de A, o conjunto ker(A) é
sempre nao vazio ja que Opx1 € ker(A).

Ou caso relevante no estudo da equagdo Ax = b surge quando a matriz A é invertivel.
Neste caso, multpiplicando ambos os membros de Az = b, & esquerda, por A~!, obtemos
A7 Az = A7), e portanto x = A~'h. Ou seja, a equacdo é possivel determinada, sendo
A~1b a sua tnica solucdo.

3.2 Resolugao de Ax =b

Nesta seccdo, vamos apresentar uma forma de resolucao da equacao Az = b, fazendo uso
da factorizacao PA = LU estudada atras. Vejamos de que forma essa factorizagao é 1til no
estudo da equacao.

1 2 3 x1 7
Considere a equagao | 0 4 5 T2 = 8 |. O sistema associado escreve-se
0 0 6 x3 9
r1+2x9+ 33 =17
como 4x9 + 5x3 = 8 . Calculando o valor de x3 pela ultima equacao, este é subs-

6.%3 =9
tituido na segunda equagao para se calcular o valor de x2, que por sua vez sao usados
na primeira equacdo para se obter x1. Procedeu-se a chamada substituicdo inversa para
se calcular a tnica (repare que a matriz dada é invertivel) solugdo do sistema. Em que
condicOes se pode usar a substituicao inversa? Naturalmente quando a matriz dada é trian-
gular superior com elementos diagonais nao nulos. Mas também noutros casos. Considere

z
- - 1 2 3 ) . . ~
a equagao matricial [ 0 ] Ty | = [ A matriz do sistema nao é quadrada,

0 4 6

T3

1Veremos, mais adiante, que se existem duas solucdes distintas entdo exite uma infinidade delas.
2Tremos também usar a denominacéo espaco nulo de A.
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mas o método da susbstituicao inversa pode ainda ser aplicado. O sistema associado é
T1 + 2x9 +3x3 =05
41?3 =6

do sistema é (21,z2,23) = (5 — 3 — 2x2,22,3) = (5 — 3,0,3) + 22(—2,1,0). Mais & frente
veremos qual a importancia de escrevermos a solugao na tultima forma apresentada. E facil

, donde z3 = %, e x1 dependerda do valor de x2. A solugao geral

constatar que a substituicao inversa é aplicavel desde que a matriz do sistema seja uma ma-
triz escada de linhas. A estatégia na resolucao da equacao ird, portanto, passar pela matriz
escada obtida por Gauss, para depois se aplicar a substituigdo inversa. Desde que o sistema
seja possivel, claro.

Considere o sistema Ax = b e a factorizacio PA = LU. Ou seja, U = L~'PA. Recorde
que L1 P reflecte as operacoes elementares efectuadas nas linhas de A por forma a se obter
a matriz escada, percorrendo os passos do AEG. Multiplique ambos os membros de Ax =
b, & esquerda, por L~'P para obter L™'PA = L~ 'Pb. Como U = L 'PA tem-se que
Ux = L~'Pb, e daqui podemos aplicar a substituicdo inversa... depois de se determinar o
termo independente L~!Pb. Recorde que L~!P reflecte as operacoes elementares efectuadas
nas linhas de A, de modo que para se obter L~ Pb basta efectuar essas mesmas operacoes
elementares, pela mesma ordem, nas linhas de b. Por forma a simplificar o raciocinio e evitar
possiveis enganos, esse processo pode ser efectuado ao mesmo tempo que aplicamos o AEG
nas linhas de A. Consideramos, para esse efeito, a matriz aumentada do sistema [ A ‘ b },

aplicamos o AEG para se obter a matriz [ U ‘ c }, onde U é matriz escada de linhas e

¢ = L~ 'Pb. Se o sistema for possivel, aplica-se a substituicio inversa a Uz = c.

As solugoes de Az = b sao exactamente as mesmas de Uz = ¢, e por este facto dizem-se
equagoes equivalentes, e os sistemas associados sao equivalentes. De facto, se v é solucao de
Ax = b entdo Av = b, o que implica, por multiplicacdo & esquerda por L™'P que L™'PAv =
L=1Pb, ou seja, que Uv = ¢. Por outro lado, se Uv = c entdo LUv = Lc e portanto PAv = Le.
Ora ¢ = L™'Pb, e portanto Lc = Pb. Obtemos entdo PAv = Pb. Como P é invertivel, segue
que Av = b e v é solucao de Az = b.

Visto determinar as solugoes de Az = b é o mesmo que resolver Uz = ¢, interessa-nos,
entao classificar este ultimo.

. A segunda equagao

z
C 1 d - 1 2 3 4
omo exemplo, considere a equacio x =
plo, quag 00 0 2 5
3
do sistema associado reflete a igualdade 0 = 5, o que é impossivel. A equacao é impossivel ja
1 2 3|4
0 0 0|5
que a caracteristica da matriz A é 1 enquanto que a caratacteristica da matriz aumentada
[A]b] é 2.

Como é facil verificar, a caracteristica da matriz a que se acrescentou linhas ou colunas é

que nao tem solugbes. A matriz aumentada associada a equacao é . Repare

nao inferior a caracteristica da matriz inicial. Por consequéncia, car(A) < car([A|b]).

Teorema 3.2.1. A equagdo matricial Ax = b € consistente se e so car(A) = car ([ A ‘ b ])

Demonstragdo. Considere PA = LU e ¢ = L™'Pb. A equacio Az = b é equivalente & equacio
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Uz = ¢, e portanto Az = b tem solugéo se e s6 se Uz = ¢ tem solugdo. Tal equivale a dizer
que o numero de linhas nulas de U iguala o nimero de linhas nulas de [U|c]. De facto, o
nimero sendo o mesmo, por substitui¢do inversa é possivel obter uma solucao de Ux = ¢,
e caso o numero seja distinto entdo obtemos no sistema associado a igualdade 0 = ¢;, para
algum ¢; # 0, o que torna Uz = ¢ impossivel. Se o nimero de linhas nulas de U iguala o de
[U|c] entao o nimero de linhas ndo nulas de U iguala o de [U|c]. O

Octave

. - .. 2 2
Considere a equacdo matricial Ax = b onde A = 11

-1 ’
]eb:[ 1 ] A equacao é

N[—= =

consistente se e s6 se car(A) = car([A]b])

>A=[2 2 1; 11 0.5]; b=[-1; 11;

> rank(A)
ans = 1
> [L,U,P]1=1u(A)
L —3
1.00000 0.00000

0.50000 1.00000

U=
2 2 1
0 0 O
P=
1 0
0 1

Portanto, car(A4) = 1.

> rank([A b])
ans = 2
> Aaum =

2.00000 2.00000 1.00000 -1.00000
1.00000 1.00000 0.50000 1.00000

> [Laum,Uaum,Paum]=1u(Aaum)
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Laum =

1.00000 0.00000
0.50000 1.00000

Uaum =

2.00000 2.00000 1.00000 -1.00000
0.00000 0.00000 0.00000 1.50000

Paum =
1 0
0 1

Ora a carateristica da matriz aumentada é 2, pelo que Az = b é inconsistente.

xr1 €1
- L2 . T2 . .
Dada a equagao A | . = b, considere U . = ¢ equivalente a primeira fazendo
L, T
uso da factorizaggo PA = LU da forma habitual. A incégnita z; diz-se incdgnita bdsica se

a coluna i de U tem pivot. Uma incégnita diz-se livre se ndo for bésica. A nulidade de A,
nul(A), é o nimero de incdgnitas livres na resolugao de Az = 0.

Octave

2 2 1

Na equacdo Ax = b, com A = 11

1

-1

1]73:: x9 | ,b= [ 1 ],obtemosadecom—
z3

posicao

> A=[2 2 1; 11 -11; b=[-1; 1];
> [L,U,P]=1u(4)
L =

[y

.00000 0.00000
0.50000 1.00000
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2.00000 2.00000 1.00000
0.00000 0.00000 -1.50000

1 0
0 1

Repare que car(A) = 2. Ora 2 = car(A) < car([A]b]) < 2, j& que a caracteristica de
uma matriz é ndo superior ao seu nimero de linhas e ao seu nimero de colunas. Segue que
car([A]b]) = 2. A equagdo Ax = b é, portanto, consistente. Fagamos, entdo, a classificacdo das
incégnitas x1,x2,x3 em livres e em basicas. Atente-se a matriz escada de linhas U apresentada
atrds. As colunas 1 e 3 tém como pivots, respectivamente, 2 e —%. As incégnitas x1 e x3 sao
basicas. Ja xo é livre pois a coluna 2 de U ndo tem pivot.

Qual o interesse neste tipo de classificacao das incégnitas? A explicagao é feita a custa
do exemplo anterior. A equagdo Ax = b é equivalente a equacao Uz = ¢, com U =

22 1 | |1
oo -] T

Octave
Com os dados fornecidos,

> [Laum,Uaum,Paum]=1u([A b])
Laum =

1.00000 0.00000
0.50000 1.00000

Uaum =

2.00000 2.00000 1.00000 -1.00000
0.00000 0.00000 -1.50000 1.50000

Paum =
1 0
0 1

Podemos, agora, aplicar o método da substituicao inversa para obter as solucoes da
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equacao. Esse método é aplicado da seguinte forma:
1. obtem-se o valor das incégnitas béasicas x; no sentido sul—norte,

2. as incégnitas livres comportam-se como se de termos independentes se tratassem.

Para conveniéncia futura, a solucao é apresentada na forma

x1 ? ? ? ?

T9 ? ? ? ?
= .| tTT | .| T | | Ty

T ? ? ? ?

onde x;, sao as incégnitas livres.

Voltando ao exemplo, recorde que se obteve a equacao equivalente a dada

2 2 1 " ~1
3 r2 | = 3
00 =5 ]|, 2

Resolvendo a tltima equagao correspondente, obtemos o valor da incognita béasica x3. De
facto, —%xg = % implica 3 = —1. Na equagao 2x1 + 2x2 +x3 = —1, o valor de z3 é conhecido
(bastando-nos, portanto, fazer a substituigao) e a incégnita x é livre, comportando-se entao
como termo independente. Ja x1 é bésica, e resolve-se a equagao em relagao a esta. Obtemos
T = % = —x9. Para cada escolha de x5 obtemos outo valor para x1. A solucdo geral é da
forma

($1a$27$3) = (_x27$27 _1) = (0707 _1) +$2(_17 1>0)a

onde x9 varia livremente em K.

Num sistema possivel, a existéncia de incognitas livres confere-lhe a existéncia de varias
solugobes, e portanto o sistema é possivel indeterminado. Ora, se o nimero de incognitas é n e
se k delas sao bésicas, entao as restantes n — k sao livres. Recorde que o ntimero de incognitas
iguala o ntimero de colunas da matriz do sistema, e que a caracteristica de uma matriz é
igual ao nimero de pivots. Existindo, no maximo, um pivot por coluna, e como o nimero
das colunas com pivots é igual ao niimero de incégnitas basicas, segue que a caracteristica da
matriz é igual ao nimero de incégnitas basicas. A existéncia de incognitas livres é equivalente
ao facto de existirem colunas sem pivot, ou seja, do niimero de colunas ser estritamente maior
que a caracteristica da matriz. De facto, as incégnitas livres sao, em ntimero, igual ao niimero
de colunas sem pivot.

Teorema 3.2.2. A equacdo consistente Ax = b, onde A € m X n, tem uma Unica solugao se
e s6 se car(A) = n.

Corolario 3.2.3. Um sistema possivel de equacgdes lineares com menos equagoes que incognitas
€ indeterminado.
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Recorde que o nimero de incognitas livres é o niimero de colunas sem pivot na resolucao
de um sistema possivel Az = b. Por outro lado, a nulidade de A, nul(A), é o nimero de
incégnitas livres que surgem na resolucdo de Ax = 0. Recorde ainda que a caracteristica de
A, car(A), é o nimero de pivots na implementagdo de Gauss, que por sua vez é o nimero
de colunas com pivot, que iguala o nimero de incognitas basicas na equacao Ax = 0. Como
o numero de colunas de uma matriz iguala o nimero de incégnitas equacao Ax = 0, e estas
se dividem em bésicas e em livres, correspondendo em nimero a, respectivamente, car(A) e
nul(A), temos o resultado seguinte:

Teorema 3.2.4. Para A matriz m X n,
n = car(A) + nul(A).

O resultado seguinte descreve as solucoes de uma equacgao possivel Ax = b a custa do
sistema homogéneo associado (ou seja, Az = 0) e de uma solugao particular v de Az = b.

Teorema 3.2.5. Sejam Ax = b wma equacdo consistente e v uma solucao particular de
Az =b. Entao w € solugao de Ax =b se e s6 se existir u € N(A) tal que w = v + u.

Demonstragao. Suponha v, w solugdes de Ax = b. Pretende-se mostrar que w — v € N(A),
ou seja, que A(w —v) = 0. Ora A(w —v) = Aw — Av = b — b = 0. Basta, portanto, tomar
uU=w— 0.

Reciprocamente, assuma v solucdo de Ax = b e u solucdo de Az = 0. Pretende-se mostrar
que w = v 4 u é solucdo de Ax = b. Para tal, Aw = A(v+u) = Av+ Au=>b+0=0». O

Ou seja, conhecendo o conjunto das solugoes de Ax = 0 e uma solucao particular de
Az = b, conhece-se o conjunto das solugoes de Ax = b.

Octave
9 -2 4
Considere a equagdo matricial Ax = b, com A = 6 -5 0 eb= 5 |. O sistema
-12 -1 -8 -1

é consistente, ja que car(A) = car([A]b]) = 2:

> rank ([A b]l)

ans = 2
> rank (A)
ans = 2

Sendo a caracteristica de A igual a 2 e tendo a matriz 3 colunas, entdo existe uma, e uma sé,
incégnita livre na resolucdo de Az = b. Fagamos, entdo, a divisdo das incégnitas em livres e
basicas. Para tal, determina-se a matriz escada de linhas obtida da matriz aumentada [A|b]:

> [Laum,Uaum,Paum]=1u([A b])
Laum =
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1.00000 0.00000  0.00000
-0.50000 1.00000 0.00000
-0.75000 0.50000 1.00000

Uaum =
-12.00000 -1.00000 -8.00000 -1.00000

0.00000 -5.50000 -4.00000 4.50000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Paum =
0O 0 1
0 1
1 0 O

Se x = (x1,x2,x3), as incégnitas basicas sdo 1 e x3, enquanto que 3 é incdgnita livre.

Como vimos do resultado anterior, conhecendo uma solugdo particular de Az = b, digamos,
v, e conhecendo N (A), ou seja, o conjunto das solugdes de Az = 0, entdo as solu¢des de Ax = b
sdo da forma v 4+ u, onde u € N(A). Uma solugdo particular pode ser encontrada tomando a
incégnita livre como zero. Ou seja, considerando x3 = 0. A sunbstituicdo inversa fornece o valor
das incégnitas basicas x1, xo:

> x2=Uaum(2,4) /Uaum(2,2)

x2 = -0.81818

> x1=(Uaum(1,4)-Uaum(1,2)*x2) /Uaum(1,1)
x1 = 0.15152

Este passo pode ser efectuado, de uma forma mais simples, como

> A\b
ans =

0.31235
-0.62518
-0.26538

Resta-nos determinar N (A):

> null (A)
ans =

0.44012
0.52814
-0.72620
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O vector u que nos é indicado significa que N(A) é formado por todas a colunas da forma
au. Se, por ventura, nos forem apresentados varios vectores vi v2 ... vn, entdo os
elementos de N(A) escrevem-se da forma ajv1 + agve + -+ + Q.

Considere, agora, a matriz
>A=[2220; 112 2];

Esta matriz tem caracteristica 2, como se pode verificar a custa da factorizacido PA = LU:

> [L,U,P]=1u(p)
L =

[N

.00000 0.00000
0.50000 1.00000

U=
2 2 2 0
0 0 1 2
P =
1 0
0 1

T
A nulidade é 2, pelo que existem 2 incdgnitas livres na resolucdo de A | x1 x2 73 24 } =

02x1. As incognitas livres sdo as correspondentes a colunas de U que n3o tém pivot; no caso, xo

2x1 + 229 4+ 223 =0

e x4. O sistema associado a equacdo Uz =0 é . Resolvendo o sistema

3+ 2x4 =0
em relacdo a incégnitas bdsicas x1, 3, e por substituicdo inversa, obtemos x3 = —2x4, que por
sua vez fornece, substituindo na primeira equagdo, x1 = % (—2z9 + 424) = —x2 + 2x4. Ou seja,

a solucdo geral de Az =0 é
(21,2, x3,24) = (—22 + 224, 2, —2x4,14) = x2(—1,1,0,0) + 24(2,0,—2,1).

Sem nos alongarmos em demasia neste assunto, o Octave, como j3 foi referido, contém uma
instrucdo que calcula o nicleo de uma matriz:

> null(A)
ans =

-0.71804 -0.35677
0.10227  0.79524
0.61577 -0.43847

-0.30788 0.21924
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O resultado apresentado indica os vectores que decrevem o conjunto N(A): todo o elemento
de N(A) se escreve como soma de miiltiplos dos dois vectores apresentados. Mais, os vectores
fornecidos sdo ortogonais entre si e tém norma 1.

> null(A) (:,1)°*null(A)(:,2)
ans = 6.2694e-17
> null(A) (:,1)°*null(A)(:,1)

ans = 1.0000
> null(A) (:,2)°*null(A) (:,2)
ans = 1

3.3 Algoritmo de Gauss-Jordan

A aplicagao do Algoritmo de Eliminacao de Gauss na resolucao de um sistema de equagoes
lineares reduz o problema inicial a um outro, equivalente ao dado (ou seja, com o mesmo
conjunto de solugoes) onde a matriz associada ao sistema é escada de linhas. Tal permite
a utilizagdo do algoritmo da susbstituigao inversa por forma a se encontrar (caso existam)
as solugoes para o problema. Nesse método, o valor das incégnitas basicas era encontrado
a custa das incégnitas livres e dos termos independentes, bem como do valor das incognitas
bésicas encontrado no passo anterior, no sentido sul—norte do vector das incégnitas. Recorde
que no AEG a estratégia tinha como objectivo, por operagoes elementares de linhas, obter
zeros por debaixo de cada pivot, estratégia essa implementada no sentido NW—SE. Este
raciocinio pode ser estendido a obterem-se zeros por cima dos pivots, no sentido SW—NE,
por operacoes elementares de linhas. De facto, neste processo estao ausentes trocas de linhas,
ja que os pivots usados neste novo processo sao que estiveram envolvidos na fase inicial
correspondente ao AEG. O resultado final serd uma matriz constituida pelos pivots, tendo
estes zeros por debaixo e por cima. Ou seja, se se dividir cada linha nao nula pelo pivot
respectivo, obtemos uma matriz da forma, a menos de trocas de colunas, uma matriz da forma

Iy | M

0|0
de colunas) é denominado o algoritmo de Gauss-Jordan, e a matriz obtida diz-se que esta na

] , podendo os blocos nulos nao existir. A este método (a excepgao da possivel troca

forma candnica (reduzida) de linhas, ou na forma normal (ou candnica) de Hermite. Ou seja,
a matriz H = [hsj], m x n, obtida satisfaz:

1. H é triangular superior,

2. hy; éou0ou 1,

3. se hy; = 0 entao h;, = 0, para cada k tal que 1 < k < n,
4. se hy; = 1 entao hy; = 0 para cada k # 1.

Repare que s6 sdo realizadas operacoes elementares nas linhas da matriz. A aplicacao
deste método na resolucao de uma sistema de equacoes lineares permite obter, de forma
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imediata, o valor das incégnitas basicas. Apesar deste método parecer mais atractivo que o
de Gauss (ou suas variantes), em geral é menos eficiente do ponto de vista computacional.

Octave
1 2 3 3
ConsidereamatrizA=1| 2 0 1 —1 |. A forma normal de Hermite de A é
0 0 -1 -3
> rref (A)
ans =

Ora se A for a matriz aumentada associada a um sistema de equagdes lineares, a forma candnica
apresentada atrds fornece-nos uma solugdo para o sistema, no caso (—2, -2, 3).

No que se segue, mostramos como se aplica o algoritmo de Gauss-Jordan para inverter
matrizes.

Seja A uma matriz n X n, ndo-singular. Ou seja, invertivel. De forma equivalente, existe
uma unica matriz X tal que AX = I,. Denotemos a matriz X, que pretendemos obter, &
custa das suas colunas: X = [ X X - X, } . Pela forma como esté definido o produto
matricial, e tomando e; como a i-ésima coluna da matriz I,, a igualdade AX = I, pode-
se escrever como { AX, AX, - AX, } = [61 ey -+ ep |. Surgem-nos, entao, n
equagoes matriciais:

AX1 = €1, AX2 = €2, ..., AXn = €p.

Como A é invertivel, cada uma destas equagoes é consistente e tem apenas uma solugao.
A solucao de AX; = e; ¢ a coluna j da matriz X inversa de A que pretendemos calcular.
Poder-se-ia aplicar a estratégia de Gauss a cada uma destas equacoes, ou seja, a matriz
aumentada [ A ‘ ej } Como a matriz do sistema é a mesma, as operacoes elementares
envolvidas seriam as mesmas para as n equagoes. Essas operagoes elementares podem ser
efectuadas simultaneamente, considerando a matriz aumentada n x 2n

1 0 0
4] 0 1
0 0 1

Sendo a matriz invertivel, a matriz escada de linhas U obtida de A por aplicacdo do AEG tem
elementos diagonais nao nulos, que sao os pivots que surgem na implementacao do algoritmo.
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Aplicando Gauss-Jordan (ou seja, no sentido SE—NW, criando zeros por cima dos pivots que

d 0 ... 0
0 do 0

se vao considerando), obtemos uma matriz da forma ) . Yi YV, .. Y,
0 0 d,

Dividindo a linha ¢ por d;, para ¢ = 1,...,n, obtém-se a matriz
L] X % X

Ora tal significa que X; é a solucao de AX = e;. Ou seja, o segundo bloco da matriz aumentada
indicada atrds nao é mais que a inversa da matriz A. Isto é, Gauss-Jordan forneceu a matriz

[ LA

3.4 Regra de Cramer

A regra de Cramer fornece-nos um processo de calculo da solugdao de uma equacao consistente
Az = b quando A é invertivel, e portanto a solugao é Unica.
T1

x2
Dada a equagdo Ax = b, onde A é n X n nao-singular, x = ) e b é do tipon x1,

In

denote-se por A a matriz obtida de A substituindo a coluna i de A pela coluna b.

Teorema 3.4.1 (Regra de Cramer). Nas condi¢oes do pardgrafo anterior, a tunica solu¢ao
de Ax = b € dada por
|AD]
Ti = Al

Octave
Vamos aplicar a regra de Cramer:

> A=[1-21; 110; -2 1 -2];
> b=[1;1;-1];

A matriz A é invertivel, e portanto Ax = b é uma equac3o consistente com uma tnica solucio:

> det (A)
ans = -3

Definamos as matrizes A1,A2,A3 como as matrizes AV, A AB) respectivamente. Aplicamos,
de seguida, a regra de Cramer.
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CAPITULO 3. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

> A1=A; A1(:,1)=b; A2=A; A2(:,2)=b; A3=A; A3(:,3)=b;

> x1=

x1 =

> x2=

X2 =
> x3=

det (A1) /det (A)
1.3333

det (A2) /det (A)
-0.33333

det (A3)/det (A)

Os valores obtidos formam, de facto, a solugdo pretendida:

> Ax[

ans =

x1;x2;x3]



