Capitulo 2

Calculo Matricial

K designa C ou R.

2.1 Notacao matricial

Uma matriz do tipo m x n sobre K é uma tabela com mn elementos de K, elementos esses
dispostos em m linhas e n colunas:

ail a12 o Aln

a21 az - a2n,
A=

aml Am2 - Omn

Os elementos a;; dizem-se os elementos ou componentes da matriz. A matriz diz-se do tipo
m X n se tiver m linhas e n colunas.

O conjunto de todas as matrizes (do tipo) m x n sobre K representa-se por M, x, (K) ou
por K"*" e o conjunto de todas as matrizes (finitas) sobre K por M (K).
K™ denota K™*!,

Alguns exemplos de matrizes:

1 2
p=| 1 20 ,C’:[—2 1 06},D: L
2 3 10 -1 9

Quando conveniente, escrevemos a matriz A da definicdo anterior como

A=

[ais]
e referimos a;; como o elemento (7,5) de A, isto é, o elemento na linha i e na coluna j de A.
Iremos também usar a notagao (A);; para indicar o elemento na linha i e coluna j de A.

Duas matrizes [a;;], [bij] € Muxn (K) sao iguais se a;; = b;j, para i = 1,...,m,j =
1,...,n. Ou seja, duas matrizes sao iguais se tém o mesmo numero de linhas e o mesmo

numero de colunas, e que os elementos na mesma linha e coluna sao iguais.
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Uma matriz do tipo m por n diz-se quadrada de ordem n se m = n, ou seja, se 0 numero
de linhas iguala o de colunas; diz-se rectangular caso contrario. Por exemplo, sao quadradas
as matrizes

e rectangulares as matrizes

12 3 -1
,[1—1], 4
[0 5 —3]

0
Os elementos diagonais de [aij]ij=1 580 a11,a92, . . ., Gpp-
. . . . 1 2 3
Por exemplo, os elementos diagonais de 0 —9 sao 1 e —2, e os da matriz 05 —3

sao 1 e 5.
Nos exemplos atrds apresentados, apenas a matriz A é quadrada, sendo as restantes rec-
tangulares. Os elementos diagonais de A sao 1, 3.

Octave

Suponha que se pretende definir a matriz A =

12 . Para tal, faz-se
2 3

> A=[1 2;2 3]

A entrada (1,2) é mostrada através do comando

> A(1,2)
ans = 2

A primeira linha e a segunda coluna da matriz sdo mostradas com, respectivamente,

> A(1,:)
ans =
1 2

> A(:,2)
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ans =
2
3
1 2—4 3
Considere agora a matriz B = :
I g 1z 0 V32 __1]
> B=[1 2-i 3i; 0 sqrt(2) -1]

B =

1.00000 + 0.000001 2.00000 - 1.000001 0.00000 + 3.000001
0.00000 + 0.00000i 1.41421 + 0.000001i -1.00000 + 0.000001

No Octave, todas as constantes numéricas sdo representadas no formato de virgula flutuante
com dupla precisdo (as constantes complexas sdo memorizadas como pares de valores de virgula
flutuante de dupla precisdo). O Octave, por defeito, apenas mostra uma parte do valor que
armazenou.

> format long
> B=[1, 2-i, 3i; 0, sqrt(2), -1]

B:
Column 1:
1.000000000000000 + 0.0000000000000001
0.000000000000000 + 0.0000000000000001
Column 2:
2.000000000000000 - 1.000000000000000i
1.414213562373095 + 0.0000000000000001
Column 3:
0.000000000000000 + 3.0000000000000001
-1.000000000000000 + 0.0000000000000001
> format
> B
B:

1.00000 + 0.000001 2.00000 - 1.000001 0.00000 + 3.000001
0.00000 + 0.00000i 1.41421 + 0.000001i -1.00000 + 0.000001
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Suponhamos agora que se pretende definir C' como a matriz constituida pelos elementos que
estdo nas linhas de B e que estdo nas colunas 1 e 2 de B. Para tal, usa-se o comando B(:,1:2).
Aqui, o primeiro : indica que se pretender usar todas as linhas de B. O argumento 1:2 indica
que consideram da primeira a segunda colunas de B.

> C=B(:,1:2)

ans =

1.00000 + 0.00000i 2.00000 - 1.000001
0.00000 + 0.000001 1.41421 + 0.000001

Se se pretender a coluna 1 e 3, ent3o usa-se a instrucdo B(:, [1,3]). Uma forma mais rebuscada
seria usar o argumento 1:2:3. A sintaxe é simples: inicio:incremento:final. Assim sendo,

> B(:,1:2:3)

ans =
1 + 0i 0+ 3i
0+0i -1+ 0i

Finalmente, podemos concatenar a matriz A definida atrds, por colunas e por linhas, respectiva-
mente,

> [B(:,1:2:3) A]

ans =

1+0i1 O+ 31 1 +01i 2+ 01
0+0i -1+0i 2+0i 3+ 01

> [B(:,1:2:3); Al

ans =
1+ 01 0+ 3i
0+ 0i -1+ 01
1+ 01 2 + 01
2 + 01 3 + 01

Preste atencdo que nem sempre estas operacdes sdo possiveis. Uma das causas de falha é o
nimero de linhas ou colunas ndo compativel.

Finalmente, obtém-se a conjugada de uma matriz conjugando as componentes da matriz dada.
Ou seja, a matriz conjugada de A € M« (C), denotada como A, é a matriz m x n definida
por (A);; = a;;. Por exemplo,
> conj (B)

ans =
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1.00000 - 0.00000i 2.00000 + 1.00000i  0.00000 - 3.00000i
0.00000 - 0.000001 1.41421 - 0.00000i -1.00000 - 0.000001i

Apresentamos, de seguida, alguns tipos especiais de matrizes.

1. Uma matriz diz-se diagonal se for da forma

dl 0 0

0 do

. . = diag (dl,dQ,...,dn),
0 0 dn

ou seja, o elemento (7, j) é nulo, se i # j. Portanto, uma matriz quadrada é diagonal se
0s Unicos elementos possivelmente nao nulos sao os diagonais.

2. A matriz identidade de ordem n, I,,, é a matriz diagonal de ordem n, com os elementos
diagonais iguais a 1; ou seja,

1 0 0

01 0
In: .

0 0 1

3. Uma matriz A = [a;;] diz-se triangular superior se a;; = 0 quando i > j, e triangular
inferior se a;; = 0 quando ¢ < j. Ou seja, sao respectivamente triangulares superiores
e inferiores as matrizes

ail a2 - Aip agip. 0 -+ 0
0 ap -+ a a1 az -+ 0
)
0 0 ot Amn Aml Am2 *°° Qmn

4. Matrizes circulantes

ag a -+ Gp-1
p—-1 ag -+ Gp-2
a/]. a2 ... aO

5. Matrizes companheiras, com v € K",
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6. Matrizes de Hankel

ag ap a2 * Q4p-1
ay as x ok G,
H, = as * * ok *
¥ Qp—1 Gp % *
| Gn—1 Qn * ok Ag(p—1)
7. Matrizes de Toeplitz
[ a aj a9 * Ap—1 i
a_1 ag * * *
T, = * a_q * % *
a_py2 * * * aj
| @—n+1 Q—ny2 * G-1 G0 |

2.2 Operagoes matriciais

Vejamos agora algumas operacoes definidas entre matrizes, e algumas propriedades que estas

satisfazem.
2.2.1 Soma e produto escalar
Sejam A = [a;;] , B = [bij] € Mpmxn (K) e a € K.

1. A soma entre matrizes A+ B é a matriz m x n cujo elemento (7, j) é a;; + b;j. Ou seja,
(A4 B)ij = (A)ij + (B)ij-

2. O produto de uma matriz com um escalar «A é a matriz m x n cujo elemento (i,7) é

aa;j. Ou seja, (aA)i; = a(A)ij.

Repare que a soma de duas matrizes, da mesma ordem, é feita elemento a elemento, e o
produto escalar de uma matriz por a € K é de novo uma matriz da mesma ordem da dada,
onde cada entrada surge multiplicada por a. Ou seja,

aij; @12 ... Gim bi1 b2 ... bim a1 +b11 a2 +b12 ... aim+ bim
asy @29 ... G N bo1 boa ... bom as1 +bo1 agg +bao ... agy + bom,
Gpl AaAnp2 ... OGnpm bnl bn2 cee bnm an1 + bnl ap2 + bn2 S bnm
€
ail a2 ... A1m aalp oar ... AA1m
as1 a2 ... aom, aag1 «ay ... AA2m,
(8% =

anl An2 ... Qpm adn1 QQp2 ... Opm
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Por exemplo,
1+5 2+6
3+7 4438

2] _[s1 52
3 4| |53 54|

Como é facil de compreender, a soma e o produto escalar sao comutativos.

De ora em diante, 0 representa uma qualquer matriz cujos elementos sao nulos, e se
A = [a;j] entdo —A = [—aj].

Estas operagoes satisfazem as propriedades que de seguida se descrevem, onde A, B,C €
Mipsn (K) e a, f € K:

1. A soma de matrizes é associativa: (A+ B)+C = A+ (B+C).
2. A soma de matrizes é comutativa: A+ B =B+ A

3. A matriz nula é o elemento neutro da adicdo: A+0=0+ A.
4. Existe o simétrico de cada matriz A+ (—A) = (—A4) + A=0.
5. a(A+ B) = aA + aB.

6. (o + P)A =aA+ GA.

7. (af)A = a(BA).

8. 1-A=A.

2.2.2 Produto

Resta-nos definir o produto matricial.
Seja A = [a;;] uma matriz m X p e B = [b;;] uma matriz p x n. O produto de A por B,
denotado por AB, é a matriz m x n cujo elemento (i, 7) é a;1b1; + ai2ba;j + - - - + ainby;. Assim,

AB =

p P
Zaikbkj] e portanto (AB);; = Z(A),k(B)kj
k=1 =

mxp k=1

Atente-se nas dimensoes de A e B na definicao anterior.
Antes de fazermos referéncia a algumas propriedades, vejamos uma outra forma exprimir
n
. Y2
o produto de duas matrizes. Para tal, assuma que X = [ 1 Ty ... Ty |,Y = )

Yn
sendo a primeira do tipo 1 X n e a segunda do tipo n x 1. Pelo que acabamos de referir, o

produto de X por Y estd bem definido, sendo a matriz produto do tipo 1 x 1, e portanto,
um elemento de K. Esse elemento é x1y1 + xoys + ...z,y,. Voltemos agora ao produto
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de A,xp por Bpyy, € fixemos a linha ¢ de A e a coluna j de B. Ou seja, a matriz linha

b1

. 2j .. ,
a1 @i ... G | €a matriz coluna - |. O produto da primeira pela segunda é o

bpj

elemento de K dado por a;1b1; + ai2b; + -+ - + aipbp; = Z a;;b;. Ora, este elemento nao é
k=1
mais nem menos que a entrada (7,j) da matriz produto AB. Ou seja, a entrada (i,5) de AB

é o produto da linha ¢ de A pela coluna j de B.
Vejamos algumas propriedades deste produto de matrizes, onde as dimensoes das matrizes
A, B,C, 1,0 sao tais que as operacoes indicadas estao definidas, e o € K:

1. O produto de matrizes é associativo (AB)C = A(BC);

2. O produto de matrizes é distributivo em relacdo a soma A(B + C) = AB + AC, (A +
B)C = AC + BC;,

3. A matriz identidade é o elemento neutro para o produto: Al = A, IA = A;
4. A matriz nula é o elemento absorvente para o produto: 0A = 0, A0 = 0;
5. a(AB) = (0A)B = A(aB).

Fagamos a verificacao da primeira igualdade de (1). A verificacdo de que as matrizes sao
do mesmo tipo fica ao cargo do leitor. Iremos apenas verificar que a entrada (i, j) de A(B+C)
iguala a entrada (i,j) de AB + AC. Ora, supondo que A tem p colunas, e portanto que B e
C tém p linhas,

(AB+C))ij = ) _(Au((Brj + (C)iy)

((A)ir(B)rj + (A)ir(C)rj)

1
M= T T4

(A)ir(B)ij + > _(A)ik(C)is
k=1

AB)Z']' + (AC)Z] = (AB + AC)Z]

I
—
ﬂ.

Verifiquemos também a propriedade (3). Note-se que (/); =1 e (/);; = 0se i # j. Ora
(AD)ij = 32— (A (Dkj = (A)ij-

’.

E importante notar que o produto matricial nao é, em geral, comutativo. Por exem-
10 01 0 1 10

1
po’[o 0”0 0]7'é 0 0”0 0

nao ¢é valida, em geral, no produto matricial. Por exemplo,

A lei do anulamento do produto também

10 0 0

= 0, sem
0 0 01]
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mais geral, (AB=AC e A#0) » (B=C), ji que, por exemplo, [

que um dos factores seja nulo. Ou seja, AB = 0 % (A=0ou B=0). De uma forma
toll2 2]
11|
10 2 2
00 -1 3|

0 0
Como é facil de observar, a soma de duas matrizes triangulares inferiores [resp. triangu-
lares superiores] é de novo triangular inferior [resp. triangular superior]. O que se pode dizer
em relacao ao produto?

Teorema 2.2.1. O produto de matrizes triangulares inferiores [resp. triangulares superiores]
é de novo uma matriz triangular inferior [resp. triangular superior].

Demonstragdo. Sejam A, B duas matrizes triangulares inferiores de tipo apropriado. Ou seja,
(A)ij, (B)ij =0, parai < j. Pretende-se mostrar que, parai < j se tem (AB);; = 0. Ora, para
i < j, e supondo que A tem p colunas, (AB);; = > ¥ _1(A)ik(B)kj = > 1 (A)ik(B)g; = 0. O

Por vezes é conveniente considerar-se o produto matricial por blocos. Para tal, considere
as matrizes A e B divididas em submatrizes

Air Agg
Agr Ao

Bi1 Bia
Bo1 B

A: 7B:

de forma conforme as operacoes descritas de seguida estejam definidas, entao

A1 B + A12Ba1 A11Bia + A12Bao

AB =
Ao1B11 + AgaBa1 A1 Bia + Az Bao

De uma forma mais geral, se

An A - Ay Bii B2 -+ By
T A P
Aml Am2 to Amp Bpn Bpn e Bpn

em que as submatrizes sao tais que as operagoes seguintes estdo bem definidas, entao

SheiAwBr Yoh i AwBre - Y h_i AkBin
AB — Yoot AokBrr Y p_AoBra - 30 _1 AoBin
Zizl A Bra ZZ:l AmkBra -+ Zgzl Ak Bin

2.2.3 Transposicao

A transposta de uma matriz A = [a;;] € Mpyxn (K), é a matriz AT = [b;;] € Mpxm (K) cuja
entrada (i,j) é aj;, parai = 1,...,n,j = 1,...,m. Ou seja, (AT);; = (A)j;. A matriz é
simétrica se AT = A.
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1 2
2 3

Repare que a coluna i de AT é a linha i de A, e que uma matriz é simétrica se e s6

. . . 13 .
Como exemplo, a transposta da matriz [ ¢é a matriz [ 5 4 ] , € a matriz

é uma matriz simétrica.

se for quadrada e forem iguais os elementos situados em posicoes simétricas relativamente a
diagonal principal.
A transposicao de matrizes goza das seguintes propriedades:

1 (AT)" = 4;
2. (A+ B)T = AT + BT,
3. (aA)T = aA”, para a € K;

4. (AB)' = BT AT,

ot

(AT = (A ken,

A afirmacdo (1) é valida ja que ((AT)T);; = (AT);; = (A);;.

Para (2), (A+ B)")y; = (A+ B)ji = (A)ji + (B)ji = (AT)i; + (BT);;.

Para (4), (AB)")ij = (AB)ji = > (A)jk(B)ri = Lp(Bi(A)jx = 2p(BT)in(AT)xj =
(BT AT),;.

Para (5), a prova é feita por indugao no expoente. Para k = 1 a afirmacao é trivialmente

valida. Assumamos entdao que é valida para um certo k, e provemos que é valida para k + 1.
Ora (Ak-i-l)T — (AkA)T =(1) AT(Ak)T — AT(AT)k — (AT)k—i-l'

Octave

0

. . 1 2 1 - .
Considere as matrizes A = ,B = ] Note que sdo do mesmo tipo, pelo que

2 3 -1 1
a soma estd bem definida. Verifica-se a comutatividade destas matrizes para a soma.

> A=[1 2; 2 3]; B=[0 1; -1 1];
> A+B

ans =
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Facamos o produto de A pelo escalar 2:

> 2xA
ans =
2 4
4 6

Note ainda que o nimero de colunas de A iguala o nimero de linhas de B, pelo que o produto
AB estd bem definido.

> AxB
ans =
-2 3
-3 b5

Verifique que também o produto BA estd bem definido. Mas

> B*A

ans =

BA # AB, pelo que o produto de matrizes ndo é, em geral, comutativo.
Considere agora a matriz C' cujas colunas s3o as colunas de A e a terceira coluna é a segunda
de B:

> C=[A B(:,2)]
C=

1 2 1

2 3 1

Como C' é uma matriz 2 x 3, a sua transposta, CT, ¢ do tipo 3 x 2:

> C?

ans =
1 2
2 3
1 1

> size(C?)

ans =
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2.2.4 Invertibilidade

Uma matriz A quadradada de ordem n diz-se invertivel se existir uma matriz B, quadrada
de ordem n, para a qual
AB = BA =1,.

Teorema 2.2.2. Seja A € M,, (K). Se existe uma matriz B € M,, (K) tal que AB = BA =
I,, entao ela € unica.

Demonstracao. Se B e B’ sao matrizes quadradas, n X n, para as quais
AB=BA=1,=AB'=B'A

entao
B'=BI, = B/(AB) = (B’A)B =1,B=B.

A matriz B do teorema, caso exista, diz-se a inversa de A e representa-se por A7

. 10 - , .
Por exemplo, a matriz S = [ 10 nao é invertivel. Por absurdo, suponha que existe
I Ora

T, de ordem 2, tal que ST = = TS. A matriz T é entao da forma [ £y
z w

ST =

y ] , que por sua vez iguala Iy, implicando por sua vez x = 1 e y = 0, juntamente
Y

comz=0ey=1.

Octave

. : - 1 2 L, , .
Considere a matriz real de ordem 2 definida por A = 5 3 | Esta matriz é invertivel. Mais
adiante, forneceremos formas de averiguacdo da invertibilidade de uma matriz, bem como algorit-
mos para calcular a inversa. Por enquanto, deixemos o Octave fazer esses calculos, sem quaisquer

justificacoes:

> A=[1,2;2,3];
> X=inv(A)
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2 -1
. _1 _3 2 . ~

Ou seja, A= = 5 1| Facamos a verificacdo de que AX = XA = I5:
> AxX
ans =

1 0

0 1
> XxA
ans =

1 0

0 1

Uma forma um pouco mais rebuscada é a utilizacdo de um operador boleano para se aferir da
veracidade das igualdades. Antes de nos aventurarmos nesse campo, e sem pretender deviarmo-nos
do contexto, atribua a a e a b os valores 2 e 3, respectivamente:

> a=2;b=3;

Suponha agora que se pretende saber se os quadrados de a e de b sdo iguais. Em linguagem
matemadtica, tal seria descrito por a? = b%. Como é 6bvio, no Octave tal seria sujeito de dupla
significacdo: o simbolo = refere-se a uma atribuicdo a varidvel ou parte de uma proposicao?
Como vimos anteriormente, = tem sido repetidamente usado como simbolo de atribuicdo (como
por exemplo em a=2); se se pretende considerar = enquanto simbolo de uma proposi¢cdo, entdo

usa-se ==. O resultado serd 1 se a proposicdo é verdadeira e 0 caso contrario. Por exemplo,
> a™2==b"2

ans = 0

> a"2!1=b"2

ans = 1

Usou-se! != para indicar #.

Voltemos entdo ao nosso exemplo com as matrizes. Recorde que se pretende averiguar sobre
a igualdade AX = I5. O Octave tem uma funcio pré-definida que constréi a matriz identidade
de ordem n: eye(n). Por exemplo, a matriz I3 é obtida com

> eye(3)

ans =

'De facto poder-se-ia ter usado também ~=, estando esta palavra também em consonancia com a sintaxe
do MatLab.



24 CAPITULO 2. CALCULO MATRICIAL

1 0
0 0
0 1

O = O

Portanto, a verificacdo de AX = I, é feita com:

> AxX==eye(2)

ans =

A resposta veio em forma de tabela 2 x 2: cada entrada indica o valor boleano da igualdade
componente a componente. Suponha que as matrizes tém ordem suficientemente grande por
forma a tornar a detec¢do de um 0 morosa e sujeita a erros. Uma alternativa serd fazer

> all(all(A*X==eye(2)))
ans = 1

Teorema 2.2.3. Dadas duas matrizes U e V de ordem n, entao UV ¢ invertivel e
vy t=v-lu.
Demonstragao. Como

ovy(vtvh)y=v v hut=vLUut=uUv"=1,

vuhYov)y=v ' (Uutr)v=vILV =vV =1,
segue que UV é invertivel e a sua inversa é V-1U 1, U

Ou seja, o produto de matrizes invertiveis é de novo uma matriz invertivel, e iguala o
produto das respectivas inversas por ordem inversa.

Duas matrizes A e B, do mesmo tipo, dizem-se equivalentes, e denota-se por A ~ B, se
existirem matrizes U,V invertiveis para as quais A = UBV. Repare que se A ~ B entao
B ~ A, ja que se A = UBV, com U,V invertiveis, entdo também B = U 'AV~!. Pelo
teorema anterior, se A ~ B entao A é invertivel se e s6 se B é invertivel.

As matrizes A e B sao equivalentes por linhas se existir U invertivel tal que A = UB. E
6bvio que se duas matrizes A e B sdo equivalentes por linhas, entao sdo equivalentes, ou seja,
A~ B.

Se uma matriz U for invertivel, entdo a sua transposta U’ também é invertivel e (UT) -
(U_l)T. A prova é imediata, bastando para tal verificar que (U _1)T satisfaz as condicoes de
inversa, seguindo o resultado pela unicidade.



2.2. OPERACOES MATRICIAIS 25

Segue também pela unicidade da inversa que
(A7) =4,

isto é, que a inversa da inversa de uma matriz é a propria matriz.

Octave
e n : . 1 2
Facamos a verificacdo desta propriedade com a matriz A = 43 ] :
> B=A’;
> inv(A’)==(inv(4))’
ans =

Vimos, atrés, que o produto de matrizes triangulares inferiores [resp. superiores] é de novo
uma matriz triangular inferior [resp. superior]. O que podemos dizer em relagao a inversa,
caso exista?

Teorema 2.2.4. Uma matriz quadrada triangular inferior [resp. superior] € invertivel se e
so se tem elementos diagonais ndo nulos. Neste caso, a sua inversa € de novo triangular
inferior [resp. superior].

Antes de efectuarmos a demonstracao, vejamos a que se reduz o resultado para matrizes

. . . . - a 0
(quadradas) de ordem de 2, triangulares inferiores. Seja, entdao, L = [ 1 ], que
az1 a2

. . . . . X
assumimos invertivel. Portanto, existem x,y, 2z, w € K para os quais I = L [ 4 ] , donde
z w

segue, em particular, que aj;z = 1, e portanto ayj; # 0 e x = % Assim, como aj1y =0 e
a11 # 0 tem-se que y = 0. Ou seja, a inversa é triangular inferior. Como y = 0, o produto
da segunda linha de L com a segunda coluna da sua inversa é agow, que iguala (I)9o = 1.
Portanto, age # 0 e w = ﬁ O produto da segunda linha de L com a primeira coluna da sua

inversa € azlﬁ + azz, que iguala (I)2; = 0. Ou seja, z = — 2.

Demonstragdo. A prova é feita por indugdo no nimero de linhas das matrizes quadradas.

Para n = 1 o resultado é trivial. Assuma, agora, que as matrizes de ordem n triangulares
inferiores invertiveis sdo exactamente aquelas que tém elementos diagonais nao nulos. Seja
A = [a;;] uma matriz triangular inferior, quadrada de ordem n + 1. Particione-se a matriz
por blocos da forma seguinte:

)

CLllO
b | A
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ondebénx1,0é1xneAén xn triangular inferior.

, , - . z|Y |.
Por um lado, se A é invertivel entao existe [7’7] inversa de A, com T1x1, Yixn, Znx1,

Wixn. Logo ajjx = 1 e portanto a;1 # 0 e x = % Assim, como a11Y = 0e aj; #0

tem-se que Y = 0. O bloco (2,2) do produto é entao AW, que iguala I,. Sabendo que

Y 0 110 ~ ~
x ‘ a1l ‘ = ‘ , tem-se que também W A = I,,, e portanto A é invertivel,
Zlw || b|A 01,

n X n, com (ﬁ)_1 = . Usando a hipdtese de inducao aplicada a Z, os elementos diagonais

de A, que sdo os elementos diagonais de A & excepcao de aj; (que ja mostramos ser nao nulo)
sao nao nulos.

Reciprocamente, suponha que os elementos diagonais de A sado nao nulos, e portanto que os
elementos diagonais de A sdo nao nulos. A hipétese de inducao garante-nos a invertibilidade

1
~ — 0
de A. Basta verificar que T ‘ ——| € a inversa de A. O
—LAp |4
11
. - L . . 0 1
Para finalizar esta seccao, e como motivacao, considere a matriz V = 1ol Esta

matriz ¢é invertivel, e V! = VT (verifique!). Este tipo de matrizes denominam-se por or-
togonais. Mais claramente, uma matriz ortogonal é uma matriz (quadrada) invertivel, e
cuja inversa iguala a sua transposta. De forma equivalente, uma matriz A invertivel diz-se
ortogonal se AAT = ATA=1.

Teorema 2.2.5. 1. A inversa de uma matriz ortogonal € também ela ortogonal.

2. O produto de matrizes ortogonais € de novo uma matriz ortogonal.

Demonstracdo. (1) Seja A uma matriz ortogononal, ou seja, para a qual a igualdade A7 = A1
é vélida. Pretende-se mostrar que A~! é ortogonal; ou seja, que (A_l)_1 = (A_I)T. Ora
(A = (A7) = (a7
(2) Sejam A, B matrizes ortogonais. Em particular sdo matrizes invertiveis, e logo AB é
invertivel. Mais,
(AB)™' = B7'a™! = BTAT = (4B)T.

O

Impoe-se aqui uma breve referéncia aos erros de arredondamento quando se recorre a um
V2 V2

sistema computacional numérico no calculo matricial. Considere a matriz A = 3/5 \% .
T2 2

A matriz é ortogonal ja que AAT = ATA = I,.

Octave
Definamos a matriz A no Octave:
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> A=[sqrt(2)/2 sqrt(2)/2; -sqrt(2)/2 sqrt(2)]
A =

0.70711 0.70711
-0.70711 1.41421
Verifique-se se AAT = AT A:

> all(all(AxA’==A’%A))
ans = 0

A proposicdo é falsa! Calcule-se, entdo, AAT — AT A:
> AxA’-A’*xA

ans =

0.0000e+00  -8.5327e-17
-8.5327e-17 0.0000e+00

E premente alertar para o facto de erros de arredondamento provocarem afirmacdes falsas. Teste
algo tao simples como

> (sqrt(2))"2==2

A transconjugada de A é a matriz A* = AT. Ou seja, (4%);; = (A);;. Esta diz-se hermitica
(ou hermitiana) se A* = A.
Sejam A, B matrizes complexas de tipo apropriado e o € C. Entao

1. (A*)" = A;

2. (A+ B)" = A* + B*

3. (aA)" = aA*;

4. (AB)* = B*A*;

5. (A")" = (A*)", paran € N;

A prova destas afirmacoes é andloga & que apresentdmos para a transposta, e fica ao
cuidado do leitor.

Uma matriz unitdria é uma matriz (quadrada) invertivel, e cuja inversa iguala a sua
transconjugada. De forma equivalente, uma matriz A invertivel diz-se unitaria se AA* =
A*A=1.

Teorema 2.2.6. 1. A inversa de uma matriz unitdria € também ela unitdria.

2. O produto de matrizes unitdrias € de novo uma matriz unitdria.
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Remetemos o leitor ao que foi referido no que respeitou as matrizes ortogonais para poder
elaborar uma prova destas afirmagoes.

2.3 Um resultado de factorizacao de matrizes

2.3.1 Matrizes elementares

Nesta seccao, iremos apresentar um tipo de matrizes que terao um papel relevante em resul-
tados vindouros: as matrizes elementares. Estas dividem-se em trés tipos:

1
0
1
1
a # 0; Di(a) = a —k
0
L 1_
T
k
o 0 -
1 a — i
i # j; Eij (a) = 1
0
- 1—
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1
1
0 1 -
1
Py = 1
1 0 "y
1
- 1_
T T
i J

Ou seja, as matrizes elementares de ordem n sao obtidas da matriz identidade I,, fazendo:
e para Dg(a), substituindo a entrada (k, k) por a;

e para Ej;j(a), substituindo a entrada (i,j) por a;

e para P;j, trocando as linhas ¢ e j (ou de outra forma, as colunas i e j).

E 6bvio que Dy(1) = Eij(0) = Py = I
A primeira propriedade que interessa referir sobre estas matrizes é que sao invertiveis.

Mais, para a,b € K,a # 0,

ey =i 3)

(Eij(b))_1 = F;;(=b), parai #j
(P;) ' =Py

A segunda, relevante para o que se segue, indica outro o modo de se obter as matrizes
Dy(a) e E;j(a) da matriz identidade, cujas linhas sdo denotadas por ly,la, ..., l,:

e para Dy(a), substituindo a linha k por al;
e para [Lj;(a), substituindo a linha ¢ por l; + al;.

Aplicando o mesmo raciocinio, mas considerando as colunas cq, ca, ..., ¢, da matriz iden-
tidade:

e para Dj(a), substituindo a coluna k por a cg;

e para Fj;j(a), substituindo a coluna j por ¢; + ac;.
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Octave
Considere as matrizes 3 x 3 elementares D = Dy(5); E = FE23(3); P = Pi3. Recorde que a matriz
I3 é dada por eye(3).

> D=eye(3);
> D(2,2)=5;
>D
D =
1 0 O
0O 5 0
0O 0 1
> E=eye(3);
> E(2,3)=3;
> E
E =
1 0 O
0O 1 3
0O 0 1
> I3=eye(3);
> P=1I3;
> P(1,:)=I3(3,:); P(3,:)=I3(1,:);
> P
P =
0O 0 1
0 1 0
1 0 O

Nesta dltima matriz, as instrugdes P(1,:)=I3(3,:); P(3,:)=I3(1,:); indicam que a primeira
linha de P é a terceira de I3 e a terceira de P é a primeira de I3.

O que sucede se, dada uma matriz A, a multiplicarmos & esquerda ou & direita? por uma

2Recorde que o produto matricial nfo é, em geral, comutativo, pelo que é relevante a distingio dos dois
Casos.
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matriz elementar? Vejamos com alguns exemplos, tomando
2
1

1
A= ,P:P12,E:E31(—2),D:D2 <—>

2

N =
= O O

-1

Vamos usar o Octave para determinar o produto DEPA. Para tal, faremos primeiro PA, a
este produto fazemos a multiplicacao, a esquerda, por F, e finalmente ao produto obtido a
multiplicacao por D, de novo a esquerda.

Octave
Vamos ent3o definir as matrizes A,P,E,D no Octave:

>A=[420; 110; 2-14];

> I3=eye(3);

> E=I3; E(3,1)=-2;

> P=I3; P(1,:)=I3(2,:); P(2,:)=I3(1,:);
> D=I3; D(2,2)=1/2;

Facamos o produto PA:

> PxA

ans =
1 1 0
4 2 0
2 -1 4

Qual a relagdo entre A e PA? Repare que ocorreu uma troca da primeira e da segunda linha
de A. Que por sinal foram as mesmas trocas que se efectuaram a I3 de forma a obtermos Pjs.
A matriz PA, multiplicamo-la, a esquerda, por E:

> ExPxA
ans =
1 1 0
4 2 0
0 -3 4
> D*ExPxA
ans =
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Uma matriz permutacao de ordem n é uma matriz obtida de I,, a custa de trocas de suas
linhas (ou colunas). Aqui entra o conceito de permutagdo. Uma permutagdo no conjunto

N, = {1,2,...,n} é uma bijeccao (ou seja, uma aplicacdo simultaneamente injectiva e so-
brejectiva) de N, em N,,. Uma permutagao ¢ : N,, — N,, pode ser representada pela tabela
. Para simplificar a escrita, é habitual omitir-se a primeira linha,

(1) ©(2) - p(n)

j& que a posigao da imagem na segunda linha indica o (tinico) objecto que lhe deu origem.

Definicao 2.3.1. O conjunto de todas as permutacdes em N, € denotado por S, e denomi-
nado por grupo simétrico.

Como exemplo, considere a permutacao v = (2,1,5,3,4) € S;. Tal significa que

(1) =2,7(2) =1,7(3) =5,7(4) =3,7(5) = 4.

Note que S, tem n! = n(n—1)(n—2)...2-1 elementos. De facto, para vy = (i1, i2,...,in) €
Sn, 11 pode tomar n valores distintos. Mas io apenas pode tomar um dos n — 1 restantes,
j& que nao se podem repetir elementos. E assim por diante. Obtemos entao n! permutacoes
distintas.

Dada a permutacao ¢ = (i1,42,...,%,) € Sy, se 1 < j <k < nei; > i, entdo i > iy
diz-se uma inversio de . Na permutagdo v = (2,1,5,3,4) acima exemplificada existem
trés inversoes, ja que (1) > v(2),7(3) > v(4),7(3) > ~(5). O sinal de uma permutacao
¢, denotado por sgn(y), toma o valor +1 caso o nimero de inversoes seja par, e —1 caso
contrario. Portanto, sgn(vy) = —1. As permutagoes com sinal +1 chamam-se permutagoes
pares (e o conjunto por elas formado chama-se grupo alterno, A,), e as cujo sinal é —1
denominam-se por permutacoes impares.

Uma transposicdo é uma permutacao que fixa todos os pontos a excepcao de dois. Ou
seja, 7 € S, é uma transposigao se existirem i, j distintos para os quais 7(i) = j,7(j) = i
e 7(k) = k para todo o k diferente de i e j. Verifica-se que toda a permutacao ¢ se pode
escrever como composicao de transposicoes 71,7o,...,7,. Ou seja, ¢ = T4 0 T9 0 --- 0 T,
Esta decomposicao nao é tnica, mas quaisquer duas decomposi¢oes tém a mesma paridade
de transposi¢oes. Ou seja, se existe uma decomposi¢do com um nimero par [resp. {mpar]
de intervenientes, entdao qualquer outra decomposigdo tem um nimero par [resp. impar| de
transposicoes. Mais, esse nimero tem a mesma paridade da do nimero de inversces. Por
consequéncia, o sinal de qualquer transposicao é —1. A permutacao ~ definida atras pode-se
decompor como (2,1,5,3,4) = (2,1,5,3,4) o (1,2,5,4,3) 0 (1,2,4,3,5).

O conjunto das permutagoes S, pode ser identificado com o conjunto das matrizes per-
mutacao de ordem n, em que a composicao de permutacao é de uma forma natural identificado
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com o produto de matrizes. A matriz permutagao P associada a permutacao v é a matriz
obtida de I5 realizando as trocas de linhas segundo . Para ficil compreensao, vamos recorrer
ao Octave.

Octave

> I5=eye(5);
> P=I5([2 1 5 3 4], :)

O O ©O » O
O O O O -
O = O O O
= O O O O
O O » O O

Na primeira linha de P surge a segunda de I3, na segunda a primeira, na terceira a quinta de
I3, e assim por diante.

De facto, toda a matriz permutacao pode-se escrever como produto de matrizes da forma
P;;, tal como definidas atrds. Tal é consequéncia da existéncia de uma decomposicao da
permutacao em transposicoes. Note que as transposicoes se identificam com as matrizes F;;.
Voltemos ao Octave e ao exemplo acima:

Octave
Em primeiro lugar, definamos as matrizes associadas as transposicoes, e facamos o seu produto:

> P1=I5([2 1 3 4 5], :);
> P2=I5([1 2 5 4 3], :);
> P3=I5([1 2 4 3 5], :);
> P1xP2%P3

ans =

SO O O —» O
O O O O -
O »r O O O
= O O O O
O O =, O O

O produto iguala a matriz P associada a permutacio escolhida:
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> all(all(P==P1%P2xP3))
ans = 1

Operagoes elementares sobre as linhas de A sdo as que resultam pela sua multiplicagao
a esquerda por matrizes elementares. Ou seja, sdo operagoes elementares por linhas de uma
matriz

e a troca de duas linhas,
e a multiplicacao de uma linha por um escalar nao nulo,
e a substituicao de uma linha pela sua sua com um miltiplo de outra linha.

De forma analoga se definem as operacoes elementares sobre as colunas de uma matriz,
sendo a multiplicacdo por matrizes elementares feita & direita da matriz. Na prética, tal
resulta em substituir a palavra “linha” pela palavra “coluna”’ na descricao acima.

2 4 6
Considere a matriz A = 1 4 2 |. Em primeiro lugar, e efectuando operacoes
-1 0 1
elementares nas linhas de A, tentaremos obter zeros por debaixo da entrada (A)11. Ou seja,
(2 4 6
pretendemos obter algo como | 0 7 7 |. Substitua-se a segunda linha, I, pela sua soma
0o 7?7 7

com o simétrico de metade da primeira. Ou seja,

2 4 6 — 2 4 6
1 4 2 lg<—lg—§ll 0 2 -1
-1 0 1 -1 0 1
1 00
Tal corresponde a multiplicar a esquerda a matriz A por Fa; (—%) = —% 1 0 [. Fagamos
0 01
0 mesmo raciocinio para a terceira linha:
2 4 6| — | 2 4 6 — 2 4 6
1 4 2 l2<—l2—§ll 0o 2 -1 l3<—l3+§ll 0 2 -1
-1 0 1 -1 0 1 0 2 4

Tal correspondeu a multiplicar o produto obtido no passo anterior, & esquerda, por Egl(%).
Ou seja, e até ao momento, obteve-se

1 1 2 4 6
E31(§)E21(—§)A= 0 2 -1 |=B8.
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Todos os elementos na primeira coluna de B, a excepgao de (B)11, sao nulos. Concentremo-
nos agora na segunda coluna, e na segunda linha. Pretendem-se efectuar operacoes elemen-

(2 4 6
tares nas linhas de B por forma a obter uma matriz da forma | 0 2 —1 |. Para tal,
0 0 7
2 4 6 4 6 ]
_
0 2 -1 |lg«Ils—0l|0 2 —-1|=U.
0 2 4 0 0 3

Ou seja, multiplicou-se B, & esquerda, pela matriz E3s(—1). Como B = E3(3)Ex(—3)A e
Es5(—1)B = U podemos concluir que

1 1 2 4 6
E32(—1)E31(§)E21(—§)A =U=|0 2 -1
00 3

Repare que U é uma matriz triangular superior, e que neste exemplo tem elementos diagonais
nao nulos, e portanto é uma matriz invertivel. Como as matrizes elementares sao invertiveis
e (BEs2(—1)E31(3)E21(—3%))7'U = A, segue que a matriz A é também ela invertivel. Note
ainda que (E32(—1)E31(3)Ea21(—3))7! = E21(3)E31(—3)FE32(1). A estratégia descrita acima
aplicada a matriz A é denominada por algoritmo de eliminacao de Gauss. O resultado final foi
a factorizagdo A = LU, onde U é uma matriz triangular superior (veremos mais adiante que de
facto pertence a uma subclasse desse tipo de matrizes) e L é uma matriz invertivel triangular
inferior (por ser a inversa de produto de matrizes invertiveis triangulares inferiores). Nem
sempre é possivel percorrer estes passos do algoritmo, para uma matriz dada arbitrariamente.
Veremos, na proxima seccao, que modificagoes se realizam na estratégia apresentada acima
por forma a que se garanta algum tipo de factorizacao.

Octave
Consideremos a matriz A dada por

> A=[2 4 6;2 2 2;-1 0 1];
A segunda linha de A soma-se o simétrico da primeira linha:

> I3=eye(3); E21=I3; E21(2,1)=-1;

> A2=E21xA
A2 =
2 4 6
0 -2 -4

-1 0 1
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A terceira, somamos a primeira multiplicada por %:

> E31=I3; E31(3,1)=0.5;

> A3=E31x*A2
ans =
2 4
o -2 -
0 2

Finalmente, a terceira somamos a segunda linha:

> E32=I3; E32(3,2)=1;

> A4=E32%A3
Ad =
2 4
o -2 -
0 O

6
4
4

6
4
0

CAPITULO 2.

CALCULO MATRICIAL

A matriz A4 obtida é triangular superior, com um elemento diagonal nulo. Logo, a matriz inicial

A n3o é invertivel.
O Octave contém o algoritmo numa sua rotina:

1 =

1.00000
1.00000
-0.50000

2 4
o -2 -
0 0

o
O = O
= O O

> [1,u,pl=1u(A)

6
4
0
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Aqui, u indica a matriz final do algoritmo e 1 a inversa do produto das matrizes elementares da
forma Ej;(a) envolvidas:

> (E32%E31%E21) -1

A matriz p é neste caso a identidade, e n3o tem nenhum papel. Mais a frente veremos a im-
portancia desta matriz (quando n3o é a identidade).
Obtivemos, ent3o, a factorizacdo lu=A.

O exemplo escolhido foi, de facto, simples na aplicacdo. Alguns passos podem nao ser
possiveis, nomeadamente o primeiro. Repare que o primeiro passo envolve uma divisdo (no
nosso caso, dividimos a linha 1 por (A);11). A propésito, os elementos-chave na divisdo, ou de
forma mais clara, o primeiro elemento nao nulo da linha a que vamos tomar um seu multiplo
denomina-se por pivot. Ora esse pivot tem que ser nao nulo. E se for nulo? Nesse caso,
trocamos essa linha por outra mais abaixo que tenha, nessa coluna, um elemento nao nulo.
E se todos forem nulos? Entao o processo terminou para essa coluna e consideramos a coluna
seguinte. Apresentamos dois exemplos, um para cada um dos casos descritos:

0 1 2 01 1
1 1 25106 7
-3 2 9 01 -2

No primeiro caso, a troca da primeira linha pela linha dois ou trés resolve o problema. No
segundo caso, aplicamos a estratégia a partir da segunda coluna. Recorde que a troca da
linha ¢ pela linha j é uma operacao elementar de linhas que corresponde a multiplicagao, a
esquerda, por ;.

Apresentamos, de seguida, o algoritmo de eliminacdo de Gauss de uma forma mais formal.

2.3.2 O Algoritmo de Eliminacao de Gauss

O Algoritmo de Elimina¢do de Gauss, (abrev. AEG), segue os passos que em baixo se des-
crevem:
Seja A uma matriz m X n nao nula.

1. Assuma que (A)1; # 0. Se tal ndo acontecer, entao troque-se a linha 1 com uma linha
i para a qual (A);; # 0. Ou seja, multiplique A, & esquerda, por Pj;. Para simplificar
a notacao, A denotard tanto a matriz original como a obtida por troca de duas das
suas linhas. A (A)1; chamamos pivot do algoritmo. Se todos os elementos da primeira
coluna sao nulos, use 2.

2. Se a estratégia indicada no passo 1 nao for possivel (ou seja, os elementos da primeira
coluna sdo todos nulos), entdo aplique de novo o passo 1 & submatriz obtida de A
retirando a primeira coluna.

3. Para ¢ = 2,...,m, e em A, substitua a linha i pela sua soma com um multiplo da
linha 1 por forma a que o elemento obtido na entrada (i,1) seja 0. Tal corresponde a

multiplicar a matriz A, & esquerda, por E;; <— ((ﬁ))ﬁ >
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4. Repita os passos anteriores a submatriz da matriz obtida pelos passos descritos, a que
se retirou a primeira linha e a primeira coluna.

Apdés se aplicar o passo 3 em todas as linhas e na primeira coluna, e supondo que (A)11 # 0,
a matriz que se obtem tem a forma seguinte:

[ (A (A2 (Ais (A1 |
T
0 77
: ? ?
0 777 ]

Ou seja, e por operacgoes elementares de linhas, podemos obter de A uma matriz com a
(A | *
0 A
sos 1, 2 e 3. Note que as operagoes elementares operadas nas linhas de A sdo também
(A | =
0 A

(A | *

0 |A

(A | *
A

forma O algoritmo continua agora aplicado & matriz A segundo os pas-

elas operacoes elementares realizadas nas linhas de . As operagbes elementa-

res efectuadas em A déo origem a uma matriz da forma , onde assumimos

(2)11 # 0. KEssas operagoes elementares aplicadas as linhas de dao lugar a

(A -

matriz 0 (Au
0 0 \ A
ou que existe uma troca conveniente de linhas por forma a se contornar essa questdao. Como é

(A)lm

* . Note que se assumiu que as entradas (i,7) sao nao nulas,

6bvio, tal pode nao ser possivel. Nesse caso aplica-se o passo 2. Ou seja, e quando tal acontece,
tal corresponde & nao existéncia de pivots em colunas consecutivas. Como exemplo, considere

2 2 2 2
amatriz M = | 2 2 2 0 |. Multiplicando esta matriz, & esquerda, por Egl(—%)Egl(—l),
1101
ou seja, substiuindo a linha 2 pela sua soma com o simétrico da linha 1, e a linha 3 pela
2|2 2 2
sua soma com metade do simétrico da linha 1, obtemos a matriz Mo = | 0|0 0 —2
0 ‘ 0 -1 0
Aplicamos agora o algoritmo & submatriz M = 8 01 _02 . Note que a esta submatriz

teremos que aplicar (2) por impossibilidade de se usar (1); de facto, ndo hé elementos nao

nulos na primeira coluna de M. Seja, entao, My a matriz obtida de M a que retirou a pri-
. . 0 -2 . - .

meira coluna; ou seja, My = Rt E necessario fazer a troca das linhas por forma

a obtermos um elemento nao nulo que tera as funcgoes de pivot. Essa troca de linhas é uma
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2 2|2 2
operacao elementar também na matriz original My = | 0 0| 0 —2 |. Tal corresponde
0 0|—-1 O

a multiplicd-la, a esquerda, por P»3. Repare que, sendo os elementos nas linhas 2 e 3 e nas
colunas 1 e 2 nulos, a troca das linhas de facto apenas altera as entradas que estao simulta-
neamente nas linhas envolvidas e nas entradas a direita do novo pivot. Obtemos, assim, a

2 2 2 2
matriz [ 0 0 —1 0 |. A matriz obtida tem uma particularidade: debaixo de cada pivot
00 0 2

todos os elementos sao nulos.

Octave
I3 indica a matriz identidade de ordem 3.

M=[2 22 2;2220;110 1]
P23=I3([1 3 2],:);

E31=I3; E31(3,1)=-0.5;
E21=I3; E21(2,1)=-1;
P23*E31*E21%M

< V. V. V V. VvV

Como foi referido, a matriz obtida por aplicacao dos passos descritos no Algoritmo de
Eliminacao de Gauss tem uma forma muito particular. De facto, debaixo de cada pivot todos
os elementos sao nulos. A esse tipo de matriz chamamos matriz escada (de linhas). Uma
matriz A = [a;j] é matriz escada (de linhas) se

i) se a;; # 0 com a;, =0, para k < j,entao app =0sek <jel >4
J
(ii) as linhas nulas surgem depois de todas as outras.

Sempre que o contexto o permita, diremos matriz escada para significar matriz escada de

linhas.
2 2 2 2
AmatrizU=| 0 0 —1 0 | éuma matriz escada (de linhas) que se obteve de M por
00 0 2

aplicagao dos passos (1)—(4). E 6bvio que uma matriz escada ¢ triangular superior, mas o

L . . 1
reciproco nao é valido em geral. Como exemplo, considere a matriz 01|
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Teorema 2.3.2 (Factorizaggo PA = LU). Dada uma matriz A, existem matrizes P per-

mutacdo, L triangular inferior com 1’s na diagonal principal e U matriz escada para as quais
PA=LU.

Ou seja, a matriz A iguala P~'LU. Portanto, toda a matriz é equivalente por linhas a
uma matriz escada de linhas.

Antes de procedermos a prova deste resultado, abrimos um parénteses para apresentarmos
dois exemplos que servem de motivacao ao lema que se segue.

0 3 -2
Considere a matriz A = | —1 3 0 |. A troca da primeira com a segunda linhas
1 3 -5
-1 3 0
dé origem & matriz A= 0 3 —2 |, aqual, e usando o AEG descrito atrds, satisfaz
1 3 -5
-1 3 0
Esy(—3)E31(2)A=| 0 3 —2 |. Ou seja, existem matrizes P permutacio, L triangular
0 0 1
inferior com 1’s na diagonal e U matriz escada para as quais PA = LU. Para tal, basta tomar
010 -1 3 0
P=|10 0|,L=(FE(-3)E3;(2)"'=E3(-2)E»B3),eU=| 0 3 -2
0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1
Considere agora a matriz M = [ 0 0 1 |. Ora Es3(—-1)M = [ 0 0 1 |, 0 que
1 01 0 -1 0
1 1 1
forga a troca da segunda pela terceira linha. Obtemos, assim, Py3Fs3(—-1)M = | 0 -1 0 |,
0 0 1

que é uma matriz escada. Neste caso, como se obtém as matrizes P, L,U do teorema?” Ao
contrario do exemplo anterior, a realizacao matricial das operagoes elementares por linhas do
AEG néao nos fornece, de forma imediata, essa factorizacao. No entanto, poder-se-ia escrever

1 1 1 1 1 1
Ex(~1)M =Py | 0 —1 0 |,jdque Py' = Py, eportanto M = E31(1)P3 | 0 —1 0 |,
0 0 1 0 0 1
pois E31(—1)"! = E31(1). Note que FE31(1)Py3 # P»3E31(1). Nao obstante, repare que
1 1 1
Egl(l)ng = P23E21(1), donde M = P23E21(1) 0 -1 0 |, e portanto PA = LU, com
0 0 1
1 1 1
P:P23,L:E21(1)6U: 0 -1 0
0 0 1

Lema 2.3.3. Para i, k,l > j, e para todo o a € K, € vdlida a igualdade E;j(a)Py = Py Epj(a).

Demonstragao. Se k # i, entao a igualdade é 6bvia.
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Suponha que k = i. Pretende-se mostrar que E;;(a)Py = PyEjj(a), com 4,1 > j. Sendo
P, Ej;(a) a matriz obtida de Ej;(A) trocando as linhas i e [, e visto a linha [ de Ej;j(a) ser

0 0a0 - 010 - 0
7 7
7 l
entdo a linha i de Py Ey;(a) é
0 0a0 - 010 - 0
7 7
7 l

E;j(a)Py é a matriz obtida de Py a que a linha ¢ se somou a linha j de P; multiplicada

por a. Sendo a linha 7 de Py

0O -+ 0 - 010 - 0

e a linha j de Py, e ja que j < 1,1,

0 - 0 -~ 0 1 0 0]
1
J
segue que a linha ¢ de F;j(a)P; é a soma
© - 0 - 010 - 0+ a0 --- 0 -« 0 1 0 0]
T T
! J
= [0 0 a0 - 010 - 0
T T
Jj l

Para k # i, a linha k de Ejj(a)P; é a linha k de P, sendo esta a linha k da matriz
identidade se k # [, ou a linha i da identidade se k¥ = [. Por sua vez, a linha k de P Ej;(a) é
a linha k£ da ientidade se k # [, ou é a linha ¢ de I, se k = [. O

Demonstracdo do teorema 2.3.2. A prova segue da aplicacdo do algoritmo de eliminacao de
Gauss, fazendo-se uso do lema para se obter a factorizacao da forma U = PLA, onde os
pivots do algoritmo sdo o primeiro elemento nao nulo de cada linha (n&o nula) de U. O

A caracteristica de uma matriz A, denotada por car(A), por ¢(A4) ou ainda por rank(A),
é o nimero de linhas nao nulas na matriz escada U obtida por aplicagao do Algoritmo de
Eliminacao de Gauss. Ou seja, e sabendo que toda a linha nao nula de U tem exactamente 1
pivot que corresponde ao primeiro elemento nao nulo da linha, a caracteristica de A é o ntimero



42 CAPITULO 2. CALCULO MATRICIAL

de pivots no algoritmo (ainda que o ultimo possa nao ser usado, por exemplo, no caso de estar

2 2 2 2
na tltima linha). Note ainda que car(A) = car(U). Por exemplo, car | 2 2 2 0 | =3, ja
1101

que a matriz escada obtida desta tem 3 linhas nao nulas.

Uma matriz quadrada A de ordem n diz-se nao-singular se car(A) = n. Ou seja, A é
nao-singular se forem usados n pivots no algoritmo de eliminagdo de Gauss. Uma matriz é
singular se nao for nao-singular.

Teorema 2.3.4. As matrizes nao-singulares sdo exactamente as matrizes invertiveis.

Demonstragdo. Seja A uma matriz quadrada, e U a matriz escada obtida de A por Gauss.

Por um lado, se A é invertivel, e como A ~ U, segue que U é invertivel, quadrada. Como
U é triangular superior, nao pode ter linhas nulas caso constrario teria um elemento diagonal
nulo, o que contraria a invertibilidade de U.

Por outro lado, se A é nao-singular entdo U nao tem linhas nulas. Como cada coluna de
U tem no méaximo 1 pivot, e existem n linhas e n pivots, entao cada linha tem exactamente
1 pivot. Ou seja, os elementos diagonais de U sao nao nulos. Como U é triangular superior,
segue que U é invertivel, e portanto A é invertivel visto A ~ U. O

Teorema 2.3.5. Se A € uma matriz ndo-singular, entao eriste uma matriz P permutacdo
tal que PA € factorizdvel, de forma inica, como PA = LU, onde L € triangular inferior com
1’s na diagonal e U é uma matriz triangular superior com elementos diagonais ndao nulos.

Demonstracdo. A existéncia de tal factorizacdo é consequéncia do teorema 2.3.2. Repare que,
sendo a matriz nao singular, tal significa que os pivots estao presentes em todas as colunas
de U. Assim, os elementos diagonais de U s@o os pivots, sendo estes nao nulos. Resta-nos
provar a unicidade. Para tal, considere as matrizes L1, Lo triangulares inferiores com 1’s na
diagonal, e as matrizes Uy, Uy triangulares superiores com elementos diagonais diferentes de
zero, matrizes essas que satisfazem PA = LUy = LoUs. Portanto, L1U; = LoUs, o que
implica, e porque L1,U; sao invertiveis (porqué?), que U1U2_1 = L1_1L2' Como L1, U, sao,
respectivamente, triangulares inferior e superior, entao L1_1 e Uy ! s80 também triangulares
inferior e superior, respectivamente. Recorde que sendo a diagonal de L; constituida por 1’s,
entao a diagonal da sua inversa tem também apenas 1’s. Daqui segue que L1_1L2 é triangular
inferior, com 1’s na diagonal, e que U;U, 1 ¢ triangular superior. Sendo estes dois produtos
iguais, entao L1_1L2 ¢ uma matriz diagonal, com 1’s na diagonal; ou seja, L1_1L2 =1, e
portanto L1 = Lo. Tal leva a que L1U; = L1Us, o que implica, por multiplicacao a esquerda
por Ll_l, que Uy = Us. ]

Octave
Ao se usar uma ferramenta computacional numérica é necessario algum cuidado nos erros de
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D~

truncatura. Como exemplo, considere a matriz A=[1E-5 1E5; 1E5 1E-5]. Esta matriz

ndo-singular, e a unica (porqué?) matriz escada obtida, sem quaisquer trocas de linhas,
10-° 10°

0 1075 —10°

D~

. Usando o Octave,

> format long
> E=eye (2); E(2,1)=-A(2,1)/A(1,1)

E=
1
-10000000000 1
> ExA
ans =

1.00000000000000e-05 1.00000000000000e+05
-1.45519152283669e-11  -1.00000000000000e+15

Repare que a matriz ndo € triangular inferior, e que o elemento (2,2) dessa matriz deveria ser
107° — 10" e n3o —10' como indicado.

> (ExA) (2,2)==-1E15

ans = 1
> -1E15==-1E15+1E-5
ans = 1

Para o Octave, ndo existe distincdo entre os dois nimeros, por erro de arrondamento.

Embora o AEG seja pouco eficiente neste tipo de questdes, existem algumas alteracles que
sdo efectuadas por forma a contornar este problema. Um exemplo é a pivotagem parcial. Este
algoritmo serd descrito com detalhe noutra unidade curricular de MIiEB. A ideia é, quando se
considera um pivot na entrada (i,7), percorrer os outros elementos que estdo por baixo dele e
trocar a linha 4 com a linha do elemento que seja maior, em médulo. Tal corresponde a multiplicar,
a esquerda, por uma matriz da forma P;;. Esse algorimto estd implementado no Octave, sendo
chamado pela instrucdo 1u(A).

> [L,U,P]=1u (&)

[

.000000000000000 0.000000000000000
.000000000100000 1.000000000000000

o
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1.00000000000000e+05  1.00000000000000e-05
0.00000000000000e+00  1.00000000000000e+05

A matriz L indica a inversa do produto das matrizes elementares, U é a matriz escada, e P é a
matriz permutacdo. Obtemos, deste forma, a factorizacdo PA = LU.

> all(all(P*A==LxU))
ans = 1

2.4 Determinantes

2.4.1 Definicao

b
Considere a matriz A = J e assuma a # 0. Aplicando o AEG, obtemos a factorizagao

C
1 0ffla b| |a b
~<¢ 1||lecd| |0 —%+4d
a b

a
0 —%+4d
e s se U for invertivel. Ora, a matriz U é invertivel se e sé se —% +d # 0, ou de forma
equivalente, se ad — bc # 0. Portanto, A é invertivel se e s6 se ad — bc # 0.

. Ou seja, a matriz A é equivalente por linhas & matriz

U = , que é uma matriz triangular superior. Recorde que A é invertivel se

Este caso simples serve de motivacao para introduzir a nocao de determinante de uma
matriz.

Na definigao que se apresenta de seguida, S, indica o grupo simétrico (ver Defini¢ao 2.3.1).

Definicao 2.4.1. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. O determinante de A, denotado
por det A ou |A|, € o escalar definido por

Z sgn(a) A15(1)A20(2) ** " Cno(n)-
gESy

Vejamos o que resulta da féormula quando consideramos matrizes 2 X 2 e matrizes 3 x 3.

. aip a2 T ~
Seja A = . Neste caso, o grupo simétrico S, tem apenas as permutacoes
azi a2

o1 = (12) e 09 = (21), sendo que sgn(o1) = 1 e que sgn(oz) = —1. Recorde que o1(1) =
1,01(2) = 2,02(1) =2 e 02(2) = 1. Obtemos, entdo, |A| = aj1a22 — ai2a9;.
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Figura 2.1: Esquema do cédlculo do determinante de matrizes de ordem 2
ail a2 ais
Sejaagora A = | ag; a2 as3 |. Recorde que S3 tem 6 elementos. No quadro seguinte,
azyp asz2 as3
indicamos, respectivamente, a permutagao o € S3, o seu sinal, e 0 produto a;4(1)a24(2) * * * Apg(n)-

Permutagao o € S3 ‘ sgn(o) ‘ A15(1)025(2) * * * Ono(n)

(123) +1 (11022033
(231) +1 12023031
(312) +1 13021032
(1 32) —1 a110a923a32
(2 1 3) —1 a120a910a33
(321) -1 11022031
Obtemos, assim,
|A| = (11022033 + (12023031 + 13021032

—@11G23032 — 12021433 — 411022031

Para facil memorizacao, pode-se recorrer ao esquema apresentado de seguida.

Figura 2.2: Esquema do cédlculo do determinante de matrizes de ordem 3, ou a Regra de

Sarrus

2.4.2 Propriedades

Sao consequéncia da defini¢ao os resultados que de seguida apresentamos, dos quais omitimos

a demonstragao.

Teorema 2.4.2. Seja A uma matriz quadrada.
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1. Se A tem uma linha ou uma coluna nula entao |A] = 0.
2. |A| = |AT].

3. Se A € triangular (inferior ou superior) entao |A| = H (A)i.

i=1,...,n
4- |P2]| =—1, |Dk(a)| = a, |Elj(a)| =1, comi#j.

Daqui segue que |I,,| = 1. Segue também que dada uma matriz tringular (inferior ou supe-
rior) que esta é invertivel se e s6 se tiver determinante nao nulo. Mais adiante, apresentaremos
um resultado que generaliza esta equivaléncia para matrizes quadradas nao necessariamente
triangulares.

Teorema 2.4.3. Dada uma matriz A quadrada, a € K,
1. |Di(a)A] = a|A] = [AD;(a)|;
2. [P Al = |[AP;| = —|A[;
3. |Eij(a)A] = |A] = |AEij(a)|.

Como |Di(A)] = a,|Py| = —1 ¢ |Eyg(a)] = 1, segue que | D;(a)A| = |Dy(a)||Al, |PyA| =
|P;j||A| e que |Ejj(a)A| = |Eij(a)||A|l. Repare ainda que, se A é n x n, é véilida a igualdade
laA| = o”|4], j& que aA = [[;-, Di(a)A. De forma andloga, dada uma matriz diagonal D
com elementos diagonais dy,ds, ... ,dy, tem-se |DA| = dids - - - d,|A| = |D|]A|.

Coroldrio 2.4.4. Uma matriz com duas linhas/colunas iguais tem determinante nulo.

Demonstracao. Se a matriz tem duas linhas iguais, digamos ¢ e 7, basta subtrair uma a outra,
que corresponde a multiplicar & esquerda pela matriz E;j(—1). A matriz resultante tem uma
linha nula, e portanto tem determinante zero. Para colunas iguais, basta aplicar o mesmo
raciocinio a AT, O

O coroldrio anterior é passivel de ser generalizado considerando nao linhas iguais, mas tal
que uma linha se escreva como soma de multiplos de outras linhas. O mesmo se aplica a

colunas.

Corolario 2.4.5. Tem determinante nulo uma matriz que tenha uma linha que se escreve
como a soma de maultiplos de outras das suas linhas.

Demonstracdo. Suponha que a linha ¢, ¢;, de uma matriz A se escreve como a soma de
multiplos de outras das suas linhas, ou seja, que ¢; = ZjeJ ajily = il +ag, by +- - +aj b,
A linha i de E;j, (—«;j,)A é a matriz obtida de A substituindo a sua linha i por ¢; — a;, ¢}, =
aj,lj, + -+ + o t;,. Procedemos ao mesmo tipo de operacoes elementares por forma a
obtermos uma matriz cuja linha ¢ é nula. Como o determinante de cada uma das matrizes
obtidas por operacao elementar de linhas iguala o determinante de A, e como a ltima matriz
tem uma linha nula, e logo o seu determinante é zero, segue que |A| = 0. ]
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Coroldrio 2.4.6. Seja U a matriz obtida da matriz quadrada A por Gauss. Entdo |A| =
(=1)"|U|, onde r indica o nimero de trocas de linhas no algoritmo.

Sabendo que uma matriz é invertivel se e s6 se a matriz escada associada (por aplicagao
de Gauss) é invertivel, e que esta sendo triangular superior é invertivel se e s6 se os seus
elementos diagonais s@o todos nulos, segue que, e fazendo uso de resultados enunciados e
provados anteriormente,

Corolario 2.4.7. Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, as afirmagoes sequintes sao
equivalentes:

1. A € invertivel;

2. |Al #0;

3. car(A) = n;

4. A € nao-singular.

Portanto, uma matriz com duas linhas/colunas iguais nao é invertivel. Mais, uma matriz
que tenha uma linha que se escreva como soma de multiplos de outras das suas linhas nao é
invertivel.

Teorema 2.4.8. Seja A e B matrizes n X n.
|AB| = |A|B|.

Demonstragdo. Suponha que A é invertivel.

Existem matrizes elementares FEi,..., Fs; e uma matriz escada (de linhas) U tal que
A = F1FEy...E;U. Ora existem também F.1,...,E, matrizes elementares, e U; matriz
escada de linhas para as quais U7 = E,;...E.U;. Note que neste tltimo caso se pode
assumir que nao houve trocas de linhas, j4 que os pivots do AEG sdo os elementos dia-
gonais de U ja que UT é triangular inferior, que sdo nao nulos por A ser invertivel. Ora
U; é entao uma matriz triangular superior que se pode escrever como produto de matrizes
triangulares inferiores, e portanto U; é uma matriz diagonal. Seja D = U;. Resumindo,
A= E\Ey...Ey(Es;y...E.D)T = E\F,. ..ESDE?ETT_1 . ..Eg:rl. Recorde que, dada uma
matriz elementar F, é valida |EB| = |E||B|. Entao,

|AB| = |E\B>...E,DE]E!_,...EL  B|
|E1||E2...EsDETET_ | ... ET | B|
= |E\||E2||Bs ... EsDE'E! ... EL | B

= |B\||Es||Es|... |EJ||DIEF||EY ... |[EL || B
|E\EyE5 ... EsDEIE" | ... EL |||B|
= |A]|B].

Se A nao é invertivel, e portanto |A| = 0, entdo AB nao pode ser invertivel, e portanto
|AB| = 0. O
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Como |I,| = 1, segue do teorema anterior a relacdo entre o determinante uma matriz
invertivel com o da sua inversa.

Corolario 2.4.9. Se A € uma matriz invertivel entao

1
ATl = =
A7 =1

Recorde que para que uma matriz A seja invertivel exige-se a existéncia de uma outra
X para a qual AX = I, = XA. O resultado seguinte mostra que se pode prescindir da
verificagdo de uma das igualdades.

Corolédrio 2.4.10. Seja A uma matriz n X n. Sdo equivalentes:
1. A € invertivel
2. existe uma matriz X para a qual AX =1,
3. existe uma matriz’ Y para a qual YA =1,

Nesse caso, A=/l =X =Y.

Demonstragao. As equivaléncias sao imediatas, ja que se AX = I, entao 1 = |[,| = |AX| =
|A|| X e portanto |A] # 0.

Para mostrar que A~! = X, repare que como AX = I, entdo A é invertivel, e portanto
A7TAX = A7! donde X = AL, O

. . ~ . a
Faca a identificacio dos vectores (a,b) € R? com as matrizes coluna [ O pro-

b

duto interno usual (u1,uz) - (vi,v2) em R? pode ser encarado como o produto matricial

v . . . ~ ~ .
[ Uy U ] Y1, Ou seja, v -v = ulv. Esta identificacdo e nocao pode ser generali-

V2
zada de forma trivial para R™. Dois vectores u e v de R™ dizem-se ortogonais, u L v, se

u-v=ulv=0. A norma usual em R" é definida por ||u|| = v/u - u, com u € R"

Corolario 2.4.11. Seja A uma matriz real n X n com colunas c1,¢2,...,c,. Entdo A €
ortogonal se e sd se c; Lcj=0sei#j, elcl| =1, parai,j=1,...,n.
Demonstracdo. Condicao suficiente: Escrevendo A = [ c1 o Cp ], temos que
T
€
T ¢
I, =A"A= [cl Ccy - cn}.
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Como o elemento (,7) de : c1 €y -+ Cn ] é cI'c;, obtemos o resultado.

T
Condigao necessaria: Ora cl-ch =0sei#j,e cZ-Tci =1 ¢é o mesmo que ATA = I,,, e pelo
corolario anterior implica que A é invertivel com A~' = AT pelo que A é ortogonal. O

Ou seja, as colunas das matrizes ortogonais sao ortogonais duas a duas. O mesmo se pode
dizer acerca das linhas, ja que a transposta de uma matriz ortogonal é de novo uma matriz
ortogonal.

2.4.3 Teorema de Laplace

Dada uma matriz A, quadrada de ordem n, denota-se por A(i|j) a submatriz de A obtida por
remocao da sua linha ¢ e da sua coluna j.

Definigao 2.4.12. Seja A = [a;;] uma matriz quadrada.
1. O complemento algébrico de a;j, ou cofactor de a;j, denotado por A;;, estd definido por

Aij = (1) A(ilj))|

2. A matriz adjunta € a transposta da matriz dos complementos algébricos

Adj(A) = [Ay]" .

Teorema 2.4.13 (Teorema de Laplace I). Para A = [a;;], n x n, n > 1, entdo, e para
k=1,...,n,

Al = ) an Ay
j=1

n
= > apdjp
j=1

O teorema anterior é o caso especial de um outro que enunciaremos de seguida. Para tal,
é necessario introduzir mais notacao e algumas definigoes (cf. [8]).

Seja A uma matriz m x n. Um menor de ordem p de A, com 1 < p < min{m,n}, é o
determinante de uma submatriz p x p de A, obtida de A eliminando m — p linhas e n — p
colunas de A.

Considere duas sequéncias crescentes de ntmeros

1<iu<io< - <p<m, 1< <jo< - <jp<m,
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e o determinante da submatriz de A constituida pelas linhas 1,4%2,...%, e pelas colunas

] 1 . 17
J1,J2,---,Jp- Este determinate vai ser denotado por A '1 '2 » ). Ou scia,
J J2 - Jp
11 o ... 1
< JiroJz2 - Jp > tkJklk=1,..p

Paralelamente, podemos definir os menores complementares de A como os determinantes
das submatrizes a que se retiraram linhas e colunas. Se A for n x n,

. . . c
A 2‘1 2‘2 . Z‘p
Ju o g2 - Jp

denota o determinante da submatriz de A apés remocao das linhas i1, 42, ...7, e das colunas
J1,J2,---,Jp de A. O cofactor complementar esta definido como

C
A¢ 1.1 1.2 Z.p _ (—1)SA 2‘1 1.2 Z‘p ’
Ju o J2 .-+ Jp Ju J2 .-+ Jp
onde s = (i1 +do + -+ ip) + (J1 + J2 + - Jip)-
O caso em que p = 1 coincide com o exposto no inicio desta seccao.

Teorema 2.4.14 (Teorema de Laplace II). Sejam A = [a;5], nxn, 1 <p < n. Para qualquer
escolha de p linhas 11,142, ...,1, de A, ou de p colunas ji, jo,...,Jp de A,

A - YA O DY L (R
j Ju J2 .- Jp Ju J2 .-+ Jp
onde a soma percorre todos os menores referentes a escolha das linhas [resp. colunas].

Para finalizar, apresentamos um método de cdlculo da inversa de uma matriz nao singular.

Teorema 2.4.15. Se A € invertivel entdo

L Adi(A)
A"l = 298
Al

Octave

Vamos agora apresentar uma pequena fun¢do que tem como entrada uma matriz quadrada e como
saida sua matriz adjunta.

function ADJ=adjunta(A)

% sintaxe: adjunta(A)



2.4. DETERMINANTES o1

% onde A e’ uma matriz quadrada
% use-a por sua propria conta e risco
% copyleft ;-) Pedro Patricio

n=size(A)(1,1); % n e’ o numero de linhas da matriz
ADJ= zeros (n); % inicializacao da matriz ADJ
for i=1:n % 1 denota a linha
for j=1:n % j denota a coluna
submatriz=A([1:i-1 i+1:n],[1:j-1 j+1:n]); % submatriz e’ a
submatriz de A a que se lhe retirou a linha i e a coluna j

cofactor=(-1)"(i+j)* det(submatriz); % calculo do cofactor
ADJ(j,i)=cofactor; % ADJ é a transposta da matriz dos
cofactores; repare que a entrada (j,i) e’ o cofactor (i,j) de A
end; % fim do ciclo for em j
end % fim do ciclo for em i

Grave a func3o, usando um editor de texto, na directoria de leitura do Octave. No Octave, vamos
criar uma matriz 4 x 4:

> B=fix (10*rand(4,4)-5)

0 -2 3 -2
-2 3 1 -1
-3 0 4 3
-4 4 0 4
> adjunta(B)
ans =

76.0000 -36.0000 -48.0000 65.0000
48.0000 -32.0000 -28.0000 37.0000
36.0000 -24.0000 -32.0000 36.0000
28.0000 -4.0000 -20.0000 17.0000

Pelo teorema, como B~! = %ﬁB) segue que B Adj(B) = |B|14.

> Bxadjunta(B)
ans =

-44.00000 -0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 -44.00000 -0.00000 0.00000
0.00000 -0.00000 -44.00000 0.00000
0.00000 -0.00000 0.00000 -44.00000
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